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PREFACIO 


SOBRE  ESTA  EDIQAO 


O  principal  foco  desta nova  cdigao  fbi  aumentar  a  compreemao  estudantil  por  mcio  de  uina 
revisao  cmdadosa  da  expos  igao  do  lexto;  a  criagao  do  novos  tipos  de  problemas,  cm  particular 
os  Exerdcios  de  Com  preen  sac  e  os  exerdcios  de  Entocando  Concedes;  e  a  revisao  de  limit  os 
exempt  os,  acre  see  niando  mais  passos  e  reform  ukmdo-os  para  maior  dare /a. 

Recursos  Computacionais  Nesta  edigao  forneeemos  muitos  exemplos  c  exerdcios  para 
os  prolessores  que  queiram  uttlizar  ealeuladoras  grade  as,  sislemas  de  computaqao  simbolica 
on  oulros  programas.  Contudo,  esses  cxemplos  e  exeiddos  sao  impiememadosde  ial  manei- 
ra  que  6  possfvel  util  tzar  o  texto  em  disci  pi  in  as  em  que  os  recursos  computacionais  sao  uii- 
lizados  arriplamcntc,  mode  rad  amen  te  ou  ate  mesmo  nao  utilizados.  Para  dar  um  fund  amen  to 
soli  do  ao  u  so  de  s  se  s  rec  u  rsos  c  om  pu  t  ac  i  on  a  i  s,  i  nc  1  u  f  mos  u  m  a  sec  ao  de  n  o  n  1 1  n  ada  G  rdfi  co  s  de 
Ftmgdes  Unlizmdo  Cakidadonts  e  Recursos  Comptmcionah  (Scqao  1 .2),  Novos  comenta- 
rios,  denoniinados  Do  min  io  da  Tecnologia^  direct  on  am  os  estudantes  para  apiicagoes  tec  no- 
Ibgicas  recenles  e  uleis,  Os  exercieios  que  exigent  recursos  computacionais  eslao  marcados 
com  fco  lies  para  !  act  Si  tar  a  idenlifieagao. 

Internet  Este  Lexio  6  suplemeniado  pelo  site 

www*  w  i  Icy.  co  m/co  II  ege/a  n  to  n 

Exposigao  Revisada  Cada  pagina,  cada  explicaqao  c  cada  excmplo  foram  criticamcnte 
reexam  in  ad  os  c  live  ram  sua  expos  igao  re  l  ei  la t  onde  necessario,  para  levar  os  csludantes  di- 
rcto  ao  ccrne  das  que  sides.  Alcm  disso,  os  Apcndices  Aa  Bt  C  c  D  da  edigao  anterior  foram 
desloeados  para  o  site  que  acompanha  cste  lex  to.  Os  modulus  Expand  in  do  o  Horizonte  do 
Cdicido  agora  cstao  no  site  c  os  csludantes  sao  dirigidos  a  cics  cm  par agrafes  i n trod u ton  os 
aos  mesmos,  com  o  enderego  na  internet  ao  final  dos  capftulos  apropi  iados  no  texto. 
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■  ■  ■ 
VIII 


NOVIDADES  NA  OITAVA  EDIQAO 


Exercicios  Novos  e  Atualrzados 

Os  no vos  Exercicios  de  Compreensdo,  no  inicio  dos  exercicios  do  cada  segno,  eon- 
tern  uma  eolegao  basica  de  quatro  a  oito  exercicios  planejados  para  toear  cm  aptjdoes 
c  eonceitos  basicos  da  segao,  Os  estudarues  podem  utilizar  esses  exercicios  como 
uma  mnneim  concisa  de  leslar  sen  conheciinenlo  de  cada  segao.  As  respostas  dos 
Exercicios  de  Verificagao  Rapida  aparecem  ao  final  dc  cada  segao* 

O  novo  conjunto  Enfacaudo  Conceiios  cm  cada  grupo  de  exercicios  destaca  osexer- 
efeios  quo  sao  mais  conccituuis. 

Os  Exercicios  de  Rcvlsao  substituimm  os  Exercicios  Suplcmentarcs  ao  final  dc  cada 
capfmkx  Uma  selegao  desses  exercicios  pode  ser  utilizada  para  rever  eonceitos  impor- 
tantes  detiiro  do  capitulo  on  construir  as  verificagoes  do  mesmo.  Atom  disso,  as  colc- 
gbe.s  dc  exercicios  foram  conferidas  c  expandidas  para  incluir  uma  maior  variedade  c 
uma  equivalenem  mais  acemnada  entre  exercicios  pares  e  impares. 


Introdugao  a  Fungoes  Exponenciais  e  Logaritmlcas  no  Inicio  O  Capitulo  J  agora 
conleni  o  material  basico  iclativo  a  fun  goes  inversus,  logaritmicas  c  exponencUus  (quo  na  edi¬ 
gao  anterior  estava  no  Capitulo  4). 

Notas  Marginais  Comcntarios  marginals  gcrais  chamam  a  aicngao  para  ideias  no  tcxlo  ou 
fornecem  ideias  ad  ic  ion  ais.  Esses  comcntarios  gcrais  c  os  denominados  Dominio  da  Tecna- 
iagia  subslimem  os  comcntarios  inlitulados  Pam  o  Lei  tor  da  edigao  anterior. 

Analise  de  Fungoes  O  material  tradicional  sobre  ^esbogo  de  enrvas”  aparece  como  parte 
da  A nali sc  dc  Fungoes  (Sc goes  5J-53).  A  Segao  5.3  foi  revisada  para  obter  um  equilibrio 
m  el  her  entre  os  metodos  do  Cdlculo  c  o  uso  dc  rccursos  computacionais  no  grAfico  de  i’un- 
gdcs.  A  scgao  sobre  movimento  rctiltnco  foi  trail sferi da  para  o  final  do  capitulo  para  facilitar 
a  transigao  da  discussao  de  grab  cos  para  o  topieo  de  maxiinos  e  minimos  de  fungoes.  Assim, 
podemos  iratarde  upUcagbes  mais  cedo  nessc  capitulo. 

Tecnicas  de  Derivagao  A  segno  de  Tecnicas  dc  Derivagao  (Scgao  3.3)  e  dedieada,  agora, 
as  regras  basicas:  derivada  dc  uma  constamc  c  dc  potencias  dc  a\  a  regra  do  muitiplo  constantc 
c  as  regras  da  soma  e  da  diferenga.  As  regras  do  prod uto  c  do  quociente  foram  dcslocadas  para 
uma  scgao  propria  (Scgao  3.4), 


OUTRAS  CAR  ACTE  R 1STSCAS 


Flexibilidade  Esta  edigfto  foi  feita  com  uma  flexibilidade  plane  jacla  para  servir  a  um  amplo 
espeetro  de  filosofias  do  Calcuto,  desde  a  mais  tradicional  ale  a  mais  inovadora.  Os  rccursos 
computacionais  podem  ser  enfatizados,  ou  nao,  e  a  ordem  dc  muitos  tdpicos  pode  ser  pcmiu- 
tada  livrcmctUc  para  acomodar  as  necessidades  cspccificas  do  professor, 

Revisao  de  Trigonometria  Muitos  altmos  sao  atomical  ados  por  deficiSndas  cm  Trigo¬ 
nometria,  dc  mo  do  que  inclufmos  uma  rev  i  sao  de  Trigonometria  no  A  pend  ice  A, 

Notas  Historicas  Nesta  edigao  foram  mantidas  as  notas  histdrieas  e  as  biografias  que,  dcs- 
dc  sua pri me ira  edigao,  sao  uma  marcadeste  livro.  Todoo  material  hiografico  foi  desiiladode 
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refereneias  Msicas  com  o  objetivo  tie  capturar  as  personalidades  dos  grandes  maiem&icos  e 
traze-los  com  vida  aos  esiudantes. 


Exerci'cios  Gradativos  A I  guns  conjuntos  de  excrete  ios  sao  gradativos,  coinegando  com 
problemas  rotineiros  e  progredindo  para  problemas  de  maior  diiiculdade. 

Rigor  O  desafio  tic  cscrever  um  bom  livro  de  Calculo  esta  cm  obter  o  equilibrio  cone  to 
enlre  o  rigor  c  a  dareza.  Nos  so  objetivo  e  apresentar  uma  Matcrvdiiea  ligorosa  aa  anaior 
extensao  possfvei  em  um  traiamento  introduldrio.  Quando  a  dareza  e  o  rigor  col  idem, 
escolhemos  a  dareza;  contudo,  acredi tamos  que  6  imponantc  o  estudante  entender  a  di  fe¬ 
re  rtga  entre  uma  demonstragao  precisa  e  um  argumento  informal,  de  mode  que  tentamos 
tornar  cl  arc  quando  os  argumeruos  apresentados  sao  in  formal  s  ou  para  motivaguo.  A  teoria 
envoi  vendo  argumentos  de  £-$  apaiece  em  segues  separadas,  podeudo  ser  estudada  ou  nao, 
de  acordo  com  a  prelerencia  do  professor. 

Nfve!  Matematico  Este  texto  foi  eserito  cm  um  nfvcl  matematico  que  perm  i la  a  preparagao 
do  estudante  para  as  mats  variadas  profissoes  que  requeiram  uma  sdlida  formagao  matemdti- 
ca,  incluindo  a  Bngcnharia,  vdrias  ciencias  c  a  Adniinistragao. 

Computagao  Grafica  Nesta  edigao  fazemos  uso  extensive  da  moderna  computagao  gra- 
fica  para  esclarecer  conccitos  c  dcseuvolver  a  hahilklade  do  estudante  dc  visual  izar  ohjetos 
mate m dti cos,  panic ularmente  os  do  espago  tri dimensional,  Para  aqucles  que  trabalham  com 
recur sos  computaeionais,  ha  varies  cxercicios  que  foiam  projetados  especial  meme  para  tle- 
senvolver  a  habilidade  de  gcrar  c  analisar  curvas  c  superficies  niateniaticas, 

Aplicabilidade  cio  Calculo  Um  dos  objetivos  primaries  desta  edigao  e  estabelecer  a  re- 
lagao  do  Calculo  coni  o  mundo  real  e  com  as  experience  as  pioprias  do  estudante,  Esse  tenia 
<5  manLido  ao  longo  de  exemplos,  cxercicios  e  modulus.  As  aplieagoes  dadas  nos  cxercicios 
foiam  escolhidas  para  fornecer  ae  estudante  uma  ideia  da  aplicabilidade  do  Calculo. 

Equagoes  Diferenciais  no  Inicio  As  idcias  basicas  de  equagoes  diferenciais,  problem  as 
de  valor  inicial,  campos  de  diregees  e  curvas  integrals  sac  introdtizidas  simultaneamente  coin 
integragao  e  depois  re  vistas  com  mais  detalhes  no  Capftulo  9. 

Opgao  Parametrica  no  Inicio  De  acordo  com  a  tend&neia  moderna  de  discudr  as  equa- 
goes  paramelricas  no  infeie  da  discipline  inlraduzimos  as  curvas  paramdlricas  na  Segao  1 ,8, 
para  depois  revere  assunto  no Capftulo  I  1,  onde  discuiimos  os  assuntos  relacionados  ao  Cal¬ 
culo.  Os  profes  sores  que  prefer  item  a  tradicional  discussao  das  equagoes  parametric  as  mais 
tardc  nao  encontrarao  problema  alguin  cm  postergar  o  material  da  Segao  !  .8  ate  a  discussao 
sobre  Geomeiria  Analitiea  no  Capftulo  !  T 

Principios  do  Calculo  do  Integrate  O  tradicional  capftulo  sobre  Tecnicas  de  fntegraqao 
6  denominado  ”Pi  inefpies  do  Calculo  de  Integrate'’  para  relict ir  uma  aboniagem  mais  moder¬ 
na  do  material.  D  capftulo  onfall za  meiodos  gerais  e  o  papel  de  recursos  computaeionais  tie 
lugar  de  Lruques  especfticos  para  calcular  integrals  complicadas  ou  obscuras. 

Apendice  de  Equagoes  Polinomiars  Como  muitos  estudantes  t£m  dificuldadcs  em  re¬ 
solver  equagoes  polinomiais,  inclufmos  o  Apendice  B*  em  que  revteamos  e  Teorema  da  Fato- 
ragau,  o  Teorema  do  Resto  e  t>  proeedimentti  para  encontrar  raizes  racionais. 

Regra  dos  Qualro  A  "regra  dos  quatixC  diz  respeito  i  apresentagao  dos  conccitos  dos 
pontos  de  vista  verbal,  algebrico,  visual  e  numeric  o.  De  acordo  com  a  fdosofia  pedagogic  a 
atual,  sempre  que  indicado,  utiiizamos  essa  abordagem. 


SUPLEMENTOS 


SUPLEMENTOS  PARA  O  ESTUDANTE* * 


Student  Solutions  Manual,  Neil  Wigley 

O  Manual  de  Solugoes  para  o  Hstudante  (cm  ingies)  forncce  solugoes  detalhudas  para  os  cxer- 
cfcios  fi  n  pa  res  do  livro, 

Uma  Varrtvel:  ISBN  0-47 1  -67205-X 
Varias  Variaveis:  ISBN  0-47 1 -67212-2 


Student  Study  Guide,  Brian  Camp 

O  Guia  dc  Estudos  para o  Estudante  (cm  ingles)  contem  iddias  centrais  e  sugestoes de  csiudo, 
bum  coma  amostras  de  provas  para  cada  segno  e  oapftulo  do  livro. 

Uma  Varktvel:  ISBN  0-47 1 -67206-8 
Yarias  Variaveis:  ISBN  0-47 1  -672 1 3-0 


SUPLEMENTOS  PARA  O  PROFESSOR** 


Instructor^  Manual  Irl  Bivens  e  Stephen  Davis 

()  Manual  do  Professor  (cm  ingles)  fornece  cronogramas  e  pianos  de  ensino  para  cada  segao 
do  livro,  A  maioria  dos  pianos  de  ensino  content  uma  lisla  nao  numerada  dos  pom  os  essen¬ 
tials  a  scrcrn  enfatizados.  A  discussao  de  cada  segao  eondui  com  uma  amostra  de  trabalho 
de  casa  para  os  a  I  unos. 

ISBN  0-47 1-67202-5 


*  Dispomve!  sonienle  no  niercado  noFte-qmericgji^ 

**Qs  pmfessores  iruercs&adosein  neccber  material  dc  apoao  lem  ingles)  dc\ein  enfrar  em  comato  com  a  Bookman  [id i torn  pelo 
cndcr^co  vccrcl  a  ti  ried  ii  aria  I  (S'  art  mcd.com .  hr  e  encanrmihnr  comprovanle  de  doc£neia. 


Suplementos  xi 


Instructor^  Solutions  Manual,  Neil  Wigley 

0  Manual  de  So  lu  goes  para  o  Professor  (em  ingles)  eontcm  sohigoes  detalhadas  para  tod  os 
os  exercfeios  do  livro. 

Uma  Variavel:  ISBN  0-47  J  -67203-3 
Varias  Variaveis:  ISBN  0-47 1  -72429-7 


Test  Bank,  Henry  Smith 

()  Banco  de  Testes  (cm  ingles)  content  uma  variedade  do  perguntas  e  respostas  para  cada  sc- 
gao  do  livro. 

ISBN  0-47 1-67204- 1 


PARA  O  ESTUDANTE  E  O  PROFESSOR 


Modulus  Horizonte  na  Internet 

Alguns  capftulos  selecionados  lerminam  com  refercncias  a  mddulos  na  internet  denoniinados 
Expatidindo  o  Horizonte  do  Calculo  (cm  ingles).  Como  o  nomc  indie  a,  esses  mode  I  os  tern  o 
propdsilo  de  levar  o  estudanie  uni  pas  so  ale  in  do  texto  traditional  de  Calculo.  Eles  sao  optional  s, 
podem  ser  usados  como  projeios  para  irabalho  eni  grupo  ou  individual  e  pod  cm  ser  usados  pelos 
professores  na  disciplina.  Por  exemplo,  ha  modules  que  trabalham  iteragao  e  sistenias  dinami- 
cos,  equagoes  do  movimento,  aplicagao  de  Integra 9 an  a  projeto  de  esirada  de  ferro,  eolisao  de 
cometa  com  a  Terra  e  modelagem  de  furacoes,  Esses  mddulos  podem  ser  encontrados  no  site 

\v  w  w,  boo  k  nia  n  .c  om ,  br 


OUTROS  RECURSOS 


eGrade  Phis  e  uma  fcri  amenta  on-line  podcrosa  quo  disponibiliza,  tamo  para  professores 
quanto  para  estudames,  uma  colegao  inlegrada  de  recursos  de  ensino  e  aprendizado  num  site 
facil  de  utilizar  (cm  ingles).  O  eGrade  Plus  esla  organizado  em  torno  das  ativldades  esseneiais 
executadas  pelo  professor  e  pelo  aluno  em  sala  de  aula: 


Para  Professores 

*  Prepare  e  A  presenter  Crie  apresemagOes  dc  aulas  utilizando  todos  os  rccursos  ofcrccidos 
pel  a  Wiley,  tais  como  versoes  on-line  do  livro,  aprescnlagdes  em  PowerPoint  e  simulagoes 
i  mcrati  vas,  torn  an  do  mais  elicienie  sen  tempo  de  prepare  de  aula.  Esses  conieiidos  podem 
ser  facil  men  le  adapt  ados,  personal  izados  e  com  pi  et  ados  para  atender  as  demand  as  de  sua 
disciplina. 

*  Crie  Trabalhos  de  Casa:  Automatize  a  elaboragao  e  a  corregao  de  trabalhos  de  casa  e  dc 
testes  utilizando  banc  os  de  testes  fornecidos  pela  Wiley  ou  escrevendo  sett  proprio  banco. 
Os  trabalhos  clc  casa  dos  alunos  serao  automaticamerUe  avaliados  e  as  notas  langadas  em 
sua  plant  I  ha  dc  notas.  eGrade  Plus  pode  estabdecer  vincuios  entre  os  problemas  passados 
para  casa  e  as  segocs  on-line  do  livro,  disponibilizando  urn  assessoramento  contextual iza- 
do  para  os  alunos. 

*  Registry  o  Pi'ogresso  dos  Alunos;  Manic  11 ha  um  registro  do  progresso  dc  scus  alunos 
atravds  de  uma  plant  lha  das  notas,  que  I  he  permhira  analisar  resuitados  individuals  e  glo¬ 
bal  da  etas  sc  para  determ  inar  scu  progresso  e  nfvel  de  cnteiidim.cn  lo. 

*  Administre  sua  Disciplina:  eGrade  Plus  pode  ser  facilmcntc  integrado  com  outros  sis- 
temas  de  adminislragao  dc  classe,  planilhas  de  notas  ou  outros  rccursos  que  possam  eslar 
sendo  ulilizados  em  sua  disciplina,  lomecendo  llexibilidade  para  construir  sua  propria 
disciplina,  com  seu  proprio  estilo. 


xii  Suplementos 


Para  Estudantes 

()  eGrade  Plus  da  Wiley  fornece  rctorno  install  tanco  aos  trabalhos  de  casa  c  um  tesouro  de 
material  de  apoio,  Essa  ferramenta  poderosa  vai  ajudar  seus  at u nos  a  desenvolver  a  com- 
preensao  conceit  uni  do  material  de  aula  e  aumentar  sua  habilklade  de  resolver  problemas. 

*  Study  &  Practice:  a  area  “Estude  e  Pratique’"  (em  ingles)  esta  vinculada  direlamente  ao 
eon  Le  Lido  do  livro,  permitindo  ao$  estudantes  revisar  o  texto  en  quart  to  csiudam  e  elaboram 
os  trabalhos  de  casa.  Esse  pacote  inckii  os  segu  ink's: 

*  Solugdes  de  Calculo  utili/ando  JustAsk!  (Marca  Regis  trad  a)  (ein  ingles)  inclui  pro- 
b  lent  as  que  sc  relacionam  com  material  dos  capitulos,  tutorials  interativos,  solagoes  e 
respostas  detalhadas  e  oriemagoes  para  solugoes. 

*  Exploragoes  do  Calculo  (cm  ingl£s)  consiste  mima  sene  de  aplicativos  interativos 
Java  que  perm  item  ao  esiudante  explorar  o  signilkado  geometrieo  de  muitos  eon  ceil  os 
centrals  do  Calculo  1 . 

*  Rcvisao  de  Algebra  e  Trigonomctria  (cm  ingles)  e  tuna  rcvlsao  orientada,  com  ritino 
ditado  pelo  usudrio,  de  tdpicos  centrals  da  Algebra  e  Trigonomelria  que  sao  essenciais 
ao  do  mini o  do  Catculo. 

*  O  Manual  de  Solugoes  para  o  Esiudante  (em  ingl&s)  conlem  solugoes  detalhadas 
para  exercfcios  selecionados  do  livro. 

*  O  Guia  de  Estudos  para  o  Esiudante  (em  itigles)  oferece  sugestoes  e  dicas  de  estudo, 
iddias  e  conceitos  cemrais  e  am  os  Iras  de  testes  e  provas. 

*  Testes  On-Line  de  Calculo  (em  ingles)  oferece  oponunidades  para  auto-aval  iagao  de 
estu  dames. 

*  Assignment:  a  area  “Trabaiho  de  Casa”  {em  itiglSs)  mantdin  num  mesmo  lugar  todos 
os  trabalhos  que  voce  quer  que  seus  alunos  completem,  facilitando-lhes  manter-se  em  dia. 
Os  cstudames  terao  acesso  a  uma  varledade  dc  fbrramentas  intcrativas  do  resol ucao  de 
problemas,  bem  como  outros  recursos  para  aumentar  sua  conlianga  e  emendimento.  Alem 
disso,  muitos  trabalhos  dc  casa  contem  um  link  para  as  segdes  conespondertles  do  livro 
mukimidia,  fomecendo  aos  cstudames  auxilio contextual ixado do  assunto estudado  que  os 
ajuda  a  veneer  os  obstaculos  na  resol  ugao  de  problemas  a  medida  que  apareeerem. 

*  Grade  book:  uma  Planilha  Pessoal  de  Notas  (cm  ingles)  pernute  que  cada  aluno  con  lira 
suas  notas  de  trabalhos  an  Leri  ores  a  qualquer  memento. 

Por  favor,  visile  o  site  ww\v,\v iky.com/college/anton  (cm  ingles)  ou  con  bra  uma  demon stra- 
gao  on- line  em  www.wiley.com/cGllege/egracleplus.  Aqui  podem  ser  encontradas  inlhrma- 
gdes  adieionais  (cm  ingles)  sobre  as  carac  Leris  licas  e  vantage  us  de  eCJrade  Plus,  como  solid- 
tar  um  test  drive  de  c  Grade  Plus  para  esle  livro  e  como  adapla-lo  para  uso  em  classe. 

The  Faculty  Resource  Network  A  Rede  de  Recursos  para  o  Corpo  Docent e  (cm  in¬ 
gles)  6  uma  rede  para  o  uso  de  professores,  mantida  por  professores  do  Ensino  Superior 
dedicados  ao  efetivo  uso  de  feenologia  em  sal  a  de  aula.  Esse  grupo  pode  ajuda- 1  o  a  aplicar 
tdcnicas  i  no  v  adorns  em  sal  a  de  aula,  implememar  pacotes  espeeiTicos  de  aplicativos  e  adaptar 
a  utilizagao  de  recursos  as  necessidades  especflieas  de  cada  turma.  Solicite  mais  in  form  agues 
ao  sen  represen  tame  local  da  Wiley. 
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FUNCOES 


m  dos  tern  a  5  mass  importantes  do  Calculo  e  a  analise  das  relagoes  entre  quantidades 
fi  sicas  ou  matematicas.  Tais  relagoes  podem  ser  descritas  em  term  os  de  graficos1 
formulas,  dados  rtumericos  ou  palavras.  Neste  capitulo,  desenvolveremos  o  conceits 
de  "fungSo",  quo  4  a  ideia  basics  subjacente  a  quase  todas  as  relates  mate  rustic  as  t  fisicas, 
nao  importando  como  sao  expressas.  Estudaremos  as  propriedades  de  algumas  das  fungoes 
mats  basicas  quo  ooorrem  no  CaleuEo,  incluindo  as  fgngoes  polinomiats,  trigonometriqas, 
trigonometricas  inverses,  exponenciais  e  logantmicas  Para  os  leitores  quo  gostariam  de 
estudar  as  aplicagbes  mate  a  fun  do  r  fornecemos  uma  segao  opcional  quo  mtroduz  o  uso  de 
curvas  de  regressao  para  modelar  dados  do  mundo  real.  Concluimos  o  capitulo  com  uma 
dlscussao  de  curvas  do  piano  que  sao  melhor  descritas  utilizando  um  par  de  fungoes,  (Esse 
material  relative?  a  "curves  parametricas"  pode  ser  adiado  ate  mais  tarde,  se  for  converts  ente.) 


Folo:  O  desenvolvimento  do  Cdlculo  nos  seculos  XVII  e  XVIII foi  motivado  pela  necessidade  de  entender fendmeuosflsicos  como 
os  mores,  as  fuses  da  Lua,  a  natureza  da  luz  e  a  gravidade. 

1.1  FUNQOES 

Nesta  se0  o  definin' mo  $  e  desenvolveremos  o  concetto  de  que  e  o  objeto  matemdtico 

bast  co  ntiUzado  par  dentist  as  e  male  matt  cos  para  descrever  retaqdes  e  Hire  quantidadcs 
vandveis.  As  fimgdes  desempenham  uni  papcl  central  no  Cdlculo  c  em  suas  aplicagdes. 


■  DEFINICAO  DE  UMA  FUNQAO 

Mu  i  Las  Id  $  c  ion  if  iicas  C  muilOS  prineipios  tie  Engenharia  deserevem  como  uma  quami  du¬ 
de  ddpende  de  outra.  Em  1673,  essa  ideia  foi  formalizada  por  Leibniz,  que  cunhou  o  lermo 
fungda  para  indiear  a  dependeneia  tie  uma  quantidade  em  relagao  a  uma  ouira,  eon  forme  a 
defmigfio  a  seguir. 


UJ  or; mn it;,vo  Se  uma  variavel  y  depende  de  uma  variavel  a  de  tal.  modo  que  cada 
valor  dc  x  determina  exatamente  uni  valor  de  y\  entao  dizeinos  que y  e  uma  funqaa  de  x . 


Quatro  maneims  usuais  de  repiesentar  fun  goes  sao: 

*  Numericamcntc  com  tube  las  •  Geometric  aniente  com  grafieos 

■  Verbal  me  nte 


A I  g  ebr  i  ca  m  ente  com  fo n n  u  la  s 


2  Calculo 


Tabela  LL1 

VELOCIDADES  E)H  QUAIJPICA^AD 
MAS  5m  MI  I, HAS  DE-  INDIANAPOLIS 


AND  / 

VEHJCIDADK  S 
(milhas/hora) 

1987 

215,390 

1988 

219,198 

E  989 

223.885 

1990 

225.301 

1991 

224,113 

1992 

232.482 

1993 

223,967 

1994 

228,03 1 

199  5 

231.604 

1996 

233,100 

1997 

218,263 

1998 

223.503 

1999 

225,179 

2000 

223.47 1 

2001 

226.037 

2002 

233,342 

2003 

233.726 

2004 

222.024 

O  mdtodo  dc  represen  tagao  mu  Has  ve/es  depends  de  eomo  surgiu  a  fungao,  Por  exemplo; 

•  A  Tabela  1.1.1  mostra  a  veloeidade  de  qualifieagao  5  para  a  pole  na  corrida  de  500 
milhas  dc  Indianapolis  como  uma  fungao  do  a  no  t.  Ha  exatamente  um  valor  dc  S  para 
cada  valor  dc  t. 


•  A  Figura  1,1*1  cum  registro  grafico  cic  um  terremoto  feito  por  uni  sismografo,  O  gra¬ 
de  o  dc  sere  vc  a  dcHcxao  D  da  agulha  do  sismografo  como  uma  fungao  do  tempo  T  dc- 
corrido  desde  o  instance  cm  que  o  abalo  deixou  o  epicentre  do  terremoux  Hii  uxata- 
menlc  um  valor  dc  D  para  cada  valor  de  T . 

•  Aigumas  das  mais  conhccidas  tun  goes  s  urgent  dc  formulas;  por  exemplo,  a  formula 
C-  2  nr  expressa  o  comprimento  da  circuit  fcrencia  C  dc  uni  eiieulo  como  uma  fun- 
gfio  do  raio  r  do  efrculo.  Ha  exatamente  um  valor  de  C  para  cada  valor  de  r. 

•  Aigumas  vezes,  as  fungSes  sao  deseritas  cm  palavras.  Por  exemplo,  a  Lei  da  Gravi- 
tagfio  Universal  de  Isaac  Newton  e,  IVequeiUemente,  enunciada  da  seguinte  forma:  A 
lorqa  gravitacional  de  atraguo  emre  dois  corpus  no  Universe  e  diretameme  proper- 
cion  al  ao  produto  de  suas  massas  e  inversamente  proporcional  ao  quadrado  da  dis- 
tanda  emre  eles.  Esta  e  a  descricao  verbal  da  formula: 


F  =  G 


ntitni 


na  qual  F  e  a  forga  de  atraguo,  nt  ,  e  m2  sao  as  massas,  r  6  a  distanda  cnlrc  os  corpos 
e  G  6  uma  constants.  Sc  as  massas  sao  consumes,  entao  a  descrigao  verbal  define  F 
como  uma  fungao  de  r.  Ha  exatamente  um  valor  de  F  para  cada  valor  de  r. 


Entrada  , 


r 


Figura  1.1,2 


Na  hi  etude  do  scculo  X  VIII,  o  matemufieo  sufgo  Leohnard  Euler  (pronuncia-se  Aider’') 
coneebeu  a  ideia  de  denotar  fung Ses  pel  as  let  r  as  do  a  I  label  o,  torn  an  do  possivel,  desse  niodo, 
trabalharcom  fungous  sem  apresentar  formulas  cspeciiicas,  graficos  ou  label  as.  Para  en  tender 
a  idda  de  Euler,  pense  numa  lungSocomo  sendo  um  programa  de  computador  que  torna  uma 
entrada  x,  opera  com  ela  de  a]  gum  a  forma  e  produz  exatamente  uma  saida  y.  O  programa  de 
computador  6  uni  objeto  por  si  so,  assim  podemos  dar-lhe  um  nome,  digamos/.  Dessa  forma, 
a  fungao  /  (o  programa  de  computador)  assoc ia  uma  timea  saida  y  a  cada  entrada x  (Figura 
LI. 2).  fsso  sugere  a  definiqao  seguinte. 


1*1,2  DFriMCAO  Uma  fungao  f  6  uma  regra  que  assoeia  uma  linica  saida  a  cada 
entrada.  Se  a  entrada  for  denotada  por  x,  entao  a  saida  e  denotada  por  f(x)  (leia-se  “/ 
de  jiT). 


Ness  a  definigao,  o  termo  ihuca  significa  “exatamente  uma  \  Assim,  uma  fungao  nao 
pode  produ/ir  duas  safdas  d  Here  rites  com  a  mesma  entrada.  Por  exemplo,  a  Figura  LL3 
mostra  um  grafico  dc  dispersao  dc  pesos  versus  idadc  para  uma  amosfra  aleatdria  dc  100 


Figura  LL3 


Capi'tulo  t  /  Fungoes  3 


cstudantcs  universitarios,  Esse  grdfico  de  dispcrsao  nao  desereve  o  peso  W  como  uma  fun- 
gao  da  idade  ,4,  pois  ha  alguns  valores  de  ,4  com  mais  de  um  valor  correspon den te  de  W. 
Is  so  6  esperado,  uma  vez  que  duas  possoas  com  a  mesma  idade  nao  tern,  nccessariamente, 
o  rnesmo  peso. 


Tabela  LI *2 


X 

0 

1 

2 

3 

y 

3 

4 

-1 

6 

■  VARIAVEIS  IN  DEPEN  DENTES  E  DEPENDENTES 

Para  uma  dada  entrada  a,  a  sat  da  de  uma  Funeao/e  dertominada  valor  de  /e  m  a*  ou  imagem 
de  a  por/  Muitas  vczes  denotamos  a  saida  de  uma  Fuitqao  per  uma  letra,  di games  v,  c  escre- 
vemos 


>• =flx) 

Essa  equugao  expressa  v  como  uma  Fungac  de  a;  a  variavel  xc  denommuda  variavel  independent 
te  ou  argument*)  de/  e  a  variavel  y  e  denominada  variavel  de  pendente  d  of.  Essa  LerminoJogia 
tent  o  objelivo  dc  sugerir  que  x  esia  .livre  para  vaiiar,  mas,  uma  vez  dado  um  valor  especffico  para 
a;  o  valor  coitcs  pendente-  de  v  esta  deicrminado.  For  enquanto*  eonsideramos  apenas  J  Lingoes  em 
que  as  va  nave  is  independent  c  dependents  sao  numeros  reais,  ease  em  que  dizemos  que/ 6  uma 
funqdo  real  de  uma  variavel  real *  Adiame  consideraremos  outros  tipos  de  fungoes. 


►  Exemplo  1 


A  Tube  I  a  L  L2  descrcve  a  rctaquo  fun  cion  a  l  y -fix)  cm  que 


/<0)  =  3 
/(!)  =  4 
f(2)  =  “1 
/( 3)  -  6 


/  assoeijt  v  =  3  a.v  =  0 


f  ussOCiu  i,  =  4a.r=  ! 


f  associay  =  -l  xx  =  2 


f  assoda  v  -  6  a.t  s  3 


A 


►  Exemplo  2  A  equagao 

v  -  3a2  -  4  v  +  2 

esta  na  Forma  y  —fix)  cm  que  a  I’ungao/e  dada  pela  form  Lila 

fix)  =  3/  -  4a  +  2 


Leonhard  Euier  (1707-1783)  Euler  Foi,  provavd- 
mente*  o  mais  proUlico  de  tod  os  os  malemdiieos*  Foi 
ditoque  “Euler  fazia  matem£tica  tao facilnieiue  quan¬ 
to  a  maioria  dos  home  ns  respira’h  Ele  nasceu  em  Ba¬ 
sel,  Suiga,  c  era  ft] ho  de  um  ministro  prdtestante*  o 
qual,  por  sua  vez.  jit  estudara  Matematica.  O  genie  dc 
Euler  so  desert  volvcu  cede.  Etc  freqiienlou  a  Universidade  de 
Basel  e,  aos  16  a  nos.  Gbtcve  siimiltaneamente  os  tftulos  de 
Bach  are  l  em  Aries  e  Mestre  em  Fi  tosolia.  En  quanto  esta  va  em 
Basel,  tove  a  sorte  de  ser  oiientado  Lint  dia  por  semana  pelo 
notdvel  maiem£iteo  Johann  Bernoulli,  Sob  a  pressaodo  pai, 
comegou  a  estudar  Peo login.  Contiido,  o  fasemio  pela  Mate- 
mdlica  era  muito  grande  e,  aos  l£  a  nos,  eomegou  a  pesquisar. 
Nao  obstante*  a  mfiueneia  do  pai  era  muito  forte  e  seas  e$iu- 
dos  teoldgicos  persistiiam,  e  assim  por  toda  a  vida  Euler  foi 
profunda  men  te  religiose  e  simples.  Em  penodos  di  Pc  rentes, 
ledonou  na  Academia  de  Ciencias  de  Sao  Petersburg*)  (Rus¬ 
sia).  na  Universidade  de  Basel  e  na  Academia  de  CiSndas  dc 
Bcrlim.  A  cnergia  e  a  cap  act  dado  de  trabalho  de  Euler  eram 
prat  ica  men  te  ilimkadas.  Sens  trabalhos  acumulados  formam 
mais  de  100  volumes  in-quario  (foi ha  de  papcl  dobrada  duas 


ve/.es)  e  acred  ita-se  que  muito  de  sen  trabalho  ten  ha  si  do  per- 
dido.  E  parlicularmente  espantoso  que  nos  illtimos  17  anos 
de  sua  vida,  quando  mais  produziu,  estava  cego!  A  memdria 
impecavel  de  Euler  era  fenonienal.  Mais  cedo  em  sua  vida, 
memorizou  a  Eneida  de  Virgflio  e,  com  70  anos,  era  capaz 
de  recitar  a  obra  inteira,  A  1dm  disso,  podia  dar  a  primeira  e 
a  til  lima  sentenga  dc  cada  pagina  do  livro  meniorizado.  Sua 
habilidade  em  resolver  problemas  decabega  era  inacredUdvel. 
Etc  solucionava  de  cab  eg  a  grandes  problemas  do  movimento 
lunar  que  Fru  stray  am  Isaac  Newton  e,  cm  certa  ocasiao,  Fez 
uin  complicado  cAlculo  dc  cabega  para  cnccrrar  uma  discus- 
saoentie  dots  cstudantcs,  cujos  ealculos  di  Fori  am  na  qtiinqua- 
gdsima  casa  decimal, 

A  pas  tii  de  Leibniz  e  Newton,  os  i‘esultados  em  Mate- 
matica  se  desenvolveram  rapida  e  desoidcnadamcntc.  O  genio 
de  Euler  deu  uma  coerSncia  a  pa  is  agent  Mate  mat  ica.  Etc  foi 
o  prinieiro  inatematico  a  trazer  toda  a  forga  do  Calculo  para 
resolver  problemas  da  Ffsica.  Ele  fez  contribuigocs  important 
tes  a  viruialmemc  todos  os  ramos  da  Matcmatica  bent  como  h 
leorSa  da  dplica.  dos  movi memos  planetdrios,  da  eletricidade, 
do  magnetismo  e  da  mecaniea  geral. 


4  Calculo 


Para  cada  emrada  xf  a  safda  corresponds  me  v  e  oblida  substimindo  x  nessa  fbrmula* 


/(())  =  3(0)5  -  4(0)  +  2  =  2 

/(- 1.7)  =  3(-l,7f  —  4( —  1 ,7)  +  2  =  17.47 

/(v/2)  =  3(72)-  -472  +  2  =  8-472 


/  assocra  y  =  2  a  t  =  0 


/  inform  y  =  1 7.47  a  -  3.7 


/  associa  y  =8--3v^a.v-  -J2 


■  GRAFICOS  DE  FUNQOES 

Se  /  for  uma  funyao  de  uma  variavel  real  a  valores  re  a  is,  enlao  o  graft  co  de  /  no  piano 
\y  6  definido  co mo  sendo  0  gralico  da  equayao  y  —  f(x).  Por  exemplo,  0  grdfico  da  fun- 
yao  /(t)“  x  e  o  grdfico  da  equayao  y  =  x  que  aparece  na  Figura  1 .  1 .4.  Ess  a  figura  lambem 
mostra  os  grdficos  dc  algumas  outras  f undoes  basicas,  possivclmemc  eonhceidos,  Na 
proxima  seyao,  vamos  disoulir  tsSenicas  para  a  const ruyao  dc  gralkos  de  funyoes  usando 
co  mpu  tad  ores  c  ca  leu  I  adorns. 


Como  fix  6  imaging rio  para  valo¬ 
rs  5  negatives  de  x,  n£o  ha  pontes  no 
grdfico  de  y  =  .fix  na  regiao  em  quo 
.v  <  0. 


Figura  IAA 


Figura  l.li  A  coordenada  y  do  urn 
pa  mo  no  gr^llto  de  y  =fix)  e  o  valor 
cle/na  coordenada  x  correspondence. 


Os  gut  lie  Os  podem  forneccr  iiiformayaio  visual  imporlatuesobre  uma  funyao.  Porexcmplo, 
como  o  gryfico  dc  uma  funyao/no  piano  at  c  o  grafico  da  equayao  y  =fix),  os  pom  os  do  grafico 
sao  da  forma  (xyftx)),  ou  seja,  a  coordenada  y  de  itm  panto  do  grafico  de  f  e  o  valor  de  f  na  co¬ 
ordenada  x  correspondence  (Figura  1 . 1 ,5).  Os  valorem  dc  i  para  os  quais  /(.v)  =  0  Sao  as  coorde- 
nadas  x  dos  pomos  nos  quais  o  gntfico  de/intersecta  o  eixo  x  (Figura  1.1.6).  Esses  valores  sao 
denominados  zeros  dc  £  raizes  de/(»  - 1)  ou  pantos  de  corte  dc  y  -fix)  com  a  eixo  x. 


M  O TESTE  DA  RETA  VERTICAL 

Ncm  toda  curva  no  piano  .vy  6  o  grafico  dc  uma  funyao.  Por  exemplo,  considerc  a  curva  na 
Figura  1.1.7,  que  €  eonatia  em  dois  pomos  distimos  (a,  b )  e  (a,  c)  por  uma  rela  vertical  Essa 
curva  nao  podc  scr  o  grafico  dc  y  =  f(x)t  qualqucr  quo  seja  a  funyao  /;  pois  senao  ten  am  os 


f(a)  =  b  e  f{a)  -  c 


Capitulo  t  /  Fungoes  5 


Figura  Id  .6  /  tcm  zeros  cm  xv  0T 
x:  e  ,vv 


Fignrii  1.1.7  FsTa  curva  nao  pode 
ser  o  grafico  do  uma  fungao. 


Veja  no  Apendice  G  da  internet  uma 
revisao  sobre  cireulos. 


o  que  €  impassive  I,  uma  ve/  que  /  nao  pode  atribuir  do  is  va  lores  diferentes  para  a.  Assim, 
nao  cxiste  uma  fungao  /  cu jo  grafico  seja  a  curva  dada.  Isso  ilustra  o  seguinte  result  ado  geraf 
denominado  teste  da  reta  vertical. 


1.1*3  teste  da  reta  VERTICAL  Uma  curva  no  piano  ay  e  o  grdfico  de  alguma  fungao 
f  se  e  some  at  e  se  nenhuma  reta  vertical  in  terser  fa  a  curva  mats  de  uma  ve z- 


►  Exemplo3  O  grdfico  da  cquaqao 


1  ■  ™  p- 

a  +  v"  —  25 


(1) 


C  urn  efrculo  de  raio  5*  centrado  na  origem,  e  assim  exisicni  re  las  verticals  que  eortam  o  gra- 
fico  mais  de  uma  vez.  Isso  tambdm  pode  scr  visfo  algebricamente  resol  vendo  (3)  para  v  em 
termos  de  x: 

y  =  ±v/25  —  a2 

Essa  equagao  nao  define  v  eomo  uma  fungao  de  x,  pois  o  lado  direiio  tern  "va lores  multiples" 
no  seniido  de  que  um  valor  dev  no  inlervalo  (-5,  5)  produz  dots  valores  cor respon denies  tie 
v.  Por  exemplo,  se  x  =  4,  entao  y  -  ±  3,  assim  (4,  3}  e  (4,  -3)  sao  dots  pout  os  do  efrculo  na 
mesnia  reta  vertical  (Figura  I J  .8)+  Entrctamo,  se  considerarmos  o  cfreulo  eomo  a  uuiao  dos 
dois  semicfrculos: 

y  =  V25  -  .v3  e  y  =  -v'25  -  e 


cada  um  dos  qua  is  define  y  eomo  uma  fungao  de  x  (Figura  Id  .9),  * 


Figura  Id *9  A  uniat)  dos  semicfrculos  e  0  efrculo  complete, 


■  A  FUNQAO  VALOR  ABSOLUTO 

Lembre-se  de  que  0  valor  absolute  on  grandeza  de  um  niiniero  real  v  e  deli  ni do  por 


Simbolos  lais  eomo  +x  e  -x  sio  enga- 
noses,  uma  vez  que  a  ten!ac£or  con- 
cluir  ser  -+x  positive  e  -x  negative.  Po- 
r^m,  isso  nao  precisa  ser  assim,  pois 
x  pode  ser  positive  ou  negative.  For 
exemplo,  se  x  for  negative,  digamos  x 
- -3,  enlao -a  =3e positive 0  +x - -3 
e  negative, 


x  >  0 
x  <  0 


()  efeito  dc  considerar  0  valor  absolute  de  um  numcro  6  tirar  fora  o  sinal  mcnos,  sc  o  numero 
for  negativo,  ou  deixa-lo  eomo  esiat  se  for  nao-negativo.  Assim, 


|0|  =0 


Uma  discusao  mats  detalhada  das  propriedades  de  valor  absolute  e  dada  no  Apendicc 
E  da  internet.  Porem,  por  convenitkida,  vamos  dar  o  resumo  a  seguir  de  suas  propriedades 


algebricas 


6  Cilculo 


POMINIO  PATECNOLOGtA 

Verilique  (2)  usando  Lima  calculadora 
gratica  para  mostrar  que  as  equagdes 
v  =  e  v  —  |.x  |  tern  o  mesmo 
gr£fico. 


1.1.4  pkqpriepadks  ik)  valor  ABSOLUTE  Se  a  e  h  sdo  mhneros  rents,  entdo 

( ii)  | — €i  ■  —  |  Uni  numero  c.  sou  negative  ttm  e  mesmo  vitlor  abseluto. 

(  b)  |  O  h  |  ==  \t2  |  |  b  ]  O  valor  absoluto  do  n m  prod ulo  c  i£ua!  au  protln  to  dos  vEifores  Eibsol  u(os. 

(c)  —  \nT /\b\,  l?  0  O valor absoluto (fcii iiwriMil& da raKaodoisvaioires absolutes. 

(d)  |f/  +  h\  jz  |tf|  +  \h |  A  dcsigunldade  friangitlar. 


O  gralico  da  fungao  f(x)  =  |x|  pode  ser  obtido  representando  separadamente  as  duas 
partes  da  equagao 


v  = 


x;  x  >  0 
—  XT  A  <  0 

Para  x  >  0,  o  grfiNco  de  v  —  x  6  o  raio  de  inclinag&o  J  coni  seu  ponto  final  na  origeiri  e,  para 
x  <  0T  o  gralico  de  y  =  -a  e  o  raio  de  inclinagao  - 1  tambem  coin  seu  porno  linal  na  origem. 
Combi nando  as  duas  partes,  obtemos  o  grafico  cm  forma  tic  V  da  Figura  1.1.10. 

Valorem  absolulos  guardam  rclagdcs  iniportantes  com  raizes  quad  rad  as.  Para  ver  isso, 
lembre-se  de  que,  pel  a  Algebra,  Lodo  iuimero  real  positive  \  tem  duas  raizes  quad  rad  as,  urn  a 
posit iva  e  a  outra  negativa.  Por  delinigao,  o  simboio  yfx  denota  a  raiz  quadrada  positiva  de 
a.  Para  de  notar  a  raiz  quadrada  negativa,  preci  samos  escrever  —  Xfx.  Por  exemplo,  a  raiz  qua¬ 
drada  positiva  de  9  6  V9  —  3,  enquanto  a  raiz  quadrada  negativa  e  —  s/5  =  —3.  (Nao  com  eta 
o  erro  de  escrever  V9  —  ±3.) 

Ao  simplificar  as  expressoes  da  forma  Vx^  e  necessario  cuidado,  pois  nem  sempre  e 
verdade  que  \fx^  —  x*  Essa  equagao  c  corrcta  sc  x  for  nao-negativo,  porem  falsa  para  x  nega¬ 
tive ,  Por  exemplo,  sc  x  =  --4,  entSo 

s/x^  =  \/ (“4)2  =  JTZ  =  4  ^  a 
Uma  alirmaqao  que  6  correta  para  todos  os  valores  rcais  tie  x  6 


- 2  — 


1*1 


(2) 


■  FUNQOES  DEFINIDAS  POR  PARTES 

A  fungao  valor  absolute /(x)  =  \x\  6  um  exemplo  de  uma  fungao  definida/w  partes,  no  send 
do  de  que  a  formula  para  /  muda  dependendo  do  valor  de  x. 


►  Exemplo  4  Esboce  o  gralico  da  fungao  definida  por  partes  pela  formula 


fix) 


0, 


X  <  - 1 
—  1  <  X  <  I 

X  >  1 


Soiu^ao  A  formula  para  /  muda  nos  pontos  x  -  - 1  e  x  =  1  (denoinmados  pantos  de  mu- 
dan$a  para  a  formula),  Um  bom  procedi mento  para  claborar  os  grab cos  dc  fungdes  definktas 
por  paries  e  fazS-Io  separadamente  sobre  os  intervales  determinados  pelos  pontos  de  mu¬ 
da  nga  c  depois  nos  prdprios  pontos.  Para  a  fungao  /  dcstc  exemplo,  o  gralico  c  a  segmento 
da  reta  horizontal  v  -  G  sobre  o  intervale  (— ot,  —1),  o  semicfrculo  y  =  s/l  —  xz  sobre  o 
intervalo  (-1  h  I)  e  o  segmento  da  relay  —  x  sobre  o  intervalo  ( i ,  -f®).  A  formula  para  /  es- 
pecifica  que  a  equagao  y  =  0  sc  aplica  ao  ponto  dc  mudanga  -  I  lassim,  y  =  /(-l)  =  0]  c  que 
a  equagao  y  -  x  se  aplica  ao  ponto  de  mudanga  1  |assimt  y  —  /(l  )  —  1  ].  O  gralico  de  f  esta  na 
Fisura  l .  1. 3  3 .  * 
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Na  Figura  1.1.1 1,  no  ponlode  mudanga  x=  1,  a  bolasbtida  est3  na  rata  enquantoa  bo  la  vazsa  ast&  no  se- 
micirculo,  enfatizando  qua  o  ponto  est£  na  rata  a  n&o  no  semicirculo.  Nto  ambiguidatie  no  ponto  x  ~-1n 
pole  as  duas  partes  do  grafico  jurttanvse  contjnuamante  af. 


►  Exemplo  5  Aumentando  a  velocidade  na  qual  o  ar  passa  sobre  a  pele  tic  umu  pcssoa*  au- 
menta  tambdm  a  taxa  dc  evaporagao  da  u  in  id  ad  c  da  pele*  produzindo  tima  scnsagao  dc  res  Ir  La¬ 
ment  o.  (Par  isso  utili/amos  ventiladorcs  no  verao.)  0  indice  de  sensagdo  ter  mica  cm  urn  dado 
in  startle  (definido  pdo  Servigo  National  de  Meieorologia  dos  EUA)  e  a  temperaiura  em  grans 
Fahrenheit  a  Lima  velocidade  de  vento  de  3  mil  has  por  hora  que  produ/iria  a  mesma  sensaqao  de 
resfriamento  sobre  a  pdc  exposta  que  a  combinagao  de  lemperatura  do  ar  e  velocidade  do  vento 
no  dado  instanie,  Uma  formula  empirica,  isto  c,  baseada  em  dados  experimental  s,  para  o  tndiee 
de  sensagao  term  tea  W  a  32r>F  com  uma  velocidade  do  vento  tie  v  mil  has  por  hora  e 


32,  0  <  v  <  3 

55.628  -  22,07 if0- ,6( 


3  <  v 


Um  grafico  dc  \V(v)  gerado  por  computador  c  dado  na  Figura  I A  ,12.  < 


Ve loc ida d e  v  Cmitha s/hj 


Figura  L.  1*1 2  Sen&iigSo  t^rmica  versus  velocidade  do  vento  a  32°  F 


Foder-se-ia  argumentarqua  um  qua¬ 
dratic  fisEco  na o  pode  ter  um  lade  de 
cor  n  prime  nto  nu!o.  Contudo.  muitas 
vezes  6  mate  mat  lea  mente  conve¬ 
nience  perrnitir  comp  ri  memos  igtjais  a 
zero,  e  assim  o  taremos  neste  texEo. 


■  DOMINIO  E  I  MAG  EM 

Se  x  e  y  estao  relacionados  pela  equagfto  y  =flx),  entao  o  con  junto  dc  tod  as  as  en  trad  as  permi- 
tidas  (os  valores  de  x)  6  denominado  domfnio  d  of  e  o  con  junto  de  todas  as  safdas  (os  va  lores 
de  y)  que  resultant  quandox  varia  sobre  o  domfnio  e  denominado  imagem  de/.  Por  exemplo, 
s  e/e  a  fungao  definida  pela  tabela  no  Exemplo  I ,  entao  o  domfnio  e  o  con  junto  {0,  I,  2,  3j  e 
a  imagem  e  o  conjunto  {3,  4,  ”1 T  6}  > 

As  vczes,  con  side  rag  oes  fi'sicas  on  geo  metric  as  ini  poem  restrjgdes  sobre  as  cut  rad  as 
permissfveis  de  uma  fungao.  Por  exemplo,  se  y  denota  a  area  de  um  quadrado  dc  lado  v,  en¬ 
tao  ess  as  variaveis  estao  reiacionadas  pela  equagaoy  —  v\  Embora  essa  equagao  produza  um 
unieo  valor  dc  y  para  cad  a  numero  real  xt  o  I'ato  de  que  os  comprimentos  devern  ser  numcros 
nao- negatives  impde  a  exig&ncia  que  x  >0, 

Quando  uma  fungao  csta  definida  por  uma  formula  matcmatica,  a  formula  em  si  podc 
impor  restrigdes  sobre  as  emradas  permissfveis,  Por  exemplo,  se  y  =  J /.v,  entao  x  -  0  nao  c  uma 
entrada  valida,  pois  divisao  por  zero  nao  csta  definida*  e  se  y  —  entao  valores  negatives  dc 
x  nao  sao  emradas  validas,  pois  produzem  valores  imaginarios  de  y  e  havfamos  concord  ado  cm 
considerin'  somcnle  fungdes  reals  de  variavel  real.  Em  geral,  lemos  a  seguinte  delinigao. 


I.L5  I)F;finh;ao  Sc  uma  fungao  de  varidvcl  real  a  valores  reals  for  definida  por  uma 
formula  e  se  nao  houver  um  domfnio  exp  I  icilado,  entao  deve  ser  eniendido  que  o  dominio 
eonsiste  cm  todos  os  numeros  reals  para  os  qua  is  a  formula  dc  lugar  a  urn  valor  real.  Isso 
6  denominado  dominio  natural  da  fungao. 
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F igu r<i  1  »L  1 3  A  project)  tic  y  -ft x ) 
sobrc  o  c'wo  x  6  o  conjmtfo  tie  valores 
x  permisstveis  para / e  a  projegao  so- 
bre  o  ei  Jto  y  6  o  conjunto  de  valores  y 
correspondent's. 


O  dominio  e  a  imagem  de  uma  rungao/podeni  ser  identifieados  projetando  0  grdficode 
y  -fix)  sabre  os  eixos  coordenados,  como  mostra  a  Figura  1.1,13. 


►  Example  6  Enconlre  o  dominio  natural  de 

(a)  f  (a)  -  ?  (b),«.v)  =  1/[(a  —  I  )(a  —  3)] 

(c)  f  (a)  =  tg  A  (d)  /(a)  =  Va2  -  5a  +  6 

Solu^do  (a)  A  fungao  f  tern  valores  reais  para  lodo  x  real,  assim  seu  domfnio  natural  e  o 
Entervalo  (— ov,  +oo), 

Solugdo  (b)  A  tuncao  f  tem  valores  reais  para  lodo  x  real,  exeeto  x  =  l  e  x  -  3,  onde  ocor- 
rem  divisoes  por  zero.  Dessa  forma,  o  dominio  natural  d 

(a  :  a  ^  I  e  *  3)  -  (-*.  1 )  U  (1, 3)  U  (3, +oc) 


Veja  no  Ap^ndic&  A  uma  fewsSo  so- 
bre  criQonometria. 


Solu$ao  (c)  Uma  vez  que  /(a)  =  tg  x  =  sen  x  /  cos  x,  a  fungao  f  tem  valores  reals  exeeto 
onde  cos  x  -  0,  e  isso  ocorre  quando  x  for  urn  multiple  inteiro  fmpar  de  tt/2.  Assim,  o  dominio 
natural  consiste  cm  todos  os  numeros  reals,  exeeto 

_ ,  *  5jt 

x  ~  *2 '  *  2  1  ±  2  1  * " 


Soluqao  (d)  A  fungao  /  tem  valores  reals,  exeeto  quando  a  expressao  dentro  do  radical  for 
negatlva.  Assim,  o  domfnio  natural  consiste  em  todos  os  numeros  reais  x  tais  que 

x'2  -  5x:  +  6  -  (x  -  3 ) ( v  -  2)  >  0 

Essa  desigualdadc  6  satisfeita  se  x  <  2  ou  x  >  3  (venfique),  de  mode  que  o  dominio  natural 
dc  /  6 

(-».  21  U[3,  -h=c)  < 


Em  alguns  eases  expfieiiamos  o  domfnio  ao  definir  uma  fungao.  Por  exemplo,  se/(  v)  = 
x~  e  a  area  de  um  quudrado  de  lado  xg  entao  podemos  eserever 


x-  >  0 


para  indicar  que  tomamos  o  domfnio  de/ como  sendo  o  conjunto  dos  numeros  reais  nfio-nc- 
gativos  (Figura  1.1.1 4). 


Figiara  LI  J4 


■  O  EFEITO  DE  OPERATES  ALGEBRICAS  SOBRE  0  DOMINIO 

Expressdes  afgebrieas  sao,  frequenlcinentc,  simplificadas  cancel  ando  latorcs  cornu  ns  no 
numcrador  e  no  dcnomlnador.  Entretanto,  deve-se  tomar  cuidado  com  tais  slmpliftcagoes, 
pois  etas  podem  alterar  o  domfnio. 


►  Exemplo  7  O  domfnio  natural  da  fungao 


/oo  = 


4 


x  —  2 


(3) 


consiste  ein  todos  numeros  reais  x,  exeeto  x  =  2.  Contudo,  fatorando  o  numerador  e  cance- 
lando  o  tutor  com  um  ao  numerador  c  ao  denominadoL  obtemos 


,,  ,  Or  -  2)(jt  +  2) 

fix)  = - — - - =  A  +  2 


(4) 


Capftulo  t  /  Fungoes  9 


Figura  l  .1,15 


Como  o  lado  direilO  de  (4)  tem  um  valor  de/(2)  =  4,  mas/(2)  nao  esta  defimdo  cm  (3), 
vemos  quo  a  simplificagao  algebrica  aileron  a  fungao*  Geo  metric  a  men  te,  o  grafico  de  (4)  e 
a  reia  da  Figura  1 ♦ 1  enquanto  o  grdfieo  dc  (3)  C  a  mesma  reta,  mas  com  um  buraco  cm 
jc—  2,  ja  que  a  fungao  nao  esta  delinida  nes.se  pen  to  (Figura  LL 1 5  b).  Resumindo,  o  efeilo 
geometrico  do  cancclamcnto  algcbrico  foi  eliminar  urn  buraco  do  grafico  original  *4 


As  altcragocs  no  domfnio  de  uma fungao  que  resuitam  dc  simplificagocs  algcbricas sao, 
as  vexes,  irrelevantcs  para  o  problema  que  es  tamos  tratando,  podendo  ser  ignoradas,  Conlu- 
do,  sc  o  domfnio  deve  ser  preservado,  de  vemos  impor  explicitamente  as  restrigoes  sob  re  a 
fungao  simplificada.  For  exemplo,  SC  quisennos  preserver  o  domfnio  da  fungao  no  Exemplo 
7,  devemos  expressar  a  forma  simplilieada  da  fungao  como 

fix )  =  x  +  2,  x  £  2 


►  Exemplo  3  E  neon  tie  o  domfnio  e  a  imagem  de 

(a)  f(x)  =  2  +  (b)  f(x)  =  (x  +  1  )/(x  -  1 } 


Sofugao  (a)  Como  nenhum  domfnio  foi  explicitado,  o  domfnio  de  /do  domfnio  na¬ 
tural  [  L  +  ^).  A  medkla  que  x  varia  sobre  o  intervale  [I :  +  ^),  o  valor  de  </x — T  varia 
sobre  o  intervalo  [0S  +  ^);  assitn,  o  valor  de  fix )  =  2  +  Va  -  I  varia  sob  re  o  intervalo 


[2,  +  Mt  que  d  a  imagem  de  /.  O  domfnio  e  a  imagem  estao  destacados  nos  eixos  x  e  y 


da  Figura  1 , 3 .  ]  6. 


Solugao  (h)  A  fungao  f  dada  esta  detin  id  a  para  todos  os  x  reals,  exceto  .v  =  I ;  assim,  o  do¬ 
mfnio  natural  de  /  e 

[x  :  x  £  ] )  =  (— »,  I )  U  ( i ,  q-3c) 


Para  deicnninar  a  imagem,  e  convcniente  introduxir  uma  variavei  dependente 


JC  +  1 
x  —  1 


Embora  o  con  junto  de  valorcs  passive  is  de  v  nao  seja  i  media  tamente  evidente  dessa  equagao, 
0  grafico  de  (5),  que  aparece  na  Figura  i.1.17,  sugere  quo  a  imagem  de  /  eonsisle  cm  todos  y, 
cxceto  os  v  rcais  =  1 .  Para  ver  isso,  vamos  resolver  (5)  para  x  em  term  os  tie  y; 


(a-  1  )y  =  .v+  1 
xy  —  y  =  x  +  i 
xy  —  a  =  y  +  1 
■v(y-l)=y  +  1 
v+1 

A  — - 


Agora  fie  a  evidente  pelo  segundo  mem  bio  da  equagao  que  y  =  I  nao  eslt  na  imagem;  easo 
eomrario,  tenamos  uma  divisao  por  zero.  Nenhum  outro  valor  de  ye  exclufdo  por  ess  a  equa¬ 
gao;  dess  a  forma,  a  imagem  da  fungao  /  e  (y  :  y  /  I  j  =  (— oc,  1)  U(l,  +«)*  que  esta  dc 
aeordo  c  am  o  resu  I  ( ado  o  b i  i  do  y raf ie ame  n tc ,  < 


M  O  DOMINIO  E  A  IMAGEM  EM  PROBLEMAS  APLICADOS 

Em  aplicagoes,  con  side  rag  ties  tfsicas  frcquentemenie  impdem  rcstrigoes  sobre  o  domfnio  e  a 
imagem  de  uma  fungao. 
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►  Exemplo  9  lima  eaixinha  aberla  6  fella  de  pedagos  de  papelao  com  1 6  por  30  cm,  cor- 
tando  fora  quad  ratios  do  mesmo  t  am  an  ho  dos  quatro  cantos  c  dobrando  para  dm  a  os  lad  os 
(Figura  1.1.18a). 

(a)  Seja  V  o  volume  da  caixa  que  resuita  quando  os  quadrados  tiverem  lados  de  compri- 
mento  x.  Determine  uma  formula  para  V como  uma  fungao  de  x. 

(b)  Fnc  out  re  o  dommio  de  V. 

(c)  Use o  griilko  de  V dado  na  Figura  1 . Id 8c  para  estiniar a  imagem  tie  V. 

(d)  Desereva  ern  palavras  o  que  o  grade o  diz  sohre  o  volume. 

Solu^ao  (a)  Con  forme  mostra  a  Figura  1. 1.18/?,  a  caixa  resullante  tem  dimensSes  16  —  2x 
por  30  -  2_v  por  x,  logo  o  volume  V(a)  e  dado  por 

V(x)  =  (16  -  2a-)(30  -  2x)x  -  480.v  -  c)2x2  +  4.v 1 

Soluqao  ih )  O  dojn  mio  e  o  con  junto  dos  valores  de  x>  enquanto  a  i  magem  e  o  con  iu  nto  dos 
valores  de  V.  Uma  vezquc  jre  uma  medlda  de  comprimento,  dcve  scr  nao-negativa,  e  uma  vez 
quo  nao  podemos  corlar  quadradOS  com  I  ados  maiores  do  que  8  cm  ( por  que?),  OS  valores  de 
x  no  dommio  devem  satisfazer 

0  <  x  <  8 

Soluqdo  (c)  A  partir  do  graft  eo  de  V  versus  r  na  Figura  1.1.1 8c,  estimamos  que  os  valores 
de  V  na  imagem  satis  faze  in 

0  <  V  <  725 

Note  que  sc  trala  de  uma  aproximagao.  Mats  adiante  inostraremos  como  determinar  exata- 
meme  a  imagem. 

Sohtqao  (d)  O  graheo  nos  mostra  que  a  caixa  com  volume  maximo  ocorre  para  um  valor 
de  x  entre  3  e  4  cm  e  que  o  volume  maximo  e  de  aproximadamente  725  cm\  A  km  disso,  o 
volume  decrescc  cm  diregao  a  zero  quando  x  se  aproxima  de  0  ou  8.  < 


Figura  1*1.18 


(c) 


Nas  aplicagoes  que  envoi  vein  tempo,  as  formulas  para  as  fun  goes  sao,  frequentemente, 
expressas  em  tennos  de  uma  variavel  / ,  cujo  valor  inicial  e  considerado  como  sendo  t  -  0. 


►  Exemplo  10  As  8h05min  da  manha,  um  Cairo  C  detcctado  a  uma  vclocidadc  de  30  m/s 
por  um  radar  que  esta  posieionado  no  aco  stamen  to  de  uma  cstiada  ret  a.  S  upon  do  que  o  carro 
inantenha  uma  velocidade  constanie  entre  8h05min  e  8h06minda  manha,  determine  uma  fun¬ 
gao  D(t)  que  expresse  a  distfincia  percorrida  pelo  carro  durante  esse  inter valo  dc  tempo,  como 
uma  fungao  do  tempo  t. 


Capftulo  1  /  Fungdes 


Rastreamento  pelo  ratfar 

[SOQ 

£  1500 

£  1 200 

o  900 

5  600 
trt  ^  ^ 

S  300 

0  E0  20  30  40  50  60 
Sh05min  Tempo  Hs)  Sli06miia 

Figura  1.1.19 


O  ciVcuio  est£  acnatado  porque  1 
unidade  no  eixo  v  £  ms  nor  do  que 
1  u-nida.de  no  eixo  x. 


Figura  1.1.20 


Solugao  Seria  incdmodo  usar  como  vandvel  /  o  tempo  ein  horas;  assim,  vamos  medir  o 
tempo  decorrido  cm  segundos,  comegando  corn  t  -  0  as  BhOSmin  e  term  in  an  do  com  /  =  60  as 


(cm  metros  porsegundo)  muUiplicada  polo  tempo  decorrido  (em  segundos).  Entao, 

D(t)  =  30 f,  0  <  t  <  60 

O  grafico  de  D  versus  t  esta  na  Figura  1-1.19,  < 


■  QUESTQES  DE  ESCALAS  E  DE  UNIDADES 

Em  problemas  geomeirieos  nos  quais  desejamos  preservar  a  “verdadeira77  forma  de  urn  gra¬ 
fico,  c  ncccssario  usar  unidades  dc  igual  comprimcnto  cm  am  bos  os  eixos,  For  excmplo,  fa- 
zendo  o  grdfico  de  um  efreulo  em  urn  sistema  de  coordenadas  em  que  a  unidade  no  eixo  dos 
v  c  mcnor  do  que  a  unidade  no  eixo  dos  .v.  o  cfrculo  sera  achat  ado  vertical  men  to,  rcsultando 
em  uma  el  ipse  (Figura  1 .  1 .20).  Tambem  devemos  usar  unidades  iguais  quando  aplicamos  a 
formula  da  disulneia: 


d  =  v' (-1-2  -  Jf]  )1 2  +  (>'2  -  V|  )2 

para  calcular  a  distaneia  entre  os  pout  os  (x^v,)  e  (x2>  yf)  no  piano  xy. 

Pore  m  t  ha  situagdes  nas  quais  e  i  neon  ven  iente  ou  impossivel  ap  re  sen  tar  um  grafico 
usando  unidades  de  igual  comprimcnto.  For  cxemplo,  eon  side  re  m  os  a  equagao 


v 


Was  aplicagQes  em  que  as  varteveis 
sob  re  os  do  is  sixes  lem  unidades 
n3o-reiacionada&  (p.ex,P  centtmetros 
sob  re  o  eixo  y  e  segundos  sobre  o 
eixo  x)„  entao  rtada  so  obt&m  reqye’ 
rendo  que  as  unidades  tenharn  igual 
comprjmento;  escolha  os  comprimen- 
tos  que  tornem  o  grafico  too  daro 
quanlo  possivel. 


Se  quisermos  mostrar  a  parte  do  grafico  no  intervalo  -3  <  i  <  3,  entfio  nao  ha  problemas  em  usar 
unidades  iguais,  pois  y  varia  somente  entre  0  e  9  naquele  intervalo.  Emretanio,  se  quisermos 
mostrar  a  parte  do  grafico  sobre  o  intervalo  —  3  0  <  x  <  10,  entao  ocorre  um  problenia  em  manter 
unidades  de  igual  eomprimento,  uma  vez  que  os  valores  de  y  variam  entre  0  e  100.  Nesse  case, 
a  tinica  niancira  razoavcl  de  mostrar  todo  o  grafico  sobre  o  intervalo  - 1 0  <  x  <  1 0  e  comprimir 
a  unidade  de  comprimcnto  ao  longo  do  eixo  yt  conforme  ilustrado  na  Figura  1 .1 .21 . 


Figura  1.1,21 


w  EXERCiCJOS  DE  COMPREENSAO  1,1  (Verpagina  W  para  respostas,) 


1,  Seja  f(x )  =  yfx  -J-  I  H-  4. 

{ a )  ( )  do eii f n i 0  nat u ra I  dc/ <i 

(b)  fO)= _ 

(c)  f{r-  I)  = _ , 

(d)  fix)  ^  7  sc  .v  = _ 

(e)  A  imagem  dc/e _ 


2.  Os  segmentos  de  retas  no  piano  xy  iormani  Jeiras,  con  forme 
indicado. 


(a)  Sc  o  eixo  y  <5  para  I  do  a  letni  h  quais  dys  tciras  rcprcscntam 
o  gi  aiico  dc  v  ~J\x)  para  alguma  tlingao  /? 


12  Calculo 


X 


{ b)  Se  o  e  i  x  o  y  e  perpend  i  cul  ar  a  I  el  m  ]  ,  qu  a  I  s  das  letras  re pre- 
sentam  o  gratico  de  y  =/»  para  alguma  fungao /? 

Use  o  grali co  de  y  - /U)  em  anexo  para  completin'  cada  item. 

{ a )  O  do  m  m  i  o  de  /  6  . 

(h)  A  imagem  de/ 6 _ , 

(c)  /(-3)  = _ . 

(d)  /(!)=___. 


(c)  As  s dittoes  dcf  (x)  =  —  ~  sao  x  = 


e 


x  = 


4,  A  I  a  be  I  a  a  segui  r  da  a  previsao  do  cinco  dias  de  tempera  turns 
max  i  mas  e  mini  mas  em  grans  Celsius  (*C). 


SEGUNDA 

TERQA 

QUARTA 

QUINTA 

SEXTA 

MAXIMA 

23 

21 

15 

19 

23 

MINIMA 

16 

18 

14 

15 

16 

Suponha  que  x  e  y  denotem,  respect ivamente.  as  provisoes 
do  temperaturas  maxima  e  minima  para  cada  urn  dos  cinco 


dias.  Sera  y  urn  a  fungao  do  a?  Se  for.  do  o  domfnioe  a  ima¬ 


gem  dessa  fungao. 


( b )  S  u  port  ha  q  ljc  a  e  y  d  en  oLem ,  res  pec  t  i  va m  ente.  as  prcv  i  soe s 
de  temperaturas  minima  e  maxima  para  cada  urn  dos  cinco 
dias.  Sera  v uma  fungao  de  a?  vSe  for,  de o  domfnioe  a  ima¬ 
ge  m  dessa  fungao. 


5.  Sejam  c,  /  e  A  o  compri memo,  a  largura  e  a  area  de  urn  retangu- 
lo.  respect i va ni ent e,  e  suponha  que  a  largura  do  retangulo  seja 
a  metade  do  compri  memo. 

(a)  Se  c  d  espresso  como  tima  fungao  de  /,  entao  c  = _ . 

(b)  Sc  A  d  expressa  como  uma  fungao  de  c\  entao  A  = _ . 

(c)  Sc  l  e  expressa  como  uma  fungao  de  A.  entao  /  = _ . 


EXERCfCIOS  1.1  0  Recurso  Grafico 


1.  Use  o  graEico  abaixo  para  responder  as  seguintes  questoes,  fa- 
zendo  aprox imagoes  razoavds  ondc  for  ncccssario. 

(a)  Para  quais  valores  de  x  vale  y  =  I '? 

( b)  Pa ra  q  u a  i  s  val ores  de  x  va  le  y  =  3  ? 

(c )  Pa  ra  quuts  val  ores  de  y  va  le  x  =  3  ? 

(d )  Pa  ra  q  u  at  s  v  al  ores  de  a-  va  le  y  <  ( )? 

(e)  Quai  s  sao  os  valores  maxtrno  e  mini  mo  de  y  e  cm  quais 
valores  de  x  des  ocorreni? 


2.  Use  a  tabela  abaixo  para  responder  as  questoes  proposes  no 
Excrcfcio  1. 


Tabela  tix-2 


X 

-2 

— ! 

0 

2 

3 

4 

5 

6 

y 

5 

1 

-2 

7 

“l 

I 

0 

9 

3.  Em  cada  parte  cla  fig  Lira  abaixo,  determine  se  o  grafico  define  y 
como  uma  fungao  de  v. 


Figurn  Ex-3 


X 

> 


4.  Em  cada  parte,  compare  os  domfnios  naturais  de/ e  de  g. 
(a)  fix)  -  —  +f;  ,?(.v)  =  .\ 


(W  f(x)  = 


x  +  I 
■vVT  +  s/x 
x  -T  I 


;  Lg(X)  =  Jx 


Captiulo  1  t  Fun^des  13 


ENFOCANOO  GONCEITOS 


5*  Use  o  grafico  do  const! mo  tie  cigarros  na  figura  abaixo  para 

responder  as  segumtes  questoes.  faze n do  aproximacoes  ra- 

zoaveis  onde  for  necessario. 

(a)  Quando  o  consume  anual  de  cigarros  atingiu  3  mil  por 
adulto  pel  a  primdra  vez  ? 

(h)  Quando  o  con  sumo  anual  tie  cigarros  por  adulto  atingiu 
scu  ponto  mats  alto  e  qual  sen  valor  ? 

(c)  A  partir  do  grafico,  pode-se  saber  quamos  cigarros  lora.ni 
CQnsumidOS  ern  urn  dado  ano?  Se  n;lo*  quais  informagoes 
adicionais  voce  preeisaria  para  fazeressa  detenninagao? 

(d)  Quais  os  fatores  provrivcis  do  aumemo  do  cons  urn o 
anual  de  cigarros  por  adulto1? 

(e)  Quais  os  fatores  provavcis  do  dcclinio  no  con  sumo 
anual  tie  cigarros  por  adulto? 

CON-SUMO  ANUAL  DE  CIGARROS  FOR  ADULTO  -  EUA 


(b)  Quando  a  renda  media  aitngki  sou  valor  mini  mo  e  qual 
foi  a  renda  media  quando  isso  oc  ditch  7 

(c)  A  renda  in&fia  estava  dfininuindo  durante  os  do  is  an  os 
do  perfodo  entre  1999  e  200 1,  Eta  estava  diminumdo 
mats  rapidamente  durante  o  primeiro  ou  o  segundo  ano 
daquele  perfodo?  Explique  seu  radocmio. 


Renda  Familiar  Media  nos  EUA  em 
Milhares  de  Do  la  res  Constantes  de  2001 


C  omega  o 
marketing  macigo 
dos  cigarros  de  Fimdos 
xCOOp  Desmobifizagio  Guerra  filtro  a  nuncios 

p6$-guerra  daCor£ia  iransnraibdos  Taxa  f^deraf 


4.000  - 


o  i.ooo 


fC 

Qfl 


2.000,- 


LOCO  - 


dobrada 


Grande 

depressao 


Segunda 

Guerra 

: a 


Relate  rio$ 
inieiais 
vinculando 
o  clgarro  ao 
cancer 

Primeiro  retatdrio 
do  Departarnento 
de  Saude 


Doulrina 
da 

modecagao 

N3o-kJmanie$ 
comepam  a 
exigir  direitos 

Advertencias 
aiternadas 
nos  magos 


Ql _ i _ i _ i _ i _ i _ i _ i _ t _ i _ i _ i _ i _ Ar _ I 

I  m  \  930  1 935  1 940  !  94  5  L  950  3  955  1 960 .1 365  1 970 1 975  !  980  1 985  2000 

Fonte;  U-S.  Dopunmem  of  Healih  and  Human  Services.. 

Figura  Ex  o 


Ponte:  U.S.  Census  Hureziu.  July  2003 

Eigura  Ex-7 


8.  Use  o  graft co  da  renda  mddta  do  Exercfcio  7  para  respon¬ 
der  as  seguintes  questGes*  fazendo  aprox imagoes  razoaveis 
onde  for  necessario, 

{ a)  Qua  I  foi  o  c  re  set  memo  aim a  I  mod  i  o  da  re  nda  m  ed  i  a  ou  - 
tre  1993  e  1999? 

■(b)  A  renda  media  cresceu  durante  o  perfodo  de  seis  a  nos 
entre  1 993  e  1999.  A  renda  me'dia  crcsceu  mai$  rapida- 
mctite  durante  os  tres  primdros  anos  ou  durante  os  ftltt- 
mos  ties  anos  desse  perfodo?  Explique  seu  raciocmio. 

(c)  Con  side  re  a  afirmagao:  t£Depois  de  anos  de  declfnio.  a 
renda  media  desie  ano  foi  finalmenie  niaiordo  que  a  do 
ano  passado:\  Em  que  ano  essa  adrmagao  estaria  correta? 


6*  Use  o  grafico  do  consumo  de  cigarros  do  Exercfcio  5  para 
responder  as  seguintes  questoes,  fazendo  a  pi  ox  imagoes  ra¬ 
zed  vc is  onde  lor  necessario, 

(a)  Quando  o  consume  anual  de  cigarros  caiu  para  3  mil 
por  adulto? 

(b)  Untie  o  ano  do  prime!  ro  relate  rlo  do  Depart  a  memo  de 
Saiide  e  o  ano  de  1970,  quando  foi  alingido  o  mmimo 
do  consumo  anual  de  cigarros  por  adulto? 

(c)  O  que  foi  maior.  a  taxa  de  ci  escimcnto  do  consumo  per 
capita  de  cigarros  durante  a  Scgunda  Guerra  ou  a  taxa 
de  cresdmento  entre  o  fim  da  Scgunda  Guerra  e  o  co¬ 
rn  ego  da  Guerra  da  Corel  a? 

(d)  Hi  indie  ios  dc  que  o  consumo  per  capita  de  cigarros  vd 
acabar  caindo  aos  nfveis  anteriores  da  Scgunda  Guerra? 

7.  O  grafico  a  seguir  mostra  a  renda  familiar  media  nos  DU  A 
(ajustada  pel  a  intlagao)  entre  1 985  o  2001.  Use-o  para  res¬ 
ponder  as  seguintes  questoes,  faze ndoaprox imagoes  razoa- 
vcis  onde  for  necessario. 

(a)  Quando  a  renda  mddia  atingiu  seu  valor  max i mo  c  qual 
foi  a  renda  media  quando  isso  oconeu? 


9.  Encomre  /(()).  /( 2).  /(- 2).  /(3).  /(V 2 )  e 

9 


(a)  f(x)  =  3a-2  -  2 


(b)  fix)  = 


A' 


fOO- 
a  >  3 

A  <  3 


10* 


Encomre.  g(3),  g(-\),g  (jt)  .g(-lS) 

(a)  g(x)  =  A  +  \  (b)  g(x)  =  * 

a  —  1 


Vv  +  h  x  >  I 

3,  a  <  1 


11-14  Determine  odommio  natural  da  fungao  algebricamente  c 
confirme  seu  resultado  com  o  grafico  produzido  por  sous  recursos 
de  I'a/er  gralicos.  \Nota:  A  juste  seu  recurso  gnllico  para  radianos 
quando  se  tratar  de  fungoes  trigonom^tricas.  | 


an.  (a)  fix)  -  — (b)  g{x)  -  VO  -1 

x  —  3 

(0  G(x)  =  Va2  -  2.v  +  5  (d)  fix)  =  --- 

(e)  !>(x}  -  - — - - 

I  —  sen  x 


14  Calculo 


Hl2.(a)  fix)  = 


1 


5x  4-  7 


(c)  = J  — 4  W) 


(b)  /i(x)  =  Tv  -  3jl  2 

A-2  —  I 


(c)  h(x)  = 


x  "4 
3 

2  —  COS  A 


-V  H-  ! 


013.  (a)  /(a)  =  73  -  a 
(c)  A  (a)  —  3  +  T* 
(c)  H  (x)  =  3  sen  x 


(M  ff(-V)  : 

(d)  G(x) 


H14.  (a)  fix)  =  73 A  —  2  (b)  £(*) 

(c)  HO  = 


3  *b  Tv 
//(a)  =  soil2  7a 


(d)  G (a  )  -  - 


;  A3  +  2 

79  -  4a  - 
3 
x 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


15.  (a)  Sc  voce  lives  sc  uma  maquina  que  pudessc  registrar  a 

populacao  mundial  contin  numerate.  voce  esperaria  ob- 
ler  um  grafieo  da  populate  versus  o  tempo  quo  fosse 
uma  curva  con  t  in  u  a  (nSo-imerrompida)?  Explique  o 
que  poderia  causar  interrupgdes  na  curva. 

(b)  Sup  on  ha  quo  uni  pacicntc  de  uni  hospital  receba  uma 
injegao  de  uni  antibiotico  a  eada  oito  horns  e  que  cut  re 
as  injegoes  a  concentragao  Cde  antibiotico  na  corrente 
sangumca  dectesce  &  modi  da  quo  ele  d  absorvido  pelos 
tecidos.  Como  poderia  ser  o  grdfico  de  C  versus  o  tem¬ 
po  decorrido? 

16.  (a)  Caso  voce  tivesse  uma  m£quina  que  pudesse  medir 

a  temper atura  de  urn  quarto  conti  nuam ante  por  urn 
perfodo  de  24  boras,  voce  esperaria  obier  um  grali- 
co  con  tin  uo  (nao-quebrado)  da  temperature  versus  o 
tempo?  Expliquc  sen  raciocmio. 

(b)  Sc  vocC  tivesse  um  computador  quo  pudesse  acompa- 
nhar  eonti nnameme  o  mimero  de  caixas  de  cereal  nas 
praleleiras  de  um  supermercado  durante  uma  sc  man  a. 
voce  esperaria  obier  um  gredico  de  curva  comma  a  (sem 
imemipgbes)  do  numero  de  eaixas  vemw  o  tempo?  Ex- 
pfiqtic  seu  raciocmio. 

17.  Um  bote  balartga  para  cima  e  para  baixo  sob  a  agao  de  on- 
das  fracas.  De  repente  e  atingido  por  uma  onda  grande  c 
afunda.  Esboce  um  gnifico  aproxiniado  da  ahura  do  bote 
acima  do  fundo  do  mar  coma  uma  fungao  do  tempo. 

18.  Um  copo  com  calc  quente  esttf  sobre  a  mesa.  Voce  despeja 
idle  trio  nele  c  espera  por  uma  hora.  Esboce  um  graiico 
aproximado  da  temperature  do  cate  como  uma  fungao  do 
tempo. 


19.  Use  a  equaguo  y  -  .V  -  (u  +  H  para  responder  as  questdes. 

(a)  Par'a  quids  vale  res  de  A  vale  v  =  0? 

( b)  Pa  m  qu a ts  val  o res  dc  a  va le  y  =  - 1 0? 

(c)  Para  qua  is  val  ores  de  x  vale  y  >  0? 

(d)  Ter  a  y  um  valor  mini  mo?  Um  valor  m&xirno?  Se  assim  for. 
determine- os 


20.  Use  aequagdo  y  =  I  +  7a  para  respond  eras  $egu  hues  qties- 
toes. 

( a )  Para  qu  ais  va  l  ore  s  de  x  val  c  y  -  4  7 

(b)  Para  quais  valores  de  x  vale  y  =  0? 

(cj  Para  qua  is  val  ores  de  x  vale  y  >  6? 

(d)  Terd  y  um  valor  minima?  Um  valor  maxi  mo  ?  Se  assim  for. 
determine- os. 

21*  Confer  me  most  r  a  a  ligura  abaixo,  um  pcndulo  de  compri  memo 
co  ns  tante  L  friz  um  angulo  0  coni  sua  posigao  vertical.  Ex  pres - 
sc  a  altura  //  como  uma  fungao  do  angulo  0. 

22,  Expressc  o  compri  men  to  L  da  corda  de  um  circulo  com  raio  de 
!  0  cm  como  fungao  do  angulo  central  0  (veja  a  tigura  abaixo), 


ligura  Ex-21 


Figure  Ex-22 


23-24  Exprcssc  a  fungao  na  forma  por  partes,  sem  usar  val  ores  ab¬ 
solutes.  [Sugestdo:  Pode  ser  titil  geraro  grafico  da  fungao,] 

E  23*  (a)  ,f[x)  -  (a  |  +  3a  +  1  (b)  g(x)  -  |a|  +  \x  -  1 1 

M 24‘  (a)  ,/t-v)  -  3  +  |2a  -  5\  (b)  g(x)  =  3|x  -  2|  -  |x  +  1 1 

025.  Con  forme  mostra  a  ligura  abaixo,  uma  caixa  abort  a  dove  ser 
constmfda  de  uma  foliia  retangular  dc  metal  com  8  por  15  cm. 
cortando  fora  quadrados  com  lados  de  compri mento  a  de  cada 
canto  e  dobrando  os  lados. 

(a)  Exprcssc  o  volume  V  como  uma  fungao  de  a. 

(b)  Encomre  o  dominio  dc  V. 

(c)  Esboce  o  gi'dfico  da  fungao  V  obi i da  em  (a)  e  esti  me  a  t ma¬ 
ge  m  dessa  fungao, 

(d)  Com  pa  lavras,  descreva  como  o  volume  V  da  caixa  varia 
com  .re  discuta  como  poderiam  ser  construidas  caixas  com 
volumes  maximo  e  mini  mo. 


Figura  Ex-25 


26.  Repita  o  Exercfcio  25  supondo  que  a  caixa  seja  construfda  da 
mesma  maneira  a  partirde  uma  Folha  quadradade  metal  com 
6  cm  dc  lado. 


Capftulo  1  /  Fun$6es  15 


27.  Lima  lirma  dc  constitutes  acreseentou  Lima  area  ret  angular  do 
mil  metros  quadrados  a  sua  scde,  Ms  I  ad  os  da  area  estao  cer- 
cados.  (>  I  ado  da  sede  quc  6  adjaccnte  a  area  mode  100  me¬ 
tros  e  uina  parte  desse  Lido  e  ulilizada  como  o  quarto  lado  da 
area  aereseentada.  Sejam  .ve  y  as  dimeasdes  da  area  ret  angular, 
onde  x  e  medido  para  Ida  mente  a  sede,  e  L  o  comprimento  da 
cerca  neccss&ria  para  essas  dimensdes. 

(a)  Encontie  uma  formula  para  L  cm  ternios  de  x  e  y. 

f  b)  E  neon  t  re  um  a  form  u  I  a  que  ex  pie  $  se  L  so  m  erne  em  ter  mos 
de  x, 

(c)  Qua  I  e  o  dotnmio  da  fungao  em  (b)? 

(d)  Esbocc  o  grafieo  da  lung no  em  (b)  e  estime  as  dimensocs 
da  area  rc  (angular  que  minimizem  a  quant  id ade  de  cerca 
neeessaria, 


seguir.  O  eampo  de  futebol  Lem  108  metros  de  comprimento 
(iiicluindo  as  zonas  finals)  por  48  metros  de  largura,  A  pista 
consta  de  duas  retas  e  do  is  semicfreulos, 

(a)  Mos l re  que  6  possfvel  constmir  a  pista  de  uni  quarto  de 
mil  haem  lorno  do  campo  de  futebol.  fSugesiao:  Enc  outre 
a  men  or  pista  que  pode  ser  const  rutda  em  tomo  do  eampo 
de  futebol.] 

(h)  Seja  /„  o  compri menlo  de  uma  das  partes  relas  (em  metros) 
e  x  uma  distfmeia  (em  metros)  entre  a  lateral  do  campo  e  a 
parte  ret  a  da  pista.  Fag  a  urn  gralieo  de  L  versus  x. 

(c)  Use  o  grafieo  para  cslimar  o  valor  de  x  que  produz  a  parte 
ret  a  mais  cur  fa  e  entao  ache  exata  mente  esse  valor. 

(d)  Use  o  grdftco  para  estimar  o  comprimento  da  maior  parte 
re  la  passive!  e  e  tic  out  re  exatarnenie  esse  comprimento. 


[sC  28,  Con  forme  mostra  a  figura  abaixo,  uma  camara  e  montada  em 
um  ponlo  a  900  m  da  base  de  langamcnto  dc  urn  foguele.  Quail- 
do  iangado,  o  foguele  sobe  vert i cal  mente  e  o  angulo  dc  eleva- 
gao  da  camera  d  co  ass  a  me  me  me  ajusiado  para  seguir  a  base  do 
loguete, 

(a)  Expresse  a  altura  x  como  uma  fungao  do  angulo  de  ele- 
vagao. 

(.  b )  Determi  nc  o  d  o m  mi  o  d  a  fu  ngao  em  ( a) . 

(e)  Gere  o  gralieo  da  fungao  em  (a)  e  use-o  para  estimar  a 
altura  do  fogueie,  quando  sets  ^ngulode  elevagao  for  nf 4 
sy  0,7854  radian  os.  Compare  essa  estimativa  com  a  altura 
exata.  Numa  calculadora  grab  e  a,  use  as  carac- 

tensticas  trace  e  zoom,  que  sao  uteis.  j 


Camera 


► 

Figura  Ex-28 


29.  Uma  com  pan  hi  a  dc  so  pa  deseja  fabric  nr  uma  lata  na  forma  de 

um  cilindro  circular  rcto  que  ten  ha  caparidadc  para  500  cm’  de 

■> 

Ifquido,  O  material  para  a  tarn  pa  e  a  base custa  0,02  centa vos/cm-* 
enquantoo  material  para  a  lateral  custaO.Q]  ccnta vo/cm2. 

(a)  Estime  o  raio  r  e  a  altura  h  da  lata  que  eusia  imenos  para 
ser  fabricada.  [Sugestao:  Expresse  o  custo  C  cm  term  os 
de  r  ] 


(b)  Suponha  que  a  Umipa  e  a  base  de  raio  r  sao  liradas  de  fo- 
Ihas  quadradas,  cujos  lados  tem  comprimento  2 1\  e  os  reta- 
Ihos  sao  descartados,  Levando  cm  conta  o  custo  das  Fol has 
quadradas,  voce  esperaria  que  o  custo  da  lata  de  men  or 
custo  seja  maior  on  mertor  do  que  cm  (a)?  Exp]  [que. 


(c)  Estime  o  raio,  a  altura  e  o  custo  da  lata  em  (b)  c  determine 
se  sita  conjee  Lura  estava  eerta. 


-  30.  Um  construtor  dc  dependendas  espoitivas  quer  colocar  uma 
pista  dc  corrida  de  um  quarto  dc  mi  I  ha  -  396  metros  -  em  tor¬ 
no  de  um  campo  de  futebol  americam.n  conforms  a  figura  a 


-3  O.Snv 


Figura  Ex-30 


31-3.2  (i)  Explique  por  que  a  lunguo  f  lem  um  ou  mu  is  hu  races 
Cm  sen  grill ico  c  eslabefeca  os  valores  de  a  nos  qua  is  esses  buracos 
ocorrem.  (li)  Determine  uma  fun^ao  g  eujo  gralieo  seja  identico  ao 
dc  /.  mas  sem  buracos. 


31.  f{x)  - 


(x  +  2)(.v2  -  1) 
(,v  +  2)(x  -  1 ) 


32^  fix)  = 


x2  -F  jjr| 

\x\ 


33,  Em  2001 .  o  Scrvigo  Nacional  de  Meteoroloeia  dos  EUA  i nti’o- 
duziu  um  novo  indice  de  sensa^ao  tdrmtea  (WCT).  Para  uma 
dada  lemperatura  externa  T em  gratis  Fahrenheit  e  velocidade 
do  ven  to  igual  a  u  mi  I  has  por  hora,  o  indice  de  sensagao  tdrmi- 
ea  WCT  c  a  temperatura  em  gratis  Fahrenheit  a  uma  velocidade 
de  ven  to  de  3  mi  I  has  por  hora  que  produziria  a  mesma  sensa- 
gao  de  res  fri  a  men  to  sobre  a  pele  exposta  que  a  combi  nugao  de 
Lemperatura  externa  7  e  velocidade  do  vento  v.  Util i /and o  urn 
modelo  mats  precise  dc  res  fri  amen  to  devido  ao  vento,  a  nova 
formula  4  dada  por 


T,  0  ^  i?  <  3 

WCT  = 1  “  “ 

35,74  +  0.62157  -  35.73uaifr  -i-  0,42757Ja(UC>,  3  <  v 

onde  T  6  a  lemperatura  em  °F,  v  6  a  velocidade  do  vento  em 
mil  has  por  hora  e  WCT  6  a  lemperatura  cquivalcntc  em  °F.  Eu- 
conlre  o  indice  de  sensagao  tdrmica  ate  o  grau  mais  proximo  se 
7’  -  25°F  e 

(a)  v  -  3  tniihas/hora  (b)  v  =  15  milhas/hora 
(c)  r1  — 46  rnilhas/hora 

Ponte:  Adaptado  de  UMAP  Module  653,  WimidtUL  do  W.  Bosch  c  L. 
Coob,  OOMAP,  Arlington,  MA. 

34^36  Use  a  formula  para  o  indice  de  sensagao  termica  desciiia 
no  Exerefcio  33. 


34.  E  nco  nt  re  a  tem  pc  rat  ura  d o  ar  ate  o  grau  m  ai  s  prox  i  mo  se  o  WCT 
for  de  -60°F  e  a  velocidade  do  vento  for  de  48  milhas/h. 
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35,  Encomre  a  temperatura  do  ar  alt  o  grau  mais.  prdximo  se  o  WCT 
tor  de  -IUUF  c  a  velocidade  do  vcnlo  for  de  48  milhas/h. 


36.  Encontre  a  velocidade  do  vento  ate  a  milba  por  hora  mais  pmxima 
sc  o  WCT  for  tic  5T  com  uma  temperatura  do  ar  do  20T, 


t /  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  1.1 


I.  (a)[-l.+oo)  (b}6  (c)](j  +  4  (d)  8  <e)[4,-K»)  2.  (a)M  (b)  l  3.  (a)  (-*>.3]  (b)  1-2.21  (c)-l  (d)  1  (e)-|;  -§ 

4.  (a)  si  in;  domfnio;  {15s  19,  21 , 23  s  25};  imagem:  {14,  15,  16,  18}  (b)  nan  5-  (a)  r  =  21  (b)  A  =  c'/2  (c)  l  =  y^/2 


1.2  GRAFICOS  DE  FUNQOES  UTILIZANDO  CALCULADORAS  E  RECURSOS 
COMPUTACIONAIS 


Nest  a  .seed o  dhcuuremos  questoes  rekteionadas  a  gemtgao  dc  g rdf  i cos  de  equagoes  e  de 
fungoes  com  recursos  graft  cos  (cede  (dado  ms  grdficas  e  computadores),  Como  os  recurs  os 
graft  cos  variant  ampiamente,  e  difkilfazer  afirmag&es  gent  is  sob  re  eles .  Assim*  em  vdrios 
lugares  desta  secdo  pediremos  ao  leilorque  localize  em  sen  propria  recurso  grdfico  detalhes 
c specific  os  sob  re  coma  etc  opera. 


■  CALCULADORAS  GRAFICAS  E  SISTEMAS  ALGEBRICOS  COMPUTACIONAIS 

O  descnvolvimento  dc  novas  tecnologias  tem  mudado  signiftcativamerue  conic  e  onde  maic- 
maticos,  engenheims  c  cicniisUis  exec u Lam  seu  trabalho,  hem  anno  sua  abordagem  na  solii- 
gao  tie  problems  s.  Entre  as  mais  signifieativas  inovagoes  estfio  os  pro  gramas  designados  por 
Sistemm  Algebricos  Computational  (CAS),  eujos  cxemplos  mais  cornu  ns  sao  o  Mathema¬ 
tical  o Maple e o Derive*  Os sistemas algebricos computacionais naoapenas tem capacidade 
gnilica,  mas,  como  o  no  me  sugere,  podem  executar  muilosdos  cdlculos  simbdlicos  que  ocor- 
reni  na  Algebra,  no  Calculo  e  na  Matematica  Superior,  Por  exemplo,  e  trivial  para  uni  CAS 
executar  a  fatoragao 

/  +  23/  +  147/  -  1 39/  -  3464/  -  2 1 1 2.v  +  23040  =  <jr  +  5)  (x  -  3)2  (x  +  8)1 
ou  a  computagao  numenea  exata 


/  63456  43907  V  22519I245716420829125932023O122866923 

\3 177295  22854377 )  ~  3828959558 1 9369204449565945369203764688375 

A  tecnologia  tambdm  lornou  possfvel  gerar,  em  segundos,  g  id  fie  os  de  equagoes  e 
fungoes,  os  qua  is  no  passado  levari  am  boras  para  ser  produzidos.  A  Figura  I.2J  mostra 


Gerado  pc  to  Musheitutsica 

Figure  1.2*1 
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Gentdo  por  cuktdadoru 


*  Mitihi-tmtiiiii  C  licvl  prodmo  na  Wolfram  Beseech.  Inc,;  Maple-  e  lmu  prcxititd  Jfl  Waterloo  Software,  Inc.;  e  Dt-Oi't-  e  [tm 
produio  da  Soft  Warehouse.  Inc. 


Capttulo  1  /  Fungdes 


OS  grub COS  da  funqao  f(x)  =  x*  -x"  -  2,r  produ/idos  com  van  os  recursos  graficos;  OS  do  is 
primeiros  To  ram  gcrados  com  os  program  as  Mathemaiica  c  Maple ,  c  o  terceiro  com  uma 
calculadora  gialica,  As  calculadoras  grufieas  prod  u /cm  grab cos  mais  grosseiros  do  quc  a 
matoria  dos  programas  do  computador,  mas  tern  a  vanlagem  do  ser  compact  as  e  porlateis. 


(a.d)  (b,  </) 


[fj  *1\ 


(a,  c)  {Ik  c) 

* - W-  b) - H 

A  janela  [a.  fr]  x  [c.  f/J 

Figura  1,2,2 

DOMINIO  DATECNOLOGIA 

Use  seu  proprio  recurso  computacio- 
nal  para  gerar  o  grafted  da  tungao 

fix)  =  x*  - .P  -  2v" 

na  janela  [-3.  3]  x  [-4,4]. 


■  JANE LAS  DE  IIMSPEQAO 

Os  recursos  gr  allocs  podem  mosirar  somente  uma  parte  do  piano  xy  em  sua  tela;  assim,  o  pri- 
meiro  passo  ao  fazer  o  gralico  de  uma  equagao  e  determinar  qua!  regiao  retangular  do  piano 
xv  desejamos  verexposta.  Essa  regiao  e  denominada  jane  la  de  Impeqdo  (ou  retdngulo  de  ins ■ 
peqdo).  Por  exemplo,  na  Fig  urn  1 ,2.1,  a  janela  de  in s peg a o  estende-se  sobre  o  imervalo  |-35  3] 
na  diregao  ,ve  f-4, 4]  na  diregao  y.  Assim,  dizemos  que  a  janela  dc  inspegao  e  [-3,  3|  x  [-4, 4] 
(lei a  “|-3t  3)  por  |-4t  4]”}.  Em  geral,  sc  a  janela  de  inspegao  for  {a,  6]  x  [c,  d]>  entao  da  sc  es~ 
tende  entre  x  =  a  e  x  =  h  na  diregao  x  e  entre  y  =  c  e  y  -  d  na  diregao  \\  Dizemos  quc  [a,  /?]  e  o 
intervals  x  da  janela  c  quc  [c\  d]  d  0  intervals  y  da  janela  (Figura  1 .2,2). 

Recursos  graiicos  diferentes  denotain  as  janelas  de  mspegao  de  formas  disfintas.  Por 
exemplo,  os  dois  primeiros  graiicos  na  Figura  1.2.1  foram  produzidos  pelos  comandos 


Plot  [xa4  -  xA3  ~2*xA2,  (x,  -3,  3} ,  PlotRange  ->{^4,  4}j 

(Mathematics) 

plot  (x^4  -  xA3  ~2*xA2 ,  x  =  -3  .  .  3 ,  y  =  -4 . , 4)  ; 

(Maple) 


e  o  dltimo  grafico  foi  produzido  em  uma  calculadora  grafica,  presstonando  a  tecla  GRAPH, 
depois  dando  os  seguinles  va  lores  as  varMvei.s  quc  deter  mi  nam  os  interval  os  ,v  c  y: 

aM i n  =  -3,  a  Max  -  3,  >  Min  -  -4,  yM ax  -  4 
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.  \  f  .. 

!  v/ ;  ; 

Certuht  por  citlcutadom  ^raficct 

Figura  1.2.3 


■  SINAIS  REPRESENTANDO  PONTOS  NA  ESCALA  E  GRADE  DE  RETAS 

Para  aj  Lid  nr  a  localizar  pontos  visual  mcnle  em  uma  janela  de  inspegao,  os  re  curs  os  giaficos 
fornecem  me  tod  os  de  representar  pontos  naescala,  (tam'bcm  denorm  nados  sinais  de  escalas) 
sobre  os  eixos  eoordenados  ou  oulras  local  izagdes  na  janela.  Etn  programas  como  o  Mathe¬ 
matics  e  o  Maple ,  ha  comandos  especfficos  para  designar  o  espago  entre  os  sinais  na  escala, 
porem,  se  o  usuaiio  nao  der  o  espagamento,  entao  o  programs  la/  uma  escolha  por  default. 
Por  cxemplo,  nas  duas  prime iras  partes  da  Figura  1 .2,1,  os  sinais  sobre  a  escala  foram  csco- 
3  has  por  default. 

Em  algumas  calculadoras  grafieas,  o  cspaganicnto  entre  os  sinais  sobre  a  escala  c  de- 
term  in  ado  por  duas  van  are  is  de  escala  (tainbcm  dc  n  om  t  n  ados  fa  to  res  de  escala  g  os  quais 
vam os  den olar  por 

xScI  e  yScI 

(A  not  agio  varia  entre  calculadoras.)  Essas  variaveis  especi  fleam  o  espagamenio  entre  os 
sinais  sobre  as  escalas  nas  dircgocs  a  e  y,  respect!  vamente,  Por  exemplo,  na  terceira  pane  da 
Figura  1 .2. 1  s  a  janela  e  os  sinais  sobre  as  escalas  foram  especi  f  tcados  pelos  ajustes 

.xMi  n  —  —3  vM  ax  -  3 

vMin  =  -4  yMax  -  4 

xSc!  -  I  ySel  —  I 

A  maioria  dos  recursos  graiicos  permits  variagoes  na  dtsposigao  e  na  local izagao  desses  si¬ 
nais,  Por  exemplo,  a  Figura  1,2.3  mostra  duas  variagoes  dos  graft  cos  da  Figura  1.2.1 ;  a  pri- 
meira  foi  gerada  em  urn  computador  usando  uma  opgao de  colocar  sinais  e  ndmeros  sobre  os 
3 ados  da  janela,  e  a  segunda  foi  gerada  em  uma  calculadora  usando  uma  opgao  de  dcsenhar 
uma  grade  dc  rctas  simulando  papcl  grafieo. 
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».i— 


■■  ■  ■■ 


f-5,  5j  x  [-5,  5] 

_v Sc  I  =  0.5;  vSd  -  10 


Figura  1.2,4 


►  Exemplo  1  A  Figura  1.2.4  moslra  a  janela  \-5 ,  5  \  x  (- 5 , 5  j  com  os  sinais  sobre  a  escala 
espagados  cm  0,5  unidade  na  diregao  jc  e  10  unidades  na  diregao  j\  Note  que  nao  ha  sinais 
visfvcis  na  diregao  y,  pois  o  sinal  da  origein  esia  coberto  polo  eixo  x  o  os  denials  na  diregao  x 
eaem  fora  da  janela,  < 


►  Exemplo  2  A  Figura  1.2.5  mostra  a  janela  [-10,  10|  x  |-]0,  10|  com  os  sinais  sobre 
a  escala  espagados  cm  0, 1  unidade  nas  diregoes  x  e  y.  Nesse  caso,  os  sinais  estao  tao  pr6xi- 
nios  que  criam  um  efeito  de  ret  as  mats  grossas  sobrc  os  cixos  cooordcnados.  Quando  isso 
oeorre,  em  gcral  aumemamos  os  fatores  do  escala  para  reduzir  o  numero  dc  sinais  e  torna-los 
iegfveis.  < 


DOMINIO  DA 
TECNOLOGIA 


to* 

a; 


Calculadoras  com  recursos  gr&ftcos  valores  por  default  para  a  janela  e  para  os  fatores  de  escala. 
For  exemplo,  oma  calcoladora  tern  uma  janela  default  de  [-10.  10]  x  l—l  0,  10]  e  fa  I  ores  de  escala  de¬ 
fault  de  jcScI  =  1  e  rySd  1 ,  Verif  ique  o  manual  para  determtoar  os  valores  defauft  de  sua  calculadora  e 
come  restaurar  ess  a  confEgurapao.  Se  estlver  osando  um  programs,  de  computador,  verifique  o  tutorial 
do  mesmo  para  determiner  os  comandos  que  espedficam  o  espagamento  enfre  os  sinais  sob  re  as 
escalas. 


■  COMO  ESCOLHER  UMA  JANELA  DE  INSPEQAO 

Quando  o  grafico  dc  uina  fungao  sc  cstendc  indcfinidamcmc  cm  alguma  diregao,  ncnhu- 
ma  janela  pode  i nostra- lo  todo.  Em  lais  cases,  a  escoiha  da  janela  de  inspegSo  pode  afetar 
nossa  percepgao  do  grdfico.  Por  exemplo,  a  Figura  1.2,6  mostra  um  grafico  gerado  em 
computador  de  3  =9  -  f  f  c  n  Figura  F2.7  mostra  quatro  vistas  desse  grafico  geradas  em 
uma  calculadora. 

•  Na  parte  (a),  o  graf  ico  cai  compleiamenie  fora  da  janela;  assim,  da  aparece  em  bran- 
co  (exceto  por  cixos  e  sinais), 

•  Na  parte  (b),  o  grafico  esta  quebrado  em  duas  partes,  pois  sai  e  entra  na  janela. 

•  Na  parte  (c),  o  grafico  parecc  uma  linha  reta,  pois  foealizamos  cm  um  pequeno  seg- 
mento  da  eurva, 

•  Na  parte  id).  temos  uma  visao  mais  eompleta  da  forma  do  gralico,  pois  a  janela  com- 
preende  todos  os  pent  os  imporiames;  isto  e,  o  ponio  mais  alto  e  as  interseegoes  com 
o  eixo  v. 


Para  uma  fungao  cujo  grafico  nao  sc  estenda  indefinidamente  em  am  has  as  diregoes  x  e 
v,  o  dom  inio  c  a  imagem  da  fungao  pattern  scr  usados  para  obier  uma  boa  janela  de  inspegao, 
conio  m  os  tram  os  no  exemplo  seguinte. 


►  Exemplo  3  Use  o  donimio  e  a  imagem  da  fungao  fix)  —  \f\2  —  3  a  -  para  determinar 
uma  janela  que  con  ten  ha  todo  o  grafico. 

Solugdo  Q  dommio  natural  de  f  6  H 2 ,  2J  e  a  imagem  e  [0,  ^/\2  \  (verifique),  Dessa  forma, 
todo  o  grafico  esta  conti  do  na  janela  dc  inspegao  [—2,  2]  x  [0.  \f\2].  Por  elareza,  6  prefcrfvel 
usar  uma  janela  um  pouco  maior  para  eviiar  ter  o  grafico  muito  proximo  dos  lados  da  mesma. 
Por  exemplo,  a  janela  [-3,  3]  x  [-lt  4]  da  o  grafico  da  Figura  L2.8.  -4 
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t-3,  3]  x  1-1,41 
xSc  \  -  I,  ySd  =  3 


Fijjura  1.2.K 


[-2,31x1-2,2] 
rvScl  =  LyScI  =  ! 
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[-4, 4J  x  L-2,  5] 
a‘Sc3  =  1>yScl  =  1 

(h) 


[2,5:3 ,5]x[-l,  3] 
.vSd  =0,1;  vScl  =  I 


Figura  1 .2*7  Quatro  vistas  de  y -9  -  x~ 


[-4.  41  x  1-3,  10] 
.vScI  =  I ,  ySd  =  1 


As  vezes  sera  impassive]  enconlrar  uma  unica  janela  de  inspeqao  que  exiba  toclas  as 
caractensticas  import  antes  dc  um  grafico,  caso  cm  que  precisaremos  dccidir  o  que  e  mais 
imports  me  para  o  problems  a  mao  e  escolher  a  janela  de  acordo. 


►  Fxemplo  4  Faqa  o  grafico  da  equaqao  v  -  x'  -  \ +  !  8  nas  seguintes  janelas,  disculm 
do  as  vantage  ns  e  desvantagens  tic  eada  uma. 


(a)  [-10,  10]  x  [-10,  10]  com  aSc!  =  I  eyScI  =  1 

(b)  [-20,  20]  x  [-20, 201  com  jrScl  =  I  e  >Scl  =  1 
<c)  [—20, 20]  x  [-300,  20]  com  aScI  -  1  c  yScl  =  20 
(cl)  [-5,  1 5]  x  [—300, 20]  com  jrScl  =  I  e  ySel  =  20 

(c)  [  1 , 2]  x  [-] ,  1 1  com  aScI  =  0 J  e  yScl  =  0, 1 


S&lufdo  (a)  A  janela  na  Figura  L2.9&  cortou  fora  a  pane  do  grafico  que  intersecla  o  eixo 
y  e  rnostra  somenie  duas  das  ires  raizes  reals  possfveis  para  o  polindmio  edbieo  dado.  Para 
conlornar  esse  problema,  preei  samos  alargar  a  janela  cm  ambas  as  dlreqdes  x  e  y. 

Soluqdo  (b)  A  janela  da  Figura  1 .2.9/?  mostra  a  interseeqao  do  grafico  com  o  cixo  y  e 
as  ires  rafzes  reals,  mas  cortou  fora  a  parte  do  grafico  emre  as  duas  raizes  posnivas,  Alem 
disso,  os  sinais  na  diregaoy  estao  quase  ilegiveis,  por  cstarem  muito  perto  um  do  oulro. 
Precisamos  esiendcr  a  janela  na  diregao  de  y  negativo  e  aumentar  yScl*  Como  nao  sabemos 
o  quanto  estender  a  janela,  sao  necessdrlas  algumas  lemalivas  para  obler  0  que  querenios. 


Solu^do  (c)  A  janela  na  Figura  1,2.9c  mostra  todos  os  principals  aspcctos  do  grafico.  Po¬ 
re  m,  tenios  algum  espago  desperdiqado  na  diregao.v.  Podemos  mclhorar  a  flgura  diminuindo 
a  janela  apropriadamente  nessa  direcao. 
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Solugao  id)  A  jane  I  a  na  Fig  urn  1 .2.9  d  i  nostra  totl  os  os  principal  aspectos  do  grdtico  sem 
muito  desperdicio  do  espa^o.  Entretamo,  nao  oferece  uma  visao  clara  das  raizes.  Para  obler 
uina  visao  mats  proximo  das  raizes,  precisamos  abandonar  a  ideia  de  mostrar  todos  os  princi¬ 
pals  aspectos  do  grafico  e  eseolher  as  jane  las  que  foealizem  as  raizes. 


Solugdo  (e)  A  janela  1 .2,9e  expoe  muito  pouco  do  grafico,  pordm  mostra  claramente  que  a 
raiz  no  intervalo  \  1,2]  c  aproximadamente  L3,  M 


in 


[-10,  30J  x  [-10,  10] 
.vScI  =  Jo'Sci  =  l 


Ut) 
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[-20,  20j  x  [-2(1 20] 
rvSd  =  L  ySd  -  1 

(b) 
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[-20,  20]  x  [-300*  20] 
.vScI  =  l,ySd  =  20 

(c) 


[-5,  1 5]  x  [-300,  20| 
_rScl  =  l,vSc!  =  20 

id) 


Figura  1.2.9 


n,  2]  xr-K  i] 

,vScl  =  UI;yScl  =0.1 
(*) 


DOMENIO  DA 
TECNOLOGIA 


HA  situates  nas  quais  queremos  deter  min  ar  a  janela  de  inspeqao,  escolhendo  o  intervalo  t  para  a  ja- 
nela  e  permitindo  que  o  recurso  grafico  determine  um  intervale  y,  o  quai  compreende  os  vaiores  maximo 
e  minima  da  funqao  &obre  o  intervalo  ,v.  A  maioria  dos  recursos  grafioos  fornece  algum  metodo  para 
fazer  isso,  assim,  verifique  in  as  instrugdes  para  descobrir  como  laz£-3o,  Permit ir  que  o  recurso  grafico 
determine  o  intervalo  y  da  janela  elimina  muito  da  adivinhagao  do  problems,  como  aquela  na  parte  (b) 
do  exemplo  precedents. 


m  FAZENDO  ZOOM 

O  processo  de  aumenlar  ou  diminuir  o  turn  an  ho  da  janela  de  inspeqao  e  denominado/ozer 
o  zoom .  Ao  reduzir  o  tamanho  da  janela,  vemos  mcnos  do  grafico  como  um  todo,  mas  mui- 
tos  detalhes  da  parte  mostradu;  isso  £  denominado^zer  o  zoom  para  dentro r  Ao  coniifirio, 
aumentando  o  tamanho  da  janela,  mais  vemos  o  grafico  como  um  lodo,  porem,  com  mcnos 
detalhes  da  pane  most  rad  a;  isso  6  denominado /£#?/-  o  zoom  para  fora.  Mu  it  as  calc  li  lad  o- 
ras  fomccem  um  menu  para  os  dots  tipos  de  zoom  por  fa  to  res  fixo.  For  excinplo,  cm  algumas 
clelas  o  efeito  total  de  ampha^ao  ou  redugao  £  comrolado  atribuindo-se  valores  a  dots fatores 
de  zoom ,  jtFact  e  yFact.  Se 


xFact  =10  e  yFact  -  5 

enlao,  cada  vez  que  um  comando  de  zoom  6  exec  ut  ado,  a  janela  de  inspeqao  e  ampliada  ou 
reduzida  por  um  fator  de  10  na  direqao  x  e  um  fator  de  5  na  diregao  y\  Com  program  as  de 
computador,  como  o  Mat  he  mat  tea  e  0  Maple,  o  zoom  £  comrolado  ajustundo-se  diretamente 
os  interval  os  x  e  y;  contudo,  ha  maneiras  de  automatical'  isso  at  raves  de  program  agao. 
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[-5,  5}x[  1000,1000] 
jrSd  -  3 .  ySci  =  SOO 

(a) 


L 

1 

■ 

i  ! 

_  -  r 

\  J 

V 

1-5,  5]  x  [-10,  10] 
x  Sc  I  =  I .  ySci  =  [ 


igura  1.2.10 


■  COMPRESSAO 

A  ampliagSo  da  janela  de  inspegfio  dc  um  grafico  icm  o  c lei  to  gcomdtrico  de  compressao, 
pois  uma  maior  pane  do  grafko  e  espreintda  nu  lela  da  caleutadora.  $e  a  compressao  for 
mui  io  grande,  entuo  podcm-se  perdcr  dctalhes  do  gralieo.  Dessa  forma,  aeseolha  da  janela  de 
jnspegao  depends,  freqiieiitemente,  do  que  queremos  ver:  mais  do  grdJico  ou  mats  do  deialhe. 
A  Figura  1 .2. 1 0  mostra  duas  vistas  da  equagao 

y  =  A'5  (a-  -  2) 

Na  parte  {a)  da  figura,  o  inter valo  y  e  muito  grande,  rcsultando  cm  uma  compressao  vertical 
que  obscurcce  os  detalhes  nos  arredorcs  do  dxo  x.  Na  parte  (b)f  o  inter  valo  y  c  muito  menor, 
e  eonseqiientemenie  vemos  mais  detalhes  nas  vi/inhangas  do  eixo.v,  porem  men  os  do  gralieo 
na  diregao  >\ 


►  Exemplo  5  A  funqao  fix)  —  x  -h  0,01  sen(50,TA)  c  a  soma  de  /,  (a)  =  x>  cu jo  grafico 
e  a  reta  y  -  x,  e  f2(x)  —  0,01  sen(50^.v),  eujo  grafico  e  uma  curva  senoidal  de  amplitude  0,01 
e  perfodo  2n/5Q7r  -  0.04.  Isso  sugere  que  o  grafieo  dc  f(x)  segue  o  padrao  gcral  da  rela  y  =  x> 
mas  com  altos  c  baixos  resultantes  da  contribuigao  das  ondulagoes  senoidais,  eomo  vemos  na 
parte  (c)  da  Figura  1 .2, 1  I ,  Gere  os  quairo  grafieos  most  rad  os  na  Figura  ]  .2, 1  1  e  explique  por 
que  as  oscilagoes  sao  visfveis  someme  na  pane  (c). 

Solugav  Para  gerar  os  quatro  graficos,  in icialmente  devemos  colocar  o  recurso  gralieo  no 
modo  radianoA  Como  as  j  an  el  as  de  partes  sucessivas  do  exemplo  sao  de  tamanho  decreseen- 
te,  com  fator  de  10t  os  leitores  que  ulili/arem  calculadoras  podem  fixaro  fatorde  zoom  ein  10 
unidades  cm  am  has  as  diregoes  x  o  y. 


(a)  Na  Figura  1.2. 1  \a,  o  grafieo  pareee  ser  uma  rela,  pois  a  compressao  vertical  escon- 
de  as  pequenas  oscilagdes  senoidais  (sua  amplitude  6  apenas  0,01 ), 

(b)  Na  Figura  1.2.1  lb,  eomegam  a  apareeer  pcquenos  altos  e  baixos  na  reta,  pois  ha 
men  os  compressao  vertical 

(c)  Na  Figura  1 .2. 1 1  c,  as  oscilagoes  eomegam  a  ftear  evidenies,  pois  a  eseala  vertical  £ 
mats  compatfvel  com  a  amplitude  das  oscilagoes 

(d)  Na  Figura  L2, 1  \cL  o  gralieo  pareee  ser  uma  rela,  pois  vemos  o  zoom  de  uma  porgao 
muito  pcquena  da  curva.  < 


;■  Jfr 

>1 

r 

[-10,  l0]xH0, 10] 
jrScI  =  l.  vScI  =  1 


r  u" 

l 

:  -.J? 

■ 

‘ 

r-i. i]xK  n 

jrScI  -().!;  ySd  =  0,1 


[-0,1;  0J 1  x  [-0,1:  0,1 1 
.tScI  =  0,01 ;  ySci  =  0,0 1 


1-0,01 ;  0,0 l]x  [-0,0 l;0X>11 
A'Sd  =  0.001;  ySci  =  0,001 


I’ignra  1.2.  If 


Neslc  livro  seguimos  it  convtm^ao  dc  que  rtngulos  sdo  inedidos  cm  radmuos.  it  niio  ser  que  a  medidn  cm  entus  esleja  cspecificada. 
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■  DlSTOR?AO  NA  PROPORpAO  DA  APARENCIA 

A  Figura  1.2.12a  i  nostra  um  cfrculo  do  ralo  5  c  duas  retas  perpend  ion  lares,  esbogado  cm  miia 
jane  la  do  [-10,  10]  x  [-10,  10]  com  JtScI  =  !  c  ySci  -  K  Entretanto,  o  cfrculo  esta  distorcido 
e  as  rotas  nao  aparentam  ser  perpend ieul ares,  pels  a  calculadora  nao  usou  o  mesmo  conipri- 
mento  para  1  unidade  no  cixo  x  e  I  unidade  no  dxo  y.  (Compare  o  espagamento  entre  os  sinais 
sobie  os  cixos.)  Isso  e  d  cnom  i  Had  o  distorgdo  fia  proporqao  da  aparencia.  Mu  lias  culcuUtdoras 
tem  am  menu  para  corn gir  automatiearncrite  a  distorgao  ajustando  adequadamente  a  janela  de 
inspegao,  Porexemplo,  algnmas  ealculadoras  fazem  aconegao  da  janela  [-10,  10]  x  [-10,  !0] 
mudando-a  para 

[”16,9970674487;  16,9970674487]  x  [-10,  10] 

(Fig  ura  1 .2.12/?).  Em  program  as  como  o  Mathematica  e  o  Maple,  a  distorgao  na  proporgao 
da  aparencia  e  controlada  pelo  ajuste  das  dimensoes  fYsicas  da  janela  de  inspegSo  na  Ida  do 
coinputador,  cm  vez  de  alterar  os  intervales  x  e  y  da  janela. 
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Figura  1.2.12 


[-10,  I GJ  x  [-  3  0.  10] 
iScI  =  1 .  yScJ  -  I 

(a) 


1-16,9970674487;  3 6,9970674487]  x[-IG,  LOj 
.vSct  -  1,  yScf  =  E 
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127  pixels 


63 

pixels 


Uma  j-anela  de  tnspe^o 
de  63  I  in  has  de  127  pixels 


Figura  L2.13 


OQMINfO  DATECNOLOGEA 

Se  c  leiior  dtepuser  de  uma  calcula¬ 
dora  grPfica,  leta  o  manual  para  des- 
cotirirsua  resolugao. 


■  ERRO  DE  AMOSTRAGEM 

A  janela  de  inspegao  dc  um  recurso  gralico  e  composta  dc  uma  grade  retangular  de  pequenos 
b  locos  relangularesdenominadospijc^,  Para  imagensem  pretoe  branco,  cada  pixel  tem  dots 
c  si  ados,  um  ativo  (on  escuro)  c  o  Cairo  desativado  (ou  claro).  Um  gralico  6  Id  mi  ado  ativando 
pixels  apropriados  para  exibir  a  forma  da  curva.  Em  uma  eeria  calculadora  hem  con  beet  da,  a 
grade  de  pixels  consists  cm  63  I  in  has  de  1 27  pixels  cuda  (Figura  1,2, 13),  ea$0  cm  que  di/.e- 
mos  que  a  janela  lem  uma  resolugdo  dc  127  x  63  (pixels  por  I  inha  vexes  o  ndmero  de  I  in  has). 
Uma  resolugao  Ifpica  cm  lela  de  COmputador  d  de  1024  x  768.  Quanto  maior  a  resolugao, 
mais  I  isos  parecem  ser  os  gr&flcos  na  tela. 

Q  procedi  men  to  uii  li/ado  por  um  recurso  grdfieo  para  gerar  um  grdlieo  6  semelhante 
ao  dc  esbogar  uma  curva  a  mao:  quando  digitamos  uma  equagao  e  escolbemos  uma  janela,  o 
recurso  gralico  select  cm  a  as  coordenadas  x  de  certos  pixels  (sendo  que  essa  escolha  depende 
da  janela  que  esta  sendo  usada)  e  calada  us  eorrespon  dentes  coordenadas  y.  Em  seguida,  o 
recurso  ailva  os  pixels  cujas  coordenadas  mais  se  aproximam  dos  pontos  calculados  e  util iza 
um  algoritmo  predeterminado  para  ativar  pixels  intermediarios  adicionais  para  criar  o  fornia- 
to  da  curva.  Esse  proeesso  naoe  perfeito  e  c  possfvel  que  alguma  janela  produza  uma  falsa 
impressao  a  respdto  da  forma  do  gralico,  cm  gcral  por  earaetensticus  imponantes  do  graheo 
estarem  oeorrendo  entre  os  pontos  calculados.  Isso  e  denominado  erro  de  amosiragem.  Por 
exemplo,  a  Figura  1 .2, 14  mostra  o  gralico  de  y  =  cos  ( 1  (Ely)  gerado  por  uma  certa  calculadora 
bem  conhecida  cm  quatro  janelas  dislintas.  (A  calculadora  do  leiior  pode  produzir  result  ad  os 
diferentes  )  O  grafkoda  pane  (a)  tem  o  formato  corrcto,  mas  os  outros  tres  nao,  dev i do  a  erros 
tie  ainostraeem: 


*  Na  parte  (/?),  ocorre  que  os  pixels  ox i hides  caem  justamente  nos  pieos  da  curva  do 
eosseno,  dando  a  impressao  falsa  de  que  o  gralico  e  uma  re! a  horizontal, 

■  Na  parte  (c),  os  pixels  cxihidos  caem  cm  pontos  succssivamcntc  mais  elevados  do 


gii 


Na  parte  (d),  os  pixels  cxihidos  caem  cm  um  cerlo  padrao  regular  que  eria  mais  uma 
impressao  falsa  da  forma  do  gralico. 
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f-b  l]xf-1Jl 
A'Scl  =  0,5:  vSol  =  0.5 

(a) 


[-1 2,6;  12,61  xf-K  1] 
a  Sc  I  =  1,  vSci  =  0,5 

{b) 


Mil 

r 

r 

mm 

PI 2,5;  1.2,6] x  PI,  I] 
aScI  =  L.yScl  =  0,5 

(C) 


[-6,  6]  x  [-l ,  I] 
aScI  =  h  vSci  =  0,5 

W) 


Figura  1.2,14 


A  Figura  1.2.14  sugere  qua,  para  oa  gr£ficoa  IrigonQm&nccs  com  oscifagoes  rapidas,  restringiro  in larva lo  x 
a  poucoa  period  os  pravavelmente  ira  produzir  representagoes  mais  precisas  da  forma  do  grafico. 


■  LACUNAS  FALSAS 

Algumas  ve/.cs,  gralicos  continues  aparentam  icr  lacunas  quanclo  gcrados  cm  uma  calcula- 
dora.  Essas  lacunas  falsas  cosLumam  surgir  quando  o  grafico  aumenta  Lao  rapidaniente  quo  o 
espago  vertical  sc  abre  e  litre  pixels  succssivos. 


►  Exem plo  6  A  Figura  1 <2, 1 5  mostra  o  grafico  do  semicirculo  y  —  -  a:  em  duas  ja- 

nclas  dc  tnspegao,  Embora  esse  semieirculo  tcnha  cones  no  cixox  nos  pontos  a  =  ±3,  a  parte 
(a)  da  figura  mostra  lacunas  fa  Isas  nesses  pontos,  pois  nao  ha  pixels  com  coordcnadas  .v  iguais 
a  +3  na  janela  eseolhida.  Na  parte  (b)  nao  ocoucin  lacunas,  pois  cxislem  pixels  com  coorde- 
nadas  x  dc  ±3  na  janel  a  us  ad  a.  A 


piO,  10]  x  |- 10.  10] 
a$cI  =  1 ,  vSci  -  l 


v  -  l/U  -  I )  oernn  sogroentos  de  rotas  lalsos 


Figura  1.2*15 
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■ 

E 

[-5,  5]  x  [-5, 5] 
aScI  =  1 .  vSci  =  t 

( a) 


■j  ■ 

Jv  ■  . 

1 

[-6.3;  6,2Jx  1-5,5] 
.rScI  =  L  vSci  =  1 

(b) 


A  V 


Aspecfo  real  da  cuiva  v  =  I/Ct  -  I ) 

(b) 

Figura  L2.16 


■  SEGMENTOS  DE  RETA  FALSOS 

A iem  dc  criar  Lacunas  falsas  cm  gralicos  continues,  as  calculadoras  podem  errar  na  direqao 
oposia  col ocando  segmentos  de  reta  fatsos  nas  lacunas  dc  curvas  descontfnuas. 


►  Exemplo  7  A  Figura  1 .2, 1 6a  mostra  o  grafico  de  v  =  l/(.v  -  I )  na  janela  default  de  lima 
calculadora.  Embora  o  grafico  aparente  corner  segmentos dc  rela  veriicais  proximos  de x  =  I, 
estes  nao  doviam  estar  la.  Realmcnte,  ha  uma  lacuna  na  curv&eni  x=lt  uma  vex  quc  uma  di- 
visao  por  zero  ocorre  nesse  ponto  (Figura  L2. 1 6 by  < 


■  ERROS  DE  OMISSAO 

A  maioria  dos  recursos  gralicos  usa  logaritmos  para  avaliar  as  fun  goes  com  expoenl.es  fracio- 
narios  como  f(x)  —  .r2/3  =  tyj?.  Cornu  do,  como  os  logaritmos  estao  definidos  some  me  pat  a 
os  mimeros  positives,  muiios  recursos  gralicos  omitem  partes  dos  gralicos  de  fungoe  scorn  ex- 
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poe rites  lYacion&rios*  Por  exemplo,  uma  calculation  faz  o  grdfico  de  y  =  a"  '  como  o  da  Figura. 
1 ,2. 1  la ,  quando  o  grafico  real  e  o  da  Figura  1 ,2,17/?,  (Para  uma  mancira  de  con  lorn  ar  isso, 
veja  a  discussao  que  precede  o  Exercfcio  29.) 


DOMINIO  DATECNOLOGEA 

Determine  se  seu  recureo  grafico  pra- 
duz  o  grafico  complete  de  rv  - .v'' "para 
valores  posilivos  e  negatives  de  x. 


.  1  1 

.i* 

X 

- 

[-4.  4]  x  [-1, 4] 
A$d  =  lt  ySCl  -  I 


Figura  1.2.17  (a) 


M  QUAL  E  A  VERDADE1RA  FORMA  DE  UM  GRAFICO? 

Em  bora  os  rccursos  grade  os  sejam  fenamentas  poderosas  na  geragao  rapida  de  grab  cos,  eles 
podem  produzir  grdficos  engatiosos  devido  a  com  pres  sac,  ao  erro  de  amoslragem,  a  lacunas 
falsuse  a  segments  de  rela  I’atsos,  Em  resumo,  os  rccursos  grdficos  podem  sugerir  as  formas 
das  grdficos  mas  nao  estabelece-las  com  certeza.  Assim,  quanto  niais  voce  sou  her  sobre  os 


■  MAIS  INFORMAgOES  SOBRE  RECURSOS  GRAFIC03  E  CALCULADORAS 

A  melhor  fonte  de  inform  acao  sobre  seu  recur  so  graiico  do  manual  do  rnesmo.  por  isso  suge- 
rim  os  que  o  lei  tor  o  corisulte  de  tempos  em  tempos  para  ap  render  uma  determinada  t£cnica. 


EXERCiClOS  DE  COMPREEMSAO  1.2  ( Ver  pagina  26  para  resposfas.) 


1.  Use  u m  recu rso  co m  p  utacional  pa ra  gera r  o  gra fico  da  equagao 

y  =  0.4V  +  sen{3*} 

nas  janelas  de  inspeg&o  dadas  e  diseuta  as  vantagens  de  cadu 
jane  I  a. 

(a)  |-6,  6|x  |-30.  50]  (b)  [-4, 4]  x  {-25,  25] 

(c)  [3,2;  1 ,4]  x  |p;  0,21  (d)  [5,99;  6,01  |  x  [84,  88] 


2,  Use o dotnmio e a imagem de/ para encontrar uma janelade ins- 
pegao  quecjdba  todo  o  grafico  de  fix)  —  2  —  v'4  —  25a-2. 

3,  Explique  corno  ficaria  o  grafico  de  y  -  |,v|  se  a  jane 3a  de  inspe- 
gao  [—0,01 ;  0,01 1  x  [—10.  1 0]  fosse  visualizada  nuni  quadrada 

4,  Explique  como  ficaria  o  grafico  de  y  -  \x\  se  a  jane  I  a  de  tnspe- 
gao  [“10.  10]  x  [“0.01;  0,03  ]  fosse  visualizada  nuni  quadrado. 


EXERCiClOS  1.2  E]  Recurso  Grafico 


1“4  Use  um  recurso  computacional  para  geruro  grafico  de/ nas  ja¬ 
ne  I  as  de  inspegao  dadas  e  especifiquc  qua!  janehu  cm  sen  opiniuo, 
mellior  descreve  o  grafico. 

01,  f(x)-x-x2 

(a)  [  “50,  50 1  x  |  -50. 50]  (b)  1  -5. 5 1  x  [  -5, 5 1 

(c)  [  -2, 2]  x  [ -2, 2]  (d)  [-2,  2]  x  [-1,1] 

(e)  [  -1.5,  1,5]  x[  -0.5;  0,53 


02.  f(x)=x-x- 

(a)  l  -50.  50]  x  [  -50,  50]  (b)  [  -5,  5]  x  [  -5,  5] 

(c)  [ -2, 2] x [ -2, 2]  (d)  [ -2, 2] x [-1,11 

(e)  [-1.5;  1 ,5]  x  [  -0.5;  0,5] 

03.  f(x)-x2  +  12 

(a)  l  -L  1]  x  \  13,  151  (b)  I  -12]x[  1 1,  15] 

(c)  [ -4,4]  x  |  10,  28J  (d)  Umajnnelade  sua  cscolha 
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04.  f{x)  —  — 12  -  a? 

(a)  ['-1, 1]  x  [-15,-33]  (b)  [-2,  2]  X  |  -15, -I!] 

{ c)  l  -4,  4]  x  [  -28  .-10]  (d)  l J  m  a  j  a  net  a  de  mi  a  esc  ol  ha 


5-6  Use  o  dommio  e  a  imagem  de  /  para  delerminar  lima  janela  do 
Enspepao  qtio  contenha  todo  o  grafico  e,  emfio,  gere-o  nela, 

05.  /(.r)  =  >/ 1 6  ™  2.v 2  6.  /(a)  =  V3  —  2..v  —  a’2 


EMFOCANOO  CONCEITOS 


7,  Fag  a  o  gralico  da  limpao  /(»  =  a''  -  J  5x~  -  3x  +  45  usando 
as  j  anel  as  e  o  espagamemo  do  sinais  dados  e  dtscuta  as  van- 
lagem  e  desvaniagens  de  cada  jane  la. 

(a)  [  -10, 10]  x  [  -10,  10]  com aScI  =  1  e 
ySd  =  1 

(b)  |  -20.  20]  x  [  -20,  20]  com  ,vScl  =  1  e 
ySd  =  1 

(c)  |  -5, 20]  x  j  -500,  50]  com  aScI  =  5  e 
vScl  =  50 

(d)  |  “2,  - !  ]  x  j  - 1 ,  1  ]  com  aScI  =  0,  l  e 
yScI  =  0,1 

(e)  f  9,  11]  x  [  -486,  -484]  com  aScI  =  0,1  e 
ySci  -0,1 

0  8.  Fa  pa  o  grifico  da  funpao  f(x)  —  -  t  -  t  2\'  +  4x  +  48  usando 
as  jane  las  e  o  espapamento  de  sinais  dados  e  discuta  as  van¬ 
tage  ns  c  des  vantage  ns  de  cada  janela, 

(a)  [  -10,  1 0]  x  [  -10,  10]  com  aScI  =  1  e 
ySd  « 1 

(b)  |  -20, 20 1  x  [  -20, 20 1  com  aSc!  =  I  e 
vScl  =  1 

(c)  [“16. 4]  x  [  -250,  50]  com  aScI  =  2  e 
vScl  =  25 

(d)  [  -3.  -  I  ]  x  [  -L  1  ]  com  xSd  =  0, 1  e 
yScl  -  0,1 

[  -9.  -7 1  x  1  -24 1 ,  -239 1  com  aScI  =  0,1  c 
yScl-0,1 


9-1 6  Gere  o  grafico  de  /  cm  uma  janela  julgada  apropriada. 


•  9,/ (x)  =  jT  -  9a  -  36 

0  1 1 ,  f(x)  =  2  cos(8{H) 

H  13.  fix)  =  300  -  10/  +  0.01/ 
014.  f(x)  -  .<30  -2a)  (25-  2a) 

R15./(jc)  =J£2  +  ~ 

_■  u 


Sio./W  =  |4Z 

PH  12.  /(a)  =  1 2  sen(A-/J$0) 


16.  /(a)  = 


y  19.0  grdlieo  dii  equaguo  x~  + y~  =  1 6  6  uni  circuit)  de  rain  4  e  ten- 
tro  na  origem. 

(a)  Bnconrrc  a  fu ngao  cujo  grafico  d  o  semicirculo  superior  c 
esboce-o. 

fh)  Encomrc  a  funpao  cujo  grafico  6  o  semicirculo  inferior  e 
esboce-o. 

(c)  Fac a  o  grafico  dos  dois  semief  ratios  j untos.  Sc  os  dois  g ra¬ 
tio  os  combi  nados  nao  formarem  uni  cf  ratio,  rente  ajustar  a 
janela  de  inspepao  para  diminar  a  distorgao  na  proporgao 
da  apar&nda. 

(d)  Faga  o  grafico  da  porpao  do  circulo  no  primeiro  qua- 
drame, 

{ e)  M  it  al gu  ma  fu np ao  cuj  o  g  ra  f  i  co  sej  a  o  ]  ado  di  rci to  d  o  clrcu  - 
lo?  Explique. 

-  v.  20.  Para  cada  parte,  fag  a  o  graftco  da  eq uapao  resot  vendo  y  cm  ter- 
mos  de  xe,  entao,  eshoce  juntas  as  fun  pees  resu]ianies, 

(a)  xz  /  4  +  y2  /  9  —  I 

(b)  /”/=  1 

21.  Lei  a  o  manual  de  scu  rccurso  grafico  para  deternunar  como  la¬ 
ter  o  grafico  do  fun  goes  que  envolvam  valores  absolutos.  Fapa. 
enuio,  as  gra  fleas  das  equ agues  dadas. 

(a)  y  =  ].r|  (b)  y  =  [x-  1| 

(c)  y  =  \x\  -  i  (d)  v  =  ]sen  x\ 

(e)  y  =  senW  (f)  y  =  U|  “  k  +  >1 

•0  22.  Com  base  cm  seu  con heci  memo  da  funpao  valor  absohito,  cs- 
bocc  o  grafico  de  /{a)  =  |.v|  /  a.  Confira  seti  resultado  usando  urn 
rccurso  graheo. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


23.  Fapa  uina  conjeciura  sabre  a  rclagao  eiitre  os  grdficos  de 
y  =  fix)  c  y  -  |/(a)|;  confira  sua  conjectura  com  a  1  gum  as 
funpnes  e  spec  ffic  as. 

24.  Papa  uma  conjeciura  sob  re  a  rdapao  entre  os  grdficos  de 
y  =  f(x)  e  y  =  f{\x\):  confira  sua  conjectura  com  algumas 
funpoes  especificas. 

025. (a)  Com  base  em  seu  conhecimemo  da  fimgao  valor  abso¬ 
lute,  esboce  o  grafico  de  y  =  |a -a\,  onde  a  c  uma  cons- 
Unite.  Confira  seu  resultado  usando  uni  rccurso  grafico 
e  alguns  vu  I  ores  c  spec  die  os  de  o. 

(b)  Eshoce  o  grafico  de  y  =  |a  -  1 1  +  |.v  -  2|;  confira  sen  re¬ 
sult  ado  com  um  rccurso  griifico. 

•i26.Quat  6  a  relapao  entre  os  grill  cos  de  y  =  J.vj  e  y  =  v^/“? 
Confira  sua  respostacom  um  rccurso  grafico. 


17-10  Gere  o  grill  co  de  /  e  determine  se  seus  grdlicos  contem 
segmentos  de  reta  falsos.  Eshoce  o  grafico  verdadeiro  e  veja  se  e 
possivef  eliminar  os  segment  os  de  reta  talsos,  mu  dan  do  a  janela 
de  inspepao. 


0  17.  f(x)  =  _  -  018.  f(x )  = 


27-2S  A  maioria  dos  recursos  graficos  fornece  uma  forma  tie  lu/ei' 
o  grafico  de  fun  goes  de  Inn  das  por  partes;  veja  o  manual  para  saber 
como.  Contudo,  se  sua  meta  for  tao-somente  encontrar  a  forma 
geral  do  grafico,  isso  podera  scr  feito  plotando  cada  parte  da  fun* 
pao  separadamente  e  combi nando  as  partes  com  um  eshoco  feito  a 
mao.  Use  esse  metodo  nesles  exercicios. 


4  —  x2 


26  Calculo 


27.  Esboce  o  grafico  de 

f(x)  = 


4^2, 

A-'  -  2x  -  4. 


x  <  2 
x  >  2 


28.  Esboce  o  gnifico  de 


fix) 


X  2  cos 


X  <  1 

1  <  x  <  4 
4  <  x 


29-30  Observamos  no  texto  que,  cm  se  tralando  de  ftmgdes  en¬ 
voi  veil  do  expedites  fracionais  (ou  radicals),  os  recurs  os  graficos 
omitem  pa  lies  do  grafico.  Se  /tv)  -  xf,ftf,  unde  p/g  e  uma  fragao  po- 
sitiva  Jci  siiupiificuda.  o  problems  da  omissao  pode  scr  contornydo 
da  seguime  forma: 

■  Se  p  for  par  e  q  tmpar.  entao  t'aca  o  grafico  de  g  U)  =  |Af 1 'q 
em  vex  de  fix). 

*  Se  p  e  q  fore  ill  unpares,  entao  faga  o  grafico  de  g  tv.)  = 
(|,r|  /x)U\"‘"  em  vei  de/W. 

Explicaremos  porque  isso  funciona  nos  cvercicios  da  prdxima 
seqao. 


29.  (a)  Gere  os  graficos  de  f(.\)  -  a  eg  (a)  -  |.v|“,,r>  e  determine  se 
sou  recurso  grdfico  omitiu  pane  do  grafico  de/ 

i  b)  Gcrc  os  graficos  das  funcocs  f(x)  =  a1'"  e  g  (x)  =  (\x\  I  x)\x] 
c  determine  se  sen  rccurso  grafico  omitiu  parte  do  grafico 
de  /, 

(c)  Gere  uni  grafico  da  equate  /(a)  -  (a  -  l)'s/?  que  most  it 
todas  as  suas  caracteristicas  imp  on  antes. 

(d)  Gere  urn  grafico  da  equagao  /(.  r)  =  (.v  +  3)'v4  quo  most  it 
Urdus  as  suascaracteristicas  imponantes. 

>10.  Qs  graficos  de  y  =  (x2  -  4 yh  c  v  =  [{X  -  4 "y]L"  deveriam  ser  os 
mesmos.  Sen  recurso  grafico  produx  o  mesmo  grafico  para  am- 
has?  Se  nao,  o  que  deve  estar  acontecendo? 


31.  Em  cada  parte,  fag  a  o  grafico  da  fungao  para  varies  valores  de 
c  e  descreva  em  um  ou  dots  paragrafos  como  as  mudangas  em 
c  afetam  o  gnifico  em  cada  caso. 

(a)  y  =  cx2  (b)  y  =  xz  +  cx 

(c)  y  =  a”  +  x  +  c 

32. 0  grafico  de  uma  equagSo  da  forma  y2  -  a(a  -  a) (a  -h)  (onde 
0  <  a  <  /;)  6  denominado  citbica  bipartida.  A  figure  abaixo 
mostra  um  grafico  ttpieo  dcssa  equagao. 

(a)  Faga  o  grafico  da  citbica  hi  parti  da  y2  =  a(a  -  I  )(x  -  2)  rc- 
solvendo  para  y  em  term  os  de  x  e.  entao,  fazendo  os  grail  - 
eos  das  dnas  fun  goes  resit  I  tames. 

( b )  Encont  re  os  co rte s  no  et  x  o  x  d  a  cu  bica  hi  paiti da 

y-  —  x(x  -  a)(y  -  b) 

e  faga  uma  conjeclura  sobre  como  uma  rnudunga  nos  valo¬ 
res  de  a  e  b  afetaria  o  grafico.  Teste  sua  eonjectura  afraves 
do  grafico  da  cdbiea  bi  pan  id  a  para  varies  valores  tic  a  e  b, 


Figura  Ex-32 


•  ■’-< 33.  Com  base  em  sen  conhccimcnio  dos  graficos  dc  y  -  x  c  y  =  sen  a. 
faga  um  e&bogo  do  grafico  de  y  =  x  sen  x.  Verifique  sua  con  dm 
sao  usando  um  recurso  grdfico, 

p  -;  34,  Como  sera  o  grafico  de  y  =  sen  ( 1  /v)?  Teste  sua  conclusao  usan- 
do  um  recurso  grafico.  [Sugestao:  Examine  o  gnifico  em  uma 
succssao  dc  iiitcrvalos  cada  vcz  menorcs  ccnrrados  cm  v  =  0.1 
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]. 


50 


O  grafico  6  seme] ban le  a  uma  cu- 
bicah  coin  alguma  variagiio  perto 
da  OTigem, 


A  fungao  nao  tern  um  zero  4 
diretia  de  x=  K 


O  zero  perto  dc  x  =  -1  est4  mais  evi- 
dente  e  existe  um  possivel  zero  ime- 
diatarnente  a  direita  de  x-  I , 


O  termo  scn{3'')  produz  uma  ra- 
pida  oscilagSo  no  grafico  quando 
a  cresce,  Q  termo  (0.4)a  provoca 
it  in  c  rose  i  memo  forte  do  grafico 
para  valores  maiores  de  a,  oclj]- 
tando  essa  oscilagao  na  parte  fa). 


2.  [-0,2;  0,2]  x  [  1  „  2]  3.  O  grdfico  ficaiia  indistingui  vel  do  eixo  x. 

4.  O  grafico  ficaria  mdistmguivcl  do  cixo  nao-negatlvo  v. 
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Capftulo  1  /  Fungdes  27 


1 .3  FUNQOES  NOVAS  A  PARTIR  DE  ANTIGAS 

Da  mexmct  forma  que  numeros  podem  ser  adicionados,  subtraidos,  multiplicados  e 
dtvididos7  prodimndo  oulros  numeros, !  am  hem  f undoes  podem  ser  adkdonadas,  subf  rat'd  as, 
mutiiplicadas  e  dmdidas,  produzindo  out  ras  f lingoes*  Nesia  segdo >  mm  os  disctmr  essas 
ope  modes  e  al pumas  out  fas  sem  and  logos  em  a  rimer  lea  ordindria , 


■  OPERATES  ARITMETICAS  SOBRE  FUM^OES 

Du  as  fungdes,  /  e  g,  podem  ser  adicionadas,  subtrafdas,  muHipUcadas  e  divididas  de  forma 
natural  para  formar  novas  fungoes  /  +  g>  f  -  g,  fg  e  /  /  g ♦  Por  exemplo,  f  +  g  6  definida 
pela  formula 

if  +  g)(x)  =  f(x)  +  g(x)  (1) 

que  in  die  a  que,  para  cad  a  entrada,  o  valor  de  f  +  g  6  obtido  adicionando-se  os  v  a  lores  de  /e 
g.  Porexemplo,  se 

/(.v)  —  x  c  g($=x 


enfao, 

(/  +  ^(A-)=/w  +  ,?(A-)=x+r 

A  equagao  ( I )  da  uma  formula  para  /  +  gt  poreni  nao  diz  nada  sobre  o  dominie)  de  /  +  g+  En- 
tretanto,  para  que  o  lado  direito  da  equagSo  esieja  definido*  a  preeisa  estar  no  domfnio  de  /  e 
no  domfnio  de  g.  Assim,  deli  mines  o  domfnio  de  /  +  g  corno  sen  do  a  interseegao  desses  dois 
domfnios.  Mas,  geralmeme,  temos  a  seguime  definigao: 


Se/tor  uma  fung&o  cor^tartte.  diga- 
mos  /pr)  -  v,  entao  d  produto  de  /  e  $ 
ser£  c*\  Qessa  forma,  multiplies  r  uma 
furtgSo  por  uma  cooslante  e  urn  caso 
particular  da  multi  plica  gao  de  duas 
fungoes. 


13.1  dkiini^ao  Dadas  as  fungdes  /  e  g,  defmimos 

if  +g)(x)-f{x)+g(x) 

(/  -  .?)(*)  -  /(A  )  -  *U) 

(fg)(x) = /Ct'teCt) 

Q/o(x)=m/M(x) 

Para  as  fun  goes  /  +  g,  j  -  g  c  fg ,  deli  n  linos  o  domfnio  como  sen  do  a  fn  terse  eg  So  dos  do- 
nifnios  de  /  e  g\  para  a  iuiigao  f  !  g,  defmimos  o  domfnio  como  sendo  a  interseegao  dos 
domfnios  de  /  e  g,  exckifdos  os  pontos  onde  g(x)  -  0  (para  evitar  a  divisao  por  zero). 


►  Exemplo  1  Sejam 


fix)  -  l  +  /v  -  2  c  six)  -  X  -  ?> 
En  co  nt  re  o  domfnio  e  a  formula  das  fun  goes  /  +  g,  f  -  g,  fg,  ffg  e  7/ 


formulas  silo; 


(/  +  £>U)  =  f(x)  +  six)  =  ( 1  +  ex  -  2 )  + {x  -  3)  =  x  -  2  +  fx  -  2  (2) 

if  ~  g)M  ~  f{x)  ~  a(x)  =  (1  +  fx  -2 )  -  (x  -  3)  =  4  -  X  +  fx  -  2  (3) 

(fg )(x)  =  fix)g(x)  =  {1  +  07^2  )(*  -  3)  (4) 

/  /  I  4"  \X  —  2 

(ffg)a)  —  fix)! six)  -  - - - —  (5) 

x  —  3 

Of)(x)  =  7 fix)  -  7  +  7 Ox  -  2 


(6) 


28  Calculo 


Os  domfnios  de/e  g  sao  (2,  e  (— "s  +x)t  respectivamente  (os  domfnios  naturals}*  Assim, 
segue  da  Definigao  13. 1  que  os  domfnios  de/+  g,/“  g  e  /g  sao  a  intersecgao  desses  domf¬ 
nios,  a  saber: 

[2*  -Kao)  n  (— »*  +oc)  —  [2*  +*)  (7) 

A I  cm  disso,  como  g/r)  =  0  se  x  —  3*  n  dommio  tie  //  g  6  (7)  com  x  =  3  removido,  ou  seja: 

[2,  3)  U  <3, +*>) 

Final  monte,  o  domfnio  de  7f6  igual  ao  dommio  de/  ^ 


Nesse  ultimo  exemplo  ocorreu  que  os  domfnios  das  fungocs/+  g,f-g,fy  e/7  g  tor  am 
os  dmnmios  naturals  resultanles  das  formulas  obi i das  para  essas  lung  ties.  Isso  nem  sempre 
ocoiTCt  e  aqui  temos  urn  exemplo. 


►  Exemplo  2  Mostre  que  se  f(x)  —  X/J\  g(x)  —  e  h(x)  —  x ,  entlo  o  dommio  de fy 
nao  e  iszual  ao  dommio  natural  de  fh 

•i—- 

Solttgao  O  domfnio  natural  de  h(x)  —  x  e  (— -fog).  Observe  que 

(/?){*)  =  =  JC  =  HU 

no  dommio  defy.  0  domfnio  de  ambas/c  g  e  [0,  +  v  )s  de  mode  que  o  domfnio  defy  6 

[0,  +3c)  n  [0,  -Hoc)  =  [0,  +») 


pel  a  Definigao  1.3.1.  Como  os  domfnios  defy  e  h  sao  dilerenies,  nao  e  cor  re  to  eserever  (fy)(x) 
=  aj  sem  incluir  a  restrigao  de  que  essa  formula  so  vale  para  ,v  >  0,  ^ 


■  COMPOSIQAO  DE  FUNQOES 

Vain  os  considerar  agora  uni  a  opemgao  sobre  fun  goes,  denominada  composigdo,  que  nao  tern 
analogy  direto  cm  aritmetiea  usual.  In  formal  mente,  a  operagao  de  composigao  6  exeeutada 
substiluindo-se  em  uma  dada  fungao  a  variavel  independente  por  alguma  fungao.  Pol  exem¬ 
plo,  suponha  que 

Ax)  -  »'  e  "(x)  =  x  +  1 


Se  suhstituirmos  ,v  por  g(x)  na  formula  de/  obtemos  uma  nova  fungao: 

Xgu))=f.?(-vir =(.v+ 1): 

a  qua!  denotamos  por  fog.  Assim, 

(fog  ){x)  =/(.i?U}}  -  (g(x)f  -  (x  +  1  )■ 2 
Em  genii,  temos  a  seguime  de(ini<jao: 


Embora  a  primeira  vista  o  dominio  de 
fo  $  possa  parecer  complicatfo,  inlui- 
tivamsnte  laz  senEido:  para  computer 
/t.i't.v)),  nebesslta-se  de  x  no  ddminio 
de  g  para  computar  #(.0  e,  depois, 
#tO  no  dominio  de  /  para  computar 

mm, 


1.3*2  ojjinicao  Dad  as  as  fungoes  /  eg,  a  composigao  de  /  e  g,  denotada  por  /  o  g,  e 
a  fungao  de  fin  Ida  por 

(fog)(x)  =  f(g(x)) 

Por  definigao,  o  domfnio  de  /  o g  consiste  em  todo  x  no  domfnio  de  g  para  o  qual  gU)  esta 
no  dommio  de  /, 
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►  Exemplo  3  Scja/(x)  =  r  +  3  e  g(.v)  —  ^fx.  Encontre 

(a)  (fog) (x )  (b)  (gof)(x) 

Solugdo  (a)  A  formula  para  jXg(x))  e 

/0?C*))  =  [g(*>]2  +  3  =  (v/v  )2  +  3  =  JT  +  3 

Como  o  domfnio  de  g  6  [0,  -h\>)  e  o  de/ d  (-rot  +M*  o  domfnio  de  /  og  consiste  em  todo 
x  em  (0,  +  de  modo  que  £(x)  —  yfx  esta  em  (—>-■,  +<*>);  assim,  o  domfnio  de  fog  6 
1 0,  +oo).  Logo, 

(fag)(x)=x  +  3,  X  >  0 

Solugdo  (b)  A  formula  para  g  (/(/))  6 

S(/(-r))  =  V  f(x)  =  v/x2  +  3 


Note  que  no  Exempto  3  as  fungoes 
|  o  g  e  ^u/  nio  s5o  a  mesma.  As- 
sim.  a  ordem  na  qua!  as  fungoes  sao 
compostas  pode  fazer  (e  gtfralmente 
fara)  diferenga  no  resultado  final. 


As  composites  tambdm  podem  ser  definidas  para  ires  ou  mais  fun^des;  por  exemplo, 
(fog  oh)(x)  6  com  pul  ad  a  como 

(fogob)(x)  =  f(g(h(x))) 

Em  oulras  pahivras,  primeiro  cnconlramos  h(x\  depois  g(h( a))  e,  linalmente,  f(g(h(x)}}. 


Como  o  domfnio  de/d  +  ^)  e  o  de  g  e  |0,  +^}s  o  domfnio  de  go  f  eonsiste  cm  todo  x  em 
(-oj,  +M,  de  modo  que /(a)  -x2  +  3  esta  em  (0,  Assim,  o  domfnio  de  gof  6  +^). 

Logo, 


feo /)(-»')  =  yfx1  +  3 

Nao  ha  necessidade  de  indicar  que  o  domfnio  d  t  +r\>}f  pc  is  este  d  o  domfnio  natural  de 

Vx2  +  3.  •< 


►  Exemp  I  o  4  En  c  on  ire  (fogoh)  (_v )  se 

f(x)  =  v/r,  8(JC)  =  l/x.  h(x)  =  x3 


Solugao 

(fogokXx)  =  /(g(fi(x»)  =  /(g<x3»  =  /(l/x?)  =  Vl/.vJ  =  l/xyl  •* 


■  EXPRESSANDO  UMA  FUNQAO  COMO  UMA  COMPOSIQAO 

Miutos  problem  as  em  Matematica  sao  abordados  pel  a  “decomposite**  de  f undoes  em  uni  a 
composigao  dc  I  undoes  mais  simples,  Por  exemplo,  consul  ere  a  In  ngao  //  dada  por 

Kx)=(x+\f 

Para  calcular  h{x)  para  urn  dado  valor  dc  a\  compularfamos  primeiro  x  +  1  e.  entao,  o  quadra- 
do  do  resultado.  Essas  duas  operates  sao  execmadas  pel  as  fungoes 

g(x)=x+l  e  fix)  -x1 

Podem  os  expressar  h  em  term  os  de  /  e  g  e  screven  do 

Mx)  =  C*  +  l)2  =  LgtOJ2  -,Ag(x)) 
assim,  eonseguimos  expressar  h  como  a  composk/o  h  -  fog . 
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O  proceSSO  dc  rac.iocfnio  nesic  excmplo  sugerc  uni  procedimenio  gcrul  de  decomposi- 
gao  de  mm  fungao  h  ein  uma  composigfio  h  =  fog: 

■  Pen  sc-  sobre  como  poderfamos  calcular  /r(jc)  para  um  valor  espccffico  dc  xt  tentando 
dividir  os  calculus  cm  dois  pass  os  excculados  succssivamcnic. 

*  A  primeira  operagao  no  calculo  determ  inara  uma  g  e  a  segunda,  uma  fungao  /. 

*  A  fdrmula  para  h  pode,  entao,  ser  esc  rim  como  h(x)  =  f(g(x))< 


Para  fins  de  descrigao,  iremos  nos  referir  a  g  como  a  “fungao  de  denim”  e  a  /  como  a 
'fungao  de  fora"  na  expressao  f(g(x)).  A  fungao  de  deniro  executa  a  primeira  operagao  e  a  de 


fora  cxecuta  a  segimda. 


►  Exemplo  5  Ex  pres  sc  h(x)  =  (x  -  4)  como  a  eomposigao  de  duas  fungoes* 


Solugao  Para  computar  h(x)  para  um  dado  valor,  ealcularfamos  pri meiro  x -  4  e,  entao,  c le¬ 
va  rfa  mas  o  resultado  a  quinta  potencia.  Logo,  a  fungao  de  dentro  (primeira  operagao)  e 


g(x)  =  x  -  4 


e  a  fungao  de  fora  (segunda  operagao)  € 


logo,  h(x)  =  f(g(x)).  Como  verilieagao* 

f(g(x))  =  1 


m=* 


■  =(x-4)s  =  h(x)  < 


►  E  xem  p  I  o  6  Ex  pre  s  sc  se  n  (x ' )  c  omo  um  a  com  pos  iguo  de  d  u  as  fun  goes  > 


Soluqao  Para  computar  sen(.C)t  calcular  tamos  pri  meiro  x'  et  entao,  o  seno  do  resultado; 


ass  ini,  g(x)  -  xv  6  a  fungao  de  dentro  e  f(x)  =  sen  x,  a  de  fora.  Logo, 


Sen  (X  )  =  / (g  (.X ))  jK-0  -  X  fix)  ^  sen  x 


A  Tahela  L3.1  da  mais  cxemplos  de  decomposigoes  dc  fungoes  cm  composigoes. 


Tabcla  LU 


trCNCV> 

g(x) 

i  >e  :  i>F';nTkg 

it*) 

[>fi  lOKA 

tmirosjgAO 

fO+n'« 

A2  +  1 

A10 

(a-2  +  n10  =/(gW) 

sen '  a 

sen  a 

A3 

sen3  a  =f(g(x)) 

A5 

tg  A 

tgfC)  -  f(g(x)) 

V4  -  3.v 

4  -  3a 

a 

V4  -  3 a-  =  f(g(x)) 

8  +  V  X 

a 

$  +■  A 

8  +  VI = f(g(x)) 

i 

A  +-  1 

A  +  1 

1 

A 
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Sempra  h&  mais  de  ufina  mane  if  a  de  expressar  uma  furtgSo  como  Lima  composigao.  Por  exempt  aqui  es- 
tSo  duas  mansiras  de  expressar  (/  +  1  f  como  composites  diferentes  daquela  da  Tabela  1 .3.1: 


(X  +  l)K'  =  \(x2  +  1  Y)'=  fte(jc) )  .[>(>■>  =  {,r  +  i  f  o  ru>  =  v 


L)10  =  [Cr+OT“J«As' 


3 . 10^3 


six)  =  (x2  +  1 Y  e  fU)  =  .r 


raw 


Venda  da  Garros  em  Mi  I  hoes 


H  i ' 


o 

■a 

re 

U] 

13 


■  FUN<?OES  NOVAS  a  PART1R  DE  ANTIGAS 

O  rcsiante  desta  segue  sera  dedieado  a  considerar  o  cfeito  geomdirico  tic  cfetuar  operagocs 
basic  as  com  fumades.  Is  so  nos  permit  ira  utili/ar  graficos  conhecidos  dc  fun  goes  para  visu- 
alizar  ou  esbogar  graficos  dc  fungoes  rclacionadas.  Por  exemplo,  a  Figura  1.3.1  mosira  os 
gralicos  dc  vendas  anuais  dc  carros  novos  Nit)  c  nsados  U(t)  ao  longo  dc  uni  ccrto  perfodo. 
Esses  graficos  podem  ser  usados  para  eonstruir  o  grafico  do  total  tie  vendas  anuals  de  carros 
T(t)-N{t)  +  U(f),  somando  os  valores  de  N(t)  e  U(t)  para  cada  valor  de  t,  Bin  geral,  o  grafico 
de  .v  -  fix)  +  g(.v)  pode  ser  eonstrufdo  a  partir  dos  graficos  de  v  -  fix)  e  de  v  -  g(x)  somando 
os  valores  dey  correspondcmes  a  cada  x. 


Fi£ura  1*3.1 


►  Exempio  7  Na  Figura  1.1 .4,  observe  os  graficos  de  y  =  */x  e  y  —  I  /xe  faga  urn  esbo- 
go  que  mosixe  a  forma  geral  do  grail  CO  y  =■  v/ x  4-  l/x  para  x  >  0. 

Soluqao  Para  so  mar  os  valores  de  y  eorrespondenies  de  y  =  -Jx  e  y  =  1  i  x  gmfieamenle, 
basta  imaginarque  des  cslao  “empilhados”  uni  cm  cima  do  outro.  Isso  da  lugar  ao  csbogoda 
Figura  1.3.2.  <4 


Use  a  t^cnio^  do  Exempio  7  para  es- 
bopar  o  grdfico  da  funp^o 


x 


Figura  1.3*2  Stmiiindo  as  cwrdcnatlas  y  de  *fx  c  de  1/jr.  obtomes  a.  crxircleuada  v  tic  +  L  /.v . 


■  TRANSLATES 

Na  Tabela  1.3,2  ilustramos  o  efeito  geometrico  sobre  o  grafico  de  y  -  f(x)  de  so  mar  a  f  ou 
a  sua  variavcl  independente  a-  uma  constante  posit  iva  t\  bem  como  o  cfeito  de  subtrair  essa 
constante  dc  /  ou  de  a.  Por  cxcmplo,  o  primeiro  resultado  na  tabela  \ lustra  que  somando  uma 
constantc  posit iva  c  a  fungao  /  soma  c  a  cada  coordcnada  y  dc  scu  grafico,  com  isso  transla- 
dando  o  grafico  c  unidadcs  para  cima.  Analogamcntc,  subtraindo  c  dc  /  translada  o  gralico  c 
unidadcs  para  baixo.  Por  outro  lado,  sc  uma  constante  posiliva  c  e  soniada  a  a,  eiUao  o  valor 
dc  y  —  fix  +  c)  cm  .v  -  c  6  f(x)\  e  como  o  ponto  x  -  c  esia  c  unidadcs  a  esquerda  dc  a  no  cixo  a, 
o  grafico  dc  y  ~  f(x  +  c)  nccessariamente  c  o  de  y  ™  f(x)  transladado  c  unidadcs  para  a  esquer¬ 
da.  Analogamente,  subtraindo  c  de  x  translada  o  grafico  c  unidadcs  ]>ara  a  direita. 

Ames  de  passar  a  os  prdximos  exempt  os,  e  conveniente  i^ver  os  graficos  das  Figuras 
l.l.4c  FI. 10. 
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Tiibda  1 .3.2 


OeniACAO  KM 

Somar  uma  consume 

Snbtratr  uma  constable 

Soinor  Lima  constaiue 

Subtrai 

■  lima  const  ante 

y=A*) 

positive  c  a fx) 

positiva  c  dc  fix) 

positiva  r  a  x 

positiva  c  do  x 

\OVA  koi  a<;ao 

V  -fix)  +  c 

y-fx) 

-  c 

y=flx  +  c) 

y  -At  - 

-c) 

EFK1TO 

GEOMETRlCG 

TransUuhi  0  grafieo  dc 
y  -fx)  c  unidades  para 
cima 

Trans!  ada  o  grdlico  do 
y  —fx)  c  unidados  para 
bni;vo 

Translada  <>  grdtico  do 
y  —fx)  r  unidades  para  a 
esq  uc  rd  a 

Translada  0  grafieo  dc 
y  =  J(x)  r  unidades  para  a 
dircita 

EXEMPLO 

i 

1 

V  \J 

\  2 
\ 

\ 

L  V  , 

V'  —  -V "  +  2 

/ 

/ 

y  t  2 
/y  -  * 

/ 

j  i 

i 

V 

V 

\\ 

L.V 

y  —  _y  " 

/  y~.x--2 

/  / 

/  x 

/  *V, 
\  V 

VA 

,y 

/ 

/ 

/ 

/  x 

j 
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\ 

\ 

y 

y  =  U  -  2)5 

>T:V- 

V  / 

/  x 

y  <  k. 

_2 

w 

-2 

w 

2 

►  Exemplo  8  Esboee  o  grafieo  de 

(a)  >'  -  sAv  -  3  (b)  y  =  yfx  +  3 


y  =  A 


V  =  \'.tr  -  .1 


O  grdfico  da  equa^ao  y  =  V-v  —  3  pode  ser  obtido  transladando  3  unidades  para  a 
dircita  o  grafieo  de  y  —  +Jx  e  o  grafieo  de  y  =  SAT  +3  transladando  o  dc  v  =  sfx  3  unida¬ 
des  para  a  esquerdu  (Figura  1 33),  4 


►  Exemplo  9  Esboee  o  grafieo  dc  y  =  |  x  -  3  |  +  2. 


Solu  {'do  O  grafieo  pode  scr  obtido  com  duas  translates:  primeiro  Iran  si  ad  am  os  3  uni¬ 
dades  para  a  dircita  o  grafieo  dc  y  =  |x|  para  oh  ter  o  grafieo  de  y  —  \x  —  3|,  depois  trarslada- 
mos  esse  grafieo  2  unidades  para  cima  para  oh  ter  o  grafieo  de  y  =  |..y-  3|  +  2  (Figura  1 .3.4). 
Se  tor  desejado,  o  mesmo  resultado  pode  ser  obtido  efetuando  as  translates  em  ordem 
inversa:  primeiro  transladamos  2  unidades  para  cima  o  grafieo  de  \x\  para  obter  o  grafieo  de 
y  =  \x\  +  2,  depois  iransladamos  esse  grafieo  3  unidades  para  a  dircita  para  obter  o  grafieo 
de  y '  —  |x  -  3|  +  2.  < 


Figura  1,3.3 


y  =  fv  -3f 

y-|x-3[  +  2 

Figura  1.3.4 


►  Exemplo  1 0  Esboee  o  grafieo  de  y  -  /  -  Ax  +  5. 

Solu$ao  Completando  o  quadrado  dos  dois  primeiros  termost  Icmos 

y  =  (x2  -  Ax  +4)-4  +  5  =  tx- 2) 2  +  I 
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(ver  o  Apcndicc  G  da  internet  para  uma  revisao  dessa  tdcnica)*  Dessa  forma,  vemos  que  o 

•■j 

grafico  pode  ser  obtido  Iransladando  2  unidades  para  a  direita  o  grafico  de  v  =  x~  devido  ao 
(x  —  2)  e  I  uni dade  para  einia  devido  ao  +i  {Figtira  1 .3,5)*  < 

m  REFLEXOES 

O  grafico  de  y  “  f(—x)  e  a  reflexao  do  grafico  de  v  =  fix)  pelo  eixo  y  porque  o  porno 
(x,  y)  do  grafico  de  f(x)  e  substitufdo  por  (— y).  Analogamente,  o  grafico  dc  y  =  —  f(x) 
e  a  reflexao  do  gralico  de  y  -  fix)  peto  eixo  x  porque  o  porno  (,v,  y)  do  grafico  de  fix)  6 
substitufdo  por  (x\  -y)  [a  cquagao  y  -  -fix)  c  equivalente  a  -y  =  fix)].  Isso  esta  resumido 
naTabela  1.3,3, 


label  a  1,3,3 


OPKRAQAO  KM 

y=M 

Substituir  x  por  — jt  Multiplicar/{y)  pur  - 1 

M1VA  F'OI  AC  AO 

)'=./(“>•)  V  =  -j(A-) 

EFEtTO 

GtlOM  CTRUl'O 

Rtlkle  O  gralico  de  y  =/(.v)  pelo  Rtikly  o  grdfico  de  y  =J)x)  pelo 

eixo  y  eixo  a 

EXEMIU.O 

jjX-x  3' 

— i — i  t  [  i — i 

(  >  j—  i 

y  -  V.v  3 

f  \  1 _ 1 _ 1 _ 1 _ i  j  _ E_J _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 

( — 

y  -  \  a 

^rTTT ,  1 1 

-6 

-3 

I  I  r~ 

3- 

1 

o-. 

\ 

6 

y  -  —f~x 

►  Exemplo  1 1  Esboce  o  grafico  de  y  =  ffl  —  x . 


Soluqao  C)  grafico  pode  ser  obtido  por  uma  reflexao  e  por  uma  translate:  primeiro  refle- 
tir  o  grafico  de  y  =  ifx  pelo  eixo y  para  obter  o  grafico  de  y  ==■  if-x,  entao  tronslada-lo  2 
unidades  para  a  direita  para  obter  o  grafico  da  equaqao  y  ™  if— (y  —  2)  —  if'2  —  x  (Figura 
S  .3.6).  + 


Figure  1.3.6 


►  ExempSo  12  Esboce  o  grafico  dc  y  —  4  —  \x  —  2|. 


Soluyao  O  grafico  pode  scr  obtido  por  uma  reflexao  c  por  duas  translates:  primeiro,  trail s- 
ladar  2  unidades  para  a  direita  o  gr&fico  de  y  =  \x\  para  obter  o  grafico  de  y  =  \x  —  2\\  depots, 


34  Calculo 


reHeiir  pelo  eixo  x  para  ohier  o  grafico  de  v  =  -  \x  -  2\;  entao*  iransluda  lo  4  unidades  para 
dm  a  para  ohier  o  grafico  da  equagao  y  =  -  \x  -  2|  +-  4  =  4  -  \x  -  2[  (Figura  1 3.7).  < 


Fi^urti  1.3.7 


Descrcvo  o  efeilo  geomatrico  do  mul- 
tiplicar  uma  fung&o /por  uma  cons  lari' 
te  negative  em  termos  da  reflexdes, 
along  am  entos  e  compresses.  Q  ua  I 
a  o  efeito  geom^trioo  de  multipliear  a 
vari<WeE  independents  de  uma  tunijao 
/por  uma  conslante  negative? 


■  ALONGAMENTOS  E  COMPRESSOES 

Multipliear  f(x)  por  uma  constants  -posttiva  c  tern  o  efeito  geometrieo  de  a  ion  gar  o  grafico  de 
v  =  f{r)  na  dire^ao  y  por  um  fator  de  c  SC  c  >  I  C  de  comprimi-lo  na  diregao  v  por  um  fator  de 
1/c  se  0  <  c  <  I .  Por  exemplo,  multipliear  /(jr)  por  2  dobra  cada  coordenada  \\  pormnto  alonga 
0  grafico  venicalmenLe  por  um  fator  de  2,  enquanto  multipliear  por  I  corta  eada  coordenada 
v  pel  a  metade,  portanto  comprime  o  grafico  vertical  in  ente  por  um  fator  dc  2.  Analogamente, 
multipliear  x  por  uma  cons  tame  positive  c  tern  o  efeito  geometneo  de  comprimir  o  grafico 
de  y  =  f{x)  na  dire^ao  x  por  um  fator  de  c  se  c  >  1  e  de  alongado  na  dire^ao  x  por  um  lator  de 
1/c  se  0  <  c  <  I.  [Se  is  so  parece  um  pouco  ao  contrario,  pense  assim:  o  valor  de  2.v  varia  duas 
ve/es  mass  r£pklo  do  que  .v,  de  modo  que  um  ponto  que  se  move  ao  longo  do  eixo  x  a  partir 
da  or  i  gem  so  precisa  viajar  a  metade  da  di  stand  a  para  que  v  =  f(2x)  ten  ha  o  mesnio  valor  que 
v  -  / (XX  com  isso  eriando  uma  compressao  horizontal  do  grafico.]  Tudo  isso  esta  resum  ido 
na  Tube  la  1.3.4. 


labefa  1.3.4 


OPKRAf  AO  EM 

.v  =yu> 

M it  It  ip  E  icar/ty)  por  c  M  u  1 t  i  p  1  icar/f.r)  por  c  M  it]  ( iplicar  x  por  c  M  u  It  ip!  icar  x  por  c 

£c>  1)  (£><*:<  1)  (c>  1)  (0 <c<  ! ) 

NOVA  EQLIAQAO 

y  -  efix)  y  -  ej'tx)  y-jtex)  y  -fex) 

EFEfrQ 

geomEtkkx) 

A 1  on t>  gnl  lico  dc  y  =  f(x)  Con  i  prt  me  o  g  na  ftco  dc  y  ™J(x)  Conipri  i  ne  o  gitlfi  co  de  y  ~  Ji v  j  A  Ion  o  grdfi  eo  de  y  -j{x) 

veuicalmente  por  um  vertical  mente  por  tint  horizontal  me  nlc  por  um  horizontal  mente  por  um 

fator  de  c  fator  de  1  k  fator  de  c  fator  de  1 h 

KXKMI'l.l) 

t 

7 

/] 

J 1. 

l  y  , 

v  -  2  cos  x 

-  \  y  =  cos  xf  * 

j  \  i  \  t  i  /  j  2 

O'  i 

y  =  cos  jc 

1  1 

y  =  -  co$  x  L 

k  y  i 

y  =  cos  _r  y  =  cos  2x  3 

V  ■  Az<  Al  ^ 

k.v 

V  -  COS  -  X 

;  /* 

\  .  TJ  TNI,,  1  A  L  w 

.  VLy 

V  j 

\  V  J  / 

y  =  cos  x 

■  SIMETRIA 

A  Figura  1.3.8  i  lustra  ties  lip  ns  de  si  met  ri  as:  sun  etna  em  refagao  ao  eixo  x,  simetria  em  rela- 
gao  ao  eixo  y  e  simetria  em  refagao  a  origem.  Como  mostra  a  figura,  a  curva  e  simdlrica  em 
relugao  ao  eixo  x  se,  para  cada  ponto  (a\  y)  do  grafico,  o  ponto  (a,  -y)  lamb^m  esla  no  grafico, 
e  c  simetnea  cm  rclacao  ao  eixo  y  se,  para  cada  ponto  (x,  v)  do  grafico,  o  ponto  (-v,  y)  tarn- 
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Simetria  pelo 
eixo  x 


Simetria  pelo 
eixo  y 


Figura  13.8 


bdm  esid  no  grdfleo*  Umu  curva  d  simdtrica  em  relagao  a  origem  se,  para  cad  a  pomo  (x,  y)  do 
grafico,  o  ponto  (-a\  -y)  lambent  esta  no  grafico.  (Equivalentemente,  a  curva  c  simetrica  cm 
rclagao  a  origem  sc  permanecer  inalierada  por  uma  roiagao  de  1 80  cm  torno  da  or  i  genu  Is  so 
sugere  o  teste  de  simetria  a  seauir) 


1 .3.3  TFOR v ma  ( Testes  de  simetria ) 

(a)  Uma  curva  piana  e  simitrica  em  relaqao  ao  eixo  y  sef  e  sememe  ser  substituindo-se  x 
por -x  em  sua  equacao,  obtem-se  uma  equacao  equivalents. 

(b)  Uma  curva  plana  e  simetrica  em  rela^da  ao  eixo  x  sc\  e  some  rite  ser  substituindo-se  y 
por  -y  cm  sit  a  equacao,  obtem-se  uma  equacao  equivalents 

(c)  Uma  curva  plana  e  simetrica  em  re  lay  do  a  art  gem  see  e  some  rite  sey  substituindo-se 
x  por  -x  e  y  por  -y  em  sua  equacao,  obtem-se  uma  equacao  equivalent e< 


►  Exempio  1 3  Use  o  Teorema  J  .3.3  para  identibcar  simetrias  no  grafico  de  x  - y“ 


Softi{kao  Substiluindo  y  por  — v  da  x  —  (-y)2,  que  slmplifica  para  a  equaqao  original  x  -  y' . 
Assim,  o  gralico  6  simetnco  cm  relayao  ao  eixo  _i\  O  grdfico  nao  e  simetrieo  cm  re  lagan 
ao  eixo  y  pots  substiluindo  x  por  -x  da  -a y\  que  nao  e  equivaleme  a  equagao  original 
a-  ■=  y*.  AnaJogamcnte,  o  gralico  nao  e  simetrieo  cm  relagao  a  origem  pois  substiluindo  x 
por  —x  e  y  por  -y  da  -x  =  (-y)\  que  slmplifica  para  -x  =  y",  que  de  novo  nao  e  equivaleme 
a  equagao  original.  Esses  resultados  sao  consistentes  com  o  gralico  de  jc  =  y"  mostrado  na 
Figura  1 .3.9.  < 


■  FUN^OES PARES  E  IMPARES 

Di/emos  que  uma  liingao  f  C  unvdfungao par  sc 

/(— X)  -  fix)  (8) 


e  uma  funqdo  iinpar  sc 


Si- x)  -  -fix) 


Geomeiricamcnte,  os  grift  cos  de  Tangoes  pares  sao  simetricos  em  relagao  ao  eixo  y,  por- 
que  substiluindo  x  por  -x  na  equagao  y  -  f(x)  da  y  =  j(-x),  que  e  equivaleme  a  equagao 
original  v  -  fix)  por  (8)  (ver  Figura  1.3. JQ).  Analogamente,  segue  de  (9)  que  os  grafi- 
eos  de  (Lingoes  impares  sao  simetricos  em  relagao  a  origem  (ver  Figura  1.3.1  I ),  Alguns 
exemplos  de  fungoes  pares  sao  x",  x \  a  1  e  cos  x;  alguns  exemplos  de  tungoes  impares  sao 
x\  x\  x 7  c  sen  a\ 


Expllque  por  quo  o  gr^Eico  do  uma 
tungao  oao-nula  nao  pode  ser  sime- 
trico  em  relagao  a.o  eixo  x. 


Figura  13*10  Esic  6  o  gralico  dc 
uma  fungao  par.  pois/f-v)  =  fix). 


Figura  1 .3*1 1  Esle  0  o  gralico  dc  uma 
fungao  fmpar.  pois/-x)  =  -/U). 


36  Caiculo 


4^  EXERClCiOS  DE  COMPREENSAO  1 ,3  (Ver pagina  39 para  respostas.) 


1*  Sc  jam  fix)  —  3  s/!v  —  2  e  #{*)  =  |x|.  Em  eada  pane,  dc  a  for¬ 
mula  para  a  tungao  c  o  correspondentc  domfnio. 

(a)  /  +  g:  ______  Domfnio; _ 

(b)  f  -  g: _ Domfnio: _ 

(c)  fg: _ _ _  Domfnio: _ _ 

(d)  f/g: _ Domfnio: _ 


2*  Scjuni  /(.v)  =  2  -  x2  e  g{x)  =  j'x .  Em  eada  parte,  dc  a  for¬ 
mula  para  a  composite  e  o  eorrespondenie  dominio. 

(a)  /  o  g:  _ _  Dominio:  „  „ 

(b)  go  f:  __  _ Domfnio: _ 


3*  O  graft co  do  y  -  ]  +  (rv  -  2}"  pode  ser  obtido  leans  lad  undo 

o  graft eo  de  y  =  x2  para  a _ (esquerda/direita)  per 

_ unidade(s)  c  depois  transladando  o  novo  graft co 

para ,  _ _ (cima/baixo)  por  unidade(s)* 


4.  Seja 


Ux  +  I!.  -2<x  <0 

1 1  ac  —  1 1  n  0  <  JC  <  2 


fa.)  A  leiru  do  alfabeio  que  mais  sc  pareee  com  o  gralico  de  /  e 


(b)  f  e  uma  fimgao  parV 


EXERClCiOS  1*3  0  R ecu rso  Graf ico 


ENFQCANDO  CONCEITOS 


I.  O  grdfieo  de  uma  fungao  /  estd  na  Ciguiu  abaixo.  Esboee  os 
gralicos  das  seguintes  equayoes: 

(a)  y  =  f(x)  -  !  (b)  y  =  fix  -  i) 

(Cl  y  =  (tl)  V  -  /  (-iv) 


J 

'V 

.4' 

Ij 

- 1 

I1 

;; 

[ 

r 

Figura  Kx4 


2,  Use  o  graft  co  do  Excrcfcio  1  para  esbogar  os  graft  cos  das 

segui  rites  equagoes; 

(a)  y  -  -  fi-x )  (b)  y  -  /( 2  x) 

(c)  v=  1  —  /( 2  —  a  )  (d)  y  =  ^/(2x) 

3*  O  graft co  dc  uma  fitngao  /  estd  na  tigura  abaixo.  Esboee  os 
graft  cos  das  seguintes  equagoes: 

(a)  y  ^  f(x  ft-  I)  (b)  y  -  /(2a  ) 

(c)  y  -  | /(*v) |  (d)  y  -  I  -  \f(x}\ 


A  ,V 


i 

! _ 

1 

/\ 

1 

/ 

3 

Figura  Fx-3 


4,  U sc  o  g raft  eo  do  Exert;  fd o  3  para  cs  hoq ar  o  griftco  da  eq ua- 
9^0  y  =  /(|-v|). 


5-10  Esboee  o  grdftco  da  equagao  por  translagSo,  reflexao,  com- 
pressao  e  along  a  men  to  do  gralico  de  y  =  x~  de  maneira  apropriada 
e.  entao,  use  urn  recur  so  graft  co  para  confirmar  que  sou  esbogo 
esta  correto* 


•  -\S.  y  —  -2(.v  +  l)2  - 

3  6*  y  =  ~  (.v  —  3)z  ft-  2 

0  7.  y  =  x2  ft-  6a 

8*  y  =  x2  ft-  6x  —  10 

09*  y  =  1  ft-  2x  —  X2 

H  10*  y  ^  i(A“  -  2x  +  3) 

11-14  Esboee  o  graft  eo  da  cquaqao  por  translagSo,  rellexao,  coin- 
pressao  e  alongamcnto  do  graft  co  dc  y  —  fx  de  maneira  apro¬ 
priada  e,  eniao,  use  um  recurso  grdftco  para  conftrmar  que  seu  es- 
bogo  estft  correto 

Bn.?  =  3- v/m 

:--i  12*  y  =  1  ft-  fx  —  4 

013.  y  “  |v^+  1 

014.  y  —  —  %/3a 

15-18  Esboee  o  grafieo  da  equaqSo  por  translagao.  reftexao,  com- 
pressao  e  alongamcnto  do  grafieo  de  y  =  1  fx  dc  maneira  apropiiada 
e.  entao.  use  um  recur  so  graEico  para  confirmar  que  seu  esbogo 
esta  correto. 

0  IS.  V  =  — - — 

“  x  “  3 

1ft*  A1  “ 

\  -  X 

17.  v  _  2 

—  ■  x  ft-  1 

H18.V-  — 

X 

IS' -2 2  Esboee  o  grafieo  da  cquaguo  por  translagao,  rcficxao,  eom- 
pressao  c  alongamcnto  do  gnifico  de  y  =  \x\  dc  maneira  apropriada 
cT  entao,  use  um  rccurso  grdlieo  para  confirmar  que  seu  csbogo 
esta  eorreto. 

19*  v  =  \x  ft-  2|  —  2 

-  20.  y  =  1  —  \x  —  31 
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Q21.j'  =  |2*-  l|  +  l  022.  j-  =  V*2  -4*  +4 


23-26  Esboce  o  grafico  da  cquagao  por  transiagao,  reflex  ao.  com- 
presssio  c  alongamcjiio  do  grafico  dc  y  —  tyx  do  maucira  apro- 
priada  entao.  use  urn  reeurso  gralico  para  con  firm  ar  que  sen  es- 
bogo  esla  correto. 


H  23,  y  =  I  —  24^  -  24*  y  —  7*  —  2  —  3 

R25.y  =  2  +  #r+7  026.  y  +  ^7^2  =  0 

H27.  (a)  Esboce  o  grafico  do  y  =  x  +  |.v|  adicionando  as  corrcspon- 
dentes  eoordenadas  y  nos  graft  cos  do  y  =  x  e  y  =  |a_|. 

( b)  Expresse  a  equagSo  y  -  x  +  [_i|  na  forma  por  partes,  sem  va- 
S  o]-e  s  absolutes  e  con  fir  me  que  o  grafico  obi  i  do  em  (a)  esla 
cm  con  form  id  ad  c  com  css  a  equagao, 

28 *  Esboce  o  grafico  dc  y  -  a  +( l/x)  adicionando  as  correspon den¬ 
tes  coordenadas  y  nos  gralicos  dc  v  -  x  e  y  —  l/x.  Use  urn  recur- 
so  gralico  para  con  fir  mar  que  sou  esbogo  esia  correto. 


29-30  Determine  as  formulas  para  /  +  g,  /  -  g ,  /g  e  fig  e  estabe- 
leca  os  domfniosdas  fungSes. 


2?,  /(x)  =  2  y'x  -  I ,  g  (x)  —  Jx  ~  I 

30,  fix)  =  A  ,  gU)  =  - 

t  +  X*  X 

31.  Sejam  /(x)  =  Vx  e  y(x)  =  x  ■  4-  h  Determine 

(a)  m2))  (b)  g(fm 

(c)  /(/<  1 6))  (d)  g(g{0)) 

32*  Sejam  g(x)  —  tt  —  x2  c  /j(x)  —  cos  r,  Encontrc 
(a)  g(ft( 0))  (h)  A(f(Vff72» 

(c)  S(g(l))  (d)  /j  (/? (tt/2)) 


33,  Seja  fix )  =  x2  +  I .  Enconlre 

(a)  Kh  (b)  /{( +  2)  (c)  fix  +  2) 

(d)  /(f)  <c)  /(jf  +  /t)  (0  /(-*) 


(g)  f(s/x)  (h)  fOx) 

34.  Seja  #(x)  =  t/x  ,  Eneontxe 

(a)  g(5$  +  2)  (b)  £(71+2) 

1 

(d)  —  (e)  g(g<m 

<g)  (h)  g(U-lf) 


(c)  M5x) 

(0  (g(x)  f  -  g(xr) 


35-36  Determine  as  formulas  para  / o g  c  go  f  c  estabdega  os 
do  mini  os  das  com  post  as* 


35*  f(x)  =  x\  g(x)  =  71  “  x 
36,  fix)  =  7x  -  3.  g(x)  =  y"..v2  +  3 


37.  /(*)  = 


I  +  x 

I  -x 


x 


1  +  x 


-2 


-  K(-v)  = 


X 


I  -X 
1 


39-40  Enconlre  uma  formula  para  fogoh. 


39.  fix)  =  x 2  +  I ,  g(x)  =  h(x)  =  xJ 

X 

40,  f(x)  -  ti  |  gM  =  Vx,  /t(x)  ~  ™ 

I  +  X  XJ 


41-44  Expresse / eomo  uma  coniposigao  dc  duas  fungoes;  isto  e, 
encomre  g  c  /j  tais  que /  =  goh.  \Nota:  Cada  exerefeio  lem  mats 
de  uma  soluqSo*] 


41.  (a)  f(x)  =  VTT2 

42.  (a)  f(x)  =  .v2  +  I 

43.  (a)  fix)  —  sen’  x 

44.  (a)  fix )  =  3  sen  (a-2) 


<b)  fix)  = 
(W  /(.v)  = 


|.v-  -  3.v  +  5j 
I 


.t  -3 


3 


5  +  cos  x 


(b)  fix) 

(b)  f(x)  =  3  sen"  A'  +  4  sen  x 


45-46  Expresse  F  como  uma  composigao  de  tres  fun  goes;  isto  d, 
encontre  ft  g  eh  tais  que  F  =  fogoh ,  \Nota:  Cada  exerefeio  tern 
mais  dc  uma  solugao.] 


45.  (a)  Fix)  =  { I  +  sen (x2 ))''  (b)  Fix)  =  Fi  -  tyx 

46.  (a)  Fix)  -  (b)  Fix)  =  |5  +  2.v[ 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


47,  Use  a  label  a  abaixo  para  fa/cr  urn  grafico  dc  y  =  /( g  (x)). 


l  abel  a  Ex-47 


X 

-3 

-2 

-I 

0 

1 

2 

3 

fix) 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

\ 

2 

Fix) 

-1 

0 

3 

2 

3 

-2 

-3 

4H,  Encontrc  o  domfnio  tie  go  f  para  as  fungoes  /e  g  do  .Exer- 
cicio  47. 

49.  Esboce  o  grafico  de  y  =  f(g(x))  para  as  lungSes  cujos  grdli- 
cos  estao  na  figura  abaixo. 


38*  f(x)  = 


x 


38  Calculo 


5lfi  Esbocc  o  gratieo  de  y  =  gif fir})  para  as  fungdes  cujos  grafi- 
cos  cstao  no  Exerckio  49. 

51 .  Use  os  grdficos  de  /  e  g  do  Exercfcio  49  para  esti  mar  as  so- 
I uqoes  das  equagoes  fig(x))  -  0  e  g(f(x))  ~  0. 

52.  Use  a  label  a  do  Exercfdo  47  para  resolver  as  equagdes 
/(g(4)-0eg(/U))-0. 


53-56  Eneontrc 

f(w)  -  fix)  fix  +  h)  -  fix) 

- ■  e  - ; - 

-  x  h 

e  simpliiique  lamo  quanto  possfvefi 

53.  f(x)  =  -  5  54.  .f(x)  =  xi-(tx 

55,  f(x)  ~  Vx  56,  /(x)  =  1  !jC 

57.  Classifique  em  pares,  iinpares  ou  nenhuma  dessas  as  fungdes 
cujos  valores  esiao  dados  na  Labe! a  a  seguir. 


Tabela  Ex-57 


A' 

-3 

_2 

-1 

0 

i  1 

2 

3 

/« 

5 

3 

Jet" 

3 

;  1 

-3 

5 

g(x) 

4 

1 

-2 

0 

2 

-1 

-4 

h(x) 

? 

-5 

8 

_2 

8 

-5 

2 

58,  Com  p  I  e  tc  a  tab  e  la  da  figu  ra  aba  i  xo .  de  fo rm  a  que  o  g  ra  i  ico  de 
v  -  fix)  (o  qua!  6  urn  mapa  de  dispersao)  seja  simelrico  em 
relagao 

(a)  ao  eixo  _y  (b)  k  origem 


Tabela  Ex-58 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

I 

2 

3 

fix) 

! 

0 

-5 

59,  A  figure  abaixo  moslra  uma  parte  tie  urn  grdlico.  Complete  o 
gr^licode  forma  que  todo  ele  seja  simeirico  ecu  relagao 

(a)  aoeixojr  (b)  ao  eixo  y  (c)  h  origem 

60.  A  figura  abaixo  moslra  uma  parte  do  grafico  de  uma  fungao  f. 
Complete  o  grafico  supondo  que 

(b)  /  tS  uma  fimgao  impar 

+  > 


Figura  Fx-6fi 


(a)  /  d  uma  fimgao  par 


Ay 


x 

•> 


Figura  Ex-59 


62.  Em  cada  parte  das  figures  abaixo,  determine  se  o  grafico  6  si- 
metrieo  em  relagao  ao  eixo  x,  ao  eixo  y,  a  origem  on  nenhum 
desses  casos. 


Figura  Ex-62 


63,  Em  cada  parte,  ciassfiiquo  a  fimgao  como  par,  impar  on  ne¬ 
nhum  desses  casos. 


(a)  f(x)  =  x2 
(c)  fix)  =  |a| 


(e)  fix)  — 


1  +  .v2 


(b)  /( x)  =  j? 

(d)  fix)  =  x  +  I 

(0  /to  -  2 


64,  Supontia  que  a  fimgao  /  lenha  por  dommio  todos  os  tnimeros 
reais.  Determine  se  cada  uma  das  liingdes  a  seguir  pode  ser 
dassificada  como  par  ou  fin  par.  Explique. 


(a)  gix)  = 


fix)  +  f(-x) 


(b)  h{x)  ~ 


fix)  -  fi-x ) 


61.  Classifique  as  f Lingoes  cujos  grille  os  estao  nas  figures  a  seguir 
como  pares,  mipares  ou  nenhum  desses  casos, 


65,  S  upon  ha  que  a  fimgao  /  ten  ha  por  dommio  rod  os  os  numeros 
reals.  Mostrc  que  /  pode  serescrita  como  a  soma  de  uma  fun- 
gao  par  com  uma  fimgao  impar.  j  Sttgesulo:  Ver  Exercfcio  64.  | 


Capttulo  1  !  Fun$6es  39 


66-67  Use  o  Teorema  !  .33  para  dcterm  mar  sc  os  graficos  tCm  xi- 
mctrias  cm  relate  ao  eixo  a\  ao  eixo  y  on  i\  origem. 


66,  (a)  a  =  5/ +  9 
(C)  AT  =  5 

67.  (a)  .vJ  =  2y'  +  y 

(c)  r=w-5 


*  ^  i 


<b)  r“2v“  =  3 


(b)  y  = 


3+ a 


71.  A  equagno  y  =  |/{x)|  pode  ser  escrita  como 

/(*)>  /(A)  >  0 

/w<o 


quo  mo sira  quo  o  grdfico  do  y  =  podc  ser  obi i do  a  parti r 
do  grafico  do  y  =/(a),  re  ten  do  a  parte  quo  esui  sobre  on  acima 
do  eixo  x  e  rcllctindo  por  esse  eixo  a  parte  quo  esta  abaixo. 
Use  esse  metodo  para  obier  o  grafico  de  y  =  \2x  -  3|  a  partir 
do  y  =  2a  —  3. 


68-69  (i)  Use  am  recur  so  eomputacional  para  fazer  o  gniiico  da 
cquayao  no  primeiro  quadranto.  [Noia\  Para  isso.  resol  va  a  equn- 
qao  para  y  em  term  os  de  ,v.J  (ii)  Use  a  simetria  para  fazer  urn 
esbo^o  a  mao  tie  todo  o  grafico,  (iii)  Confirme  o  que  foi  feito  ge- 
rando  o  grAfieo  da  equaqao  nos  demais  quadratues. 


£ ]  6  8.  9  x  =  4  y2  =  3 6  69. 4r  =  1 6/  =  1 6 

■  70. 0  grafico  da  equaqao  x~  +  y"  '  —  ! ,  que  aparece  na  ft  gum  abai¬ 
xo,  c  dcnominado  hip&cicioide  qaadriaispide. 

(a)  Use  o  Teorema  133  para  eon  firmer  que  esse  grdfieo  6  si- 
mdtrico  em  rela^ao  ao  eixo  x,  ao  eixo  y  e  &  origem, 

(b)  Eitcootre  uma  fun^ao  f  cuj 0  grafico  coincide  no  primei- 
m  quadrante  coin  a  hipocieldide  quadrietispide  e  use  uni 
recurs  o  eomputacional  grafico  para  con  fir  mar  o  que  fot 
feito. 

(c)  Rcpitu  (b)  para  os  demais  quadrantes. 


72-73  Use  o  mltodo  deseriio  no  Exercfeio  7 1 . 


72.  E&hoce  o  grafico  de  y  -  1 1  —  x\ 

73*  Esbocc  o  grafico  de 

(a)  / (a)  =  [cos  a|  (b)  f(x)  =  cos  x  +■  |cos  x\ 

74.  A  June  fit;  maior  inteiro,  |aJ,  c5  defintda  como  sendo  o  maior 
i  nteiro  que  6  men  or  do  que  ou  igual  a  x  Por  exemplo:  [2,7J  =  2, 
1-23J  =  -3  e  14]  =  4.  Eshoce  o  grafico  de  y = fix), 

(a)  / (t)=  \xi  (b)  /U-)=  [A-j 

(c)  fix)=[x\2  (d)  fix)-  [sen  a] 

75.  E  alguma  vox  verdade  que  fog  =  go  f  sc  /  c  g  forem  itm- 
qdes  nao- con  st  antes?  $e  nao,  prove:  se  afirmativo.  de  a  I  guns 
exemplos  para  os  qua  is  6  verdade, 

76.  Na  discussao que  precede  o  Exercfcio  29  da  Se^ao  ]  .2.  foi  dado 

um  procedi  men  to  para  gerar  o  grdlico  complete)  de  fix) -xy":,  no 
qual  sugerimos  fazor  o  grafico  da  i'uncao  g(.()=  cm  vcz  dc 
fix)  quan do  p  for  par  e  q  fmpar.  c  o  gralico  tie  ^(,v)=  (f.v|/v7|.v[v''"J' 
se  p  e  q  forem  fm  pares.  Most  re  que  em  a  mhos  os  casos  fix)  — 
g(A)  sc  x  >  0  ou  a  <  0.  Mosire  que  /(a)  c  uma  fun* 

qao  par  sc  p  for  par  c  q  for  fmpar  e  que  fix)  e  uma  funcao  fmpar 
se  p  c  q  forem  im pares.] 


Hipocicloide  quadriciispide 


Fig  urn  Ex -70 


%/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  1,3 


1.  (a)  (/  +  S)(.0  =  3  Vx  -  2  +  .v;  .v  >  0  (b)  (/  -  s)U)  =  3/7-2-a;  .v  >0  (c)  (/#)(*)  =  3.v3/2  -  2.v;  . 


(d)  if  Pm  =  - 


X~2 


X 


x  >  0  2.  (a)  if  o  g){x)  —  2-  a;  x  >  0  (b)  (go  f)(x)  —  ■\f2-~x*\  -  %/ 2  <  x  < 


x  >  0 


3*  direita:  2:  eima:  I  4,  (a)  W  (b)  sim 
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1 .4  FAMILIAS  DE  FUNpOES 


A$fun0e$  sdo,  frequentemente,  agmpadas  emfamilias  de  acordo  com  a  forma  das  formulas 
que  as  definem  on  oatras  caracteristicas  cornu  ns.  Nest  a  segdo,  vamos  discutir  afg  tunas  das 
f ant  f lias  de  fiat  goes  mats  hdstcas. 


*)■ 


(0,  r) 


V  =  £' 


x 

■> 


■  FAMILIAS  DE  CURVAS 

O  grafico  de  uma  funqao  constants  fix)  -  c  6  o  gralico  da  equacao  y  =  r,  que  e  a  reta  hori¬ 
zontal  mostrada  na  Figura  I  ,4.1a ♦  Se  variamnos  c,  obteremos  um  conjunto  ou  unnifamdia  de 
retas  horizontals  lais  como  as  da  Figura  1 ,4,1/;. 

As  con stan tes  quo  variamos  para  produzir  uma  lamilia  dc  curvas  sut>  denominadas  para- 
metros  .  Porexemp1ot  lembre  que  uma  cquagao  da  forma  y  —  ni r  +  /;  re  present  a  uma  reta  de  in- 
clinagao  m  e  corle  com  o  eixo  v  cm  /;.  Sc  manlivermos  h  fixo  c  iratamios  m  como  um  parametro, 
obteremos  uma  famflia  de  relax  cujos  membros  lem,  todos,  o  mesmo  corle  ein  b  com  o  eixo  y 
(Figura  1.4.2a).  e  sc  mantivermos  m  fixo  e  tratarmos  h  como  um  paramelro,  obteremos  uma  fa¬ 
in  ilia  de  retas  paralelas  cujos  membros  t£ms  todos,  a  mesma  dedivldade  m  (Figura  1.4,2/?). 


J 

ij 

c  =  4 

c  ™  3 

jm 

H 

II 

"w 

r  =  -1 

c  =  -2 

c  -  -3 

r  =  -4.5 

Figura  1A1 


A  familia  v  =  i?ti  +  b 
(b  lixo  e  m  variando) 


A  familia  y  =  ms  +  b 
[itt  fixo  e  b  variando) 


Figura  1.4.2 


■  A  FAMILIA  y=xn 


Uma  fungao  da  forma  /(.v)  =  x*\  ondc  />  c  constant^  6  denominadn  funqdo  poiencia  ,  For  cn- 
quanio,  vamos  cousidcrar  o  caso  cm  que  /;  c  um  inieiro  positive,  digamos  /;  =  n.  Os  grallcos  das 
eurvas  y  =  x’  para  tr=  I  f  2,  3t  4  e  5  estao  na  Figura  1 .4.3.  0  primeiro  grafico  e  o  da  reta  y  -  xt 


cuja  inclinagao  c  1  e  passa  pcla  origem,  c  o  segundo  6  uma  parabola  que  sc  abre  para  cima  e  tem 
sen  vcrticc  na  origem  (ver  ApSndice  G  da  internet)* 
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Para  it  >  2,  o  formaio  da  curva  y  =xK  depen de  de  n  ser  pur  ou  fmpar  (Figura  i  ,44); 


*  Para  valores  pares  tie  m  as  fungoes  fix)  =  x'  sao  pares,  porta  mo  seus  graficos  sao 
simctricos  cm  retag  a  o  ao  eixo  v.  Os  graficos  tem  tod  os  o  forma  to  gera!  da  parabo¬ 
la  y  =  x2  (embora  nao  sejam  real  men te  parabolas  se  n  >  2)  e  eada  gralico  passa  pe- 

«u. 

los  pontos  (-1,  I )  e  (1,  I ),  A  mcdida  que  n  ere  see.  os  graficos  ticam  mats  e  mais 
achatados  no  inlcrvalo  — 1  <  jc  <  1  C  mais  c  mais  prbximos  da  vertical  nos  interva- 
los  x  >  I  cx  <  -t , 


Para  valores  fmpares  de  a,  as  fungoes  fix)  -  x  sao  tmparcs,  port  an  I  o  sens  graficos 
sao  simdtrieos  cm  relagao  a  origem.  Os  graficos  tern  lodos  o  forniato  gcral  da  cubiea 
v  =  a"'  e  eada  gralico  passa  polos  pontos  (1 ,  1 )  e  ( — 1 ,  —  l).  A  mcdida  que  n  cresce,  os 
graficos  fleam  mais  c  mais  achatados  no  inlcrvalo  - 1  <  _v  <  t  e  mais  c  mais  prbximos 
da  vertical  nos  intervales x >  I  e _.r  <  —  I . 


A  fa rn ilia  y  =  xn 
[n  Empar) 


Figura  1.44 


Os  eMos  de  achatar  e  de  aproximar  a  vertical  podem  $er  en  ten  did  os  conaiderando  o  qua  ooorre  quando 
urn  numero  y  e  aievado  a  polendas  mais  a  mais  etevadas:  so  -I  <  ,v  <  l ,  entao  o  vafor  absolute  de  x"  efe- 
Qf0$Ce  com  u  crescente,  fazendo  com  qua  os  graficos  nesse  Interval  o  sejam  achatados  com  n  crescente 
{tents  elevar  |  ou  -  \  a  potencies  eada  vez  mais  e  leva  das).  Por  outre  lado,  se  y  >  E  qu  se  x  <  -l ,  entao  o 
valor  absoluto  de  x''  cresce  com  n  crescente.  fazendo  com  qua  os  gr£ftco$  nesses  intervalos  se  aproximem 
da  vertical  com  n  crescente  (Lento  eievar  2  ou  -2  a  potencies  eada  vez  mais  eievadas), 


,-n 


■  A  FAMILIA  y~x 

Se  p  e  uni  inteiro  negativo,  digamos  p  =  -n,  entao  as  fun  goes  potencia  / (x) — .d  to  main  a  forma 

■■ji 

fix)  -  x  "  =  Ux\  A  Figura  1,4.5  inostra  os  graficos  de  y-  l/x  e  y  —  l/x~.  O  grafico  de  v  =  Mx  6 
denominado  uma  hiperbole  equlldiera  (por  razocs  que  scrao  cl  i  scut  id  as  adiame). 

Como  mostra  a  Figura  1 4.5 (  o  formate  da  curva  y  =  I  Av*  depende  etc  n  ser  par  ou 
fmpar; 


*  Para  valores  pares  tie  n,  as  fun  goes  fix)  -  \/x  sao  pares,  port  auto  seus  graficos  sao  si- 
met  tic  os  em  relagao  aoeixo  y,  Os  graficos  tem  tod  os  o  formaio  geral  da  curva  y=  1  lx' 
c  eada  grafico  passa  polos  pontos  (- 1 ,  1 )  e  (1,  1 ).  A  mcdida  que  n  crescc,  os  graficos 
licam  mais  e  mais  prbximos  da  vertical  nos  intervalos  - 1  <  x  <  0  e  0  <  x  <  I  e  mats  e 
mais  achatados  nos  intervalos  x  >  !  e  x  <  -1 . 
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Considers  rKfo  cs  valoros  d&  i lx  paw 
um.dixaclo  com  it  crescents,  explique 
por  quo  os  grgiicos  Noam  mais  acha- 
tad  os  oo  proximo^  da  vertical  para  va- 
lores  ere  sc  antes  de  n,  con  forme  ties- 
crito  no  toxto. 


Para  valores  fm  pares  ck  n,  as  fun  goes  fix)  =  1/a  suo  fmpares,  poriaiuo  sees  grAficos 

sao  simetrieos  cm  rdagao  a  origcm.  Os  graficos  tem  tod  os  o  formato  geral  da  eurva 

\ 

y  -  1  lx  e  cada  grdfico  passa  pel  os  pontos  ( !  >  l )  e  (-1  *  - 1 ).  A  medida  que  w  ere  see,  os 
grade  os  fie  am  mais  e  mais  prbximos  da  vertical  nos  intervales  —  \  <  a  <  0  e  0  <  a  <  I 
c  mais  e  mais  achatados  nos  interval  os  x  >  \  e  x  <  -l. 


■  Tanto  para  va  lores  pares  quanto  ini  pares  de  n  o  grdfico  v  =  l/au  Lem  uma  quo  bra  na 
origem  (denominada  desconiinuidade)^  que  ocorre  por  nao  ser  permilido  dividir  por 
zero. 


Figura  L4,5 


A  familfa  v  =  S }/ 

A  (am ilia  v  -  i/T 

par) 

(is  impar) 

■  PROPORgOES  INVERSAS 

Lembre-se  de  que  uma  variavel  v  dix-se  inversamente proportional  a  uma  varidvelx  se  b Oli¬ 
ver  uma  constant  posit iva  k,  denominada  constantede  proporcionalidade .  tal  que 


k  __  k 

V  ~~  A 


(1) 


Uma  ve/  que  se  supoe  k  posit  iva,  o  gr&fico  dessa  equagao  tem  a  mesma  forma  basiea  que 
v  =  J/jc,  mas  c  comprimido  ou  alongado  na  diregao  do  eixo  y\  Tambem  deveria  ser  eviden- 
Le  por  ( I )  qae  duplicando  jc  mulLiplicamos  v  por  e  iriplieando  x  mulLiplicamos  y  por  j, 
c  ass  ini  por  dianta 

A  equagao  (I)  podc  ser  expressa  como  xy  -  ky  que  nos  diz  que  o  produto  de  grande /.as 
inversamente  proporcionais  e  uma  constants  positiva,  Essa  6  uma  forma  util  de  identificar 
proporcionalidade  i n versa  em  dados  experimentais. 


label  a  1A! 

DA  DOS  liX  Kt:  R  [  M  t-NTA  I S 


X 

0,8 

1 

2,5 

4 

625 

to 

y 

6,25 

5 

2 

125 

0,8 

0,5 

►  E  xem  p  I  o  1  A  Tabe  la  I  Al  mo  s  t  ra  al  gu  n  s  dados  exper  i  me  mais, 

(a)  Explique  por  que  os  dados  sugcrem  que  y  c  inversamente  propore  tonal  a  x , 

(b)  Expresse  y  como  uma  fungao  de  x. 

(e)  Faga  urn  g  niftc  o  da  fungao  e  dos  dados  juntos  para  x  >  0. 


Solu^do  Para  cada  porno  dos  dados,  temos  xy  =  5 ,  por  tan  to  v  e  inversamente  proportional  a 
x  e  y  -  5/a.  O  grdlieo  dessa  equagao  com  os  pomes  dados  esia  na  Figura  1 .4.6.  M 


As  proporgdes  inverses  surgem  cm  varias  Ids  da  Etsica,  Por  cxcinpLo,  a  lei  de  Boyle 
a  linn  a  que  se  uma  qimntulade  fixa  de  itm  gas  ideal  e  man!  id  a  a  uma  tempera  turn  constante. 
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Figura  E4+8 


entao  e  constant#  o  produto  da  pressclo  P  exercida  pelo  gas  e  o  volume  V  que  ele  oat  pa,  ou 
seja: 

PV  =  k 


Isso  implica  que  as  varidveis  P  e  V  sao  inversamente  proportionals  Lima  a  outra.  A  Figura 
3 .4.7  mostra  um  lipico  grafico  de  volume  versus  pressao  sob  as  condiqoes  da  lei  de  Boyle. 
Observe  conic,  dobrando  a  pressao,  reduzimos  o  volume  a  meiade,  como  era  de  se  esperar. 


Lei  de  Boyle  [P  =  k/V) 


Figura  1.4*7 


■  FUNQOES  POTENCIAS  COM  EXPOENTES  NAQ-INTEIROS 

Se  p  ~  \tn ,  onde  n  6  um  inlelro  positive,  entao  as  funqoes  poteneias  fix)  -  xJt  tem  a  forma 
f(x)  —  xi/n  —  •(/*.■  Em  particular,  se  n-  2,  entao  fix)  —  +/x:  e  se  n  =  3,  entao  fix)  =  ffx. 
Os  graft  cos  dessas  funqoes  estao  nas  partes  (a)  e  (b)  da  Figura  L4.8. 

Como  cad  a  numero  real  tem  uma  raiz  cubica,  o  dommio  da  fungao  f(x)  =  %fx  6 


(-*,  +^)1  de  modo  que  o  graiico  de  y  =  ffx  se  estende  so  lire  todo  o  eixo  a\  Contrastando 
com  esse  comportamento,  o  graiico  de  v  —  flc  sc  estende  somente  sobre  o  intervalo  [0,  -f-«% 
pois  -s/x  e  um  numero  imagin&rio  pant  a  negative*  Como  i lustra  a  Figura  1 . 4.8c,  os  gralicos  de 
y  =  t/x  ede  y  —  —<Jx  constituent,  respect!  vamente,  asporgdes  superior  e  inferior  da  parabola 
x  -  yK  Em  geral,  o  grafico  de  v  —  ^/a  se  estende  sobre  todo  o  eixo  x  se  n  e  fmpar,  mas  somente 
sobre  o  intervalo  [0,  +x)  se  n  e  par. 

As  funqoes  potencia  podem  ter  outros  expoentes  fracionarios.  Alguns  exemplos  sao: 

fix)  =  xv\  fix)  =  70.  f(x)=x~m 


(2) 


O  grafico  dc  f(x)  =  a'  mostrado  na  Figura  L4.9  foi  discutido  na  Seqao  1,2.  Adiante 
disculiremos  expressoes  envoi vendo  expedites  irracionais. 


DOMLNIO  DA 
TECNOLOGIA 


Leia  a  nota  que  precede  o  Exerctcio  29  da  Seg&e  1,2  e  use  um  recurso  grafico  para  gerar  gr&ficos  de 
fix)  —  e  de  f{x)  =  .v  7;s  que  exsbam  todas  as  suas  caracterfsticas  srgnifrcailvas. 


■  POLINQMIOS 

Um  polinSmio  em  x  6  uma  I unqao  expressa  como  uma  soma  linita  dc  lermos  da  forma  ex'1, 
onde  c  d  uma  constante  e  n  6  um  inteiro  nao- negative.  Alguns  exemplos  de  polindmios  sao: 


2a  +  1 ,  3x2  +  5x  -  72,  a3,  4  (=  4x°),  5.V  -  x4  +  3 

A  lungao  (x~  -  4)  e  tambdm  um  pofinomio,  pois  pode  set  expandida  pela  formula  binomial 
(veja  no  verso  da  eapa)  e  expressa,  entao,  como  uma  soma  de  lermos  da  forma  ex': 


(a2  -  4) 3  =  (a2)3  -  3(a2)2(4)  +  3(a2)(42)  -  (4J)  =  a6  -  I  2a4  +  48a2  -  64  (3) 
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Uma  twisao  mals  tfetalhatfa  sobre 
polinomios  e  a  present  a  da  no  Apen- 
dice  B. 


Um  polinomio  gml  pode  ser  escrito  em  qualquer  uma  das  formas  a  seguir,  dependendo 
sc  quiscrmos  as  potencias  de  jrcm  ordem  creseente  ou  decrcscenle; 

£-0  Hr  C\X  +  Cj.V*'  +  -  ■  '  +  CffXtt 

CnX"  +  c„~ \xll~l  +  ■ 1  ■  +  c\x  -F  Co 

As  constants  rM,  rt>  c2,..»t  cn  sao  denommadas  coeftcientes  do  polinomio.  Quando  um  poli- 
nOinio  e  represemado  em  uma  dessas  formas,  a  mats  alia  potencia  que  ocorre  com  uni  coefi- 
eiente  nao-nulod  denoniinada grau  do  polinomio.  Os  polinSmios  constantes  nao-nulos  sao 
considerados  canto  lendo  gray  0,  uma  vez  que  podemos  escrever  c  =  cx\  Os  polinomios  de 
grau  1, 2,  3,  4  e  5  sao  dcseritos  conio  li near es,  quadrdtkos,  cubicos,  qudrticos  e  qumticos, 
respecd  vain  emc.  For  exemplo: 

2/  -  7 

lorn  grim  3  (ccihitoj 


3  +  5.v 

a"  -  3  v  +  1 

Ecmgrau  t  Uirasir) 

10 hi  fcrau  2  (quadrdiico) 

;/  -  9a-'  +  5x  -  3 

C3  +  x3  +  x5 

tern  grau4  (quftrUco) 

tern  grau  3  {quturtco) 

(X~4f 


\cm  grau  6  [veja  (3)] 


O  domfnio  natural  de  um  polinomio  cm  a  c  {-rso,  +oo),  jd  que  as  dnieas  opera  goes  envoi  vi- 
das  sao  multiplicagoes  e  adigoes;  a  imagem  depende  do  polinomio,  Ja  sabemos  que  os  graficos 
dos  polinomios  de  grau  0  e  1  sao  rotas  e  que  os  graficos  dos  polindmios  de  grau  2  sao  parabolas. 
A  Figura  1.4  A  0  m  os  Ira  alguns  graficos  cle  polinomios  tfplcos  de  gratis  superiores,  Discutiremos 
mais  adiantc  graficos  de  polinomios  cm  detalhes;  por  ora,  e  sufidente  observar  que  cles  sao 
muito  bem-comportados  no  senlidode  nao  lerem  descent  in uidades  ou  bicos  agutios,  Conforms 
ilustrado  na  Figura  I  A  HI  os  graficos  dos  polinomios  durante  um  ccrto  tempo  vao  para  baixo  c 
para  cima  como  cm  uma  inoiitanha-mssa,  para  depois  subir  ou  cair  indefinidantente,  a  medida 
que  pereorremos  a  curva  cm  qualqucr  um  dos  dots  sentidos.  Vercmos  poster iormentc  que  o  mi- 
mero  de  pic  os  e  de  vales  c  detemiinado  polo  grau  do  polinomio. 


Figura  1A10 


■  FUNpOES  RACIONAIS 

Uma  fungao  quo  pode  sei  expressa  como  uma  razao  de  do  is  polinomios  c  denominada/jfjifflo 
rational.  Sc  P(x)  c  Of  a)  forem  polindimos,  entao  o  domfnio  da  funqao  racional 

PM 


fM  = 


QU) 


eonsiste  em  todos  os  valores  de  x  iai s  que  Q(x)  ^  0.  Por  exemplo,  o  domfnio  da  fungao 
racional 


/(a-)  = 


a-  4-  2a 
x2  -  I 


eonsiste  cm  todos  os  valores  de  x,  exceto  x  =  ]  e  x  =  -L  Seu  gralico  estu  na  Figura  1 A I  1 , 
junto  com  os  graficos  de  duns  outras  funqoes  racionais  tf  picas. 

Os  graficos  das  fun  goes  racionais  com  denominadores  n  ao-c  on  st  antes  diferem  dos  gra- 
lieos  dos  polinomios  de  algumas  formas  esscneiais: 
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•  DiferememenLe  dos  polinomios,  eujos  grab  cos  sao  curves  comfnuas  (nuo-quebra- 
das),  os  graficos  das  fungoes  racionais  tern  desconl  mu  i  dados  nos  pontos  onde  o  dc- 
nominador  e  zero, 


*  DiferenlemenLc  dos  polindmios,  as  Tangoes  racionais  podem  ter  mimeros  nosquais 
nao  estao  definidas.  Perto  desses  pontos,  mu  Etas  Tangoes  racionais  tern  graficos  que 
Sc  apmximam  hast  ante  do  nma  re  La  vertical,  denom  i  nada  as  suit  of  a  vertical.  Na  Fi  gu¬ 
ru  L4. 1  3 ,  essas  assmtolas  estao  represeatadas  porlinhas  tracejjadas, 

•  Diferentemenie  dos  graficos  dos  pofinomios  nao-constantes,  os  quais  eomegam  e  tcr- 
rninam  subindo  ou  descend o  inddinidamente,  os  graficos  tie  muitas  fungoes  racionais 
podem  comegar  ou  term  mar  cada  vez  mais  perfo  de  tuna  reta  horizontal,  den omi  nada 
assfniota  horizontal,  quando  sc  percorre  a  curva  cm  qualquer  um  dos  sentidos.  As  as- 
sinloias  estao  representadas  pelas  linhas  tracejadas  horizontals  nas  duas  primeiras  par¬ 
tes  da  Figura  1,4. 31 .  Na  terceira  parte  da  figura,  uma  assfntota  horizontal  e  o  etxo  x. 


Figura  L4.ll 


■  FUNQOES  ALGEBRfCAS 

As  Id n goes  que  podem  scr  construfdas  com  polinbmios,  aplicando-se  urn  numcro  iinilo  dc 
operagoes  algehricas  (adigao,  subuagao*  divisao  e  ext  rag  ao  dc  raizes),  sao  denominadas/ww- 
goes  algehricas.  Alguns  exeniplos  sao: 

fix)  =  A2  -  4,  fix)  =  3^7(2  +  x),  fix)  =  xv\x  +  2r 

Con  forme  ilustrado  na  Figura  J  ,4, 12,  os  graficos  das  fungoes  algehricas  variam  amplamente; 
assim  sendo,  6  diffcil  fazer  ahi  mativas  gencricas  sobre  elas.  Mais  ad i ante  no  livro*  vamos  de- 
senvolver  metodos  gerais  do  Caleulo  que  permitem  analisar  essas  fungoes. 


Figura  1*4.12 
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Neste  teuton  vamos  super  que  a  va- 
ri^vel  ind&pendente  de  uma  fumtgao 
trigonometrrea  sejst  dada  em  radia- 
nos,  a  menos  de  mengao  explfcita  em 
oontrario.  Uma  revisao  de  fu  nodes  tri- 
gonom^tricas  pode  ser  encomrada  no 
Apendice  A. 


■  AS  FAMiUAS  y  =  A  sen  Bx  E  y-  A  cos  Bx 

Mu  it  as  aplieaqoes  ini  port  antes  levam  as  funqoes  irigonom£tricas  do  lipo 

f(x)  =  A  sen  (Bx  -  C)  e  g(x)  -  A  cos  (Bx  -  C)  (4) 

onde  A,  B  e  C  sao  consulates  nHo-nulas.  Os  grafieos  de  tais  fungoes  podem  ser  obtidos  alon- 
gando,  cotnprimmdo,  transladando  e  reflet i  tide  apropriadamente  os  grafieos  de  v  -  sen  x  e  y 
~  cos  x.  Para  ver  isso,  vamos  eomegar  com  o  easo  C  —  G  e  considerar  eomo  os  grafieos  das 
eq  ua^Ocs 

v  =  A  sen  Bx  e  y- A  cos  Bx 


se  rclacionarn  com  os  grafieos  dc  y  =  sen  „r  e  y  =  cos  x.  Sc  A  c  B  forem  positivos,  emao  o  efeito 
da  con  st  ante  A  €  a  Ion  gar  ou  comprimir  vertical  me  me  os  grafieos  de  v  =  sen  x  e  v  =  cos  aj  por 
uni  fator  A,  enquanto  o  de  B  e  fazer  o  mcsriio,  poreni  horizontal  me  rue  por  um  fator  B.  Por 
exemplo,  0  gralico  dc  v  =  2  sen  Ax  pode  ser  obtido  alongando  verlicalmeiUe  0  de  y  =  sen  x  por 
uni  fator  2  c  com  prim  imlo  horizontal  mente  por  um  fator  4,  (Lemhre-se  da  Scyao  1 A*  cm  que 
vim  os  que  0  mulliplicador  de  x  alonga  quando  for  me  nor  que  1  C  comp  rime  quando  inaior  que 
I .)  Assim,  co mo  mostra  a  Figura  1 .4. 1 3,  o  gralico  de  y  —  2  sen  4_v  varia  enirc  -2  e  2  e  repete-se 
a  cada  2tt/4  =  jt/2  unidades. 


2  sen  4.\: 


=  sen  x 

x 

- ► 


Figura  I A 13 


Em  genii,  se  A  e  B  forem  mlmeros  posit ivos,  entao  os  grafieos  de 

y-A  sen  Bx  e  y  —  A  cos  Bx 

oscilam  e  litre  ~A  e  A  c  re  pe  tem- sc  a  cada  2  tt/B  un  id  odes,  Assim,  dizemos  que  essas  fun  goes 
tem  amplitude  A  e  perfodo  2  tt/B.  AMm  disso,  defmimos  a  frequence  dessas  funcdcs  como 
sen  do  o  recfproco  do  perfodo,  ou  seja,  Se  A  e  B  forem  negativos,  a  I  cm  da  compressao 
e  do  alongamciuo,  te  re  in  os  roll  exiles  dos  grafieos  pel  os  do  is  eixos;  nesse  caso,  a  amplitude,  o 
perfodo  e  a  frequeneiu  sao  dados  por 

,  ,  2tr  \B\ 

amplitude  =  [A],  periodo  =  737,  t  requeue  ia  - 


\B\ 


2  JT 


Exemplo  2  Faga  um  esbogo  dos  scguint.es  grafieos  que  most  re  o  perfodo  e  a  ampli¬ 
tude. 

(a)  y  -  3  sen  2ttx  (b)  y  =  -3  cos  0,5.r  (c)  y  =  1  +  sen  a 

Soluqao  (a)  A  equagao  e  do  lipo  y  =  A  sen  Bx  coin  A  =  3  c  B  =  2/r,  port  an  to  o  gralico  tem 
a  forma  de  uma  funqao  seno,  mas  Com  amplitude  A  =  3  e  perfodo  2 tt/B  -  IttUtt  =  I  (Figura 
1.4,14c?)* 
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Soluqao  (b)  A  cquagao  c  da  tipo  y  =  A  cos  Bx  com  A  -  -3  c  B  —  0,5,  port  an  to  o  grdfico  tern 
a  forma  de  uma  fungao  cosseno  quo  foi  relict ida  cm  torno  do  eixo  x  (pois  A  =  —3  e  negativa), 
mas  com  amplitude  |A|  =  3  e  pertodo  2 tt/B  =  2jt/0,5  =  4jt  (Figura  1 .4. 1 4b). 


Sofu^ao  ( c )  ()  gralico  lem  a  forma  do  uma  funqao  seno  que  foi  transladada  uma  unidade 

para  cima  (Figura  1 .4, 1 4c).  < 


Pleura  1.4.14 


■  AS  FAM1LIAS  y= A  sen(£?*-  C)  E  y  =  A  cos  (Bx  -  C) 

Para  invest!  gar  os  graft  cos  das  famflias  mais  gerais 

y  =  A  scn{Bx  -  C)  e  y=A  cos{Bx -  Q 
sera  util  rccscrcve-las  na  forma 


y  —  A  sen 


Assirn,  vernos  que  os  graft  cos  dessas  equaqoes  podem  ser  ob  tides  trails  I  adando  os  graft  cos  de 
y  ~  A  sen  Bx  c  v  —  A  cos  Bx  para  a  esquerda  on  para  a  direita,  dependendo  do  sina!  de  C/B.  Por 
excmplo,  sc  C!B  >  0,  entao  o  grafieo  dc 

v  —  A  sen j  B(x  —  C/B)]  -  A  scn(Bx  -  C) 


pode  ser  obtido  transladando  o  dc  y  =  A  sen  Bx  para  a  direita  cm  C/B  unidadcs  (Figura  1 ,4J5). 
Se  C/B  <  0,  o  graft co  de  y  =  A  sen{Rv  -  C)  6  obtido  por  translaqao  do  graftco  de  y  =  A  sen  Bx 
para  a  esquerda  por  \C/B\  unidadcs. 


Figura  1,4,15 


►  Exemplo3  Eneontre  a  amplitude  e  o  perfodo  de 

y  =  3  cos  (^2x  +  ^ 

e  determine  como  deveria  ser  trails]  ad  ado  o  grafieo  de  y  -  3  cos  2.x  para  produzir  o  graftco 
dessa  equa^ao.  Conftrme  seu  resultado  fazendo  o  gratlco  da  equaqao  em  uma  ea  leu  lad  ora  ou 
computation 


48  Calculo 


A  v 


Soluqao  A  eq  uagao  podc  scr  reeserita  como 


i  r  i 


_ 


Figurn  1,4,16 


V  —  3  cos 


^Mr0]=3“s[2(*“K)) 


:  l  -  I  i  \  I 


que  o  do  lipo 


n 

r/  \  /  ^ 

/  C\ 

\l  \  I  v  =  A  cos 

V-  -3- 

— V- - 1/ - 

\  8). 

com  A  =  3,  /J  =  2  e  675  —  -tt/4.  Scgue-se  que  a  amplitude  6  A  —  3,  o  perfodo  6  2ji7  /?  =  ;r  e 
o  grafico  e  obtido  transladando  o  grafico  de  y  =  3  cos  2x  para  a  esquerda  por  \C/B\  —  tt/4 
unidades  (Figura  1.4.16).  < 


EXERCICiOS  DE  COMPREENSAO  1.4  (Verpagina  51  para  respostas  ) 


L  Considere  a  famflia  de  f undoes  y  -  x\  onde  n  e  um  inteiro. 
Os  graficos  de  y  =  .v'  sao  simdtrieos  cm  rdaqao  ao  eixo  y  se 

n  for _ .  Esses  graficos  sSo  simetricos  cm  relate  a 

origem  se  n  for _ .  O  eixo  y  cuma  assfntota  vertical 

desses  gr&licos  se  n  for _ . 


2*  Qual  6  o  domfnio  natural  de  um  polmomio? 

3,  Considere  a  famflia  de  funcbes  y  =  .vL'\  onde  n  e  um  inteiro 
nao-nulo,  Encontre  o  dommio  natural  dcssas  fungoes  se  n  for 

(a)  positive  e  par  (b)  positive  e  fmpar 

(c)  negative  e  par  (d)  negative  e  fmpur 


4 .  Cl  as  s  i  li  q  ue  c  ada  equag  ao  eomo  p  ol  i  nom  i  al ,  rad  on  ai .  a  I  gbb  ri  c  a 
ou  nao  uma  fungao  algcbncu: 

(a)  v  =  VT  +  2  (b)  v  -  vlv3 4 5  —  .r  +  I 

(c)  y  =  5xJ  +  cos  4a  (d)  y  = - - 

2a  -  7 

(e)  v  =  3a2  +  4.v-2 

5*  O  grallco  de  y  =  A  sen  Hx  tem  amplitude _ e  d 

periddico  de  perfodo _ K 


EXERCfClOS  1,4  Recurso  Grafico 


1,  (a)  Encontre  uma  equagao  para  a  famflia  de  rents  cujos  mem- 

bros  tem  inelmagao  m  -  3. 

(h)  Encontre  uma  equagao  para  o  membro  da  famflia  que  pas- 
se  por  (el,  3), 

(c)  Esboce  os  graficos  de  alguns  membros  da  famflia  e  mar¬ 
que-os  com  suas  equagoes.  Enchia  a  ret  a  da  parte  (b). 

2,  Encontre  uma  equagao  para  a  famflia  de  ref  as  cujos  membros 
sao  perpendieu  lares  aqudes  do  Exercfeio  i . 

3,  (a)  Encontre  uma  equagao  para  a  famflia  de  retas  com  corte  no 

eixo  y  igual  a  b  =  2. 

(b)  Encontre  uma  equagiio  para  o  membro  da  famflia  cujo  ftn- 
gulo  de  indinagao  6  de  1356 

(c)  Esboce  os  graficos  de  alguns  membros  da  famflia  c  mar¬ 
que-os  com  su as  equates,  IncUia  a  ret  a  da  parte  (b). 

4,  E  ne  on  ire  u  ma  eq  u  agio  para : 

( a)  a  fa  m  ilia  de  rota  s  pass  an  do  pe  I  a  ori  ge  m . 

(b)  a  famflia  de  retas  com  corte  no  ei  xo  x  igual  a  a  =  I. 

(c)  a  famflia  de  retas  que  passam  pelo  ponto  (1,-2). 

(d)  a  famflia  de  retas  para  Idas  a  2x  +  4y  =  I . 

5,  E  nc  on  I  re  ti  ma  eq  u  ague  pa  ra  a  l  a  m  \l  i  a  de  retas  i  an  ge  n  t  es  a o  c  fr- 
eulo  com  centre  na  origcm  e  raio  3, 


6.  Encontre  uma  equagao  para  a  famflia  de  retas  que  passam  pel  a 
i  nterseegao  de  5x  -  3 y  +  n  =  0  e  2x  -  9  v  +  7  =  0, 

7.  O  Imposto  de  Rend  a  dos  EUA  usa  um  sistema  de  depreciagao 
linear  de  10  anos  para  dotcrmEnar  o  valor  dc  varies  ilens  co- 
merciais.  Is  so  significa  que  se  supoe  que  um  item  ten  ha  valor 
zero  no  final  do  decimo  a  no  e  que.  cm  tempos  i  liter  media- 
rios*  o  valor  e  uma  fimgao  linear  do  tempo  decori  ido,  Esboce 
algumas  retas  dc  depreeiaqao  ti  picas  c  ex  pi  i  que  o  sign  i  lie  ado 
prat i co  do  eortc  eom  o  eixo  y. 

S.  Encontre  todas  as  retas  por  (6,  -  I )  para  as  quais  o  prod u  to  dos 
cones  nos  eixos  x  e  y  c  3. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


9-10  Estabeleqa  uma  propriedade  geomdtriea  comum  a  todas  as 
retas  da  famflia  e  esboce  einco  das  retas, 

9,  (a)  a  I'amfl  ia  y  =  -a  +  b 

(b)  a  tamfliay^  mx-  \ 

(c )  a  fan u  I  i  a  y  -  m (a  +  4)  +  2 

(d)  a  famflia  a  -Ay  =  I 
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10,  a  a  amNay  — £ 

b  a  ami  ia Ax  +  2y  +1-0 
c  a  ami  ia  2r  +  By  +3=0 
a  amf  ia  y  -  1  =  wi  x  +  I 


II*  Em  ca  a  arte,  c  mb i  tie  a  e  uaca  c  mum  grdfic 
a 


Figura  Ex-ll 


12*  labe  a  abai  ii  a  re  a  r  ima  e  lr£  ungoe  :  Lima 
a  rma  k.Y\  utra  a  rma  k, x  ’  c  a  teredra  a  rma  kxVm 
entifi  ue ca  a  urna e  e  time  k  cm  ca  a  ca 


TabeJaEx-12 


X 

0,25 

0,37 

2,1 

4*0 

5,8 

6,2 

7.9 

9J 

m 

64U 

197 

1,08 

0,156 

0,05!3 

0,0420 

0.0203 

0,0124 

0,0?  1 2 

0,0684 

2,20 

8,00 

16,8 

19,2 

31,2 

43,2 

Hx) 

0*250 

0.450 

6.09 

36,0 

27,9 

30*9 

44,4 

56,7 

time  i  tema  cc  r  ena  a 

b  Eh  ce  gr&fie  e  y  =  x2  +  b  ara  b  =  ±  1 ,  ±2  e  ±3  cm  u  m 
unit  i  tema  e  c  r  ena  a 

e  E  b  ce  a  gun  membr  tf  ie  a  amf  ia  e  cur  a 
y  =  ax'  +  h. 

16*  a  E  b  ce  grafie  ey  =  ajlx  ara  a  =  ±1,  ±2  e  ±3  em  um 
iinic  j  tema  c  c  r  enn  a 


b  E  b  ce  grille  e  y  —  *Jx-  -f  b  ara  b  =  ±1  *  ±2  e  ±3  em 
um  lame  i  tema  ec  r  ena  a 

c  E  b  ce  a  gun  membr  ti  ie  a  atm'  ia  e  cur  a 
y  —  a  v''™  4*  b. 


17-20  E  b  ce  grille  a  e  uaga  axen  a  trail  rmagde 
a  r  ria  a  n  grille  euina  unga  e  t£nciabd  ica  nfira 
eu  traba  h  c  m  um  recur  grafie 


017*  a  y  =  2 (a  +  1): 

-3 


c  y  — 


(x  +  l)2 


01*-  a  y  =  1  “  V-v  +  2 

5 

c  y  ~  — - —~ 

T  0  -  x)2 

019*  a  y  =  Jfx  +  ! 

C  y  =  (x-l)s  +  2 

020*  a  v  =  1  + 


1 


x  —  2 


c  v  — - - 


b  y  =  _3(A_2)3 

! 


V  “ 


(x  -  3)s 


b  y  —  !  —  s/x  +  2 
2 


V  = 


(4  +  xf 


y  —  I  —  sfx  -  2 
v  +  ] 


V  - 
b  y  — 


I 


3  +2x+x2 


v  =  x"  +  2x 


21*  E  b  ce  grafie  e  y  =  x~  +  2,v  e  m  etan  tia  ra  c  a 

B  ^ 

zen  a  tran  rmugoe  a  r  ria  a  n  grafie  e  y  =  a' 


22,  a  e  grille  e  y  —  ^/x  ara  a  u  ar  a  e  b  gar  grafie 
e  y  =  JJTl 

b  e  grafie  e  y  =  ara  a  u  ar  a  e  b  gar  grafie 


23*  n  rmc  1  cuti  nc  ta  eg  a  .  a  ei  e  cc  tabc  eee  ue* 

a  uma  tem  era  turn  e  n  tante,  a  re  a  Pc  erci  a  rum  ga 

e  ia  re  act  na  a  a  ume  V  cac  uaga  PV  —  k 

a  Enc  ntre  a  uni  a  car  ria  a  ara  a  c  n  lame  k  e  a 

re  a  ue  e  rga  r  uni  a  e  e  Srea  r  em  ne  1  ei 

rmeir  ua  ra  /m“  e  ume  em  metr  cubic 
m 

b  Enc  ntre  k  e  ga  e  ercer  uma  re  a  e  20  000  /nr 
li an  ume  6  e  I  itr  0,00 1  m’ 

e  Faga  uma  tabe  a  ue  m  ire  a  re  5e  ara  ume  e 
0,25  0,5  1,0  3,5  e  2*0  itr 

Faga  um  grafie  c  P  versus  V 


24.  m  abrieante  c  reci  iente  im  ermeabi  iza  e  a  e  a 
ara  bebi  a  tier  c  n  tmf  na  rma  c  um  ara  e  e  1 
e  echa  c  tn  ba  c  ua  ra  a  c  ca  aci  a  e  c  1/10  itr 

100cm1  E  time  a  imen  oe  rcci  iente  uere  uerame 


n  r  uanti  a  e  c  materia  ara  ua  abricagS 


25-2G  ma  arni  c  y  e  1/  er  invenamente  proportional  ao 
quadrado  de  uma  varidvel  x  c  y  c  td  re  aci  11a  a  e  m  x  r  uma 
e  uaga  a  rma  y  =  k/xm,  n  c  k  c  uma  c  n  tante  11a  nu  a.  e 
n  mina  a  constants  de  proporciomdidade  E  a  term  in  gin  C 
u  a  a  ne  tc  e  crcfci 
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25,  Be  aeordo  com  a  /tv'  dt-  a  I'orga  F  de  auagao  entre 

du as  cartas  poniuais  pOSHiva  e  negativa  d  iitvcrsamcrUe  pro- 
pordonal  ao  quadrado  da  d  island  a  x  entrc  das. 

( a)  S  li  pon  do  q  nc  a  fore  a  do  atraqao  cm  re  as  c  aigas  6  do  0 .0005 
newton  quail  do  a  distancia  entrc  elas  d  de  0,3  metro,  en¬ 
contre  a  con  statue  de  proporcionalidade  (com  unidades 
adequadas). 

(b)  Encontre  a  forga  tic  atragao  das  car  gas  pomuais  quando 
das  est  herein  3  metros  tuna  da  on  ha, 

(c)  P'aga  it  in  grafico  da  forga  versus  distancia  para  as  duas 
cargas. 

(d)  O  que  acomcce  com  a  forga  sc  as  partfculas  ficarem  cada 
vcz  mats  perto  uina  da  ontra?  O  que  acomecc  sc  ficarem 
cada  vez  mats  longe  uma  da  ontra? 

26,  Segue  a  partir  da  Lei  da  Gravitagao  Universal  de  Newton  que 
o  peso  P  de  mn  objeto,  cm  rdagao  a  Terra,  e  inveisamente  pro- 
porcional  ao  quadrado  da  di  stand  a  x  entrc  o  objeto  c  o  centra 
da  Terra,  isto  d,  P  ~  C/a\ 

(a)  Supondo  que  uni  satdite  meteoroldgieo  peso  900  kgf  na 
superffeie  da  Terra  e  que  ela  6  uma  e&fera  com  Taio  de 
6.400  km.  ache  a  constitute  C. 

(b)  Encontre  o  peso  do  saEdite  quando  c stive r  a  1 .600  kin  ad¬ 
mit  da  super  fide  da  Terra. 

(c)  Pag  a  u  m  gibfico  do  peso  do  satcl  1  te  versus  su  a  d  i  sf  an  c  i  a  ao 
centre  da  Terra- 

id)  HA  alguma  distanda  do  centre  da  Terra  na  qual  o  peso  do 
satditc  seja  zero?  Explique  sen  radocmio. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


27,  Combine  a  cquagao  com  sett  graft  co  na  figura  a  seguii1  c 
determine  as  equagOes  para  as  as  si  mot  as  verticals  e  hori¬ 
zontal 


2xa 
.v4  +  i 


(b)  v  = 


(d)  v  — 


x  -  I 


x2  -  x  —  6 
4 

{x  4-  2)- 


]  II 


EC  28. Encontre  tima  cquagao  da  forma  v  ™  k/{x2  +  b.x  +  c)  at  jo 
graft  co  sc  adeqtie  razoaveimentc  com  o  da  figura  aba  iso, 
Confira  scu  irabalhocom  mn  recurso  gr^fico. 


Figura  Fx-28 


29-30  Encontre  uma  cquagao  da  forma  y  =  D  +  A  sett  fix  on  y  =  I) 
+  A  cos  Bx  para  cada  grtSlico, 


Figura  Fx-29 
30, 


Figura  Fx-3n 
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31.  Em  cud  a  parte,  encontre  uma  equagao  para  o  grufico  que 
ten  ha  a  forma  y  —  y\t  4-  A  ben  (5a  —  O. 


Figura  Ex-31 


32*  Nos  EUA,  as  tomadas  dome  as  padrao  fomccem  uma  cornea  te 
detrica  senoidal  com  uma  voltagcm  maxima  do  V-  120^2 
volts  (V)t  a  uma  freqiiencia  de  60  hertz  (Hz).  Escreva  uma 
equate  quo  expresse  V  eomo  uma  funglo  do  LCEnpo  supon- 
do  que  V  =  0  se  /  =  0.  \Nota\  I  Hz  =  I  ctdo  por  segundo.] 


33-34  E  neon  ire  a  amplitude  c  o  perfodo  c  csboce  pelo  me  nos  dois 
pertodos  do  grdico  h  mao.  Contira  sou  traballio  com  urn  rccurso 
grad  cO. 

033*  (a)  v  =  3sen4.v  (b)  y  =  -2  cos  jtx 

(c)  y  =  2  +  cos 

E34*  (a)  v  -  -1  -  4  sen  2x  (b)  y  =  {  cos(3x  -  n) 

(c)  y  s=  -4  sen^“  +  2jtJ 

E  35*  Equates  da  forma 

x  =  A  ,  sen  to  /  +  A}  cos  to  / 

surgem  no  estudo  de  vjbragoes  e  do  outros  movimentos  perid- 
dices, 

(a)  Use  a  id  c  alidade  uigonomdnea  para  sen (o'  +  ft)  para 
mostrar  que  a  equate  pode  ser  escrita  nu  forma 

x  =  A  sen{o*f  H-  0) 

(h)  Es  label  ega  as  formulas  que  ex  pres  sain  A  e  £em  term  os  das 
constants  Av  A2  e  to. 

(c)  Expanse  a  equagao 

x  —  5  V5  sen  Itt?  A  -■  cos  Ini 

n a  forma  x  —  A  sen (art  -f  e  use  um  rocurso  grafico 
para  confinnar  quo  ambas  as  cquagoes  lem  o  mesmo  gralieo. 

36*  Determine  o  mimero  de  solugoes  de  a-  =  2  sen  a\  e  use  um  recur- 
so  computacionul  ou  grafico  para  oh  ter  um  valor  aproximado 
dessas  solugGes. 


i/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  1.4 


E*  par;  fmpan;  negative  2*  -H-^)  3*  (a)|0, -kxj)  (b)  (-oot  +ou)  (e)(0, +<»)  (d) (-^ 0)  U (0,  +og)  4*  (a)alg^brica  (b)  polinomial 

(c )  n  ao-  al  gebiica  (d )  raci  ona I  (e)  rad  onal  5  *  |  A  | ;  2 tt/  |  B  \ 


1 .5  FUNQQES  INVERSAS;  FUNQQES  TRIGQNQMETRICAS  1NVERSAS 

Na  lit!  gauge  m  do  dia-a-dia,  o  termo  “inverter”  tem  a  conotagdo  de  virarem  sentido  cotit  ratio. 
Por  exempt#,  em  Meteomlogua  uma  invermo  termica  e  uma  troca  das  propriedades  de 
tempera!  ums  usuais  das  eamadas  at  mosf ericas  e,  em  Musica,  uma  iuversdo  me  Id  d tea  troca 
um  intervab  ascendente  pelo  correspondent?-  intervalo  descendente,  Em  Matemdrica,  a 
termo  Inverter  e  utilizado  para  descrever  uma  fun^  do  que  troca  de  volt  a  o  que  uma  outra 
fungdofaz*  ou  $eja>  cada  uma  desfaz  o  efeito  da  outra.  Nest  a  seem  discut  iremos  essa  idem 
matemdtica  fundamental.  Em  particular,  introduziremos  as  f lingoes  triganometricas  inversus 
para  atacar  o  problem  a  de  recuperar  um  dngido  que  possa  ter  prod uzido  tan  certo  valor  de 
uma  fitngd o  tt  mig on  outer  ri ca. 


M  FUNgOES  INVERSAS 

A  ideia  de  resolver  uma  equayfio  y  -  j(x)  parax  como  uma  furigao  de  y,  digamosx  —  g  (v),  6 
uma  das  ideias  mais  imporiantes  na  Matematica.  As  vezes,  resolver  essa  equagao  e  um  pi’o- 
eesso  simples;  por  exempky  usando  Algebra  bdsica,  a  equagao 

V=JC3+  1 
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Figura  L5d 


ADVERTENCIA 


£ ef  e  uma  tangao,  entao  o  I  no  stm* 
bold  f~x  sempre  denota  a  in  versa  e 
nuncs  urn  exp’Oente,  ou  seja: 

i  o  .  1 

f  Ci  )  nunca  signifies - 

fix) 


pode  ser  resol vidu  para  x  como  uma  fungao  de  y: 

x  =%  #y  —  1 


A  primci i a  equagao  e  melhor  para  culcular  v  se  x  for  conhecido,  e  a  segunda  e  melhor  para 
calcular  x  sc  y  for  conhecido  (Figura  1 . 5,3). 

Nosso  inleresse  fundamental  ncsta  segao  6  idenlificar  rcl agues  quo  possam  existir  en- 
tie  as  fungous  /  eg,  q  nan  do  uma  fungao  y  -  f(x)  for  expressa  como  x  =  g(y)>  ou  ao  eon  t  ratio. 
For  exemplo,  considcremos  as  f lingoes  fix)  =  x*  +  J  c  g(y)  —  y/y~~  T  .  Quando  essas  fun- 
goes  forem  composlas  cm  qualquer  ordem,  uma  canccla  o  efeito  da  oulra,  ou  seja: 


g(m)  -  gW)  -  i  =  <!V  +  d-  i  =  x 
figiy))  =  U(y)]3  +  I  =  (^y^T  )3  +  I  =  y 


(1) 

Os  pares  de  fungous  com  essas  duas  propriedades  sao  tao  importantes  que  ha  uma  term i not o- 
gia  espeeftiea  para  clas* 


1*5.1  DFFlNiqAo  S  e  as  fungdes  /  e  g  satis  faz  cm  as  duas  condigoes 

g(f(x))  =  x  para  todo  x  no  domfnio  de  / 
figiy))  =  y  para  todo  y  no  domfnio  de  g 

dizemos  que  f  c  g  sao /undoes  inversus  uma  da  outra,  ou  entao,  qu cfe  uma  inversa  de  g 
eg  e  uma  inversa  de f. 


Pode  ser  mostrado  (Excrcicto  34)  que  se  uma  funglo  /  tern  uma  inversa,  entao  ossa  in¬ 
versa  c  uniat  Assim,  sc  uma  fungao  /  tern  uma  inversa,  lemos  o  dircito  dc  falar  "‘da'1  inversa 
de  f,  e  passamos  a  denote!- la  pelo  sfmbolo/ ' l. 


►  Exemplo  1  As  eontas  feitas  cm  (I )  mostram  que  g(y)  — 
x '  +  1,  As  si  m,  podemos  cscrcver  g  cm  notag  ao  de  inversa  como 

/-'(y)  = 

e  podemos  cscrcver  as  equagdes  na  Definigao  1.5.1  como 


1  6  a  inversa  de (x)  = 


f  if  W)  =  .v  para  cada  x  no  domfnio  de/ 
/(/  0 ))  — V  para  cada  y  no  domfnio  de/”1 


(2) 


Refer! mo- nos  a  essas  equagdes  como  as  equagdes  do  caneelamenio  de  /  e  / 


.  -t 


■  IUIUDANQA  DA  VARIAVEL  INDEPENDENTE 


As  formulas  cm  (2)  usam  x  como  a  variavcl  independente  para  /  e  y  como  a  variavel  inde- 
pendente  para  f'\  Em  bora  muhas  vezes  sej a  convenience  utilizar  variaveis  dife  rentes  para 
/  e  /  ft  frequentemente  e  desejavel  utilizar  a  mesma  variavcl  independente  para  a mbas. 


For  exemplo,  se  qui  serin  os  esbogar  os  graft  cos  de  /  c  de  /  ”  juntos  no  rues  mo  sistema  de 
eoordenadas  a’v,  utilizaremos  a  mesma  variavel  independente  _v  e  a  mesma  variavcl  depen¬ 
dent  e  y  para  a  mbas  as  fun  goes.  Assim,  para  esbogar  o  grafico  das  fungdes  fix)  =  x*  +  1  e 
/ "" 1  ( v)  =  v,,,r>’  —  1  do  Exemplo  I  no  rnesmo  sistema  dc  eoordenadas  xy,  trocamos  a  vari¬ 
avel  independente  y  para  x ,  usamos  y  como  a  variavel  dependente  de  a  mbas  as  fungdes,  c 
tragamos  o  grafico  das  equagdes 


Capttulo  1  /  Fungdes  53 


Adiame  nesia  segao  voltaremos  a  iraiui  de  fungoes  inversus,  mas  para  referenda  futura 
aprcscutamos  a  seguinte  refonnulagao  das  equagdes  docancclamentodc  (2)  usando  x  como  a 
vuriavel  independente  de  am  has  /  e  /  _L: 


f~\j(x))  -a  para  eada  x  no  dormnio  de/ 
/(/  "  (a))  -  x  para  eada  y  no  domfnio  de  / 


►  Exemplo  2  Conlirmc  eada  urn  dos  seguintes  itens: 

(a)  A  in  versa  de  /( x)  =  2x  6  f~l  (a)  = 

(b)  A  i n versa  de  / (a)  -  x  d  /  ” 1  (a)  -  x]/:\ 


G  resuttado  no  Exeir>pio  2  deve  la¬ 
ze  r  sentido  iniuitivamente  para  voce, 
uma  vez  que  a$  operates  do  mulli- 
plic-ar  per  2  e  por  \  em  qualquer  or- 
dem  cancelam  uma  a  efeiio  da  ouira, 
da  mesma  forma,  quo  as  operands  de 
elevar  ao  cube  e  extrasr  a  raiz  eubica. 


Soluqdo  (a) 


Solu^do  (b) 


/"'(/(O)  =  /-'(2*)=.4(2x)  =  a 

/(/“'(-»■))  =  /  (j-0  =  2  (p)  =  A- 

rV/(A»=/"V)  =  (A-,)UJ  =  A 

nr1  w) = f(*m) = (a1'-)3 =a  * 


Em  geral,  se/tem  uma  irwersa  e 
fUi)  -  h,  eniao  o  procedimenTo  no 
Exemplo  3  mostfa  que  a  =  f  \by 
ou  seja,/"1  leva  eada  saida  de/de 
vo I ta  para  a  entrada  correspondents 
{Figura  1 .5.2), 


►  Exemplo  3  S  abend  o  que  a  fungiio  /  tent  uma  in  versa  e  quo  /( 3)  -  5,  eneontre  /  '(5). 

Solugao  Aplicando  f  1  a  am  bos  os  lad  os  da  equagao  f(3 )  =  5,  obtemos 

fy(f(3))  —  f  ~](5) 

e  agora  aplicamos  a  primeira  das  equagoes  de  (3)  para  eoncluir  que  /  "'(5)  -  3.  + 


Figura  1.5.2  Sc/ leva  a  para  b„  en- 
Ulo/'1  leva  b  tic  volt  a  para  a. 


m  DOMINIO  E  IMAGEM  DE  FUNpOES  INVERSAS 

As  equagdes  cm  (3)  implicam  a  seguime  relag  ao  entre  os  domfniose  as  imagens  de  / c  de 


domfnio  de  /  L  -  imagem  de/ 
i  m age m  de  /“'  =  domfnio  de/ 


Uma  maneira  de  mostrar  que  esses  dots  conjumos  sao  iguais  c  mostrar  que  eada  um  esta 
coni  i  do  no  outro.  Assim,  podemos  esiabeleeer  a  primeira  igualdade  em  (4)  m  os  Iran  do  que 
o  domfnio  de  /”'  e  urn  subconjunto  da  imagem  de  fc  que  a  imagem  de  f  c  um  subconjunto 
do  domfnio  de  /  _l.  Isso  pode  ser  feiLo  da  seguinte  maneira:  a  primeira  equagao  em  (3)  im- 
plica  que  /  3  esta  definido  cm  f(x)  para  tod  os  os  valores  de  x  do  domfnio  de  ft  e  is  so  impli- 
Ca  que  a  imagem  de  /  e  um  subconjunto  do  domfnio  de  /  Reciproeamcnl.e,  se  x  esla  no 
domfnio  dc  /  ~3,  eniao  a  segunda  equagao  em  (3)  implica  que  x  esia  na  imagem  de  /,  poi  ser 
a  imagem  de  /  (x),  Assim,  o  domfnio  de  /  1  e  um  subconjunto  da  imagem  de  /.  Deixamos 
a  prova  da  segunda  equagao  de  (4)  como  um  exerefeio. 


■  UM  METODO  PARA  ENCONTRAR  FUN<?OES  INVERSAS 

No  comeqo  desta  segno  observances  que  a  resolugao  de  y  -  fix)  - x'  +  l  em  x  como  uma  fun- 
eao  de  y  produz  x  =  /_1(y)  =  tyy  —  1 ,  O  teorema  seguinte  moslra  que  isso  nao  aconteccu 
por  acaso, 


1,5,2  rFOKKMA  Se  uma  equagao  y  -fix)  pode  ser  resolvida  para  x  como  umaftm^do 
de  y  digamos  x  =  g(y),  entdoftem  uma  inversa.  a  (pud  e  giy)  —f~'(y)r 
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ukmonStkavau  Substituindo y  =  /(A)  eni  v  =  g(y)  da x  - g(f(x)\  que  confirma  a  primeira 
equagao  da  Definite  1 ,5, 1  >  c  substiluindo  x  =  g{y)  cm  v  =  /(a)  da  y  -  f(g(y)\  que  confirma  a 
segunda  equagao  da  Defintgao  l  .5. 1  >  ■ 

0  Teorema  L5.2  nos  da  o  seguinte  procedi  memo  para  encontrar  a  inversa  de  uma  fungao. 


Uma  maneira  alternative  cJe  obter 
uma  fbrmufa  para  r'u)  com  a  como 
variavel  fnde  pendente  e  inverter  os 
papeis  de  x  e  de  v  logo  no  snfcio  e  on- 
tao  resorver  a  equag&o  a  -  f(y)  para  v 
como  furtpSo  de  a, 


Vm  Procedimento  para  Encontrar  a  Inversa  de  uma  Fun  quo  f 
Passo  1,  Escreva  a  equagao  y  -fix). 

Passo  2.  Sc  possfvel,  resol  va  essa  equagao  em  x  como  fungao  de  v\. 

Passo  3*  A  equagao  resuliante  sera  a  =  /  _1(y),  que  fornece  uma  formula  para  f~l  com  va¬ 
riavel  independente  y. 


Passo  4« 


Sc  y  for  aceiiavd  como  variavel  i  ndo pendente  da  fungao  inversa,  esiamos  lei  Los: 
se  qutsermos  ter  x  como  variavel  independente,  prectsamos  trocar  x  com  y  na 
equagao  x  -  f  ~'(y)  para  obter  v  =  f  fx'l 


►  Exemplo  4  Enconlre  uma  formula  para  a  inversa  de  f(x)  —  s/3-v  —  2  com  variavel  in¬ 
dependente  x  e  de  o  dominio  de  /  "V 

Solugao  Seguindo  o  procedimento  dado  acimu,  comcgamos  escrevcndo 

y  =  v/37^2 

Em  seguida,  resolve  mm  essa  equagao  para  x  como  fungao  de  y: 

y2  __  yx  _  2 

a  =  i(j2  +  2) 

a 

Como  queremos  que  a  variavel  independente  seju  At  t  me  am  os  x  e  y  na  ultima  equagao  para 
obter  a  form  it  la 

/“'(*)  =  |U2  +  2)  (5) 

Sabemos  de  (4)  que  o  dominio  de  /  e  a  imagem  de  /*  Em  geral,  isso  nao  precisa  ser  igual 
ao  dommio  natural  da  formula  para  /  V  De  fato,  nessc  exemplo,  o  dominio  natural  de  (5)  c 
dado  por  v,  +-^.),  enquanto  a  imagem  de  f(x)  —  \/3x  —  2  e  [0,  +^>).  Assiin,  se  quisermos 
especilicar  o  dommio  de/"1,  devemos  dado  explieitamente  reescrevendo  (5)  como 

/“l (a)  =  ~(x2  +  2),  x  >  0  < 


■  EXISTENCIA  DE  FUN?AO  INVERSA 

O  procedimento  que  acabamos  de  dar  para  encontrar  a  inversa  de  uma  fungao  foi  baseado 
na  resolugao  da  equagao  y  =  f(x)  para  x  como  fungao  de  y.  Esse  procedimento  pode  falhar 
por  duas  razoes:  a  fungao  /  pode  nao  ter  uma  inversa,  ou  tern  uma  inversa  mas  a  equagao 
y  =  fix)  nao  pode  ser  resol vida  explicitamente  para  x  como  fungao  de  y.  Assinu  e  impor- 
tante  estabeleeer  condi goes  que  gurumam  a  existencia  de  uma  inversa.  mesrno  se  nao  for 
possfvel  enconUa-ta  explicitamente. 

Se  uma  fungao  /  Lem  uma  inversa,  enlao  ela  deve  associar  Saidas  distintas  a  en  trad  as 

•y 

d i st i ntas.  Por  exemplo,  a  fungao  /(a)  ~x~  nfio  pode  ter  uma  inversa  porque  assoc ia  o  mes- 
mo  valor  a  a  =  2  e  a  x  =  —  2,  a  saber,  /( 2)  =  f  (—2)  =  4.  Assim,  se  f(x)  =  x1  ttvessc  uma  in¬ 
versa,  enlao  a  equagao  /( 2)  —  4  implicaria  que  f~l(  4)  =  2ea  equagao  /(— 2)  -  4  impliearia 
que  /  *(4)  =  -2.  Mas  isso  6  imposstvel,  porque  /  '(4)  nao  pode  ter  dots  valores  diterentes. 
Uma  oulra  maneira  de  ver  que  /(a)  =  a“  nao  tern  inversa  e  temar  encontrar  uma  inversa 
resolve  n  do  a  equagao  y  =  x2  para  x  como  fungao  de  y,  Imediatameme  nos  de  paramos  com 
a  equagao  x  —  ±/v;  que  nao  expressa  a  como  fungao  bem  detlnida  de  y. 
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Uma  fungao  que  associa  safdas  distintas  a  en  trad  as  distintas  e  denominada  injetom  ou> 
entllo,  invertheL  Pdo  que  acabamos  de  discutir,  se  uma  fungao  tem  uma  in  vers  a,  entao  cl  a 
dove  ser  injetora.  A  reciproca  tambdm  6  verdadeirat  e  estabelecemos  o  seguinte  leorema; 


Algebricamenfe,  isso  significa  que  uma  funeao  6  injetora  sc,  e  s omenta  se?  /uE)  *  f(x2) 
sempre  que  jr,  ^  xp  geomelrieamenle,  uma  fungao  e  injetora  se,  e  somenle  sc,  o  grafieo  dc 
y  =  f(x)  6  eorLado,  no  md?dniot  uma  unica  ve/  por  qualquer  reia  horizontal  (Figura  1*53). 
Essa  ultima  afirmagao,  junto  com  o  Teorenia  1 .5.3,  produz  o  seguinte  teste  geomelrico  para 
determiner  so  uma  tungSo  tern  uma  in  versa. 


Injetora,  urn  a  vez  qua 
/(jr,)  *  /dp  se  x,  t-  x2 


Nao  e  injetora,  uma  vez  que 
fix  j)  -  /U0  e  .v,  z  x\ 


Figura  1.5,3 


1,5.4  Tl  iou  lma  (01  este  da  R  eta  Horizonta  l)  Uma  fur  i  $ao  ten  f  it  ma  i  n  versa  sey  e  so- 
mente  se,  sen  g rdfico  e  cortetdo,  no  maxima,  uma  unica  vez  por  qualquer  reta  horizontal . 


►  Exemplo  5  Use  o  teste  da  reta  horizontal  para  moslrar  que  f(x)  =  x2  nao  tem  uma  in  ver¬ 
sa,  mas  que  f(x)  =  X  tem. 


"if 

Sola  {'do  A  Figura  1 ,5,4  mostra  uma  reta  horizontal  que  coda  o  grafieo  de  y  =  a"  mats  dc 
uma  vez,  de  mode  que  f(x)  =  nao  6  inverlfvel  A  Figura  3.5,5  mostra  que  o  grafieo  de  y  = 
xm"  e  cortado,  no  maxi  mo,  uma  unica  vez  por  qualquer  reta  horizontal,  de  modo  que  f(x)  -  ,r  e 
invertiveL  [Lembre  do  Exemplo  2  que  a  in  versa  de  f(x)  -  x'  6  f  _1(x)  =  x  .]  <4 


Figura  1.5*4 


Figura  1,5*5 
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Figura  1.5*6 


A  funcao/u  ]  =. * ’  na  Figura  1 ,5.5  c  urn 
exemplo  de  uma  fun<;io  cnescense. 
D&  um  exemplo  de  tuna  funt^o  de¬ 
crescent©  e  calcule  eua  irwer$a. 


►  Exemplo  6  Explique  par  que  a  Fungao  cujo  grafico  esta  na  Figura  1 ,5.6  tem  uma  inversa 
e  obtenha  /_1{3). 

Sofugao  A  fungao  j  lem  uma  inversa  uma  vez  que  seu  grafico  passa  pel  a  teste  da  reta  hori¬ 
zontal.  Para  calcular/_l(3)t  consideramos  /  ~J(3)  como  aquelc  numero  x  para  o  qua!  f(x)  =  3. 
A  part  Sr  do  grdfico,  vemos  que  /( 2)  =  3;  logo,  /  ”](3)  =  2.  < 


■  FUNQOES  CRESCENTES  OU  DECRESCENTES  SAO  (NVERTIVEIS 

Uma  fu ng3o  cu  jo  grafico  esta  sempre  crescendo  quando  percorrido  da  esquerda  para  a  dlreiia 
e  dc  n  om  i  n  ad  a  fungdo  crescent?  e  uma  tungao  cujo  grafico  esta  sempre  decreseendo  quando 
percorrido  da  esquerda  para  a  direita  e  d c no m  i nada  fit n gfw  decrescent? .  Se  jt,  c  x*  sao  pontos 
do  doniink)  dc  J,  enlao  /  e  crcscente  sc 

j(x ,)  <  f(x2)  sempre  que  x,  <x2 

c  /  c  dee  re  scenic  sc 


/(x,)  >f(x2)  sempre  que  x,  <x, 

(Figura  1 .5.7).  E  geomeiricamente  evidente  que  fung&es  crescemes  e decreseemes  passain  no 
teste  da  reta  horizontal  c,  portanto,  sao  invertfveis. 


Os  pontos  ft*,  h)  e  (k  a)  sao 
reflexoes  pory  =  .r 


Figura  L5*S 


Figura  1*5*7 


■  GRAFICO  DAS  FUN^OES  INVERSAS 

Nosso  proximo  objeiivo  e  explorar  a  relagao  entre  os  grafico s  de  /  e  Com  esse  propostto, 
sera  desejavel  usar  x  como  a  variavel  independente  para  ambas  as  llmgoes,  para  podermos 
comparar  os  graficos  de  v  =  f(x)  e  v  -  f  \x). 

Se  (af  b)  lor  um  pernio  no  grafico  v  -  /(x),  enlao  b  -  f (a)..  Isso  e  equivalent  a  afirmativa 
de  que  a  =  f " 1  {b\  a  qua l  significa  que  (b,  a)  6  um  ponto  no  grafico  de  y  =  f  ” 1  (x\  Em  resumo* 
inverter  as  coord enad as  de  um  porno  no  grafico  dc  f  produz  urti  ponto  no  grafico  de  /  “ .  Analo- 
gamcnle,  inverter  as  coordenadas  dc  um  ponto  no  grafico  de  /  '  produz  um  ponto  no  grafico  de  / 
(verifique).  Contudo,  o  etc  i  to  geometrico  de  inverter  as  coordenadas  de  um  ponto  e  refletir  aque- 
fe  ponto  pela  reta  y  =  x  (Figura  1 .5.8),  portanto  os  graficos  de  y  =  f(x)  e  y  =  /  "'  (,v)  sao  rcflexoes 
um  do  outro  cm  relagao  a  essa  reta  (Figura  1 .5.9).  Em  resumo,  temos  o  seguinte  rcsultado: 


1.5*5  TKOttliMA  Se  f  fiver  uma  inversa,  enlao  os  graficos  de  v  =  f(x)  e  y  —  f  1  (a)  sao 
reflex  be  s  um  do  outro  cm  rela^ao  a  reta  y  =  x;  isto  ey  coda  um  e  a  image  m  espelhada  do 
outro  em  re.iag.do  dqueia  reta. 


Figura  1*5*9 
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►  Exemplo7  A  Figura  1.5.10  mostra  os  grafieos  das  fungdes  inversas  discuudas  nos 
Exemplos  2  e  4.  < 


Fi^urii  1*5. 10 


% 

“  A'  T 


■  RESTRINGIMDO  DOMINIOS  PARA  A  I N VERTI B I L! DADE 

Se  uma  fungao  g  e  obtida  a  partir  de  Lima  fungao  /  pela  imposigao  de  restrigoes  sobre  o  dorm- 
nio  de  /,  entao  dizcmos  que  g  e  uma  restrigao  de  /.  Assim,  por  exemplo,  a  fungao 

x^O 

e  uma  restrigao  da  fungao  /(a)  =  Mais  preeisamenle,  dizcmos  que  g  6  uma  restrigao  dear' 
ao  intervalo  [0,  -K»), 

As  vezes  e  possfvei  eriar  uma  fungao  invertfvel  a  panir  de  uma  fungao  que  nao  e  i  avert  f- 
vel  pela  restrigao  apropriadado  domfnio.  Por  exemplo,  ja  vimosque  /( x)  =x2  nao  e  invertfvel. 
Coniudo,  eonsidere  as  fungdes  rest n las 

fi(x)  =  ,v\  .v  >  0  c  x  <  0 

A  uniao  dos  grafieos  dessas  duas  fungdes  e  o  gratieo  complete  de  fix)  =  ,v3  (Figura  1 .5, 1 1). 
Cada  uma  dessas  fungdes  restritase  injetora  (potlanlo  invertfvel),  pois  seu  grdfieopassa  no 
teste  da  linha  horizontal.  Como  i lustra  a  Figura  1 .5, 12,  suas  inversas  sao 

f~[(x)-^fx  e  /V"  1  (-V )  -  -/v 


■  FUNQOES  TRIGONOMETRIC  AS  INVERSAS 

Um  problem  a  comum  em  Trigonometria  e  obter  urn  angulo  x  a  pari  i  r  de  um  valor  con hecklo 
de  sen  a,  de  cos  a  ou  de  alguma  outra  fungao  trigonometriea.  Lembre-sc  de  que  problem  as 
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Se  o  letter  enconlrar  dificuldades 
para  visuatizar  a  correspond encia 
enlr-e  as  partes  superior  e  inferior 
da  Figura  1,5.13.  deve  lembrarque 
uma  reflexao  pela  reta  v  -  .v  transfer* 
me  reta s  verticals  em  retas  horizon¬ 
tal  e  vice-versa,  convertendo  co-rtes 
com  o  eixo  x  em  oortos  com  o  oixo  y 
e  vice -versa, 


desse  tipo  envoi  vc  i  n  o  c&lculo  de  "Tun  goes  arco”,  la  is  como  arc  sen  xt  arc  cos  x  e  assim  por 
diame.  Vamos  terminar  esta  segao  estudando  essas  I  undoes  arco  do  porno  tie  vista  de  f Lingoes 
eei  versus  gerais. 

As  seis  fungoes  trigonometrical  basicas  nao  tem  inversas  pois  seas  graficos  se  repet  em 
pcriotiicamenlc  c\  portanto,  nao  passant  no  teste  da  reta  horizontal,  Para  evitar  esse  problems, 
restriiigimos  os  domfnios  das  fun  goes  trigonomdtrieas  para  obter  fungoes  injetoras  e  depots 
deli nir  as  “fungoes  trigonometricas  inversas77  como  as  inversus  dessas  fungoes  restriias.  A 
pane  superior  da  Figura  1 ,5, 1 3  mostra  como  impor  essas  resir  igoes  a  sen  x,  cos  x\  tg  x  e  see  xf 
e  a  parte  inferior  mostra  o  grafico  correspondence  das  fungoes  in  vers  as 

arc  sen  x,  arc  cos  x,  arc  tg  x,  arc  sec  x 

(que  tarn  be  m  poderiain  ser  denotadas  por  sen  ]xt  cos  a\  tg  see  x,  prat  tea  que  nao  sera 
adotada  aqui).  As  inversas  de  cotg  xe  de  cossec  x  sao  de  menor  importancia  e  nao  serao  con- 
sideradas  nos  exerefeios. 


Figura  1.5,13 


As  definigoes  formais  seguintes  resume m  a  discussao  precedents. 


1,5,6  oefinicao  A  fungao  arco  seno,  denotada  por  arc  sen,  e  definida  como  sendo  a 
in  versa  da  fungao  sc  no  restrita 

sen  x,  — nil  <  x  <  nil 


1 .5. 7  DE  t  in  IC  ao  A  1  u  n  gao  arco  cos  sen  o ,  d  en  ot  ada  por  arc  cos  s  6  de  I  i  n  i  da  co  mo  sc  nd  o 
a  in  versa  da  fungao  cosseno  res  trim 

cos  x\  0  <  x  <  JT 
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Figura  1,5.14 


DOMINIC  DAIECNOLOGIA 

Use  o  manual  de  seu  recurso  com 
putacional  para  determinar  como 
caicular  iriversas  de  senos,  cosse- 
nos  e  langentes  e  entao  conlirme  a 
Equagao  (0)  numericamente,  mos- 
trando  que 

arc  sen  0,5  s*  0,525593775598.., 
s*  jt/6 


1 .5.8  i>f  fi  n  i(vA<>  A  fungao  arco  tangente,  denotada  por  arc  tg>  e  de  finida  como  sen  do 
a  in  vers  a  da  lungao  tangente  resirita 

tgx,  -nil  <  x  <  nil 


L5.9  defining*  A  fungao arco  secante,  denotada  por  arc  sec,  e  definlda  como  sendo 
a  i nvers a  da  fungao  secante  restrita 

see  x,  0  <  x  <  71  com  x  ^  jt/2 


que  virnos.  ()  lei  tor  deve  eonfirmar  que  os  donum  os  e  imagens  li  scad  os  nessa  label  a  slid  con- 
sistentes  com  os  grafieos  mostrados  na  Figura  1.5.13. 


Tabda  1,5,1 


l-UNgAo 

ix  imEniu 

]  MAOISM 

m:kAcoi-rts  hask  am 

arc  sen 

[-mi 

[-17/2,  jt/2] 

arc  sen(sen  x)  -aso-tt/2  <  x  <  tt/2 
sen  (arc  sen  a)  =  jt  se  -1  <1  a  ^  1 

arc  cos 

[-Mi 

10.77] 

arc  cos(cos  x }  =  a  sc  0  <  x  n 
cost  arc  cos  a)  -  x  se  - 1  £  x  <  1 

arc  tg 

(-M,  +*o) 

C—  tt/2>  tt/2) 

Eire  tg(tg  x)  =  a  se  -tt/2  <  jt  <  tt/2 
i glare  Eg  a)  -  ,r  se  <  x  < 

arc  see 

(-».-!]  U  [!,+«) 

|0.  -nil)  U  (it/2.77) 

Eire  sec(sec  x)  —  asc  0  ^  x  S  nr,  x  ^  tt/2 
sec  (tire  sec  x)  -  x  se  [a]  ^  l 

■  CALCULANDO  FUNpQESTRIGONOMETRICAS  INVERSAS 

Um  problem  a  corny  mem  Trigone  metria  ecncontrar  um  angulo  cujo  seno  sejaconhecido,  Por 
exemplo,  podemos querer  eneonlrar  um  angulo. x  medido  em  radianos,  tal  que 

sen  x  (6) 

e,  inais  geralmente,  para  um  dado  valor  de  y  no  intervale  -1  <  y  <  I  podemos  querer  resolver 
a  equagao 

sen  x  —  y  (7) 

Como  sen  x  re  pole- sc  period  icamente,  tais  equagoes  tern  uma  infinidade  de  solugoes  para  a; 
entreianio,  se  resol  verm os  essa  equagao  como 

x  —  arc  sen  v 

entao  isolamos  a  solugao  espeefftea  que  esta  no  intervale  {—nil,  jt/2],  uma  ve/.  que  essa  e  a 
variagao  da  inversa  do  seno,  Por  exemplo,  a  Figura  1 ,5, 14  mostra  quatro  solugoes  da  Equagao 
(6)t  islo  e,  -  1 1  jt/6,  -7tz76,  nfh  e  5tt/6.  Uma  del  as,  nf  6,  6  a  solugao  no  inter  valo  [-nil,  nil], 
logo 

arc  sen  (^)  =  n/6  (8) 


’  INt'io  lid  um  acordc  universal  5obre  a  defuiigUo  de  arc  sec  a,  c  iilguns  imlemdlieos  preferem  reslringir  t>  dominie  tic  see  x  etc  lat 
forma  que  0  <  t  <  .7/2  qu  jr  <x  <  'Snil.  defintgio  usada  cm  algumas  edi^oes  li  liter  lores  desle  ILvm.  C?da  defiiugtio  tem  vsinlagens  e 
desvaniagen-f.  mas  mudamos  para  atfefm^riocorremeporestar  deacortfo coma convened  usada peio-s  proeramas  .Uafiimariut, 
Maple  c  Deri v<f. 
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Em  geralt  se  conskierarnms  -  arc  .Sen  v  como  um  angulo  medido  Cm  radian  os  cujo 
seno  e  >\  cjxtao  a  restrigao  —tz/2  <  x  <  jt/2  impoe  a  ex i gene i a  geomelrica  dc  que  o  angulo  x 
em  posiqao  padrao  esteja  no  primeiro  ou  no  quarto  quadra  rites,  ou  em  um  dos  eixos  adjacen- 
les  a  esses  q uadi  antes. 


►  Exemplo  8  Encontre  os  valores  exatos  de 

(a)  arc  sen  ( 1  / V2 )  (h)  arc  sen  (-  ] ) 


por  inspequu  c  continue  n  inner  Seam  onto  seus  resultados,  usando  um  recur  so  computacional. 


Se  x  =  arc  cm  v  for  vrslo  como  um  an¬ 
gulo  medido  em  radianos  cujo  cosseno 
£  v,  dm  qual  quadrants  pode  estar  x  ? 
Responds  a  mesma  q  uestao  para 

x  =  arc  ig  v  e  -V  =  arc  see  v, 


Soluqao  (a)  Como  arc  sen  ( 1  /  \^2 )  >  0,  podemos  ver  x = arc  sen  ( 1  /  \/2 )  como  aquele  angu¬ 
lo  no  primeiro  quadrant c  tat  que  sen  0  —  1  / y/2.  Assim,  are  sen  (1/V2 )  —  iti 4,  Podemos  con¬ 
firm  ar  isso  com  um  rccurso  computacional,  mostrando  que  arc  sen  (I /s/2 )  ^  0,785  jr/4. 

Solugda  (b)  Como  arc  sen  Ml)  <  0T  podemos  ver  x  =  arc  sen  (-1 )  como  aqueJe  angulo 
no  quarto  quadrante  (ou  um  cixo  adjaccnte)  tal  que  sen  x  =  - 1 .  Asstm,  arc  sen  (-1 )  =  —  rr/2. 
Podemos  confirmar  isso  com  um  rccurso  computacional,  mostrando  que  arc  sen  (-1)  ra 
—1,57  ~  — jt/3,  < 


DGMINIO  DA 
TECNOLOGIA 


A  maioria  das  calculadoras  nSo  tern  um  m£todo  direto  para  calcuSar  a  jnversa  da  secante.  Em  tal  situate-, 
a  idantidade 

arc  sec  x  kars  cos  (Ux)  (9) 

e  utrl  (Exercicio  50).  Use  essa  formula  para  moslrar  que 

sire  sec  (2,25)  fel.H  a  arc  sec  (-2,25)  fe  2,03 

Se  voce  tiver  um  recurso  computacional  (tal  como  um  CAS)  que  poaaa  achar  arc  see  x  diretamente,  use-o 
para  conferir  esses  valores. 


Nao  se  ganha  nada  memorizando 
ess  as  identidades;  o  importante  e 
compreender  o  m4todo  que  foi  usado 
para  obte-las. 


IDENTIDADES  PARA  FUNgOESTRlGONOMETRlCAS  1NVERSAS 

Se  interpretamos  arc  sen  x  como  um  Ungulo  medido  em  radianos  cujo  seno  e  xt  e  se  esse  Angu¬ 
lo  for  rtdo-rtegativo,  entao  podemos  representar  arc  sen  x  geometricamcntc  como  um  Angulo 
em  um  tri angulo  retangulo  no  qual  a  hipotenusa  tem  comprimento  I  e  o  lado  oposto  ao  angulo 
dc  arc  sen  comprimento  x  (Figura  1.5,15a).  PeloTeorcma  dc  Pitagoras,  o  lado  adjaccnte  ao 
angulo  arc  sen  x  Lem  comprimento  VI  -  r2.  Alem  disso,  O  angulo  oposto  a  arc  sen  x  d  arc  cos 
x,  uma  vc7  quo  o  cosseno  daquele  angulo  cx  (Figura  1.5.156).  Esse  triangulo  motiva  varias 
identidades  ate  is,  cnvolvendo  lungdes  trigonometric  as  inversus  que  valcm  para  —I  <  x  <  1. 
Por  exemplo: 


arc  sen  x  +  arc  cos  x  =  — 

2 


cos  (arc  sen  x )  =  v"  1  —  x2 

sen  (arc  cos  x)  —  \f  I  —  x2 
x  x 

tg  (arc  sen  v)  =s  — 

Vl  -  X2 


(10) 

(11) 

(12) 

(13) 


Analogamemc,  arc  tg  x  c  arc  see  x  pod  cm  ser  re  presented  as  como  Angulos  dos  tri  Angulos 
retAngulos  inostrados  na  Figura  1.5. 15c  e  1 .5,  I5d  (verifique).  Esses  triangulos  revelam  mais 
identidades  utels,  por  exemplo: 


sec  (arc  tg  x)  —  VI  +  x2 


(14) 


sen  (arc  sec  x) 


x 


(V  >  1) 


( 1 5) 
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A  tecnica  do  triangulo  nem  sempre  produz  a  forma  mate  gerat  de  uma  identidade.  Por  exemplo,  no  Exercfcio  62  pedi- 
mos  para  o  leitor  deduzir  a  seguirtie  extensao  da  Formula  (15)  que  £  v^lrda  tanto  para  x  <  - 1  quanto  para  x  >  t : 

2  -  ! 

—  CW  >  I)  (16) 


son  (arc  sue  x)  — 


-J. 


A  partir  da  Figura 
fm pares;  isto  e: 


1.5.13,  observe  que  as  inversas  do  sene  e  da  lan genie  sao  funedes 


arc  sen  (-a)  =  -  are  sen  x  e  arc  ig  {- x )  =  -arc  tg  a  (17-18) 


►  ExempSa  9  A  Figura  1.53  6  mostra  um  grafico  gerado  por  eomputador  da  fun^ao 
v  =  arc  sen  (sen  a).  Podcr-se-ia  pensar  que  esse  grafico  deva  ser  a  ret  a  v  -x,  uma  vez  que 
are  sen  (sen  x )  =  x .  Por  que  is  so  nao  aeonteee? 


Sohqao  A  rcktgao  arc  sen  (sen  x)  =  a  e  valida  no  intervalo  -tt/2  <  x  <  tt/ 2;  logo,  podemos  di- 
zer,  com  certeza,  que  os  graficos  de  y  -  arc  sen  (sen  x )  e  y  -  x  coineideni  nesse  intervalo  (o  que 
c  confirmado  pela  Figura  1.536).  Contudo,  fora  dessc  intervalo,  a  rela^ao  are  sen  (sen  a)  =  x 
nao  precisa  ser  valida.  Por  exempkx  se  x  estiver  no  intervalo  jt/2  <  x  <  3ttI 2,  entao  a  quantidade 
x  -  tt  e sin ra  no  intervalo  — jt/2  < x  <  tt/2,  Assim; 


arc  sen  (sen  (a  -  x)\  =  x  -  tt 

Dessa  forma,  usando  a  idemidade  sen  (x  -  it)  -  -  sen  x  e  o  la  to  de  que  arc  sen  e  uma  fungao 
mi  par,  podemos  expressar  are  sen  (sen  a)  como 


arc  sen  (sen  a)  =  are  sen|-sen(A  -  tt)]  =  -are  sen|sen(,v  -  tt)]  =  -(a  -  tt) 


isso  mostra  que  no  intervalo  jt/2  <  x  <  3rr/2,  o  grafico  de  y  -  arc  sen  (sen  a)  coincide  com  a  reta 
3?  =  -  (a  -  7t\  que  tem  inclinagao  !  e  um  cone  no  eixo  a  cm  a  =  tt ,  o  que  esta  de  acordo  com 


a  Figura  1 ,53  6. 


H^ut'ci  1.536 
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EXE RCICIOS  OE  CO  M  PRE  BNSAO  1 .5  ( Ver pigina  65 para  respostas.) 


L  Em  cada  pane,  determine  se  a  fungao  /  e  injetoia. 

(a)  fit)  6  o  numero  de  pessoas  na  til  a  de  urn  cinema  no  inst  an¬ 
te  de  tempo  t, 

(b)  fix)  d  a  lemperatura  maxima  medida  (arredondada  aid  o 
°C  mais  proximo)  em  uma  eicladc  no  v-dsimo  dia  do  ano* 

(c)  f{v )  c  o  peso  de  u  centfmetros  cubic  os  de  chumbo; 

2*  Urn  e  stud  ante  digit  a  um  numero  em  uma  calculadora,  tom  a 
o  dobro,  soma  B  ao  result  ado.  divide  por  2.  subtrai  3  do  quo- 
dente  e  on  too  toma  o  cube  da  diferenga.  Se  o  numero  resul- 
tante  for  .\\  eiHSo  o  nil  mere  original  digitado  pelo  estudatue 
foi _ . 

X  Se  (3.  -2)  6  uni  ponto  no  gr&fico  de  uma  fungao  /  fmpar  inver- 

tivel,  entao  _ _ _  e _ _ sao  pontos  no  gralico 

de/-'. 


4*  Em  cada  parte,  determine  o  valor  exato  sem  utilizer  recursos 
computacionais. 

(a)  arc  sen  (- 1 }  =  .  _ _ 

(b)  arctg(l)  = _ 

(c)  arc  sen  ( ^  V3  )  - _ _ 

(d)  arceos(^)  = _ 

(e)  arc  sec  (-2)  = _ 

5«  Em  cada  parte,  determine  o  valor  exato  sem  utilizar  recursos 
computacionais. 

(a)  aic  sen  (sen  n/l)  =  _ _ , 

(b)  arc  sen  (sen  5jt/7')  - 

(c)  are  tg  (tg  1 3  ni 6) - _ 

(d)  arc  cos  (cos  I  2nll)  - _ 


EXERC1C10S  1.5  R  Recurso  Grafico 


L  Em  (a) -(d). determine  sc /  eg  sao  fungous  inversus. 

(a)  f(x)  =  4.v,  g(x)  =  |.v 

(b)  /W  =  .V+1,a>(4  =  3.(-  I 

(c)  f(x)  =  1/7=2,  g(x)  =  a-!  +  2 

(d)  fix)  =  .v4,  g(x)  =  ./* 

R2,  Verilique  suas  respostas  para  o  Excrcicio  t  com  um  recurso 
grail eo  computational,  dctermiiiando  sc  os  graft  cos  dc  /  e  g 
sao  rdlexocs  um  do  outro  cm  rclagiio  ft  ret  a  y  =  jo 

X  Em  cada  pane,  use  o  teste  da  rcta  horizontal  para  de  term  mar  se 
a  fungao  /  d  injelora. 

(a)  f  ix)  =  ?xk  +  2  (b)  f(x)  =  V.v  —  1 

(C)  /(*>  =  M  W)  /u) 

(e)  f{x)  =  a2  -  2  v  +  2  (f)  /(a)  =  sen  x 

4.  Em  cada  parte,  gerc  o  gr&fico  da  fungao  /  corn  um  recurso  gr£- 
lico  computational,  e  determine  se  f  6  injet  ora. 

(a)  f(x)  =  .v5  -  3  a  +  2  (b)  / (a)  =  jr3  -  3.r  +  3.v  -  l 


ENFOCANOO  CONCEITOS 

I 

1 

5.  Em  cada  pane,  determine  se  a  fungao  /  defvnida  pel  a  label  a 

6  injetora. 

W 

X 

t 

2 

3 

4 

5 

6 

m 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

(b) 

X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

/(v) 

4 

-1 

6 

-3 

1 

4 

6.  A  lace  de  um  relogio  quebrado  caiu  i  nteira  no  piano  xy  com 
o  centre  do  relogio  na  origem  c  as  3  boras  na  diregao  do 
eixo  x  positive-.  Quando  0  relogio  quebrou.  a  ponta  do  pon- 
leiro  das  boras  parou  no  gralico  dc  y  —  f(x),  onde  /  6  uma 
fungao  que  satis laz  /(())  =  0. 

(a)  Existent  a  I  gum  as  horns  do  dia  que  nao  podem  oeorrer 
cm  uma  tal  configuragaoV  Exp] i quo. 

(b)  Como  6  afetada  sua  resposta  a  (a)  se  f  deve  ser  uma 
fung  no  i  avert  fvel? 

(c)  Como  sao  afetadas  suas  respostas  a  (a)  e  (b)  se  foi  a 
ponta  do  pomeiro  dos  minutos  que  parou  no  grafico  de 

P 

7.  (a)  A  figura  abaixo  mostra  o  gralico  dc  uma  fungao  f  sob  re 
sen  dominie  -8  <  .v  <  8,  Bxplique  por  que  /  tern  uma 
in  versa  c  use  o  graft  co  para  encontrar  /  '(2),  /  c(— I)  e 

r\  o). 

(b)  Encontre  o  dominie  e  a  imagem  de  / 

(c)  Esboce  o  gra lico  de  /  '. 


Figura  Ex-7 

8.  (a)  Explique  por  que  a  fungao  /.  cujo  gnifico  cstii  na  ligura 
abaixo,  nao  tern  inversa  em  sen  domlnio  -3  ^  x  ^  4. 

(b)  Subdivida  o  dommio  cm  tres  interval  os  adjacentes  so- 
bre cada  um  dos  quais  a  fungao  /  lem  uma  im'ersa. 


Capttulo  1  /  Fun^des  63 


9-17  Encontrc  uma  formula  para  /  (a). 


9,  f(x)  =  7x  -  6 

11.  /(*)-3*  -5 
13.  fix)  =  i/2X^~\ 


E«.  fix)  = 


A  +  I 
X  ~  I 


12.  /(.v)  =  C  '4.i  +  2 


14.  f  (x)  =  5/0‘  +  ] ),  x  >  0 

15*  /(.v)  =  3  /x2,  .v  <  0 

5/2  —  a,  x  <  2 

I /x,  x  >2 


17,  f(x)  = 


*6,  f(x)  = 


A  5  0 
A  >  0 


18.  Obtenha  uma  formula  para  p  1  (a),  dado  que 

p(x)  —  x  -  3a  +  3a:  - 1 


19-23  Eneontre  uma  formula  para  /  ’(a)  c  de  o  dominio  do 

n _ 

19.  fix)  =  (a  +  2)\  x>0 

20,  f(x)  -  %fx  -F  3  2L  f(x)  =  -  V  3  -  2a 

22,  f{x)  =  3x;  +  3a  -2,  .v  >  0 

23,  f(x)=x-5x%  x>  I 


ENFOCANOO  CONCEITOS 


24.  A  formula  F  -  |c  +  32,  undo  C  >  -273,1 5  expressa  a  tem¬ 
poral  urn  cm  Fahrenheit  Fcomo  lima  fungaoda  temporatura 
om  Celsius  C. 

(a)  Eneontre  uma  formula  para  a  fungao  inverse 

(b)  13  esc  rev  a  o  sigui  lieado  da  fungao  in  versa. 

(c)  Eneontre  o  dominio  e  a  imagem  da  fu ngao  inversa^ 

25 ,  (a)  U  m  metro  6  aprox  i  mada  a  no  me  6.2 1 4  x  10"J  mil  has ,  C  to 

con  ire  uma  formula  y  —  f(x)  que  expresse  o  eompri- 
inento  x  cm  metros  como  lima  t'ungao  dc  mesmo  com- 
primento  y  cm  rnilhas. 

(b)  Eneontre  uma  formula  para  a  rungao  in  versa  do  f , 

(e )  Em  termos  pftSt icos ,  o  q tie  sign i f ica  a  form u la  v  =  /”' (_v) ? 

26,  Seja  fix) -x2\  a  >  I  tg(x)  =  *Jx. 

(a)  Most  re  que  figix))  -  .v,  x  >  1  e  gif(x))  =  x,  x  >  1 . 

(b)  Most  re  que  /e  g  nao  sao  inversus  uina  da  outra  provan- 
do  quo  os  graficos  dessas  fung oes  nao  sao  rellcxoes  um 
do  outre  cm  relagao  a  ret  a  y  =  x. 

(c)  As  paries  (a)  u  (b)  sc  eoniradi/ern?  Explique. 

27.  (a)  Most  re  quo  f(x)  =  (3  —  x)/{  I  -  x)  6  a  sua  propria  in¬ 

verse. 

(b)  O  que  o  resultado  de  (a)  diz  sobre  o  grafico  de  /? 


28.  Seja  f(x)  =  tfx"  +  bx  -\-e.  a  >  0.  Eneontre  / '' 1  se  o  dominio  de  / 
for  rest  ri  to  a 

(a)  x  >  -  b/Od)  (b)  x  <  -  b/ila) 

29.  Seja  f{x)  -  2.x  +  5x  +  3,  Eneontre  x  se  /  ”'(.*)  =  1 , 

*3 

30.  Scja  fix }  —  — - .  Encontrc  x  sc  /  '(a)  =  2. 

xL  +  1 

31*  Prove  quo  se  a"  +  be  *  0.  entao  o  grift  co  de 

ax  -+-  h 

fix)  =  - 

cx  —  a 

6  simetrieo  om  rekigao  a  relay  =  x. 

32.  (a)  Prove  quo  se  /  e  g  forem  injetoras,  entao  a  compos  igao 

(/ o  g)  Eamhdm  o  e. 

fb)  Prove  que  se  /  e  g  forem  injetoras*  entao 

if  os)-'  =  rlo/-1 

33.  Esboce  o  gratico  dc  uma  fungao  quo  d  injetoni  em  (-'v- .  +  x.),  em- 
borst  naocrcsccntc  cm  H>o,  +  ■'-) c  nao  docicscentc  cm  (-to.  ■kw). 

34.  Prove  que  uma  fungSo  injelora  /  nao  pode  ter  duas  inversus 
diferentes. 

35.  !3ado  que  0  =  are  ig  (  4).  encomre  os  valorem  exaios  tie  sen  if 
cos  &t  cotg  9,  sec  9e  cos  sec  8. 

36.  Sabendo  que  8  =  arc  sec  2.6,  eneontre  o  valor  exato  de  sen  8, 
cos  0,  tg  0y  cotg  9  c  cos  sec  0. 

37.  Para  quais  v  a  lores  de  a  e  veidade  que: 

(a)  are  cos  (cos  a)  ™  a  (b)  cos  (are  cos  a)  =  x 

(c)  arc  tg  (tg  a)  -  a  (dj  tg  (arc  tg  a)  -  x 


3 8 -39  E  no  on  ire  o  \d\  or  exato  da  q  u  an  i  i  dade  duda. 

38.  sec  [arc  sen  (—  £ )  J  39.  sen  [2  are  cos  ( ^ ) ] 


40-41  Complete  a  t dent l dade  usando  o  mdiodo  do  triangulo 
(Figura  1.5.15). 


40.  (a)  sen  (arc  cos  a)  =  ? 
(c)  cos  sec  (arc  tg  x)  -  ? 

41.  (a)  cos  (arc  tg  x)  =  7 
(c)  sen  (arc  sec  a)  =  ? 


(b)  tg  (arc  cos  a)  =  ? 
(d)  sen  (arc  tg  a)  =  ? 

(b)  tg  (arc  cos  a)  =  ? 
(d)  cotg  (arc  sec  x)  =  ? 


K;42.  (a)  Use  um  recurso  grafico  computacional  ajustado  para  medir 
rad  ia  nos  para  fa/cr  label  as  dos  valores  de  y  -  arc  sen  x  e 
y  —  arc  cos  x  para  a  —  —  I ;  —  0.8;  -0,6;.,.;  0;  0,2;...;  I .  Arre- 
donde  sua  resposta  para  duas  casas  decimals, 

(b )  Plote  os  pontos  obtidos  em  (a)  e  use-os  para  esbogar  os  grah- 
cos  dc  y  —  arc  sen  .v  e  y  =  are  cos  x.  Con  fume  que  seus  esbo- 
gos  estao  dc  acordo  com  aquele  da  Figura  1.5.13 

(c)  Use  sen  recurso  computacional  para  fa^er  o  grdfico  v  = 
arc  sen  x  c  y  -  arc  cos  a;  con  fir  me  que  os  g  rail  cos  estao  de 
acordo  com  aquolcs  da  Figura  J  .5.13. 


— ]43.  Em  cad  a  parte,  esboce  o  grafico  e  veriltque  seu  trabalho  com 
um  recur  so  grafico  computacional, 

(a)  y  =  arc  sen  2a  (b)  y  =  arc  tg  -  a 


64  CaJculo 


44-46  Use  um  recurs o  eomputaeional  para  aproximar  a  solugao 
da  equagao.  Quando  forem  usados  rad  i  a  nos,  ex  pres se  sua  res- 
post  a  com  quairo  casas  decimals;  quando  forem  os  ad  os  gratis* 
exp] -esse -a  aid  o  d<Scimo  de  grau  inais  proximo,  \Nota:  Em  eada 
parte,  a  solugao  nao  esta  na  tmagcm  da  I'unyao  trigonomdtrica 
in  versa  pertincnte.] 


44.  (a)  sen x  =  0,37,  tt/2 <x<tt 

(b)  sen  0  =  -  0.6 1 . 1 80°  <  0  <  270 i° 

45.  (a)  cos  x  =*  -  0,85,  tt<x<  3tt/2 
(b)  cos  0  =  0,23,  -9Otf<0<O° 

46.  (a)  tg  x  “3,1 6,  -n  <  x  <  -nil 
(i>)  tg o = - 0,45 ,  90° <o<mr 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


47,  (a)  Use  um  recurso  com  pul  ad  on  a)  para  ealcular  o  valor  de 

arc  sen  (arc  sen  0,25)  e  arc  sen  (arc  sen  0,9)  e  ex  pi  i  que  0 
que  pode  estar  aconteeendo  no  segundo  calculo, 

(b)  Para  quais  vaiores  de  x  no  interval o  -  I  <x<  1  sen  re- 
curse  computadonal  produz  um  valor  real  para  a  ftm- 
gao  arc  sen  (arc  sen  x)  ? 

48,  Um  jogadordc  fuiebol  chuta  uma  bo  I  a  com  tuna  vdoddadc 
initial  de  14  m/s  cm  um  3ngulo  &  com  o  piano  horizontal 
(ver  ftgura  abatxo).  A  bola  eai  no  chao  a  Lima  disulncia  de 
1 8  m  depots  do  chute.  Se  a  resisteneia  do  ar  for  desprezada, 
entao  a  bola  terd  uma  uajetdria  parabolics  c  o  alcance  hori¬ 
zontal  R  sera  dado  por 

2 

R  =  —  sen  20 
S 

onde  t1  c  a  velocidade  micial  da  bola  e  g  6  a  aederagao  da 
grsividude.  Usando  g  —  9,8  m/.vh  aproxime  do  is  vaiores  de 
0,  ate  o  grail  mu  is  proximo,  segundo  os  quais  a  bola  poderia 
tersido  ehulada.  Qua!  angulo  resuUaria  cm  um  tempo  me- 
nor  do  pernianenda  no  ar?  Por  que? 


49,  (a )  Esboee  os  grade  os  de  are  cotg  x  e  arc  cossec  a. 

(b)  Obtenha  o  donumo  e  a  imagem  de  are  cotg  x  e  de  arc 
cossec  x. 


50,  M  os  ire  que 

(a)  arc  cotg  x  — 


arc  tg  (l  A), 
jr  +  arc  tg  (1/a  ). 


1 

(b)  arc  sec  x  =  arc  cos  — ,  se  |_v  |  > 

x 


se  x  >  0 
sc  x  <  0 


I 


(c)  arc  cossec  x  =  arc  sen  — ,  se  \x\  >  I 

A' 


51,  A  maioria  das  calculadoras  ciemfficas  tem  tcclas  somente  para 
os  valorcs  lie  arc  sen  a,  arc  cos  x  e  arc  tg  x.  As  formulas  no 
Exercicio  50  mostram  como  uma  calculadora  pode  scr  usada 
para  obter  os  vaiores  de  arc  cotg  a,  arc  see  a,  arc  cossec  x  para 
vaiores  positives  de  x.  Use  essas  formulas  e  uma  calculadora 
para  encontrai  os  vaiores  numdrieos  para  cada  uma  das  fungdes 
trigonometricas  inversus  seguintes.  Exprcsse  suas  respostus  ern 
graus.  arnedondados  para  o  decimo  do  grau  mats  proximo, 

(a)  arc  cotg  0,7  (b)  arc  sec  1 .2  (c)  arc  cossec  2,3 


52, 


Uni  sat  elite  de  observagao  terrestue  tem  sen  sores  de  borizonte 
que  podem  medir  o  angulo  0  mostrado  na  ligura  abaixo.  Seja  R 
o  raio  da  Terra  (suposla  e  si  erica)  c  h  a  distancia  entre  o  sate  tile 
c  a  $u  pedicle  da  Terra. 

R 

(a)  Most  re  que  0  —  - * 

R  +  h 


(b)  Obtenha  0  aid  o  grau  mais  proximo  para  um  satdite  que 
esta  a  10.  000  km  da  super  tide  (use  R  -  6.378  km). 


Piflura  Ex48 


49-50  A  fungao  arc  cotg  xe  defmida  cotno  sendo  a  in  versa  da  fun- 
quo  cotangente  rest  tit  a 

cotg  X-  0  <  A  <  7T 


S3.  O  mimero  tie  boras  de  daridade  cm  um  dado  dia  e  em  um  dado 
pouto  na  superfTcte  terrestre  depends  da  latitude  X do  ponto,  do 
angulo  7  abaves  do  qual  a  Terra  moveu-se  em  sen  piano  orbital, 
durante  o  period o  de  tempo  a  parti r  do  equinddo  do  outono  (2 1 
de  niar^o),  e  do  angulo  de  inclinable  0  do  eixo  de  rotagao  da 
Terra,  inedido  a  paitir  da  eclfptica  para  o  none  {0  ^  23,45°). 
O  niimero  de  boras  de  cl  an  dude  h  pode  ser  aproxitnado  pel  a 
formula 


24. 

12  +  ^  arc  sen  />, 

0. 


D  >  I 

\D\  <  I 

D  <  -1 


e  a  fuiigao  arc  cossec  x  6  defmida  como  sendo  a  in  versa  da  fungao 
cossecaruc  restrita 

cossec  a.  -  tt/2  <  x  <  tt/2,  x  *  0 


onde 


sen  (f?  sen  y  tg  A 
v  1  —  sen2  $  sen" y 


Use  ess  as  dehnicoes  em  tod  os  os  exercicios  subsequentes  que  en¬ 
voi  verem  essas  f undoes. 


e  are  sen  D  c  medido  em  grans.  Dado  que  Fairbanks,  no  Alaska, 
esta  localizada  a  latitude  de  X  -  65*N  c  tambern  que  7-  90“  cm 
20  de  junho  e  7  =  270°  cm  20  de  dezembro.  aproxime 


Capttulo  1  /  Fun^oes  65 


(a)  o  nrimero  maxi  mo  de  boras  de  claridade  em  Fairbanks  com 
uma  casa  decimal; 

(b)  o  nu  m  cro  m  m  t  mo  d  e  horas  de  cl  a  r  i  d  ado  cm  Fa  i  rbau  ks  com 
uma  casa  decimal 

Fonts:  Kste  problem  a  loi  adaptado  de  TEAM ,  A  Path  t&  Applied  Mathema¬ 
tics.  The  Mathematical  Association  of  America.  Washington.  D.C.,  ]9S5. 

54.  A  lei  dm  cossenos  alii  ma  que 

c'  =  a'  +  if  -  lab  cos  9 

onde  at  b  e  c  sao  os  eomprimentos  dos  I  ados  tic  am  Irifinguto  c 
£)eo  fingulo  formado  pelos  lad  os  a  e  b.  Obtenha  9,  ate  ograu 
mats  proximo,  para  o  tnartguJo  com  cr=  2,  b~- 3  e  c  —  4. 

55.  Urn  aviao  est3  voarido  a  uma  altura  constantc  dc  3.000  pds  aci¬ 
ni  a  da  a«ua.  a  uma  velocidadede400  pcs/s.  G  piloto  deve  sol- 
tar  urn  pacoic  dc  sobrevivcncia  que  deve  cair  na  dgua  cm  uni 
porno  P  eonheeido.  Sc  a  resastSticia  do  ar  for  despre/ada.  entao 
o  pacotc  ira  seguir  uma  trajcidria  paiabblrca,  cuja  equagao  cm 
relagao  ao  si  stem  a  de  coordenadas  na  Ogura  abaixod 

V  =  3000  -  -kr.v; 

Iv1 


onde  g  6  a  aeeleragao  da  gravidade  e  v  6  a  velocidade  do 
aviso,  Usando  g  =  32  pds/s",  eneonue  o  Sttguio  0  da  “tin ha 
do  visao”  ate  o  grau  inais  proximo  que  resultant  no  pacotc 
atingindo  o  alvo. 


Trajetoria 
pa  rabbi  ica 
do  objeto 


Figura  Ex -55 


56.  Uma  camera  csta  po  si  cion  ad  a  a  x  pcs  da  base  dc  uma  ram- 
pa  de  langamento  dc  misseis  (ver  figura  a  seguir).  Sc  o  rrussil 
de  comprimemo  a  pds  for  langado  vertical  menie.  mostre  que 


quando  a  base  do  missil  estiver/j  pds  acima  das  lentes  da  came¬ 
ra  o  fingulo  0  subentendido  nas  lentes  pclo  missil  d 

x  x 

9  —  arc  cot  - - arc  cot  - 

a  +  b  b 


C&  mera  Rarnpa  de  le  ngam  en  to 


Figura  Ex -56 


57.  Prove: 

(a)  arc  sen  (-x)  =  -  arc  sett  x 

( b)  arc  tg  (-  v)  =  -  arc  tg  x 

58,  Prove: 


(a)  are  cos  (-.v)  -  n  -  arc  cos  x 

(b)  an'  sec  f-v)  ~  n  --  arc  sec  x 


59,  Prove: 


(a)  arc  sen  x  =  arc  tg 


x 


v'T3 


(N  <  i) 


,,  ^  x 

(h)  arc  cos  x  =  ~  —  an  te 


\/ 1  —  x2 


(lJT|  <  1). 


60,  Prove: 

/  -v  +  v 

arc  tg  x  +■  arc  tg  v  =  arc  tg  (  - - — 

V  1  -  xy 

desdc  que  -rtf 2  <  arc  tgx  +  arc  tg  y  <  jt/2.  Use  uma 

idemidade  para  tg  (ot  +./0-1 

6 1 *  Use  o  resuitado  do  Exercfci o  60  para  mostrar  que 

(a)  arc  tg  i  +  arc  tg  l  =  n/A 

(b)  2  arc  tg  j  +  arc  tg  j  =  it l A 

62*  Use  as  identidadcs  (9)  e  { 1 2)  para  obter  a  identidade  ( 1 6). 


%/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREEMSAO  1.5 


K  (a)  n3od  injetora  (b)  nao  6  injetora(c)  6  injetora  2.  -  \  3.  (-2,  3);  (2,  -3)  4.  (a)  -k/2  (b)  -t/ 4  (c)  t/3  (d)  tt/3  (e)  2jt/3 

5- (a)  n/1  (b)  2jt/7  (c)  tt/ 6  (d)  2tt/7 


1 .6  FUNgOES  EXPONENCIAIS  E  LOGARITMICAS 

Quando  os  logaritmos  forum  introduztdos  coma  tuna  ferramenta  computacionai  no 
sec  it  to  XVII,  des  fomeceram  aos  cientistas  daquela  epoca  am  poderde  cdlculo  ate  entdo 
inimagindvel.  E  mb  or  a  os  c  output  ado  res  e  as  caiculadoras  ten  bans  subslituido  as  to  he  las 
logariimkas  em  cdlcuios  mmericos,  as  fungoes  lagan  (micas  tern  aplicaeoes  de  longo 
a  lea  nee  na  Mate  malic  a  e  nas  ciencias,  Nesta  segao  vamos  re  ver  a  tg  it  mas  pwprledades 
de  exponential  s  e  logaritmos  e  entdo  utilizaremos  nos  so  estudo  de  fungoes  inversus  para 

desenvoher  result  ados  sob  re  fungoes  exponential  s  e  lo  garb  micas. 
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Tahela  1.6.1 


X-  21 

.t 

S.(KX)tKKJ 

3,1 

S.574IS8 

344 

8,815241 

3,141 

8,821353 

3,1415 

8.82441  ] 

3.14159 

8,824962 

3,141592 

8.824974 

3  J  415926 

8.824977 

■  EXPOENTES  IRRACIONAIS 

Lcmbre-se  da  Algebra,  cm  que  as  potGncias  i arenas;  nao-nulas  de  uni  dado  numero  real  nfLO- 
nulo  b  sao  dcfintdas  por 

I 


brl  =  b  x  b  x  ■  ■  ■  x  h 

u  h a  lores 


b~"  = 


h" 


e  if  =  l  sc  n  =  0,  Alem  disso,  p/q6  mm  numero  mcwia/ positive  dadoem  forma  irredutivel, 
entao 

1 


=  ‘Vbp  =  ( ¥b)p  c  b~p/<l  = 


bi,/i 


Se  h  e  negalivo*  enlao  algumas  potSncias  Iracionar  ias  tie  b  terao  vale  res  i.magin£iiosT  como, 
por  exemplo,  a  quantidade  (— 2)]/2  =  *f— 2,  Para  evitar  cssa  camp  1  [cacao,  passamos  a  super 
em  toda  esia  segao  que  b  >  0,  me&mo  se  isso  nao  for  explkitado. 

Ex i stem  varies  metodos  para  definir  potencias  irrationals,  tais  como 

2-T.  3  A  Tt-'fi 

Uma  abordagem  eons  isle  em  definir  as  potencias  irraeionais  do  b  por  meio  de  aproximaqoes 
sucessivas  usando  poifincias  racionais  de  b.  Por  exemplo,  para  definir  2F  eonsidere  a  repre- 
sentagao  decimal  de  ;r 

3,1415926... 

A  partir  dessa  decimal  podemos  form  a  r  uma  sequencia  de  racionais  que  lica  cada  vez  mats 
proximu  tie  tt,  a  saber; 

3,1;  3,14;  3,141 ;  3,1415;  3,14159 
e  dessa  seqtiencia  podemos  for  mar  uma  seqUencia  de  potencias  racionais  de  2: 

^3.1.  *.VI4.  *3.141.  *  3.1415.  *3,14159 
i  r.  i  i  >  x-  ,  * 

Como  os  expoem.es  dos  term  os  dessa  scqii&ncia  se  aproximam  cada  vex  mats  de  ir,  pareee 
razoavel  que  os  ptoprios  Lermos  lambeni  se  aproximem  sucessivamente  de  algum  niimero,  E 
esse  o  numero  que  definimos  como  sendo  27r.  Isso  esta  ilustrado  na  Tube  I  a  1.6. 1,  que  construe 
m  os  usando  uma  c  ale  u  lad  ora.  A  label  a  sugere  que,  ate  a  quarta  casa  decimal,  o  valor  dc  2  e 


QQMINIO  DA TECNOLOG1A 

Use  uma  ea  leu  lade  ra  para  confer  ir  os 
resuitactos  da  labels  i.6.1  e  ent£o 
confirm  (1)  usando  a  calculation  para 
calcular2'  diretamente. 


2*  as  8,8250  ( I ) 

Com  essa  nogao  de  potencias  irraeionais,  observamos,  sum  provar,  que  as  segui rites  leis 
dc  exponenciaqao  faniiliares  valem  para  todos  os  valores  reals  de  p  c  de  q: 

w  =  /y,+c  —  =  (bi'Y  =  //■* 

b‘i  v  ’ 


■  A  FAMILIA  DE  RJNQOES  EXPONENCIAIS 

Uma  fungao  da  forma  fix)  =  b\  cm  que  b  >  0,  6  denominada  fungao  exponential  de  base  b. 
Alguns  cxcmplos  sao: 

/(.*)  =  2' ,  fix)  =  (i)  ‘  ,  fix)  =  n’ 

Note  que  uma  lungao  exponencial  tern  uma  base  constautc  e  urn  expoentc  variavcf  *As- 
sim,  fungoes  tais  como  fix)  =  x2  e  f(x)  =  x7'  nao  seriam  classificadas  como  fungous  exponen¬ 
tial  uma  ve/,  que  LCm  uma  base  variavel  e  um  expoente  constante. 

A  Figura  i.6.1  mostra  que  o  grafico  de  v  -  //  tem  uina  de  trSs  formas  gerais,  depen- 
dendo  do  valor  de  b.  Observe  nessa  figura  que  o  valor  de  //  eresce  com  x  cresecnle  sc  b  >  1 , 
decrcsce  ct>m  x  deereseerUe  se  0  <  b  <  Fee  constante  sc  b=  L  Todos  os  grab  cos  passam  pelo 
ponto  (0,  I ),  pots  if  -  L 

Se  /j  >  L  entao,  a  medlda  que  pereorremos  o  grafteo  de  v  -  If  da  esquerda  para  a  dire  it  a. 
os  valores  de  if  erescem  sem  parar,  enejuanto  percorrendo  o  gnifieo  da  direita  para  a  esquerda 
os  valores  de  If  decrescem  em  diregao  a  zero,  sem  nunea  atingi-lo.  Analogamenie,  se  0  <  b  <  1 , 
enlao,  a  rued  Ida  que  pereorremos  o  grafico  de  if  da  esquerda  para  a  diieiia,  os  valores  de  if  de¬ 
crescem  em  diregao  a  zero,  sem  nunea  atingi-lo,  en quanto  percorrendo  o  grafico  da  direita  para 
a  esquerda  os  valores  de  If  erescem  sem  parar 
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Os  gruficosde  alguns  membros  ifpicos  da  fumfliade  f undoes  exponenciais  apareeem  m 
Figura  1 .6,2.  Ossa  figure  mostra  que  o  grafico  de  v  -  ( Mbf  c  a  reflexao  do  grefico  de  y  =  b*  cm 
torno  do  mo  y\  Isso  ocone  poisf  substituindo  x  por  -x  na  equagao  y  -  b\  obtenios 

y  =  b~x  =  (]/hf 


A  ligura  tainbdm  da  a  calender  que,  quanto  itiaior  a  base  h  >  1,  mats  rapid  amente  a  fungao 
f(x)  -  bv  ere  see  para  x  >  0. 


y  =  b*  y  =  bx 


~2  “I 


Figura  1  xa  A  famflia y  =  &  (b  >  0) 


Sc  b  >  0,  entao  f(x)  =  bx  esta  bem  deiinida  e  tern  uni  valor  real  para  cada  valor  real  de 
x,  de  modo  que  o  dominio  natural  de  cada  fungao  exponencial  6  (-™j,  -Kv).  Se  b  >  0  e  b  ^  0, 
entao,  conic  vimos  anteriorniente,  o  grafico  de  y  -  //  eresee  sem  parar  a  medida  que  o  per- 
eonemos  era  uni  semi  do  e  decresce  em  diregao  a  zero,  sem  nutica  alingi-lo,  a  medida  que  o 
pereorremos  no  outro  sentido.  Isso  implica  que  a  imagem  de  fix)  =  If  6  (0,  -K*>).* 


►  Exemplo  1  Esboce  o  grafico  da  fungao  fix)  -  1  —  2’  e  encontre  sen  dominio  c  imagem. 

Sohuyao  Comece  com  o  grafico  de  y  =  2\  ReOila  esse  grafico  no  eixo  x  para  ohter  o  grail- 
co  de  y  =—2\  depois  fransiade  o  grafico  obtido  uma  unidade  para  eima  para  obter  o  grafico 
de  y  =  1  -  2*  (Figura  1 .6.3).  A  reia  traeejada  na  tercel ra  pane  da  Figura  1 .6.3  e  uma  assfnto- 
ta  horizontal  do  grafico.  Deve  bear  claro  a  partir  do  gralico  que  o  dominio  de  f  6  ( — +■>.) 
e  a  imagem  6  (-txg  I).  < 


G  uso  da  letra  ee  uma  home  n  a  gem 
ao  matematico  suigo  Leonhard  Euler 
{biografia  a  pdgina  3)h  ao  qual  e  credb 
lado  o  reconhecimento  da  important 
cia  matem&ica  dessa  constants. 


■  A  FUNQAO  EXPONENCIAL  NATURAL 

Den  ire  todas  as  bases  possiveis  para  as  I  undoes  exponenciais,  ha  uma  em  particular  que  de- 
sempenha  urn  papel  especial  no  Calculo.  Fssa  base,  denotada  pel  a  letra  e,  e  um  ceno  ntimero 
irracional  cujo  valor  ate  a  sexla  easa  decimal  e 

2,7 1 8282  (2) 


Eslamos  supondo.  sem  demon strar.  que  o  grdfico  de  y  =  h'  sej:i  mmcurvu  semquebr^.  lacunas  ou  bumeus. 
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Fig  unit  L6.4  A  ret  a  tango  nte  ao 
gr&fico  <le  v  =  c  cm  (0.  I )  tcin  iitcli- 
nagao  h 

DOMENIQ  DA 
TECNOLOGIA 


ligura  1.6,3 


Os  logaritmos  com  base  10  sac  deno- 
minados  logaritmos  comuns  mui- 
tas  vezes,  sao  escritos  sem  referen- 
cia  alguma  &  base,  Assim.  o  sfmbolo 
log  x  em  gerai  signifies  logl|Tjf, 


Exsa  base  d  imporiante  no  Culculo  porque,  eomo  veremos  udiame,  h  -  e  6  a  unica  base  para  a 
qual  a  inclinagao  da  reta  tangente*  a  curva  y  -  bx  cm  qualquer  ponto  P  da  curva  e  igual  a  co- 
ordenada  y  do  ponio  P*  Assim+  por  excmpiot  a  reta  tangente  a  y  =  e  cm  (0t  1)  tern  inelinagao 
igual  a  \  (Figura  1 .6.4). 

A  lunyao  fix)  —  c  e  denom i nada funqao  exponential  natural.  Como  o  nilmero  e  csta 
entre  2  e  3,  o  grafieo  de  y  =  e  sc  eneaixa  enire  os  grab  cos  de  y  —  2A  c  de  y  =  3\  como  mostra 
a  Figura  1.6.5,  Para  simplilkar  a  tipografia,  a  fungao  exponencial  natural  tambem  e  dada  por 
exp(.v),  caso  em  que  a  reJaqao  C  ~ '  =  e*leXi  dove  ser  expressa  por 

cxp(.u,  +  x2)  =  exp(A'j)  cxpU-j 


O  reccrsQ  computacional  do  lei  tor  deve  ter  comandos  ou  tecEas  para  aproximar  e  e  tragar  o  grStico  da  fungao 
exponencial  natural,  Lei  a  seu  manual  para  ver  como  fazer  isso  e  use  o  recurso  para  confirmar  (2)  e  gerar  os 
graficos  da  Figura  1.6.5. 


A  consumte  e  tambdm  aparece  no  coniexlo  do  grafico  da  equaqao 

3’  =  (i  +  -)  ») 

Como  mosiramos  na  Figura  1 .6.6,  y  —  e  €  Lima  ass fn lot a  horizontal  desse  grafieo.  Disso  de¬ 
co  rre  quo  o  valor  de  e  pcxle  ser  aproximado  coni  a  prccisao  desejada  calculando  (3)  para  x 
sulieiememente  grande  em  valor  absolute  (Tabela  i  .6.2). 


Tabela  1.6.2 

APROXIMACOES  DE  f  POR  (t  +  UvV  PARA 
VALOR ES  CRESCENTES  DE  x 


X 

1  + 1 

0  +hY 

\ 

2 

^2.(XMK)00 

\0 

1.1 

2.593742 

too 

1.01 

2.704&I4 

[000 

1,001 

2.736924 

E  0, 000 

EOOOl 

2.73  &I46 

\  00.000 

LOOOOI 

2.71. 8268 

[ , 0(H), 000 

LOOOtMH 

2.7  i  8280 

■  FUNQOES  LOGAFHTMICAS 

Lembre-se  da  Algebra,  cm  que  uni  logarithm  e  uni  expoeme.  Mats  precisamenle*  se  b  >  0  e  1 , 
para  um  valor  positive  de  x  a  expressao 

log** 

(que  sc  16:  “o  logarilmo  de  _v  na  base  /;”)  denota  aquele  expoente  ao  qual  devemos  elevar  h 
para  obter  x.  Assim*  porexemplo: 


1ogPfl100  =  2,  loglfl(l/1 000)  =  “3,  log,! 6^4,  logj  =  0,  log hb  ^  1 


L0?=  100 

ill 

IE 

2 

2 '  =  16 

'AL¬ 

II 

bl  -  b 

A  funqao  f(x)  =  log^v  e  denom  in  ad  a  funqao  logaritmica  de  base  b. 


*  A  defmi$3oprecisa  de  rcia  langcmc  seni  diMuiidafldiane.  Per  ciiguftiilo,  aintui^o  do  Eerier, 
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Figura  !  .6.H  A  Emilia 

y  -  log^v  (i?>  l ), 


DOMINIO  DATECNOLOGIA 

Use  seu  recurso  grdfico  para  gerar  os 
grsificos  de  y  -  h\  x  e  de  y  =  log  x. 


As  forgoes  loganlmicas  Lambdrn  podem  $er  interpreludas  Como  inverses  das  fungoes 
exponenciais.  Para  ver  isso,  observe  na  Figura  1.6J  que,  sc  h  >  Oe  h  ^  1,  eutao  o  grafico  dc 
fix)  —  If  passa  no  lesie  da  reia  horizontal,  de  mode  quo  b  torn  Lima  in  versa.  Podemos  encon- 
trar  uma  formula  para  ossa  in  vers  a  com  vanavel  independente  x  resol  vendo  a  equagao 

v  “  b  ■ 


para  y  como  uma  fungao  de  x.  Mas  essa  equagao  afirnia  quo  y  6  o  logarilmo  de  x  na  base  b,  de 
modo  que  pod  cm  os  reescrcve-la  como 

v  =  logifx 


Assim,  estabcleecmos  o  seguinte  rcsullado: 


Segue  desse  teorema  que  os  grafieos  de  y  =  bx  e  y  -  log,/  sao  reflexoes  urn  do  outro 
pda  reta  v  =  x  (ver  Figura  1 .6.7  para  o  caso  cm  que  b>  1).  A  Figura  L6.S  mostra  o  grafico 
de  v  -  1  ogft  x  para  varies  valores  de  b .  Observe  que  rodos  esses  grad  cos  passam  pelo  porno 
(1,0). 

O  logaritmo  mais  importante  nas  aplicagoes  c  o  de  base  e,  que  e  denoininado  hgarit- 
mo  natural,  ja  que  a  fungao  log/ d  a  inversa  da  fungao  exponential  natural  e\  E  comum 
denotar  o  logaritmo  natural  de  x  por  In  x  (que  costuma  ser  lido  como  llele  enc  de  xis")  em 
vczde  ]ogex.  Por  exemplo: 


In  1=0, 


In  e=  1, 


In  Ue  =  -\ 


ln(0  =  2 


i.tniM  Vci  que  i '  =■  I 


u  nl  j  vet  que  e  =  f 


u  rlia  Vtt2  tjiic  e  =  14' 


ii  mu  vLv  l[ull  i-1"  =  rr 


Ern  gerab 


v  =  1  n  jc  se,  e  somenie  seT  x  =  e y 


Como  mostramos  na  Tube! a  1 .6.3,  a  relagao  inversa  entre  If  e  log,/  da  uma  correspon¬ 
dence  entre  at  gum  as  propricdadcs  basicas  dess  as  fun  goes. 


Tube!  a  1.6*3 


CORRESPONDENCE  A  ENTRE  AS  PROPR1EDADES  PAS 
EU  N  COES  LOG  A  K ITM  1C  AS  E  EX  RON  ENCI A 1 S 

PEOPRIEDADE  DE  b* 

RROPR1EDADE  DE  \ogt  x 

1 

lo&t  =  o 

b[=b 

lOg/  =3  1 

Imagcm  c  (0,  +oo) 

Domfriio  c  (0,  +isu) 

Domfn io  €  +oo) 

Lmagem  6  (— r>ot  4  \,) 

Tam  hem  segue  das  propricdadcs  de  cancel  amenlo  de  fun  goes  in  versus  [ver  (3)  na  Segao 
1.5]  que 


1  o gh(  f )  -  x  pa ra  todo s  os  v al  ore  s  re  a  i  s  de  x 
b[^h'x  =  x  para  x  >  0 


No  caso  especial  em  que  b  -  e,  cssas  equagoes  tornam-sc 

3  n(/ )  -  A-  para  Lodes  os  valores  reals  de  x 
eln  ■  =  *v  para  a  >  0 


(5) 
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Em  on  Iras  palavras,  as  fun  goes  1/  e  ioghx  cancel  am  o  efeito  uma  da  outra  quando  compostas 
cm  qualquer  ordcm;  por  exemplo: 


■  RESOLVENDO  EQUAQOES  ENVGLVENDO  FUNQOES  EXPONENCIAIS  E 
LOGARITM1CAS 


As  seguintes  propriedades  algdbrieas  dos  logariimos  dcvem  ser  familiares  de  sous  estudos 
ante  r  Sores* 


1 ,6.2  ri  ORr\ i a  (Propriedades  A igebricax  dos  Logaritmos  )  Se  b  >  0,  h  ^  0,  a  >  0,  c  >  0 
e  rd  um  nCimero  real  qualquer,  entao: 

(a)  log, ,(«<')  =  log,,«  +  log,,o 

ProjfricdHUle  tlojvrodtflo 

(b)  log,,(fi/c)  =  log, ,<3  -  log,,c 

rroprietfade  do  quodentc 

(c)  logt(«r)  =  c  log,, a 

Pro]>i’iedade  dapo^ncia 

(d)  logfc(l/()=-!ogfcc 

P[,0]>r[<-L.];iJt;  do  tecipnxro 

As  expresses  da  forma  lo£,(u  +■  it)  e 
-  v)  n&o  t6m  nenhuma  simplifi- 
cacao  Gtil  am  termosde  tog,,«  e  1  a«  v. 
Em  particular, 

log^H  + 1')  &  +  logfr(i>) 

log, (It  ~  If)  V-.  logjL,  (w>  -  log  J  If) 


Essas  propriedades  sao  frequeniemenre  u  sad  as  para  expand  ir  um  unieo  logariimo  ein  somas, 
cm  difercngas  e  em  multiples  de  outros  logaritmos  e,  i  livers  am  eme,  para  condensar  somas, 
diterengas  e  multiples  de  logaritmos  em  urn  tinico  logariimo.  Por  exemplo: 


!os 


xv5 


—  log  xy5  —  log  *Jz  —  log  x  -J-  log  v5  -  log  - 1,2  —  log  A  +  5  log  y  —  \  log  Z 


5  log  2  +  log  3  -  log  8  =  log  32  -f  log  3  -  log  8  —  log 


32  -3 


8 


=  log  32 


■|  In  x  —  in  (a  2  —  I )  +  2 !  n  (x  +  3)  =  1  n  x 1  —  I  i\(x 2  —  1 )  +  ln(jr  -f-  3)2  =  In 


i/x(x  H-  3)- 
x2  -  I 


As  relaqocs  inversasemre  as  fungoes  logarftmicase  exponenciais  fornecetn  os  seguimes 
resultados  rileis  para  resolver  equagoes  que  envoi varn  a  exponeneial  e  o  logariimo  natural: 


v  =  ex  c  cquivaleme  a x  =  In  y  sc  y  >  0  c  x  6  qualquer  numcro  real 


(6) 


Em  geral  se  b  >  0  e  b  ^  l  entao 


v  -  b'  e  equivalence  a x  —  logA  v  se  y  >  0  e x e  qualquer  ndmero  real. 


P) 


Uma  equaqao  da  forma  log,,  a  —  k  pode  ser  resol  vida  para  x  reescrevendo-a  na  forma 
x  -  b\  e  uma  equaqao  da  forma  bx  =  k  pode  ser  resol  vida  reescrevendo-a  na  forma  x  =  log  hk. 
Altemativamcnte,  a  eqtiaqao  bx  —  k  pode  ser  re  sol  vida  tomando  urn  logariimo  qualquer  de 
ambos  lados  (mas  geralmente  log  ou  In)  e  aplicando  a  parte  (c)  do  Teorema  L6.2.  Essas 
ideias  estao  ilustradas  no  exemplo  a  seguir* 


►  Exemplo  2  Encontre  x  tal  que 

(a)log*  =  V2  (b)Ln(jt+l)  =  5  (c)5*=7 

Soluqao  (a)  Convertendo  a  equaqao  para  a  forma  exponeneial,  obtetn-se 

x  =  K.'r'~  -o  25,95 


So  I it  ^ao  (b)  Co nverte n  d o  a  e q  uagao  para  a  form  a  ex  pc >n  end  al ,  o h  tern-  se 
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Soluqao  (c)  To  man  do  o  logariimo  natural  de  am  bos  os  lad  os  e  usando  a  propriedade  da 
potencia  de  logaritmos,  obtem-se 

3rt  7 

x  in  5  =  In  7  ou  ^  1,21  < 

In  5 


►  Exemplo  3  Um  sate]  3ie  que  requer  7  walls  de  poieneia  para  operar  cm  plena  capaeidade 
esta  equipado  com  uma  tome  de  poteneia  de  radioisotopes  cuja  sat  da  ein  watts  e  dad  a  pda 
cqua^ao 


P  =  15e 


—tf  L  2  L= 


onde  1 6  o  tempo  em  dins  que  a  fonle  e  usadu.  Por  quanto  tempo  o  sulelile  pode  operar  na  ca- 
pacidadc  maxima? 

Solu^ao  A  pole nc ia  P  decaira  para  7  watts  quando 


7  =  15e 


A  soluqao  para  f  e  como  segue: 


-//F2S 


7/75  =  e 
In  (7/75)  =  ln(e~',l2S) 


In  (7/75)  =  -f/ 125 
/  =  -  125  In  (7/75)  ss  296,4 

logo,  o  satdlite  pode  operar  na  capaeidade  maxima  por  eerea  de  296  dias.  < 
Aqui  esla  um  exemplo  mais  eomplicado. 


►  Exemplo  4  Resolva 


ex  —  e  x 


=  I  para  a. 


So! if  {do  Multiplicando  ambos  os  I  ados  da  cqua^Ho  por  2,  temos 


on,  de  forma  equivaleme, 


x  -X  .-1 

e  -  e  —l 


V  1  9 

e  —  - —  =2 
e * 


Multiplicando  ambos  os  (ados  por  e\  temos 


e  '  -  I  -  2e  ou  e  *  -  2e  -  I  —  0 

Is  to  et  de  faio,  uma  cquugao  quadratics  disl’ar^ada,  como  pode  ser  vislo  reescrcvendo-a  na 
forma 

(e'  f  -  2/  -  i  =  0 

e  fazendo-se  u  -  e  para  obter 

u2-  2i<-  l  =  0 

Resol  vend o  para  pela  formula  quadrat  iea,  temos 

2  ±  ^4  +  4  _  2  ±  78 


=  i  ±  -Jt. 


ou,  uma  vez  que  u  -  e  , 

ex  =  I  ±  Jl 

Mas  e  nao  pode  ser  negativa,  portanto  descartaremos  o  valor  negativo  1-  v2 ;  assim, 

ex  —  1  4-  \fl 
In  e'  =  ln(l  +  %/2) 

.*■  =  ln(l  +  -Jl)  «0,88!  4 
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■  FORMULA  DE  MUDANQA  DE  BASE  DE  LOGARITMOS 

Geralmcnte,  as  calculadoras  cicntfticas  forncccm  teclas  para  calcular  logaritmos  comuns  e 
n  alma  is,  mas  nao  Lem  lecla  para  calcular  logaritmos  em  outras  bases.  Comudo,  issa  nao  6 
uma  defies  encia  grave  porque  c  possivel  expressar  um  logariimo  com  uni  a  base  qualquer  cm 
term  os  de  logaritmos  com  uma  outra  base  qualquer  (ver  Exercfcio  40).  Porexemplo*  a  formu¬ 
la  a  seguir  expressa  um  logariimo  com  base  h  em  lermos  de  logaritmos  namrais: 


log,,  A  = 


tn  x 
In/? 


(8) 


Podemos  deduzir  esse  resultado  lazendo  y  —  loggia  do  qua!  temos  h  '  =  x.  Toman  do  o  la- 
gar  h  mo  natural  de  am  bos  os  lad  os  des  sa  equaqao,  obtemos  y  In  b  =  In  x,  a  parti  r  do  que 
seguc-se  (8), 


►  Exeimplo  5  Use  uma  calculadora  para  calcular  log35  expressando  esse  logariimo  em 
term  os  de  logaritmos  naiurais, 

Solugfw  A  partir  de  (8),  obtemos 

loe,5  =  — -  is  2,32 1928  < 

In  2 


Ta  belli  1.6*4 


P  (dB)  ///0 


0 

I0n  = 

1 

to 

10'  = 

10 

20 

I02  = 

100 

30 

I03  = 

1,000 

40 

10J  = 

10.000 

50 

+ 

1  f)5  = 

1 00.000 

120 

l<)'2  = 

]  .000.000.000.000 

■  ESCALAS  LOGARITMICAS  NA  CIENCIA  E  NA  ENGENHARIA 

Os  logaritmos  sao  us  ados  na  ciencia  e  na  Engenharia  para  tratar  com  quantidades  cujas  um- 
dades  variam  sobre  run  con  junto  excess] vamente  ample  de  valores.  Porexemplo,  a  ‘altui  a" 
de  um  som  pode  ser  medido  pela  sua  intensidade  l  (em  watts  por  metro  quadrado),  a  qual 
esla  relation  ad  a  com  a  energia  inmsmilida  pela  onda  sonora  ~  quanto  maior  a  intensidade, 
maior  a  energia  transmit!  da  e  mass  alto  o  som  e  eaptado  pelo  ouvido  bum  a  no,  Contudo, 
unidades  de  intensidade  sao  dilfcies  de  eonlrolar  porque  variam  sobre  urn  enorme  eonjunto 
de  valores.  Por  exemplo,  o  som  no  limiar  da  audigao  humana  tejn  uma  intensidade  em  torno 
de  J0’l2W/ni\  um  coehicho  abafado  tern  uma  intensidade  de  cerea  de  100  vezes  o  limiar 
da  audigao,  e  a  lurbina  de  um  avifio  a  jalo  a  50  metros  tem  uma  intensidade  de  cerca  de 
1 .000.000-000-000  =  1 .012  vezes  o  limiar  da  audigao-  Para  ver  como  os  logaritmos  podern 
ser  usndos  para  reduzir  essa  amplitude,  observe  que  se 


Pete  Tbwnshend  do  gnj-tx?  The  Who. 
sofi  eu  permanent  redug ao  da  audi- 
gio,  devido  ao  alto  nivel  de  tied  be  is 
da  musica  dc  sua  banda. 


y  -  log  x 

entao,  aumentando  x por  um  fat  or 'de  10,  adiciona-se  1  imidadcay,  umavezque 

log  lO.v  -  log  10  +  log  a=I  +  v 


Os  Us  i  cos  e  os  engenheiros  aproveitam  as  vantage  ns  dessa  propriedade  para  medir  a  intensi¬ 
dade  em  lermos  do  nivel  do  som  pr  o  qual  e  deli ni do  por 


/?=  10  log  (///,) 


onde  =  10  W/m  e  a  intensidade  de  referenda  proxima  ao  limiar  da  audigao  humana.  A 


untdade  de  e  o  decibel  (dB),  assim  denotada  em  homenagem  ao  inventor  do  telefone  Alexan¬ 
der  Graham  Bell.  Com  essa  escala  de  medkla,  multiplicando  a  intensidade  /  por  urn  lator  dc 
1 0,  adicionam-se  10  dB  ao  nivel  de  som  ft  (verifique).  Isso  results  em  uma  escala  mais  tratavel 
do  que  a  i  ntensidade  para  medir  a  allui  a  do  som  (Tabela  1 ,6,4).  Algumas  outras  esealas  logarit- 
micas  familiarcs  sao  a  escala  Richter ,  usada  para  medir  a  intensidade  dc  terremotos,  e  a  escala 
pH,  usada  para  medir  a  acidez  na  Qmmiea;  am  has  serao  disco  lid  as  nos  exercicios. 


►  Exemplo  6  Em  1 976,  o  grupo  de  rock  The  Who  estabcleceu  um  recordc  para  a  intensi¬ 
dade  de  som  de  um  show:  120  dB.  Por  comparaqao,  um  martelo  pneurnatieo  posicionado  no 
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mesmo  lugar  do  The  Who  poderia  ter  produzido  um  som  de  92  dB,  Qual  6  a  razao  da  intensi- 
dade  do  som  do  The  Who  cm  relagao  a  intensidade  de  som  de  um  mailelo  pneumatico? 

Solugao  Sejam  /,  c  ft ,  (=120  dB)  a  intensidade  e  o  nfvel  do  som  do  The  Who,  e  I2  e  fi2  (— 
92  dB)  a  intensidade  e  o  nfvel  de  som  do  mailelo.  Entao, 

/,/ 4  //*)(/*/ 4) 

log  (/,  /  4)  =  iog(4  /  4)  -  log  (A  /  4) 

io  iog(4  /  4)  - 10  iog(/,  /  4)  -  io  log  (4/4) 

10  k>g(/,  /  4)  =  ft  ~  ft  =  120^  92  =  28 
log  (4  /  4)  =  2,8 

Logo,  4  /  4  =  10'  *  63 1 ,  o  que  nos  diz  que  a  intensidade  do  som  do  The  Who  era  63 1  vezes 

maior  do  que  a  de  um  martclo  pneumatico!  < 


TabcJa  Lfi,5 


X 

€X 

In  x 

i 

2,72 

0.00 

2 

739 

0.69 

3 

20,09 

1.10 

4 

54,60 

t  .39 

5 

148.41 

1,61 

6 

403,43 

1 ,79 

1 

1096,63 

1,95 

8 

2980,96 

2.08 

9 

8103.08 

2.20 

10 

22026,47 

2,30 

IOO 

2,69  x  1 04-’ 

4.61 

1000 

1 ,97  x  IQ4*4 

6,91 

■  CRESCIMENTO  EXPONENCJAL  E  LOGARiTMICO 

Os  pad  roes  de  eresoimenio  de  e  e  In  x  ilustrados  na  Tabela  1.6.5  sao  dignos  de  ser  rnencio 
nados.  Am  has  as  I  lingoes  cresccm  quandox  cresce,  mas  sens  eresci  memos  sao  cons  idem  wi¬ 
re  elite  d  i  fere  mes  -  e  cresce  ex  1  re  in  a  me  me  r^pido*  enquanto  0  crescimemo  de  In  x  6  extrema- 
meme  vagaroso.  For  cxemplo,  em  x  -  10  o  valor  de  e  esta  acini  a  de  22.000,  mas  cm  x  -  1 .000 
o  valor  de  In  x  nem  sequer  atinge  7. 

D  item  os  que  uni  a  fungao  cresce  sem  cota  com  x  ere  see  rite  se  os  valorcs  dc  fix)  acabam 
excedendo qualquer  numero  positivo  M especificado {nao  imporlaquao  grande) a  medida  que 
x  cresce  sem  parar.  A  Tabela  1,6,5  sugcrc  veementcmente  que  f(x)  =  e'  crcscc  sem  cota,  o  que 
d  consistente  com  0  fato  de  que  a  imagem  dess  a  fungao  6  (0,  -kc),  De  faio,  se  escolhermos 
qualquer  numero  positivo  A/,  entao  teremos  e  —  M  quando  x  -  In  A/,  e  cnnio  os  va Sores  de  e ' 
crescent  quando  x  cresce,  teremos 

e'  >  M  se  x  >  1 11  M 

(Figura  1 .6,9).  Nao  6  evidente  a  partir  da  Tabela  1 .6.5  se  In  x  cresce  sem  cota  com  x  crcs- 
cente,  porque  os  valores  crescent  muito  lemamente,  mas  sabemos  que  isso  ocorre  porque  a 
imagem  dessa  fungao  e  +*o).  Para  vcrificar  isso  algebricamentc,  tomemos  um  numero 
M  positivo  qualquer*  Temos  In  x  =  M  pat  a  x  =  eM  e,  como  os  valores  de  In  x  crescent  com  x 
ere  see  me,  resulta 


In  x  >  M  se  x  >  e 


\f 


(Figura  1.6.10), 


Figum  1*6*9  O  valor  du  y  =  e'  ex- 
etxlerA  um  valor  positivo  M  arbitrririo 
para  jt  >  In  M. 


Figura  1*6.10  O  valor  dc  y  -  in  x  ex¬ 
cellent  urn  valor  positivo  M  arbiirtfrio 
para  x  > 
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1^  EXERGIGIOS  DE  COIVIPREENSAO  1.6  ( Verpagina  76 para  respostas.) 


L  A  fungao  v  =  ( - ) '  tcm  domfnio 


e  imagcm 


2.  A  fungSo  v  =  ln(l  -  x)  tern  domfnio 


e  imagem 

•a.1 


3*  Ex  pres  sc  como  Lima  potencia  de  4: 

(a)  I  (b>  2  <c)  jL  «i)  (e)  5 


4 ,  Re  sol  va  e  ad  a  equag  ao  ei ti  relag ao  a  a\ 

(a)  ex  =  \  (b)  !  g*  =  i  .000.000 

(c)  7ffc  =  56 

5*  Resol  va  c  ad  a  equag  ao  cm  relagao  a  x. 

(a)  Iti  x  =  3  (b)  logCv  -  1 )  =  2 

(c)  2  log  x-  Iog(x  +  l)  —  Jog  4  -  log  3 


EXERCICIOS  1*6  0  Recurso  Grafico 


1-2  Simplifique  a  expres&So  sem  usar  urna  ealeuladora. 

1.  (a)  -8m  <b)  (-8 f'  (c) 

2.  (a)  't  (b)  41'  (c)  S’0-’ 

3“4  Use  uma  ealeuladora  para  aproximar  a  expressao.  Anedondc 
snii  resposta  ate  quairo  easas  decimals, 

3.  (a)  21'57  (b)  S-2'1 

4.  (a)  v^24  (b)  ^06 

5-6  Eneonire  o  valor  exaro  da  expressao  sem  usar  uma  calon- 
lad  ora. 

5*  (a)  log,  16  (b)  Iog2{^) 

(c)  logj  4  (d)  log,,  3 

6*  (a)  log]0(0,0Gl)  (b)  logS{J(IO-) 

(c)  \n(e *}  (cl)  In(v^) 


7-8  Use  a  ealeuladora  para  aproximar  a  express&o.  Arredondo  sua 
resposta  ate  quatro  casas  decimals. 

7.  (a)  log  23,2  (b)  In  0.74 

8*  (a)  log  (13  (b)  In  ji 

9-10  Use  as  propriedades  de  logaritmos  do  Teorema  1.6.2  para 
reesc rover  a  expressao  cm  term  os  de  i\  s  e  i  onde  r  -  In  ti,  s  =  In  b 
c  l  =ln  c\ 


y*  (a) 

In  <r  -/be 

(b) 

in6 

a^c 

(b) 

lab * 

10,  (a) 

In  J  — r 
V  e“ 

11  "12  Expanda  o  logaritmo  cm  termos  de  somast  de  difereugas  c 
dc  mu]  tipi  os  de  logari  linos  mais  simples. 


11-  (a)  1ou(10aV7^3)  (b)  In 

^/r^TT 


13-15  Reesereva  a  expressiio  como  tint  unieo  logaritmo, 

13*  4  log  2  -  log  3  +  log  1 6 

14*  ^  log  x  —  3  log  (sen  2.v)  +  2 

15*  2  ln{x  +  3 )  -h  j  In  a  -  Jnfcos  x) 


16-25  Resolva  para  .v  sem  usar  Lima  ealeuladora. 


16* 

loguj(l  +4-3 

17*  Iogm(V^)  =  “1 

18. 

In  (a2)  =  4 

19.  In  (1/4  = -2 

20. 

log, (3*)  =  7 

21*  log,(5iT)  =  8 

22, 

iogm..r  +  iogU]A= 

=  30 

23* 

Log, 0 A 3/2  -  log! 

10 

=  5 

24, 

In  4* -3  In  (x  )  ^ 

In  2 

25* 

In  (1/4  + In  (It  ) 

=  In  3 

26-31  Resoi  va  para  .v  sem  usar  uma  ealeuladora.  Use  o  logaritmo 
natural  sem p re  quo  for  necessfirio  usar  urn  logaritmo. 

26*  3*  -  2  27*  5-2*  =  3 

28.  3e 2x  =  5  2‘A  2e*  -  7 

30.  <■'  -  2xt?  =  0  31 .  xe*  +  2e  ‘  =  0 

32-33  Reese  re  va  a  equagao  dada  como  uma  equag ao  quadrat  ica 
cm  u,  onde  it  -  e\  entao  resol  va  para  ,.v. 

32.  e2*  -  S  =  6  33.  e  *  -  3e  *  =  -2 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


34-36  Esboce  o  grafico  da  equagao  sem  usar  lieu  recurso  gnifico 
computacional. 

34*  (a)  y  =  I  +  ln(x  -2)  (b)  y  =  3  +  e*  2 

35.  (a)  V=  (|)<_l  -  I  (b)  y=  In  |_t| 

36.  (a)  y  =  l~e  (b)  y  =  3  in 


37*  Use  uma  ealeuladora  e  a  formula  dc  mudanga  de  base  (8)  para 
enconirar  os  valores  de  log.-,  7.35  e  log^  0,6  arredondando  aEt^  a 
quartacasa  decimal. 
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38-39  Faga  o  gnlfico  das  fungOes  na  mesma  tola  do  inn  rccurso 
gnifieo  coniputacional.  [Use  a  formula  do  mudanga  do  base  (8) 
quando  necessdrio,] 


K  38.  In  x.  e\  log  x.  1. 0* 

^39*1og2rv*  In  v,  1og5Ar+  log  x 
40,  (a)  Dednza  a  form n la  geral  para  a  mudanga  do  base 


log*  x 


log,,  -* 

log,  b 


(b)  l  sc  o  result  ado  de  (a)  para  enconlrar  o  valor  exato  de 
(iog;  8 1  )(Uig,  32),  sent  usar  uma  calculadora, 

-  41.  Use  u m  rccurso  grafico  computational  para  eslimar  onde  os 
grail  cos  de  y  —  { 1 3 ) 1  e  y  —  log, ,  a  se  i  nterseetam. 


42.  O  defici t  publico  D  dos  Estados  Unidos,  cm  hi Ihocs  dc  dohu'es, 
I  oi  model  ado  como  /)  =  0.051517(1,1 306727)\  onde  a  6  o  nu- 
mero  de  a  nos  a  parti  r  de  1900.  Com  base  nesse  model  o,  quan¬ 
do  o  deficit  alingiu  pel  a  primeira  vez  !  tnlhilodedolares? 


47.  Se  o  equipamento  no  sat^lite  do  Exemplo  3  requer  15  watts 
para  opera  r  corretamentc,  qua!  e  a  duragao  operational  da  Id  ri¬ 
te  de-  energia? 

48.  A  equagao  Q  =  1 2e~'t,i,v  da  a  mass  a  Q  em  gramas  do  potass!  o 
radioativo  42  que  hi  restar  dc  uma  quant idade  inicial  apds  r 
floras  de  decaimcnto  radioativo. 

(a)  Qu antos  gramas  ft av in  inicial meme ? 

(b)  Quant  os  gramas  permaneccm  depois  dc  4  floras? 

(c)  Quanto  tempo  ira  levar  para  reduzir  pda  melade  a  quanti- 
diide  inicial  de  potass io  radioativo  42? 

49.  A  acidcz  dc  uma  substantia  c  medida  pclo  valor  dc  sou  pH.  o 
qua  I  6  defmido  pel  a  formula 

PH=-iog[/n 

onde  o  si  mb  olo  |  H  '  j  denota  a  concemragSo  de  ions  de  hidro- 
genio,  medida  cm  moles  per  litre.  A  dgua  deslilada  tern  uin  pH 
iguai  a  7;  uma  subsrincia  6  chamada dcufa  sc  river  pi  I  <  7  c  ha¬ 
sten  se  fiver  pH  >  7,  Hncontre  o  pH  de  cada  uma  das  seguintes 
substantial  e  estahelega  se  d :1c  i  da  ou  Msiea, 


ENFOCANDO  CONCE1TOS 


1 43,  (a)  A  curva  na  figura  aticxa  e  o  grafico  de  uma  fungao  ex¬ 
ponential?  Explique  seu  raeiocinio, 

(b)  Encontre  a  equagao  de  uma  fungao  exponential  que 
passe  pclo  porno  (4, 2). 

(c)  Encontre  a  equagao  de  uma  fungao  exponencial  que 
passe  pelo  ponto  (2.  I). 

“t 

(d)  Use  um  recurso  computational  para  gerar  o  graliec  tie 
uma  fungao  exponencial  que  passe  pelo  ponto  (2, 5). 


Figura  Ex -43 


73] 44.  (a)  Faga  uma  conjee ttira  sobre  a  forma  geral  do  g ration  dc 
y  =  log(log.r)  e  esboce  o  gralico  dessa  equaqSo  c  de  y  = 
log  x  no  mesmo  si  stem  a  de  coordenadas. 

(b)  Confira  seu  trabalho  em  (a)  com  um  rccurso  grafico 
computacional. 

45.  Encontre  o  erro  na  seguintc  “prova"  dc  que  |  Multi- 
pi  it]  tic  ambos  os  lados  da  desigualdade  3  >  2  por  log  4  para 
obter 


3  log  |  >  2  log  \ 

■ogGr  >  G) 

log  |  >  log  i 


i  >  I 

S  4 


46,  Prove  as  quatro  propriedades  algcbrEcas  dos  logantmos  do  Te- 
orenta  1 .6.2. 


SUHSTANCIA 

(a) 

Sangue  arterial 

3,9  x  !  O  ’"  mol/L 

(b) 

Tomates 

6,3  x  10  5  mol/L 

CO 

Leite 

4.0  x  1 0'7  mol/L 

m 

Cafe 

1,2  x  10^  mol/L 

50.  U se  a  dell  nigno  dc  pH  do  Exercfdo  49  para  eneontrar  a  [ H  ]  da 
soluqao  que  tern  pH  tgual  a 

(a)  2,44  (b)  S.06 

51.  A  altura  percebida  ft  de  um  som  em  decibels  (dB)  esta  rdacio- 
nada  com  sua  iniens idade  /e in  watts/ metro  quad rado  (W /in  ') 
pci  a  equagao 

/#=  H)  log  (///„) 

onde  /„  =  10'  l2W/m2.  Os  da  nos  ao  ouvido  mddlo  ocorrein  a  par- 
lir  dc  90  dB  ou  mats.  Encontre  o  nivcl  do  dedbeis  de  cada  um 
dos  seguintes  sons  e  estabelega  se  eausard  da  no  a  audigao. 


SOM 

I 

(a) 

Avliio  a  jato  (a  1 50  m  de  disifincia) 

1,0  x  HV  W/m: 

Cb> 

MCLsica  de  rock  ampltficada 

l,0W/in2 

Cc) 

Liquid!  ficador 

l  ,0  x  KT’W/nr 

fd> 

TV  (volume  medio  a  3  metros 
de  distancia) 

3,2  x  10  3  W/m2 

52-54  Use  a  delinigao  de  mveis  de  dccibeis  dc  um  som  (veja  o 
Excrcicio  51), 


52.  Se  um  som  for  tres  vezes  tao  intenso  quanto  o  ontro,  quanto 
major  sera  seu  nivcl  cm  dccibeis? 

53.  De  acordo  com  uma  fontc,  o  barul bo  dentro  de  um  carro  em 
movimento  esta  em  torno  de  70  dlk  enquanto  um  liquklificador 
gera  93  dB.  Encontre  a  razao  da  intensidade  do  bam  I  ho  do  li¬ 
quid!  Ikador  coni  a  do  automdvel. 
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54.  Suponba  qua  o  nfvd  de  decibds  de  um  aco  e  f  do  nival  da 
dec  i  hots  do  som  original.  Se  cad  a  cco  results  cm  oiiiro  eco. 
quanlos  ecus  serao  ouvidos  a  parti  r  de  urn  som  da  120  dR, 
dado  qua  o  cmvido  humane  m£dio  poda  ouvir  aid  no  murimo 
lOdB? 

55.  Na  escafa  Richter,  a  magnitude  M  de  uni  terremoto  esta  rela- 
cionada  com  a  energia  liberada  E ,  em  joules  (I)*  pda  equagao 

log  E  =4,4+1 ,5  M 


(a)  En.com re  a  energia  E  do  Larremoio  de  San  Francisco  de 
]  906*  que  registrou  M  -  8,2  n a  CSCala  Richiar, 

(b)  lSc  a  energia  li  be  rad  a  de  uni  terremoto  for  10  vezes  a  de 
outro,  quanto  maior  sera  a  sea  magnitude  na  esc  a!  a  Ri¬ 
ch  lor? 

56.  S  upon  ha  que  as  magnitudes  de  do  is  terre  motes  difiram  per  1 
unidade  na  escala  Richter.  Encomre  a  ra/ao  entre  as  energias 
ii be rada s  polo  terremoto  maior  em  relagao  ao  mcuor.  | Nofa: 
Vcr  o  Exercicio  55  para  a  terminologia,  3 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  1.6 


E.  (“X, +x);  (0.  -f-x)  2.  {-“X,  I);  (— +»)  3.  (a)  4°  (b)  4E/'3  (c)  4“‘  (d)  4T  ^  (e)  4lf1Sd  4* (a)  In  |  —  —  In  2  (h)  2 

(c)  in  2  5.  (a)  e3  (b)  101  (c)  2 


1 .7  MODELOS  MATEMATICOS 


Nest  a  seydo  discutiremos  a  idem  de  "  modelagem  matemdticari .  que  e  o  pwcedimento  que  os 
matemdticos  e  os  dent  is  fas  uillizam  para  descrever  matematicamente  osfendmenos  ft  si  cos.  Em 
particular  explica  re/nos  a  met  ado  dos  “mfrumos  quad  rad  os',  que  e  uma  tecnica  matemdtica 
us  ad  a  para  ohter  as  f undoes  que  melhor  descrevem  urn  cot  {junto  de  dados  de  ohservaqdo. 


■  MODELOS  MATEMATICOS 

Util  modelo  maiemdtko  de  uma  lei  ftsiea  e  uma  descried o  dessa  lei  na  linguagem  da  Mate- 
mdtica.  Tais  modelos  lornam  possfvel  a  utiiizaqao  de  mdlodos  malemilieos  para  dedugao  de 
resuhados  sobre  o  mundo  tisico  que  nao  sejam  evidemes  ou  que  nunc  a  tenham  sido  observa- 
dos.  For  cxcmpUq  a  pos  sibil  id  ado  de  colocar  um  salelite  artificial  cm  orb  i  la  ao  redor  da  Terra 
foi  deduzida  mate  mat  ieamente  a  partir  do  modulo  de  Meeaniea  fonnulado  par  Isaac  Newton, 
pratieamente  200  an  os  antes  do  langamento  do  Sputnik^  e  Albert  Einstein  (1879- 1955)  for- 
mulotn  em  19 15,  um  modelo  rclativfstico  da  Mccfmica  que  explicou  o  avango  no  perielio  do 
pi  an  eta  Mtirctirio,  que  nao  foi  con  I  inn  ado  por  medigoes  ITsicns  ate  1967. 

Em  uma  situ  ague  de  mode  I  age  m  if  pic  a,  um  cientista  dcseja  obier  uma  relagao  matema- 
Liea  entre  duns  variaveisx  e  y  usando  um  conjunio  de  n  pares  ordenados  de  medigoes 

(xv  Ji)>  (h>  v2),  t%  y3), . . , ,  Cv  >;)  (1) 

qucestabelecem  uma  relagao  entre  valores  eormspondentes  das  variaveis.  Distinguimos  entre 
dois  liposde  fen  omen  os  ffsieos:  osfendmenos  determimsticos,  em  que  eada  valor  de  x  del  er- 
mina  uni  valor  de  y,  e  osfendmenos  probabiltsticos,  cm  que  nao  e  de  term  in  ado  de  maneira 
uniea  o  valor  de  y  associado  a  um  valor  especilieo  de  x.  For  exemplo,  se  y  c  a  quantidade  de 
alongamento  que  uma  forga  x  provoca  em  uma  mo  I  a,  entao  eada  valor  de  x  determ  ina  um  tin  i- 
co  y  e.  portantOj  consblui  um  modelo  detemiinistlco,  For  outro  lado,  se  y  e  o  peso  de  uma  pes- 
soa  cuja  alt  tint  6  x,  cnluo  y  nao  csta  deter  mm  ado  de  maneira  uniea  por  a;  ja  que  pessoas  com 
mesnia  altura  podem  ter  pesos  dilerenies.  Mesmo  assim,  existe  tuna  “correlagao”  entre  peso  e 
altura,  que  fax  corn  que  seja  mats  provavcl  que  uma  pcssoa  alia  pose  mais,  portanto,  isso  6  um 
fenomeno  probabilistico.  Vanios  nos  oeupar  unicamente  de  fen  omen  os  determ  infsti  cos. 

Em  uni  modelo  deterministico,  a  variavel  y  e  uma  funqao  da  varidvc!  xt  e  o  objetivo  e 
encotitrar  uma  formula  y  —  f(.v)  que  melhor  descreva  os  dados,  Uma  maneira  de  modular  um 
conjuntode  dados  deter minfsticos  e  procurar  uma  fungao  /,  deiiominada/w«f«fl  interpoiado- 
ra,  cujo  grali eo  passe  por  todos  os  ponios  de  dados*  Ernborn  as  fungous  imerpoladoras  sejam 
apropriadas  cm  certas  situagocs,  das  nao  dao  conta  de  maneira  adequada  de  erros  de  medi- 
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gao,  Por  exemplo,  s upon ha  que  a  relagao  enire  x  e  y  scju  sabidamerne  linear,  mas  que  os  dados 
obtidos  por  mstrumcntos  dc  medigao  cum  liinttagocs  de  precisao  c  por  variagbes  aleaiorias 
nas  COndi goes  experimental  sejam  os  forneeidos  na  Figura  1  ,7.1  PoderfaniOS  usar  uni  apli- 
caEivu  para  encontrar  um  polinbmio  dc  grau  10  cujo  grafico  passa  precisamcntc  por  todos  os 
ponies  dc  dados  (Figura  1.7.1/j)*  Conludo,  um  tal  modulo  polynomial  nao  conseguc  iransmitir 
a  relagao  dc  linearidade  subjaccnte  aos  dados.  Uma  abordagem  melhor  6  procurar  uma  equa- 
qao  linear  v  -  mx  +  h  cujo  grafico  descreva  melhor  a  relagao  linear  enire  os  dados,  mesmo  que 
esse  grafico  nao  passe  por  todos  (ou  qualquer  um)  dos  pontos  de  dados  (Figura  ]  .7.1c). 
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Figura  1,7*1 


A  maioria  das  cafe  u  la  donas  gr^ticasH 
dos  sislemas  computacionais  simb6- 
licos  e  dos  programas  de  pfanilhas 
fornece  melodos  para  obter  rotas 
de  regressao,  Para  acompanhar  os 
exempios  desta  ser&  neces- 

s-^rio  que  o  letter  disponha  de  algum 
desses  recursos  compuiacionate. 


■  MODELOS  LINEARES 

Os  metodos  mais  importanlcs  para  oblcr  modelos  Imearcs  sao  baseados  na  seguinte  idcia:  dado 
qualquer  modulo  linear  y  =:  mx  +  b  proposto,  trace  um  segment  o  de  reia  vertical  eo  nee  tan  do 
cad  a  ponto  de  dados  (y. .  y, )  com  a  reta  proposta  e  considere  as  diterengas  y-  -  y  (Figura  1.7.2). 
Essas  diferengas,  denominadas  res  id  nos,  podem  ser  interpret  ad  as  como  os  “erros”  quo  re  su  3  Lam 
ao  milizar  a  reta  para  modular  os  dados.  Pontos  adma  da  reta  a  present  am  erros  positives,  pontos 
ahaixo  apresemam  erros  negatives  e  pontos  na  reta  nao  tern  erro. 

Uma  maneira  de  escolher  um  modelo  linear  e  procurar  aquela  reia  v  =  mx  +  h  para  a 
qual  a  soma  dos  residues  e  nula,  a  justificativa  sendo  que  assim  os  erros  positives  c  negati- 
vos  se  cancel  am.  Conludo,  nao  e  diffcil  construir  modelos  em  que  esse  procedimento  produ/ 
modelos  inaceitavelmente  pobres,  de  inodo  que,  por  razoes  que  nao  podemos discutir  aqui,  o 
meiodo  mais  eomum  de  enconlrar  um  modelo  linear  €  procurar  aquela  reta  v  =  mx  +  b  para  a 
qual  a  soma  dos  quad  ratios  dos  residues  e  a  me  nor  possivel.  Essa  reta  6  denominada  reta  de 
regressao  ou  reta  de  melhor  ajuste  de  minim  os  quadrados.  on  simpiesmente  reta  de  mini¬ 
mus  quadrados. 

E  possivel  calcular  uma  reta  de  regressao  mesmo  nos  casos  em  que  os  dados  nao  pos- 
suam  um  padrao  linear  apurente.  Desse  mode,  6  imporianle  ter  um  meiodo  quant itativo  para 
determinar  se  um  modelo  linear  e  apropriado  para  os  dados.  A  tried i da  de  linearldade  de  da¬ 
dos  mais  eomum  e  o  coeficiente  de  cnrrela$ao>  que,  seguindo  a  tradigao,  c  denotado  por  r. 
Em  bora  uma  diseussao  detalhada  de  coeficientes  dc  correlagao  esteja  al  em  do  alcancc  deste 
livro,  aqui  temos  alguns  fates  basic  os; 


*  Os  vaiores  de  restao  no  intervale  -1  <  r  <  1,  otulc  r  tern  o  mesmo  sinal  da  mclinagao 
da  reta  de  regressao. 


*  Se  r  e  igual  a  1  ou  a  -1,  entao  os  pontos  de  dados  estao  todos  sobre  uma  reta,  de 
inodo  que  um  modelo  linear  c  um  ajuste  perfeito  para  os  dados. 


Se  r-  0,  entao  os  pontos  de  dados  nao  exihem  iendeneiu  linear  alguma  e  um  modelo 
linear  e  inapropriado  para  os  dados. 
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Quanto  mais  prtfximo  r  estiver  de  t  ou  de  -1,  mats  prdximos  fleam  os  pontos  do  dados  du 
ret  a  de  regressao  e  mais  apropriada  c  a  reta  dc  regressao  como  uni  mode  I  o  para  esses  dados. 
Quanto  mais  proximo  resliver  de  0,  mais  disperses  esiao  os  ponlos  de  dados  e  men  os  apro 
priada  e  a  reta  de  regressao  como  um  modelo  para  esses  dados  (Figura  1 .7.3). 


*> 

*• 

* 

* 

•• 

•  x 

- *- 

r  -  -\ 

Figura  1.7.3 


Enundado  de  maneira  men  os  precisa,  podemos  di/er  que  o  valor  de  r  e  uma  medida 
da  percemagem  dos  pomes  de  dados  que  caem  em  uma  “faixa  linear  mais  estreita”.  Assim,  r 
=  0,5  sign  i  fie  a  que  25%  dos  ponlos  de  dados  caem  em  uma  faixa  linear  mais  eslrdta  e  r  =  0,9 
significa  que  81%  dos  ponlos  caem  em  uma  faixa  linear  mais  estreila.  (Uma  explicable  preci- 
sa  do  que  sign!  fic  a  "faixa  linear  mais  estreita"  requer  ideias  da  E  statist  ica+) 


Tabela  1.7.1 


TEMPERATURA 

r(°c> 

PRESSAO  p 
(atm) 

0 

2,54 

50 

3,06 

100 

3,46 

150 

4,00 

200 

4,41 

Exemplo  1  A  Tabela  1.7  J  fornece  um  conjunto  dc  ponlos  de  dados  que  relacionam  a 
pressao  p  em  atmosferas  (atm)  e  a  temperatura  T (em  °C)  de  uma  quantidade  fixa  de  dioxklo 
de  earbono  em  um  dlindro  fechado.  O  grafieo  ass  od  ado  na  Figura  1,7.4a  sugere  que  exisle 
uma  relagao  linear  entre  a  pressao  e  a  temperalura. 


(a)  Use  um  recurso  computacional  para  encoutrar  a  reta  de  mminios  quad  rad  os.  Sc  o 
recurso  fornece  r  o  coeficiente  de  correlagao,  encontre-o. 

(b)  Use  o  modelo  oblido  em  (a)  para  prever  a  pressao  quando  a  temperatura  for  de 
250  *C. 


Use  o  modelo  obtido  cm  (a)  para  prever  a  temperalura  na  qual  a  pressao  do  gas 
sera  nula. 


Solugao  (a)  A  reta  de  mfnimos  quadrados  e  dada  per  p  =  01)09367’ +2,558  (Figura  1 .7.4/?) 
com  eoefieienie  dc  correlaqao  r  =  0,998979, 

Solugao  it)  Sc  7  =  250,  entao  p  ~  (0,00936  )(250)  +  2,558  =  4,898  (atm). 

Solugao  (c)  Resol vendo  a  cquagao  0  -p  —  0,009367  +  2,558,  obtemos  T  m  -273,29 1 °C.  < 


Ut)  (b) 


Figura  1.7.4 
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Mem  Sempra  <5  convenient^  (ou  necess&rio)  obter  uma  reta  do  rnfnimOS  quadrados  para 
criar  um  modelo  de  um  fendmeno  linear  Bin  alguns  easos,  sao  suficiemes  meiodos  mais  ele- 
mentares.  Aqui  lemos  um  exemplo. 


►  Exemplo  2  A  Fig ura  I .7 ,5a  mostra  tim  grafico  de  Temperatura  versus  altitude  transmit 
tido  pela  nave  espacial  Magellan*  quando  entrou  na  atmosfera  de  Venus  em  out  libra  de  1991 . 


O  grafico  sugere  fortemente  que  ha  uma  rdaqao  linear  entre  temperatura  e  altitude  para  alti 


tudes  entre  35  e  60  km. 


(a)  Use  o  grafico  iransmitido  pela  Magellan  para  eneomrar  um  modelo  linear  de  tem¬ 
per  atura  versus  altitude  na  atm  os  I  era  de  Venus  que  seja  valido  enire  35  e  60  km  de 
altitude, 

(b)  Use  o  modelo  obtido  em  (a)  para  estimar  a  temperatura  na  super ficic  de  Venus  e 
di scuta  as  hipdieses  feitas  para  obter  a  estimativu. 


Sohi{rao  (a)  Seja  T a  temperatura  em  kelvins  e  h  a  altitude  em  quilometros.  Vamos,  prime!- 
ro,  estimar  a  inclinagao  m  da  parte  linear  do  grafico,  depots  estimar  as  eoordenadas  de  um 
ponlo  (. h 7t)  nos  dados  daquela  parte  e,  entao,  usar  a  forma  ponto-inclma^ao  da  reta 


(2) 


O  grdfko  passa  aproximadamente  pelo  ponto  (60,  250),  assim  vamos  toinar  ~  60  e  7j?% 
250,  Na  Fig  era  1 1 3h,  esboqamus  uma  reta  que  aproxiuut  a  parte  linear  dOS  dados.  Usando  a 
imerseeqao  da  reta  com  os  I  ados  da  malha,  estimamos  a  indina^ao  em 


m 


1 00  -  490 
78  -  30 


390 

48" 


=  -8.125  K/ km 


00  (M 


I'i^urp  1,7,5 
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No  melhor  dos  casos,  o  meiodo  do 
Exemplo  2  e  grosseiro,  urna  vez  qua 
depends  da  obrenqao  cie  estimatE- 
vas  aproximadas  de  dados  numeri- 
cos  de  urn  grdfico.  Mesmo  assim,  o 
resullado  final  e  mu  Ho  bom,  pois  as 
informagoes  recentes  da  NASA  dao 
a  tempertaura  na  superticie  de  Venus 
em  cerca  de  740  K  (o  suficiente  para 
deleter  chumbo). 


Substituindo  nossas  esttmativas  de  Ti  e  m  em  (2\  obtemos  a  equagao 

T  -  250  =  -8J  25(71-60) 

out  de  forma  equivalente. 


r  =  -8,l  25/i  +  737,5 


Sehtgao  (h)  A  nave  espacial  Magellan  intermnipeu  a  transmissao  de  dados  a  uma  altitu¬ 
de  de  aproximadamente  35  km.  Assim,  Mo  podemos  estar  cert  os  de  que  o  modelo  linear  se 
aplique  a  altitudes  mais  baixas.  Todavia,  supondo  que  o  modelo  seja  valido  para  altitudes 
mais  baixas,  podemos  aproximar  a  temperatura  na  superftcie  de  Venus,  fazendo  h  =  0  em  (3). 
Obtemos  T~  737,5  K  (464J32°G).  < 


■  MODELANDO  COM  FUN<?QES  QUADRATICAS  ETRIGONOMETRICAS 


Em  bora  os  modelos  I  incares  sejam  simples,  ncm  sempre  sao  apropriados  Pode  oeorrer,  por 
exemplo,  que  a  forma  grufica  dos  dados  ou  alguma  lei  conhecidasugimm  um  modelo  quad  rati- 


co  y  —  aV  +  bx  +  c-  A  maioria  das  ealculadoras  graficas,  dos  sistemas  computacionais  simbdEi- 


cos  e  dos  program  as  de  pi  anil  has  fornece  metodos  para  obter  uma  curva  quadratica  de  regres- 
sao  para  um  con  junto  de  pontos  de  dados  que  minimize  a  soma  dos  quadrados  dos  resfduos, 


Tabela  1.7,2 


TEMPO  /  {s) 

ALTURA  k  (cm) 

0,008333 

08,4 

0.025 

96,9 

0,04167 

95  J 

0,05833 

92,9 

0.075 

90.8 

0,09167 

88,1 

0.10833 

85,3 

0,125 

82,! 

0,14167 

78,6 

0.15833 

74.9 

►  Exempla  3  Para  estudar  as  equaqdcs  do  niovimenlo  de  um  corpo  em  quedaT  um  eslu- 
dantc  de  um  laboratdrio  de  Ffsica  col  he  os  dados  da  Tabela  1,7.2,  que  mostra  a  a l turn  de  um 


corpo  em  varies  instantes  de  tempo  ao  longo  de  um  iniervalo  de  0,15  segundo.  Se  a  resislen- 
cia  do  ar  for  ignorada,  e  se  a  acelera^ao  da  gravidade  for  con  side  rada  const  ante,  entao  leisco- 


nheeidas  da  Ffsica  afirmam  que  a  altura  h  deveria  .ser  uma  funq&o  quadrdtica  do  tempo  t .  Isso 
6  consistente  com  a  Figura  1 .7.6 n,  em  que  os  pontos  de  dados  esboqados  sugerem  a  forma  de 
uma  parabola  invert  id  a. 


(a)  Determine  a  curva  quadratica  de  reccssao  para  os  dados  na  Tabela  1 .7.2. 

(b)  De  acordo  com  o  modelo  obi  i  do  em  (a),  quando  o  objeto  at  in  go  o  solo? 


$0 Initio  (a)  Usando  a  rotina  de  regressao  quadratica  de  uma  ealculadora,  obtemos  que  a 
curva  quadratica  que  melhor  ajusta  os  dados  da  Tabela  3 .7.2  tern  equa^ao 

A  =  99,02  -  73*21*- 499 J3r 

A  Figura  1 .7.6 b  mostra  os  pontos  de  dados  e  o  graft eo  dessa  funqao  quadratica  no  mesmo  sis- 
tema  de  eixos,  Parece  que  temos  um  ajuste  excelcnte  entre  os  dados  e  a  nossa  curva. 

Solugao  (b)  Resolvendo  a  equate  0  ~  h  —  99,02  —  73,2 1  /  —  499, 1 3f,  vemos  que  o  objeto 
atingira  o  solo  em  /  0,38  s.  < 


Figura  I  J.6 


Capftulo  1  /  Fungdes  81 


As  fungoes  trigonometrical  y=A  sen  (Bx  -  C)  e  y  =  A  cos  (Bx  -  C)  sao  parti  eulannente 
die  is  para  modelar  fen  6m  en  os  periodleos. 


►  Exemplo  4  A  Figura  l.l.la  fornece  uma  lahela  e  um  grafico  dos  dados  de  temperatura 
regisrrados  cm  um  pcrfodo  de  24  horas  na  cidadc  dc  Fit  add  hi  a,  EU A.*  Enc  outre  uma  fungao 
que  modele  os  dados  e  faga  um  grdfieo  conjunto  dos  dados  e  da  fungao. 


Soliicao  O  padrao  dos  dados  sugeie  que  a  relagao  enire  a  temperatura  7’e  o  tempo  t  pode 
ser  modelada  pur  uina  fungao  senoidal  que  foi  transladada  horizontal  e  vertical  men te,  de 
modo  que  procuramos  por  uma  equaqao  do  tipo 


T  =  D  +  A  sen  [Bt  —  Cl  =  D  +  A  sen 


Uma  vcz  que  a  temperatura  mais  nlta  e  de  95 e  a  mais  baixa  e  de  75°F,  tomamos  2 A  =  20, 
ou  A  =  10,  O  porno  medio  enire  as  temperaturas  mais  alia  e  mais  baixa  6  H5°R,  portanto  temos 
um  deslocamento  vertical  dc  D  =  85,  O  pcrfodo  parcee  ser  da  ordem  de  24,  logo  2ni B  —  24 
ou  B  -  nf  12.  ()  desloe  a  men  to  horizontal  pareee  ser  eerca  de  JO  (ve  rift  que),  portanto  C!B  = 
10.  SubstiUiindo  esses  valores  cm  (4),  resulta  a  equagao 


7=85+  10  sen 


j i 


eujo  grafico  apareee  na  Figura  1.7. < 


TEMI+RATURAS  EM  EILADELF1A 
DE  l  DA  MACS  HA  ATE  A  MEIA-NOJTEEM  27  DEAGOSTO  DE  1993 
if  =  HORAS  APC)S  A  MEIA-NOITE  E  T=  TEMPERATURA  EM 

GRAUS  FAHRENHEIT) 


ANTES  DO  MEtO-DIA 

DEPOLS  DO  MEIO-DI A 

/ 

T 

i 
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1:00 

J 
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2:00 

2 

7T 

14 
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3:00 

3 

77° 

13 
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4:00 

4 

76° 

16 

95° 

.+00 

3 

76° 

17 

93* 

6:00 

6 

75® 

18 

92* 

7:00 

7 

73° 

19 

89* 

8:00 

8 

77Q 

20 

86* 

9:00 

9 

79° 

21 

84* 

10:00 

10 

83° 

22 

83* 

11:00 

II 

87* 

23 

81* 

12:00 

!2 

mr 

24 

79° 
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DOMiNIO  DA 
TECNOLOGIA 


Observe  que  a  Equaqao  (5)  rests  sxemplo  rtao  /b/obtida  minimizando  a  soma  dos  quadrados  dos  resi¬ 
dues;  em  vez  disso,.  y samos  o  recurso  gr&fieo  da  calculators  para  ver  qua  o  modelo  proposto  deu  um 
ajuste  razodt/sfclos  dados,  Usando  urn  aplicativo  especifico,  podemos  mostrar  quo  a  curva  da  forma 
7  =  D  +  A  sen  (Bi  -  C)  que  minlmiza  a  soma  dos  quadratos  dos  residuos  para  os  dados  na  Figura  1 .7,7 
6  dada  por 

y  =  84,2037  +  9,5964  sen  (0,2349/  -  2,9300) 

Use  seu  recurso  compulacionai  para  comparar  o  grafrco  dessa  curva  com  o  gr^fico  de  (5). 


^  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  1.7  (Ver pagina  86 para  respostas.j 


L  Em  cada  parte,  de  uni  model  o  apropriado  {linear,  quadra tico. 
trigonomdtrico)  para  uma  colc^ao  do  pontos  do  dados  (a,  y  ) 
para  os  quais  sc  apliea  a  situagao  dada, 

(a)  yea  disiSneia  pc  room  da  no  tempo  x  por  um  automdvd 

aeelerando  a  urns  tax  a  constant^  _ _ . 

(b)  v  6  a  vdocidade  no  tempo  x  de  um  automdvd  aederando  a 

umataxa  constame;  _ _ , 

(e)  y  e  a  altura  de  um  ho  me  in  corn  a  ceiUimetios  de  alt  era; 


fd)  v  d  a  fragao  da  Lua  iUmiinada  a  dias  depois  do  inTcio  do 
ano: _ _ _ . 

2.  Para  o  conjumo  de  dados  { (-1 , 0),  (0, 0),  (l ,  2),  (3,  3) }  e  a  ret  a 
y  -  x  +  1 ,  a  soma  dos  quadmdos  dos  residuos  6 _ . 


3.  Suponha  quo  um  conjunto  de  dados  ten  ha  um  model o  linear 
com  eoe  lid  erne  de  correlate  0,5  e  que  um  segurtdo  conjunto 
de  dados  lenlia  um  tnodelo  linear  corn  eoelicieme  de  correla¬ 
te  ao  -0,75.  Qua!  dos  dois  model  os  parece  ser  mats  apropriado 
para  ajustar  o  conjunto  de  dados  coiTespondeme? 

4,  Cons  ider e  \ i m  conji i nlo  d  e  dados  t|  tie  con  siste  nos  po ntos  (0,  - 1 ) 
e{0,  1 )„  rSeja  L  a  net  a  y  -  mx  +  b. 

(a)  A  soma  dos  quad  ratios  dos  residues  dos  dois  pontes  a  L  e 

( b)  Se  /,  minimi  za  a  soma  d  os  q  it  ad  rad  os  dos  resid  uos  dos  doi  s 

pontos,  emio  b  = _ . 


EXERCICIOS  1.7  Q  Recurso  Graf ico 


1.  Uma  das  dims  retas  esbo^adas  na  figura  abaixo  6  a  reta  de  re- 
gressao,  Qual  del  as? 


Figura  Ex-1 


2,  Em  cada  parte*  determine  se  um  model  o  (linear*  quad  rat  ieo  ou 
trigonomdtrico)  podc  desc  rever  razoavdincme  ografico  de  da¬ 
dos  da  figura  a  seguir 


(«) 
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3.  A  Tabela  Ll.J  fornece  dados  das  velocidades  maxi  mas  dassi- 
ficatdrias  das  500  mi  I  has  de  Indianapolis  do  1987  a  2004.  En¬ 
contre  a  rota  de  minimos  quadrados  desses  dados.  Qual  6  o 
coeficieniede  correla^ao?  Esboce  a  reta  de  m  mimes  quadrados 
em  um  grallco  dos  pantos  de  dados. 


^4*  Um  reci  picnic  de  25  litres  conic  m  1  50  g  de  0,..  A  press  So  p 
desse  gas  6  mod  Ida  em  vilrias  tempera  turns  T,  con  forme  a  lahc- 
la  abaixo. 

(a)  Determine  a  reta  de  minimos  quadrados  para  os  dados  da 
tabela. 


(b)  Use  o  modelo  obtido  em  (a)  para  uma  esttmativa  da  pres¬ 
sao  do  gas  a  temperatura  de  -51FC. 


Tabela  Ex-4 


TEMPERATURA  f  {°C) 

PRESSAO  p  (atm) 

0 

4,1ft 

50 

4,96 

100 

5,74 

150 

6,49 

200 

7,26 

Tabela  Ex-6 


TEMPERATURA  T(*C) 

PRESSAO  p  (atm) 

0 

5,55 

30 

6,13 

60 

6,75 

90 

7,35 

120 

7,9ft 

'  7. 


A  resistividade  do  um  metal  6  uma  medida  do  quanto  urn  am- 
me  feito  dele  res  is  to  ao  fluxo  de  uma  corrente  detrica,  (A  ver- 


dadeira  resist fww  do  arairte  dependent  tanio  da  rcsistividade 
do  metal  quanto  das  dimensoes  do  ararne.)  Uma  unidadc  co¬ 
rnu  m  do  resist  ividade  e  o  ohm -metro  (Q  ■  m ).  Ex  peri  memos 
mosiram  que,  baixando  a  temperatura  de  um  metal,  lambdm 


baixa  sua  resist  ividade.  A  label  a  abaixo 


E’omeee  a  resist  ividade 


do  eobre  a  vririas  tempo  rat  Liras. 


(a)  Encontrc  a  reta  de  minimos  quadrados  para  ossa  colegao 
de  pontos  de  dados. 


(b)  Use  o  modelo  obtido  em  (a)  para  prove r  a  temperatura  a 
qual  a  rest  st  ividade  do  cob  re  serri  nula. 


5«  Um  recipients  de  20  Jitros  content  100  g  de  N?.  A  pressao  /> 
desse  gas  c  medida  em  varias  temperaturas  "!\  con  forme  a  tabe¬ 
la  abaixo, 

(a)  Encontrc  a  reta  de  minimos  quadrados  para  essa  cole^ao 
de  pontos  de  dados.  So  sou  reeurso  computacional  forne- 
cer  coefieieme  de  corrda^ao,  eneomre-o, 

(b)  Use  o  modelo  obi  ido  em  (a)  para  prever  a  pressao  do  gds  a 
temperatura  de  -50°C. 

(c)  Use  o  modelo  obtido  em  (a)  para  prever  a  temporal  Lira  a 
qual  a  pressao  do  gas  sera  nula. 


Tabela  Ex-5 


TEMPERATURA  T(°C) 

PRESSAO  p  (atm) 

0 

3,99 

25 

4,34 

50 

4,70 

75 

5,0ft 

100 

5,45 

5  ■  6*  Um  reciplcnte  de  40  iitros  content  20  g  do  H:.  A  pressao  p  des- 
sc  gas  c  medida  cm  varias  temperaturas  7',  con  for  me  a  label  a  a 
semi  i  n 

V 

(a)  Encontrc  a  reta  de  minimos  quadrados  para  css  a  colc^ao 
de  pontos  de  dados.  Se  sets  recurso  computacional  forne- 
cer  coefidente  de  corrda^ao,  encontre-o, 

(b)  Use  o  modelo  obtido  em  (a)  para  prever  a  temperatura  a 
qual  a  pressao  do  gas  sera  nula, 

(c)  Encontre  aproximadamente  a  temperatura  do  gas  na  qual 
um  an  men  to  de  IOC  acarrem  um  a  u  men  to  de  5%  na 
pressao. 


Tabela  Ex-7 


TEMPERATURA  T(*C) 

RESISTIVIDADE  (10  *  ft  -  ni) 

-100 

0,S2 

-50 

1,19 

0 

1,54 

50 

1.91 

100 

2.27 

150 

2,63 

r  8.  A  tabela  abaixo  fornece  a  resistividade  do  iung$t£nio  a  vdrias 
temperaturas, 

(a)  Encontre  a  reta  de  minimos  quadrados  para  ossa  cole^ao 
de  pontos  de  dados. 

(b)  Use  o  model o  obtido  em  (a)  para  prever  a  temperatura  a 
qual  a  resistividade  do  tmigstemo  sera  nula. 


Tabela  Kx-8 


TEMPERATURA  T{aC) 

RESISTIVIDADE  (LO  "  ft  .  m) 

-100 

2,43 

-50 

3.61 

0 

4,78 

50 

5,96 

100 

7,16 

150 

8,32 

9,  A  tabela  a  seguir  fornece  a  medida  em  cent f metros  da  dislen- 
sOo  de  uma  mol  a  por  vdrios  pesos  nela  pendurados* 

(a)  Use  regressao  linear  para  expressar  a  medida  da  distensao 
da  mol  a  em  funcao  do  peso  pendurado. 
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( h)  Use  o  model o  obtido  em  (a)  para  de terminal-  o  peso  Eieces- 
sario  para  di slender  a  mol  a  por  8  cm. 


Tnheta  lsx’9 


PESO  (kgO 

DISTKNSAO(em) 

0 

0 

2 

0,99 

4 

2,01 

6 

2,99 

8 

4,00 

10 

5,03 

12 

6+01 

10,  A  tabela  abaixo  forneee  a  medida  em  centfmeiros  da  distensao 
de  uma  mola  por  vinos  pesos  nela  pendurados. 

(a)  Use  regressao  linear  para  exprcssar  a  medida  da  distensao 
da  mola  em  fun^ao  do  peso  pendurado. 

(b)  S upon ha  que  a  mo!  a  ten  ha  si  do  distendida  por  uma  certa 
medida  por  urn  peso  tal  que,  adicianando  mais  5  kg!’  ao 
peso,  dobre  a  medida  da  distensao  da  mola.  Use  o  model o 
obtido  em  (a)  para  detemiinar  a  medida  da  distensao  origi¬ 
nal  da  Eiiola. 


Tabela  Ex- 10 


PESO  (kgO 

DISTENSAO  (cm) 

0 

0 

3 

0,73 

2 

1,50 

3 

2.24 

4 

3,02 

5 

3,77 

E 11*  A  tabela  abaixo  fornece  a  altura  (cm  pes  e  polegadas)  e  o  a  ti¬ 
me  ro  de  re  boles  por  minuto  das  jogadoras  da  equipe  de  bas- 
quete  feint  nine  do  Davidson  College,  nos  EUA,  que  jogaram 
mais  de  100  irttnutos  durante  a  temporada  de  2002-200^1  (Na 
medida  do  comprimenio  de  pds  e  polegadas*  padrao  nos  EUA, 
12  polegadas  correspondem  a  1  pe .) 


(a)  Encontre  a  reta  de  minimos  quadrados  desses  dados,  Se 
scu  recurso  computational  foniecer  coefitiente  de  corral  a- 
qao,  encontre-o. 


(b)  Esboce  a  reta  de  minimos  quadrados  em  uni  gratico  dos 
pontos  tie  dados - 

(c)  A  reta  de  minimos  quadrados  c  um  bom  tnodelo  para  esses 
dados?  Explique. 


Tabela  Ex-1 1 


ALTURA 

RE6QTES  POR  MINUTO 

60" 

0,132 

6’0" 

0,252 

5’6" 

0,126 

5’  10” 

0,139 

6’2" 

0,227 

6’3" 

0.299 

60" 

0J70 

5’5” 

0.071 

6*2** 

0,222 

12,  A  tabela  abaixo  fomece  a  a  Ultra  (em  pes  e  polegadas)  e  o  peso 
(em  libras)  dos  jogadores  da  eqnipe  de  basquete  masculino  do 
Davidson  College,  nos  EUA.  na  temporada  de  2002-2003. 

(a)  Encontre  a  reta  de  minimos  quadrados  desses  dados.  Sc 
seu  recurso  computational  fornece r  coefteienle  de  corral  a- 
gao,  eneontre-o. 

(b)  Esboce  a  reta  de  mmiinos  quadrados  em  um  griifico  dos 
ponios  de  dados. 

(c)  Use  esse  model  o  para  prever  o  peso  do  novo  jogador  de 
7' 00"  de  aitura  dessa  equipe. 


Tabela  Ex*  12 


ALTURA 

PESO 

6’2" 

185 

6’ 6" 

215 

6' 3” 

175 

6  1" 

180 

6s  6” 

210 

5U0’1 

E75 

6*9“ 

210 

63" 

180 

ALTURA 

PESO 

6*5” 

210 

6'4'* 

185 

65' 

190 

a-- 

U 

_ _ J 

!80 

6‘8L? 

235 

6T* 

215 

6W’ 

235 

ENFOCANDO  CGNCEITOS 


13.  Um  eonjunto  de  dados  consiste  nos  ties  pontos  (0, 0),  ( 1 . 0) 
e  (1,  1).' 

(a)  Para  esse  eonjunto  de  dados  e  a  reta  y  -  x  +  h.  expresse 
a  soma  dos  quadrados  dos  residues  como  uma  fun^ao 
do  para  metro  h , 

(b)  Usando  a  resposta  de  (a),  encontre  a  reta  de  inclina^ao 
I  para  a  qual  a  soma  dos  quadrados  dos  residues  6  um 
mini  mo, 

1 4*  U  m  eonjunto  de  dados  consiste  em  do  is  pomes  distiiilos  com 
a  mesma  coordenada  x.  Explique  por  que  hi  uma  infmidade 
de  retas  de  regressilo  para  esse  eonjunto  de  dados.  Todas  es- 
sas  retas  de  regressao  tem  algo  em  cornu m,  O  que  e? 

15.  Um  eonjunto  de  dados  consiste  cm  ties  pontos  dtstintos. 
dois  dos  qua  is  tem  a  mesma  coordenada  x.  Explique  como 
usar  sua  resposta  ao  Exercfcio  14  para  eneontrar  a  reta  de 
icgressno  para  esse  eonjunto  de  dados, 

1  U in  eonjunto  de  dados  consiste  em  quatro  pontos  que  consti¬ 

tuent  os  vertices  de  um  trapdzio  com  dots  I  ad  os  para  tel  os  ao 
eixoy,  Explique  como  usar  sua  resposta  ao  Exercfcio  14  para 
eneontrar  a  reta  de  regressao  para  esse  eonjunto  de  dados. 


17,  (A  Made  do  Universo)  No  comedo  do  seeulo  XX,  o  astiono- 
mo  Edwin  P.  Hubble  ( 1889-1953)  notou  uma  relaqao  inespe- 
rada  entre  a  vdoddadc  radial  de  uma  gat  ax i a  e  sua  distaneia 
d  de  um  ponto  de  relereucia  (por  exemplo,  a  Terra).  Essa 
relaqao,  eonhecida  agora  como  lei  de  Hubble,  cstabelece  que 
as  galaxias  estao  sc  afastando  com  uma  veloeidade  u  dire- 
tamente  proportional  a  distaneia  d.  Isso  se  expressa  gcral- 
mente  como  v  =  Hd,  ondc  H ,  eonhecida  como  const  ante  de 
Hubble,  e  a  constante  de  proporeionalidade.  Na  aplicaqiio 
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dessii  formula  €  usual  expressar  ucm  quilflmetros  porxegun- 
do  (km/s)  e  d  cm  mi  [hoes  do  anos- luz  (Mly);  dessa  forma,  H 
tem  unidadus  do  km/s/ Mly.  A  tiguru  abaixo  mostra  uma  plot¬ 
tage  m  original  obiida  por  Hubble  e  sen  eo  labored  or  Milton 
L.  Hu  mason  (1891-1972)  da  diregao  gcral  da  rota  da  relagao 
vol  oc  i  da  de-d  i  sla  no  i  a  r 

(a)  Use  a  diregao  gcral  da  ret  a  na  plotagem  para  os  Umar  a 
const  ante  do  Hubble, 

(b)  Uma  esbmativa  da  id  ado  do  Uni  verso  pode  ser  obiida  su- 
pondo  quo  as  galaxias  movem-se  com  uma  velocidade 
con  si  ante  v,  casoem  que  v  o  d  estao  relacionadas  por  d-  vl 
Supondo  quo  o  Universe  comegou  com  urn  "big- hang", 
ap6s  o  qua!  iniciou  sua  expansao.  mostre  quo  o  Universe 
tem  aproximadainenle  I  ,5  x  1 011'  anos  de  idade.  [Use  a  con- 
versao  1  Mly  ^  9,04  x  10  km  e  tome  H  =  20  km/s/Mly,  o 
que  csta  dc  acordo  com  as  estimativas  correntcs  dc  H ,  quo 
o  colocam  enire  15  e  27  km/s/Mly.  (Observe  que  as  exii ma¬ 
il  vas  atuais  sao  signitieativamente  men  ores  do  que  ax  que 
resultant  dos  dados  dc  Hubble).) 

(c)  Em  um  model o  mats  realfstico  do  Universe,  a  velocidade 
v  deveria  decrescor  com  o  lentpo.  Qual  e  o  e  lei  to  disso  cm 
sua  estimativa  cm  (b)7 


Figura  Ex- 17 

P  18*  A  tahcla  ahaixo  forneee  dados  da  populaqao  dos  EUA  cm  in¬ 
terval  os  de  10  anos  de  1790  a  1850.  Use  um  mode  I  o  de  re- 
gressao  quadratics  para  modetar  a  populagao  dos  EUA  como 
fungao  do  tempo  desdc  1790.  Qual  6  a  previsao  do  modelo 
obiido  para  a  populagao  no  ano  de  2000?  Quae  precise  6  essa 
previsao? 


Tabela  Ex- 18 


ANO  / 

POPULAQAO  P 
(em  milh&es) 

1790 

3.9 

1 800 

5,3 

1810 

7.2 

1820 

9,6 

1850 

12 

1840 

17 

1850 

23 

Fonte;  The  World  Almanac 


19.  A  tahcla  abaixo  forneee  o  nihnero  dc  minutos  com  luz  do  dia 
com  incrementos  de  10  dias,  previstos  para  a  eidadc  de  David¬ 
son.  na  Carolina  do  Norte,  EUA.  durante  o  ano  de  2000.  Encon- 
irc  uma  fungao  que  modele  os  dados  dessn  label  a  e  faga  o  esbogo 
do  grafteo  dessa  fimggo  junto  com  os  poiUOs  de  dados. 


Tabela  Ex- 19 


DIA 

LUZ  DO  DIA  (min) 

10 

716 

20 

727 

30 

744 

40 

762 

50 

783 

60 

804 

70 

826 

80 

848 

90 

872 

100 

894 

NO 

915 

120 

935 

130 

954 

140 

969 

150 

982 

160 

990 

170 

993 

\m 

992 

DIA 

LUZ  DO  DIA  (min) 

190 

986 

200 

975 

210 

961 

220 

944 

230 

926 

240 

905 

250 

883 

260 

861 

270 

839 

280 

817 

290 

795 

300 

774 

310 

755 

320 

738 

330 

723 

340 

712 

350 

706 

360 

706 

-  20,  A  labela  abaixo  forneee  a  fragao  iluminada  da  Lua  (como  6 
vista  da  Terra)  a  meia-noite,  observada  em  intervales  de  2  dias 
durante  os  60  primeiros  dias  de  1999.  En  con  ire  uma  I’ungao 
que  model e  os  dados  dessa  tabela  e  faca  o  esbogo  do  grafico 
dess  a  fungao  junto  com  os  pontos  de  dados. 


h-  2L  A  tabela  a  seguir  forneee  dados  sobre  a  re  lactic  entre  a  distan- 
cia  d  percorrida  em  metros  e  o  lempo  decorrido  t  em  segundos 
para  um  objeto  largado  perlo  da  superffeie  da  Terra.  Faga  um 


Tabela  Ex-20 


DIA 

ILUMINAQAO 

2 

1 

4 

0.94 

6 

0,8  E 

8 

0.63 

10 

0,44 

12 

0,26 

14 

0s  12 

T6 

0,02 

18 

0 

20 

0,07 

22 

0,22 

24 

0,43 

26 

0,66 

28 

0s  85 

30 

0,97 

DIA 

JLUMINACAO 

32 

1 

34 

0,93 

36 

0,79 

38 

0,62 

40 

0,43 

42 

0.25 

44 

Oslo 

46 

0,01 

48 

0.01 

50 

o,u 

52 

0,29 

54 

0.51 

56 

0,73 

58 

0.90 

60 

0,99 
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grafieo  da  distSncia  como  furtg&o  do  tempo  e  dd  urn  paEpile 
sobre  uma  fungao  tipo  miz  quacfrada  quc  forncga  uni  modelo 
razodvcl  para  t  cm  tcrmos  de  d.  Use  urn  rccurso  grafico  para 
confirmarque  seu  palpite  foi  razoaveL 


Tabela  Ex-21 


d 

(metros) 

0 

2,5 

10 

15 

20 

25 

(segundos) 

0 

0,7 

U) 

]  ,4 

t.7 

2 

23 

^  22.  (a)  A  tabela  a  scguir  fornece  dados  de  cinco  luas  do  pianeta  Sa- 
lurno.  Nela,  RATO  indiea  o  raio  orbited  da  lua,  ou  seja,  a 
distance  media  rcnlrc  a  lua  e  Saturno,  e  OR  BETA  indica  o 
tempo  de  orbita  da  lua,  ou  seja,  o  tempo  f  cm  dias  quc  a  lua 
leva  para  uma  drbiia  eompleta  cm  tomo  de  Saturno.  Para 
cada  par  de  dados,  caleule  tr  ""  e  use  sea  re.su  I  tad  o  para  ob- 
ler  um  mode  I  o  ra/oavel  para  r  como  uma  fungao  de  /. 


(b)  Use  o  modelo  obtido  em  (a)  para  estimar  o  raio  orbital 
da  lua  Enceladus,  dado  que  seu  tempo  de  orbita  6  de  i  ^ 
1370  dia 

(c)  Use  o  modelo  obtido  em  (a)  para  estimar  o  tempo  de 
orbita  da  lua  Tcthys.  dado  que  sen  raio  orbital  e  de  r  ^ 
2.9467  x  10s  km. 


TahcLa  Ex-22 


LUA 

RAEO 

(100.000  km) 

ORBITA 

(dias) 

I980S28 

13767 

0.602 

1 9 SOS 27 

13935 

0,613 

3  98GS26 

1,4170 

0.629 

1980S3 

1,5142 

0,694 

I9S0S1 

t,  5147 

0,695 

*/  RESPOSTAS  DOS  EXERCiCIOS  DE  COMPREENSAO  1.7 


E.  (a)  quadrdtica  (b)  linear  (e)  linear  (d)  trigonotrnSiriea  2. 2 


O  modelo  com  coeficictue  de  correlate  -0,7 5 


4.  (a)  2 if  +  2  (b)  0 


1 .8  EQUAQOES  PARAMETRICAS 


Ate  aquit  nos  so  eststdo  temfocaUzado  grdficos  de  f undoes.  Parent  como  fa  is  grdficos  de  vem 
passar  peto  teste  da  reta  vertical,  isso  exclui  curvas  com  asitodmersec^des  e  ate  mesmo 
td gum  as  curvas  has  teas  como  os  circs  das.  Nesta  se^ao,  vamos  estudar  um  met  ado  alternativo 
de  descrigdo  cdgehrica  de  cun-css  que  ado  estd  sujeito  a  uma  restrigdo  tdo  sever  a  como  o  teste 
da  reta  vertical. 


Este  material  esu)  eolocado  aqui  como  uma  opgao  parameliica  adianiada.  Ele  podt\  poreni, 
ser  ad  i  ado  aid  o  Capilulo  I  l ,  sc  a  prelerGncia  lor  essa, 


Uma  particuia  em  movimanto 
com  trajetoria  C 


Figura  1.8.1 


■  EQUAQOES  PARAMETRICAS 

Suponha  que  uma  parHcula  move-se  ao  longo  de  uma  curva  C  no  piano  xy\  de  tal  modo  que 
suas  coord cnadas  a  e  y,  como  tun goes  do  tempo,  sao 


x  -  /CO.  y  -  g(0 

Dizemos  quo  eslas  sao  as  equates  parametricas  do  movimemo  da  part  ten  I  a  e  nos  re  fen  m  os 
a  C  como  a  trajetdria  da  partfcula  ou  o  grdfico  das  equagoes  (Fig urn  U8. 1).  A  variavd  /  e  de- 
n  oni  i  n ad  a  pardm elro  d  as  e q u  ac  oes. 


►  Exemplo  1  Esboee  a  trajetorla  no  intervalo  0  <  t  <  1 0  da  partfcula  cujas  equagdes  para¬ 
metric  as  do  movimenio  sao 

a  =  t  -  3  sen  u  y  =  4  -  3  cos  t  ( I) 


Solu^ao  Uma  forma  de  eshogar  a  trajeldria  6  escolher  uma  sucessao  represen  tal  iva  de  ins- 
tames,  marear  os  pontos  com  as  coordenadas  eorrespondetites  (a,  y)  e,  depots,  eoneeta-los  por 
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Lima  curva  lisa,  A  trajetdriu  na  Figura  L8.2  foi  obtida  dessa  forma  a  partir  duTabela  1.8,1, 
na  qua!  as  coordenadas  aproximadas  da  partfcula  sao  dad  as  cm  increment  os  de  I  uuidade  no 
tempo,  Observe  quo  na  figura  nao  hd  mm  eixo  f;  os  valores  de  r  apareeem  somente  como  le¬ 
gends  nos  pontos  plotados  et  niesmo  assim,  saogeralmente  omilidos,  a  nao  serquc  scja  parti- 
eularmente  importante  enfatizar  a  localizagSo  da  partfcula  cm  instantcs  cspccfficos.  < 


DOMINIO  DATECNOLGGIA 

Leta  o  manual  de  -sen  recurso  grafico 
para  apnender  como  fazer  graficos  de 
equate  pararrtftricas  anlSo.  gem 
a  Irajetdria  do  Exemplo  1,  Explore  o 
comportamento  da  partfcula  stem  do 
instanie/  =  10. 


lahdu  1,8,1 


t 

X 

y 

0 

0.0 

1,0 

i 

-L5 

2,4 

2 

”0>7 

5,2 

3 

2,6 

7,0 

4 

63 

6,0 

5 

7,9 

3  A 

6 

6,8 

1,1 

7 

5,0 

1,7 

a 

5,0 

4,4 

9 

7.8 

6,7 

10 

11,6 

6,5 

Em  bora  scja  mats  comum  quc  as  equagdcs  paramctricas  aparcgam  cm  problcmas  dc 
movimento  com  o  tempo  como  par&metro,  das  tambem  surgem  cm  outros  contextos.  Assini, 
cxceto  qua  n  do  o  problem  a  exija  quc  nas  equ  agues  o  parametro  r  na  equagao 


x = fit),  y  =  g(t) 

repre  sente  o  tempo,  de  deve  ser  visto  simples  men  te  como  uma  v  a  navel  independente  que 
varia  sobre  algum  intervalo  de  numeros  reals,  (Na  verdade,  nao  ha  necessidade  de  usar  a  letra 
/  para  o  parametro;  qualquer  letra  nao-reservada  para  outro  propdsito  poderia  ser  usada.)  Se 
nenhuma  restrigao  sobre  o  parametro  for  estabelecida  ex  pi  id  tame  me  ou  es  liver  su  be  men  cl  id  a 
pc  I  as  equagoes,  entuo  devc-sc  calender  que  clc  varia  de  ™oo  a  +oo.  Para  indicar  que  uni  para¬ 
metro  t  csta  rcstrito  a  urn  intervale  [ar  &l,vamos  cscrever 


x  =  f(t\  y  =  g(t)  ( a<,t<b ) 


x  -  cos  f,  v  ~  sen; 

(0  <  J  <  2  77) 


Figura  1.83 


►  Exemplo  2  Encomre  o  grdfico  das  equagoes  parametricas 

x  “  cos  /,  y  =  sen  t  (0  <;  t  <,  2  n)  (2) 

Solugao  Uma  matieira  dc  cncontrar  o  gratico  c  eliminar  o  parametro  f,  not  an  do  que 

x2  +  v"  =  sen  7  +  cos  7  —  1 

Assinu  g  gnlfico  esta  coniido  no  efreuio  unitario  x2  +  y~  -  \ .  Esse  result  ado  pode  t  am  hem  ser 
deduzido  geometric  ament  e?  interpretando  t  como  o  angulo  varrido  por  uma  ret  a  radial  da  orb 
gem  ao  ponto  (x,  y)  =  (cos  ty  sen  0  no  cfrculo  unitario  (Figura  1.8,3),  A  medida  que  t  crcsce 
dc  0  ate  2tz,  o  ponto  descreve  o  cfrculo  no  sentklo  ami-hordrto,  comeg  and  o  cm  ( 1 , 0)  quando 
/  =  0  c  completando  uma  revolugao  intcira  quando  t  -  2jt.  Podem-se  obter  difcrcnles  partes 
do  cfrculo  variando  0  interval o  no  qual  varia  0  parametro.  Por  cxcmplo: 

x  —  cos  t ,  y  —  sen  /  (0 (3) 
represents  simplcsmente  o  semicfrculo  superior  na  Figura  1 .8.3.  4 


■  ORIENTAL  AO 

O  sent  id  o  segimdo  o  qual  o  graft  co  de  um  par  de  equagoes  parametricas  e  percorrido  a  medida 
quc  o  parametro  crcsce  e  denominado  sentido  do  parametro  crescente ,  ou,  entao,  orientagdo 
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imposta  a  curva  pel  as  equagoes,  Dessa  forma,  la/emos  uma  disiingao  entre  uaiacwm,  que  € 
uni  conjunto  de  pcmtos,  e  uma  curva parametrica,  que  e  uma  curva  com  uma  orienlagao  que 
[he  6  imposta  por  um  conjunto  de  equagoes  parum&ricas*  Porcxemplo,  vimos  no  Exemplo 
2  quc  o  cfrculo  representado  para  me  trie  a  men  to  por  (2)  6  percorrido  no  sent  id  o  anii-horario  a 
ittedida  que  /  ere  see;  logo,  lorn  arientaqdo  anti-hordria.  Con  forme  pode  scr  vis  to  nas  Fig  liras 
1 ,8,2  e  1.8.3,  a  orienlagao  de  uma  curva  pode  ser  indicada  por  selas. 

Para  obter  equagoes  parametric  as  para  o  cfrculo  unitario  com  orientagdo  ho  rati  a,  po- 
demos  substiluir  /  por  -t  em  (2)  e  usar  as  idenlidades  cos(-f)  =  cos  t  e  sen(-f)  =  -  sen  l.  Isso 


da  lugar  a 


x  =  cos  r,  y  =  -sen  t  (Q<t<  2tt) 


-V  =  co v  -  sem-t) 
(0  <  i  <  2  Irt 


Fig  ura  LSA 


DOMfNIO  DA 
TECNOLOGIA 


Agora,  o  cfrculo  6  percorrido  no  semido  horario  por  um  ponto  que  comega  em  (3, 0)  quando 
t  =  0e  completa  uma  revoiuqao  inteira  quando  /  =  2tt  (Figura  3.8,4), 


Quando  se  usa  uma  calculadora  para  fazer  os  gr&ficos  de  equagoes  pa  ram  Ericas,  a  orientagao  pode,  fre- 
quentemente,  ser  determinada  observandoo  sentrdo  em  que  o  gr^fico  £  tragado  na  tela,  Entretanto,  muitos 
comp utado res  fazem  isso  tao  rapidamenEe  que  fioa  muito  dificil  discernira  orientagao.  Vejase  o  seu  recurso 
gr£fico  permits  confirm  a  r  que  (3)  tern  uma  orienlagao  anti-horSria. 


Figura  1.8.5 


►  Exemplo  3  Fag  a  o  grtffico  da  curva  param&riea 


_r  =  2f— 3,  y  =  6r-7 
cl  im  man  do  o  parametroc  indique  aonentagaQ  do  gralico. 

So  lug  do  Para  eliminar  o  parametro,  vanios  resolver  a  primeira  equagao  para  /  como  uma 
funqao  de  _v,  e  entao  substituir  essa  expressao  de  t  na  segunda  eqtutqfio: 

'  =  (1)C*  +  31 

y  =  6  (i)  (A-  +  3)  -  7 
y  =  3x  +  2 


Assim,  o  grafico  e  uma  rota  com  inclinagao  3  e  corte  no  eixo  y  em  2.  Para  encontrar  a  orien¬ 
tagao,  de  vein  os  olhar  as  equagoes  originate;  o  sen  tide  de  f  ere  sc  erne  pode  ser  dedu/ida  ohscr- 
vando  que  x  cresce  quando  f  cresce,  ou  observando  que  y  cresce  quando  t  eresce,  Qualquer 
das  dims  informagoes  nos  diz  que  a  re  la  6  percorrida  da  esquerda  para  a  direita,  con  forme 
indicado  na  Figura  1.8.5.  ^ 


Nem  todas  as  equagoes  parametricas  produzem  curves  com  orientagoes  definidas^  se  as  equagoes  forem 
malcomportadas.  entao  o  ponto,  ao  percorrer  a  curva,  pode  polar  esporadicamente  ou  mover-se  para  f  re  ri¬ 
te  e  para  tras,  sem  de  term  mar  um  sentido  definido,  Por  exemplo.  se 

x  =  sen  t,  v  =  sen"/ 

entao  o  ponto  (x.  y)  move-se  ao  longo  da  parabola  y  =  Por£m,  o  valor  de  x  varia  period icameme  entre 
-E  e  I,  e  porianto  o  ponto  to  y)  tambem  vai  para  frente  e  para  tras.  ao  longo  da  par&t>ola  entre  os  pontos 
(-U)efU)  (conforme  mostra a  Figura  1.8,6).  Mats adiante no livro  vamos discutir  restrigSesque  elimi* 
nam  esse  comportamento  estranho,  mas  por  ora  simpEesmente  evitaremos  tais  complicagdes. 


■  FUNQOES  OFJDINARIAS  EXPRESSAS  PARAMETRICAMENTE 

Uma  equagao  y  -fix)  pode  ser  expressa  na  forma  paramdtrica,  introdu/undo  o  paramelro  t  =  x: 
tSSO  dt!  lugar  as  equagoes  parametric  as  x  =  r,  y  =  /(f).  Por  exemplo,  a  parte  da  curva  y  =  COS  _r  no 
intervalo  [—2 2n\  pode  ser  expressa  parametricamente  como 

Ar  -  f,  y  -  cos  T  (  — 2tt  <  t  <  2tt) 


(Figura  3.8, 7). 
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Figura  1.8.7 


■  CURVAS  PARAMETRICAS  GERADAS  COM  RECURSOS  GRAFICOS 

Mu  it  os  recurs  os  graft  cos  permiteni  que  fag  a  mo s  grafieos  tie  cquagoes  da  forma  y  -  f(x)t  mas 

X 

nao  os  da  form  ax  =  g(y).  As  vexes,  somos  Cap axes  de  reuse  i  ever  x  -  g(y)  na  forma  y  -  f(x\  mas 
sc  isso  for  inconvemente  ou  impossfvel,  entao  podemos  fazer  o  gralico  dex-g(y)  irUrodu/.indo 
um  parametro  /  —  y  e  expressando  a  equagao  parametricanienie  como  x  =  g(t)>  y  —  r.  (As  vexes, 
devemos  experiment ar  varies  intervales  de  t  para  produzir  um  gralico  complete.) 


Exempt  4  Use  um  recur  so  eomputacional  para  fazer  o  gralico  da  equagao 


x  =  3ys  “  5v*  +  ] . 


Sohtqao  Sc  i  —  y  6  0  parametro,  entao  a  equagao  pode  scr  esci  ila  na  forma  paramdtrica 
como 

x  =  3r  -  5F  +  1 ,  y  =  t 

A  Fig ura  1,8.8  mostra  o  gratico  dessas  equagbes  para  -1,5  <,  t  £  1,5.  ^ 


Figura  1.8.H 


Algumas  curvas  parametricas  sao  tao  complexas  que  6  praticamentc  impossivel  visuali¬ 
ze- las  sem  algum  lipo  de  recur  so  gralico.  A  Figura  1 .8.9  mostra  ires  dessas  curvas. 


x  =  3 1  cos  i  -  7 cos (3  ]  /7); 

v  =  31  sen  r  -  7  sen  (31/7)1 
]4?r) 

a'  =  T7  cos  ;  +  7  cost  1 7/7); 
v  =  1 7  sen  ;  -  7  sen  ( 1 7/7); 

(0  <■  t  <  1477) 

x  =  cos  ;  +  (I/2)cos7;  +  (]/3)sen  17; 
y  =  $en  ;  +  {.  1/2) sen  7;  +  ( 1  /3)cos  1 7; 
(0  <  ;  £  27 r) 

Figura  1.8.7 


OOMINiO  PATECNOLOGIA 

Teste  sue  habilidade  com  seu  recurso 
gnSficog&rando  algumas  curvas  para* 
mbtricas  que  Ihe  paregam  inleressan- 
tes  ou  bonitas. 


■  GRAFICOS  DE  FUNgOES  INVER3AS  USANDO  RECURSOS  GRAFICOS 

A  maiona  dos  reeursos  g  rail  cos  eomputacionais  nao  con  segue  iragar  o  gratico  de  fung  oes 
inversas  diretamente.  Contudot  existe  urna  maneira  de  tragar  graft  cos  de  fungoes  inversus 
ex pressan do-os  parametrieamcnle.  Para  vercomo  isso  pode  scr  feiUy  supouha  que  estcjainos 
i  meres  sados  no  gralico  da  in  versa  de  uma  fungao  injetora/.  Sabemos  que  a  equagao  y  =  /(*) 
pode  ser  expressa  parametricamente  por 

v  =  t,  y  =  f(t) 


(4) 
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e  sabemos  que  o  gr&fieo  dc  /~’L  podc  ser  obtido  iroeando  x  com  y,  ju  quo  isso  reflete  o  grdfieo 
dc  /  pela  ret  a  y  =  x.  Assim,  por  (4),  o  gralico  tic  /"'  podc  ser  representado  parametric  am  ente 
por 

*  =  y=t  (5) 

Por  excmplo,  a  Figura  1 .8. 1 0  3  nostra  o  grade o  de  /(a)  =  v  +  x  +  t  e  o  de  sua  in  versa  gerados 
com  am  reeurso  graft  co.  O  gralico  de  /  foi  gerado  com  as  equag&es  parametricas 

x  =  /,  y~f$  +  t+  ] 

e  o  gralico  dc  / foi  gerado  com  as  equagdes  parametric  as 


x  =  r  +  /  + 


a  -  .v,..  +  r  CO$  i 
V  -  v()  +  r  sen  r 
T(0  <  /  <  2tt) 


Figura  1.8*11 


DOMINlO  DATECNOLOGIA 

Use  a  capacidade  param^trica  de  seu 
reeurso  grafico  computational  para 
gerar  um  circulo  de  raid  5  e  centro  em 
(X  -2). 


■  TRANSLAQAO 

So  u  ma  curva  paramctrica  C  6  dada  pc  las  equagdes  x  -  /(f),  y  -  g(t),  entao  a  adigao  dc  uma 
con st ante  a  /(f)  translada  a  curva  C  na  direguo  vs  e  a  adigao  dc  umaconstanie  a  g(f)  translada  a 
curva  na  diregaoy,  Assim,  um  circulo  de  raio  r,  com  centro  em  (jc0,  y,,),  podc  ser  representado 
param  et  r  i  c  a  m  e  n  te  por 

x  —  +  r  cos  t,  y  —  ytt  +  r  sen  f  (0  <  t  <  2rr)  (6) 

(Figura  L8.  H ).  Se  for  o  caso*  podemos  climinar  o  pammetro  dessas  equagdes  notando  que 

(x  -  XfX  +  O'  -  y<X  =  (r  cos  ry  +  (r  sen  tf  =  r 


Assim,  oblivemos  a  conheeida  equaquo  cm  coordeuadas  rctangularcs  para  um  circulo  dc  raio 
/■  e  centre  em  (x(r  yy): 

(A-A0f  +  (y-y,;:r-r  (7) 


■  MU  DAN  DO  AS  ESCALAS 

Se  uma  curva  paramctrica  C  d  dada  pel  as  equagdes  x  =  f(t )t  y  =  g(r)#  entao  a  mutlipl  icagao  tie 
/(f)  por  uma  constantc  alonga  ou  eomprime  C  na  direqao x,  enquanto  a  niukipli cacao  dc  g(t) 
por  uma  conslante  alonga  ou  eomprime  C  na  direqao  y\  Por  exempio,  c  de  se  esperar  que  as 
equagoes  parametricas 

x  —  3  cos  t,  y -2  sen  t  (0  <  f  <:  lit) 

re  present  chi  uma  el  ipse  com  centro  na  origem.  uma  vez  que  o  gralico  dessas  equagdes  re  suit  a 
do  alongamento  do  circulo  unirado 

x  =  cos  f,  y  =  sen  f  (0  <  t<2x) 

por  um  fator  de  3  na  direqao  x  e  um  fator  dc  2  na  direqao  y.  Em  geral,  sc  a  e  b  tbrem  constan- 
tes  positivas,  entao  as  equagoes  parametricas 


x  =  a  cos  y  y  =  b  sen  t  (0  <  f  <  lit) 


(*) 


representam  uma  cl  ipse,  centradu  m  origem*  e  que  se  estende  entre  -a  e  a  no  cixo  x  e  en- 
tre  —b  c  b  no  cixo  y  (Figura  1 .8.12).  Os  numcros  a  c  b  sao  os  semi-elxos  da  cl  ipse.  Sc  for 
o  caso,  po demos  dimi  nar  o  para  metro  t  cm  (8)  c  reescrever  as  equagdes  cm  coordcnadas 


retangu  lares  cotno 


Figura  LS.12 


■j  2 

x  }■ 

—  +  —  =  I 

ri2  b1 


(») 


DOMENIO  DA 
TECNOLOGIA 


Use  a  capacidade  parametrica  de  seu  reeurso  para  gerar  uma  elipse  centrada  na  ortgem  e  se  estendendo 
entre  -4  e  4  na  direpao x  e  entre  -3  &  3  na  diregSo  y.  Gere  uma  elipse  com  as  mesmas  dirnens5es,  por^m 
transladada  de  tal  forma  que  seu  centro  esteja  no  ponto  (2,  3). 
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■  CURVAS  DE  LISSAJOUS 

Em  meados  da  deeada  de  1850,  o  tTsico  trances  Jules  Antoine  Lissajous  (1822-1880)  ticou 
i  meres  sado  cm  equagocs  para  metric  as  da  farm  a 

y  ~  sen  at,  y  =  sen  hi  ( 1 0) 

ao  estudar  vibragdes  que  com  bin  am  do  is  movimentos  senoidais  perpend  ieu  lares.  A  primeira 
equagao  em  (10)  descreve  uma  oseilagao  senoidal  na  diregfio  a  com  trequenda  al2ir,  enquan- 
to  a  segunda  descreve  uma  oseilagao  senoidal  na  duegao  y  com  trequencia  blln.  Se  alh  far 
um  numero  racional,  entao  o  efeilo  combinado  das  osdlagoes  e  um  movimenLo  periddico  ao 
longo  de  uma  trajetdria  denommada  curva  de  Lissajous.  A  Figura  1,8.13  mosira  algumas 
curvas  de  Lissajous  represen  lad  vas. 


DOMINIO  DATECNOLOGIA 

Com  sou  reourso  gr&lico,  g&re  algu- 
mss  curvas  do  Lissajous  &  veja  tarn- 
156  m  se  4  possfvel  deierminar  quafv 
do  cado  uma  das  curvas  na  Figura 
i  .3-13  come^a  a  sa  repetir. 


Figura  1.8.13 


QOMIMIQ  DATECNOLOGIA 

Use  sou  racursQ  gtifico  para  gerar 
dois  ”arcos'  da  cicldsde  descFita  por 

v;:j  .  .  •  ■  '  ■  ■■■ 

um  panto  na  beirada  de  uma  rod  a  de 
raio  1 . 


a  CICLOIDES 

Se  uma  roda  tola  em  I  inha  reia  ao  longo  de  uma  estrada  plana,  entao  um  ponto  na  beirada  da 
roda  in!  descreve r  uma  curva  chamada  ctcloide  (Figura  1,8,14),  Essa  curva  tem  uma  historia 
faseinante  que  vain  os  come  n  tar  daqui  a  pouco;  mas,  primeiro,  vumos  mostrar  cornu  obter  as 
equagocs  parametrieas  para  eia,  Para  isso,  vamos  super  que  a  roda  tenha  um  raio  a  e  que  ini 
rolar  ao  longo  do  eixo  x  positive  de  um  si  sterna  de  eordenadas,  Seja  P(x,  y)  o  ponto  da  beirada 
que  ira  deseiever  a  cidoide,  e  vamos  sopor  P  inicialmente  na  origeni.  Vamos  oonsiderar  eomo 
nosso  paramo  tro  o  Ingulo  0  varrido  pel  a  re  la  radial  ate  P \  a  mod  id  a  que  a  roda  rola  (Figura 
1 ,8, 14).  E  padrao  aqui  eonsiderar  0  posit ivo,  mesmo  que  ge  ratio  por  unia  rotagao  horaria. 

O  movimemo  de  P  6  uma  eomhinagao  do  movimento  do  centro  da  roda,  paralelo  ao 
eixo  x,  e  a  rotagao  de  P  em  torno  do  centro,  A  medida  que  a  reia  radial  varre  um  Angulo,  o 
ponto  P  pereorre  um  arco  de  comprimento  aO,  e  a  roda  move-se  por  uma  di  stand  a  aO  ao  Ion- 
go  do  eixo  x  (por  que?),  Assim,  con  forme  sugere  a  Figura  L8.15,  o  centro  move-se  para  o 
ponto  (aO,  a)  e  as  coordenadas  de  Fix,  y)  sao 

x  —  ad  —  a  sen  0,  y  —  a-  a  cos  $  (11) 

Essas  sao  equagocs  da  eicldide  em  termos  do  parametro  0. 


xy 


x 

> 


Figura  1,8,14 


Figura  1.8.15 
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Figura  1.8.16 


■  O  PAPEL  DA  CICLOIDE  NA  HIST6RIA  DA  MATEMATICA 

A  cicloide  e  de  interesse  par  fornecer  a  soluqao  de  dais  problem  as  maternal  leas  famosos:  o 
problema  da  braquistocrona  (cm  grega  sign! flea  “o  menor  tempo"')  c  o  problema  da  tan - 
tdcrona  (em  grego  signified  "tempos  sguais"),  O  problema  da  braquistocrona  consists  eni 
detenu i nar  a  forma  de  am  fio  ao  longo  do  qual  Lima  conta  pode  deslizar  de  uni  ponto  P  a  Qf 
nao  diretamente  abaixo,  no  men  or  tempo,  O  problema  da  tautderona  cons  isle  em  de  terminal' 
a  forma  de  um  fio  ligando  P  a  Q  de  tal  forma  quo  duas  contas  saem  de  quaisquer  do  is  pontos 
entre  Pc  Qc  ehegani  cm  Q  no  mesmo  intervale  de  tempo.  A  sohiqao  do  ambus  os  problcmas 
vem  a  ser  uma  eieldide  invertida  (Figura  1.8.16), 

Em  j  imho  dc  1696,  Johann  Bernoulli  propos  o  problema  da  braquistocrona  como  um 
desallo  para  outros  inalenuftieos,  A  prinefpio,  alguCm  poderia  conjectural1  que  a  forma  do  bo 
deveria  ser  a  de  uma  linha  reta,  uma  vez  que  essa  forma  resit Ita  no  menor  distancia  dc  P  a  Q. 
Porem,  a  cicloide  inveriida  pcrmilc  que  a  conta  caia  mais  rapidamente  no  comedo,  adquirindo 
velocidade  inicial  sufkdente  para  atmgir  Q  no  menor  tempo,  mesmo  que  pereorrendo  uma 
distancia  major.  O  problema  foi  resol vido  por  Newton  e  Leibniz,  bem  como  por  Johann  Ber¬ 
noulli  c  per  scu  irmao  mais  volho,  Jakob;  j  a  havia  side  formal  ado  e  resol  vido  mcotretamente 
anos  antes  por  Gatilein  que  pensou  ser  a  resposta  um  areo  circular. 


Bernoulli  Uma  surpreendente  famflia  sufga,  que  inclui 
Vilrias  geragdes  de  destacados  matem£iicos  e  eiemUtas. 
Nikolaus  Bernoulli  (1623-1708),  um  lannaceutico.  fu- 
giu  de  Antut^rpia  para  escapar  de  perseguigao  religiosa, 
esiabelecendo-se  em  Basel,  ma  Suiga,  LI  teve  tr£s  ti- 
Ihos:  Jakob  I  (iamb£m  chamado  Jacques  ou  James),  Ni¬ 
kolaus  c  Johann  1  (tamtadm  chamado  Jean  ou  John).  Os 
algarismos  romanos  sao  usados  para  distingutr  os  varies  rneni- 
bros  da  famflia  com  <>  mesmo  nome  (veja  a  arvore  da  famflia 
ao  fim  do  quadro).  Depots  de  Newton  e  de  Leibniz,  os  irrnaos 
Bernoulli,  Jakob  1  e  Johann  1  sao  eons i dorados  por  alguns  como 
os  mais  Em  poll  antes  fundadures  do  Caleulo  Jakob  I  era  autodi¬ 
data  em  Matematica.  Seu  pai  o  queiiu  estudandoTCologia*  mas 
de  so  vo  I  ton  para  a  Mate  mat  lea  e,  em  1686,  tornou-sc  profes¬ 
sor  na  Universtdade  de  Basel.  Quandq  eomegou  a  trabalharem 
Matemfitiea,  nada  sabia  a  respeilo  dos  trabathos  de  Newton  e 
de  Leibniz,  Posteriormenle,  passou  a  eonheceros  result  ados  de 
Newton,  mas  uma  vez  que  muito  pouco  do  trabalho  de  Leibniz 
foi  publicado,  muitos  de  sens  res  u  had  os  foram  duplicados  por 
Jakob. 

O  irmao  mais  novo  de  Jakob,  Johann  I,  foi  incenrivado 
pen-  seu  pai  a  entrar  para  o  eoindrcio,  Pordm,  voliou-se  para 
a  Medici  na  e  estudou  Matematica  sob  a  orientagao  do  irmao 
mais  velho.  Mais  tarde,  toinou-sc  professor  dc  Matematica  em 
Groningen,  na  H  ohm  da.  e,  enlao.  com  a  morte  do  irmao  em 
1705,  sueedeu-Ihe  como  professor  de  Matematica  em  Basel. 
Durante  suas  vldas,  os  irrnaos  Jakob  I  e  Johann  1  cull i vara m 
uma  paixao  mutua  por  endear  o  Irabu  I  ho  um  do  ouiro,  o  que, 
I’reqtiememente,  virava  disputas  lei  as,  Leibniz,  ten  ton  median 
ess  as  dicussbes,  mas  Jakob,  melindrado  com  o  inielecto  supe¬ 
rior  dc  Leibniz,  acusava-o  de  toinar  parti  do  de  Johann  c,  as- 
sim,  acabava  por  constranger  Leibniz  mis  brigas.  Os  irrnaos, 
co m  frequent’ ia,  irabaihavam  no  mesmo  problema  eolocado 
como  desafio  mhiuo.  Johann,  tnteressado  em  ganhar  lama, 
usava,  muitas  vez.es,  meios  inescmpulosos  para  apareccr  como 
o  ertadordos  result  ados  do  irmao.  Jakob,  occasional  men  to.  rc- 
vidava,  Dessa  forma,  e,  muitas  vcz.es,  diffc it  determ inar quern 
merece  os  credit  os  por  muitos  resit!  lad  os,  Entre  tamo,  a  mhos 


deram  grandes  con  tribui  goes  ao  desen volvimento  do  Cdlculo. 
Aldm  de  seu  trabalho  em  Calculo,  Jakob  ajudou  a  ostabelecer 
os  pnncfpios  fundamentals  em  Probabilidadc,  inclusive  a  Lei 
dos  Grandes  Ntimeros,  que  6  uma  pedra  fundamental  da  teoria 
mo  derna  d  a  P rob  abi  1  i  dad  e . 


Entre  os  outros  membrosda  famflia  Bernoulli,  Daniel,  II- 
Iho  de  Johann  Leo  mats  famoso.  Lie  foi  professor  do  Matemati¬ 
ca  na  Academia  dc  S,  Petcrsburgo.  na  Russia,  e,  posteriormente, 
professor  de  Anatom E a  e,  mais  tarde,  dc  Ffsica,  cm  Basel,  Ele 
trabalhou  com  Cdlculo  e  Probabilidade,  mas  6  mais  conhecido 
por  scu  trabalho  cm  Ffsica,  Uma  lei  Msica  do  fluxo  dc  Huidos, 
chamada  de  prinefpio  dc  Bernoulli,  tern  seu  nome  em  sua  home- 
nagem.  Ele  ganhou  por  10  vezes  o  premto  anual  da  Academia 


Francesa  por  scus  trabalhos  sob  re  cordas  vibrantes,  maids  e  ic¬ 
on  a  cindtica  dos  gases. 

Johann  II  sucedeu  seu  pai  como  professor  de  Matemdti- 
ca  em  Basel.  Suas  pesquisas  enfocaram  a  teoria  do  cal  or  e  do 
som.  Nikolaus  I  foi  matemdtico  e  erudito  em  lels,  tendo  traba- 
Ihado  cm  Probabilidade  e  cm  series,  Recomendado  por  Leib¬ 
niz,  foi  nomeado  professor  dc  Matematica  cm  Padua  c  depois 
seguiu  para  Basel  como  professor  de  Ldgica  e,  posteriormeme, 
de  Direito.  Nikolaus  II  foi  professor  de  JurispmdSncta  na  Su- 
iga  c,  mais  tarde,  professor  de  Matematica  na  Academia  de  S. 


Petcrsburgo,  Johann  III  foi  professor  de  Matematica  e  Astro- 


nomiaem  Berlim,  e  Jakob  II  sucedeu  seu  tio  Daniel  como  pro¬ 
fessor  de  Matematica  na  Academia  de  S.  Petcrsburgo.  Real- 
mente.  uma  famllia  incrfvd! 
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A  solugifc)  do  problems  dn  bniquistbcrona  por 
Newton  com  sua  propria  caligrafia. 


1^  EXERCiClOS  DE  COMPREENSAO  1.8  {Ver pagina  96 para  respostas.) 


1.  Eneonine  equ agues  parametric  as  de  um  cfrculo  de  raio  2  cen- 
trado  em  (3, 5)* 

2*  E tic  on  tre  equ ag  oes  par  ametri  cas  da  el  i  pse 


3*  O  graft  co  da  curva  dose  ri  La  pdas  cquagoes  parametric  as  r  = 

4j  -  L  y  =  3i  +  2  d  uma  reta  com  i  nclinagao , _ e  cor- 

te  no  eixo  v  dado  por  . 


4.  S  u  pen  ha  que  uma  curva  parametric  a  C  e  dada  pel  as  equ agues 
x  -  fit),  y  =  git)  para  0  <  J  <  L  Eneontre  equagdes  paramdtri- 
cas  para  f  que  inveriam  o  sentido  dc  percurso  da  curva  percor- 
rida  qua ndo  o  pa rft metro  cresce  de  0  a  I . 

5,  Sc  /  u)  c  u  m  a  fu  ng  do  i  nj  etora ,  en  lao  cq  u  ague  s  para  met  ri  cas  d  a 

curva  y  -  /  _i(a)  sao  dadas  por  x  =  _ e  y  - 1. 


EXERCICIOS  1.3  0  Recurso  Grafico 


1 .  (a)  Por  cl  i  m  i  nag  do  d  o  pa  ram  cl  ro .  c  sbocc  a  t  rajetd  rla  no  inter¬ 
vale  de  tempo  0  <  t  <  5  de  uma  pattfcula  cujas  equagbes 
parametric  as  do  movimento  sSo 

x  =  t  -  I .  y  =  t  +  1 

(b)  In dique  em  seu  csboco  o  sentido  do  movimento, 

(c)  Fag  a  uma  tabela  das  coordenadus  x  e  y  da  partfcula  nos 
instanies  /  =  0,  1,2,  3h  4h  5* 

(d )  M  art]  Lie  rut  c  u  r  va  a  pos  i  cpto  d  a  pan  feu  la  nos  \  n  stan  tc  s  dc  (c) 
c  romlc  as  posigocs  com  os  valorcs  dc  L 

2+  ( a)  Por  dim  inaga  o  do  pa  ra  met  ro.  eshoce  a  t  rajet  6  ri  a  no  inter- 
valo  de  tempo  0  <  /  <  3  de  uma  panic  u  la  cujas  equagoes 
parametneas  do  movimento  sao 

x  -  cos(jr0,  y  =  sen  (Tit) 

(b)  Indique  o  sentido  do  mo vi  memo  em  seu  esbogo, 

(c)  Faga  uma  tabela  das  coordenadas  x  e  y  da  partfcula  nos 
instances  /  =  0;  0.23;  0.5;  0,75  e  \ . 

(d)  Marque  a  posigao  da  partfcula  sobre  a  curva  nos  instantes 
dados  em  (c)e  rutule  essas  posigdes  com  os  va  lores  de  t. 


3-12  Eshoce  a  curva  por  el  i  ini  nag  So  do  parimeiro  e  indique  o  sen¬ 
tido  dc  t  crcscentc. 

X  x  =  3t  -  4,  y  =  6t  +  2 

4+  x  =  t-3,  y - 3/ “ 7  (0 ^  t  <  3) 

5+  x  =  2  cos  y  =  5  sciw  (0  <i  f  £  2tt  ) 

6*  x  =  -Ji,  y  =  2t  +  4 


1,  x  =  3  +  2  cos  y  =  2  +  4  sen  /  (0  <t<  2tt  ) 

8.  jr  =  sec  r,  y  =  tg  t  (jt  <  /  <  3tt/2) 

*>,  x  =  cos  2/.  y  =  sen  /  (— tt/2  <  /  <  nil) 

10*  ¥  =  4/  + 3.  y  =  3  6r  “  9 

11.  jf  —  2  sen"  n  y  =  3  cos"  r  (0  <  t  <7 r/2) 

12.  a1  =  see  f.  v  =  tg'7  (-tt/2  <  t  <  71 12) 

13-18  En  con  tre  as  equagdes  para  m  Ulricas  da  curva  e  con  lira  sen 
trabalho  gerando  a  curva  com  um  recurso  grafico. 


13.  Um  cfrculo  de  raio  5,  centrado  na  origem  e  orientado  no  senti- 
do  hordrio. 

0 14.  A  parte  do  cfrculo  ,rJ  +  y1  =  1  quo  estd  no  tcrceiro  quadrantc 
oriemada  no  sentido  ant  i-hordrio. 

r  •  15.  Uma  reta  vertical  imerceotando  o  eixo  x  em  .v  -  2,  orient ada 
para  cima. 

16.  A  eli pse  r  /4  +  y2  /9  =  U  o ri e nt ada  no  senli do  a nti- h c >id ri < y 

■17.  A  parte  da  parabola  a  =  y"  ligando  (1  *  -1 )  e  (U  1),  orientada  de 
baixo  para  cima. 

1H.O  cfrculo  dc  raio  4*  cenirado  cm  (I,  -3),  orientado  no  sentido 
anti-hor&rio, 

Er.  19.  (a)  Use  seu  recurso  grafico  para  gerar  a  trajetoria  dc  uma  par- 
tfcula  cujas  equagdes  do  movimento  no  iniervaio  de  tempo 
0 </<  5  sao 

x  =  6t  -  y  =  I  +  |/J 


94  Calculo 


(h)  Faqa  uma  tabela  das  eoordenadas  x  e  y  da  parti'cnla,  nos 
mstantcs  t  -  0,  ],  2, 3, 4,  5. 

(c)  Em  que  i  nstautes  a  partial  la  estii  sobre  o  eixo  y? 

(d)  Durante  qual  iniervalo  de  tempo  lemos  y  <  5  ? 

(e)  Em  que  instante  a eoordenada  x da  partfeula  atinge  nm  ma¬ 
xi  mo? 


20-  fa)  Use  inn  recurso  grafico  para  gerar  a  tmjetdna  de  uni  aviao- 
zinho  de  papel  cujas  equates  do  movimento  para  i  >  0 
s<Io 

x-t-2  sen  L  v  =  3-2  cos  i 

(b)  Supondo  que  o  aviao  voe  cm  uma  sala  na  qua  I  o  chao  esta 
cm  v  ~  0.  cxpliquc  por  que  ele  nao  sc  arrebenta  no  chao. 
[ Para  sirnplificar,  ignore  o  tamanho  ffsico  do  aviao,  tratan- 
do-o  co  mo  uma  part  fail  aj 

(c)  Qual  dove  scr  a  altura  do  forro  para  garantir  que  o  aviao 
nao  toque  on  se  arrebente  nde? 


21-22  Rich  o  grafico  da  equa^ao  usando  urn  recurso  grdfieo. 

21 .  (a)  _v  =  y2  +  2 v  +  1 

(b)  x  —  sen  v,  —  2tt  <  v  <  2tt 

■■■■■  22.  (a)  a:  -  y  +  2ys  -  y1 

(b)  x  ~  tg  v,  -7t/2  <  y  <  tt!2 

23,  ( a)  Po  r  el  i  m  i  naq  ao  do  paramo  i  to,  most  re  que  as  eq  uaqoes 

x  =  Xf,  +  (*,  -  a;,)/,  y  =  >v  +  O' i  ~  >',>)> 
representam  uma  reta  passando  pel  os  pontos  (xu,  yj  e 
(a  | .  V] }. 

(b)  Most  re  que  sc  0  <  f  £  I ,  entao  as  equates  cm  (a)  represen- 
tam  o  segment o  de  reta  ligando  os  pontos  CTfp  yn)  e  (xv  yj 
orientado  na  direqao  de  (xrt.  s  y^)  para  (xr  yL). 

fe)  Use  o  rcsuliado  de  (b)  para  encontrar  as  cqua^des  parame- 
tricas  do  segmento  de  reta  que  liga  os  pontos  (1,  -2)  e  (2. 4) 
orientado  de  (U  -2)  para  (2, 4), 

(d)  Use  o  resullado  de  (b)  para  encontrar  as  equaqdus  parame- 
tricas  de  (c).  porem  com  o  segmento  orientado  de  (2.  4) 
para  ( l .  -2). 

24*  Use  o  resu  1 1  ad o  do  Exerdcio  2  3  para  c  neon  t  rar: 

(a)  as  equates  pa  rani  Ulricas  do  segmento  de  reta  que  liga  os 
pontos  (-3,  “4)  e  (“5*  3  X  orientado  de  (-3,  -4)  para  (-5,  I ). 

(b)  as  equagoes  parametrieas  do  segmento  de  reta  traqado  de 
(0,  b)  a  (a.  0),  orientado  de  (0.  b)  para  {a,  0). 

25*  (a)  Suponha  que  o  segmento  de  reta  do  ponto  P{ au,  yIK)  ao  ponto 
Q(.v,  *  y,)  seja  represent  ado  paramctricamente  por 

-V  -  Ao  +  (A-!  -  Ao )f* 

CO  <  /  <  1) 

y  =  Vo  +  ( >’l  -  VoV 

e  que  R( y.  y)  6  o  ponto  no  segmento  de  reta  correspondente 
a  urn  valor  especlficado  de  t  {ver  a  figura  a  seguir).  Mo  sire 
que  /  =  r!q,  onde  re  a  di  stand  a  de  P  a  R  e  q  e  a  distancia  de 
P  a  Q, 

(b)  Que  valor  de  i  represents  o  ponto  medio  entte  jP  e  Q ? 

(e)  Que  valor  de  /  represents  o  ponto  que  esta  a  3/4  do  eami- 
nliodePaS? 


i-  l 


26.  E  neon  t  re  as  equagdes  para  met  ricas  para  0  segmento  de  reta  que 
liga  os  pontos  P(2 ,  - 1 }  e  {>(3.  I )  e  use  o  result  ado  do  Exereicfo 
25  para  encontrar: 

(a)  o  por 1 1< )  mdd  i  o  Ont  re  P  e  £>. 

(b)  0  ponto  que  esi&  u  3  /4  do  caminho  cut  re  P  e  Q. 

(c)  o  ponto  que  eslEi  a  3/4  do  eaminho  entre  Pc  Q. 


(a)  Nas  partes  (a)  e  (b)  do  Exercfdo  25.  obtivemos  cquagoes 
paramelricas  para  um  Segmento  de  reta  no  qual  o  parame- 
tro  varia  de  t  —  0  a  /  -  I .  As  vexes,  e  desejavel  ter  equa^oes 
paraindtrlcas  para  tun  segmento  de  re  la  nas  quais  o  para- 
metro  varia  cm  algum  outro  intervale,  dtgamos  rtl  <  t  <  q. 
Use  as  iddias  do  Excrcido  23  para  mostrar  tjtie  o  segmento 
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e  rota  igan  m  xiv  ytt  e  xlry ,  e  er  re  re 

cut  a  aramctricamcntc  r 

AT  =  AY)  +  {A  I  -  *q)- - * 

*3  “*0  -  * 

(to  <  t  <  fi) 

,  t  -  to 

v  —  Vo  +  (.Ml  Vo) - 

/l  —  Jo 

h  De  iso  rma  cgmcm  c  ta  rienta 

c  Enc  sure  a  c  uagoc  aramdtrica  ara  eg  meat  c 
ret  a  traga  e  3,—  I  a  L4  uan  t  aria  e  1  ate2e 
c  nfira  ou  rc  u  ta  c  in  um  recur  gralie 

31*  a  Preiminaga  aiameu  ,  in  ire  uc  Of/crna  rem 
amb  rui  ,  esua  graflc  a  e  nag 5c  aram&rica 

x  =  at  +  h\  v  =  cf  +  d  tu<r<ti 
5  um  egment  e  reta 

h  E  b  ce  a  cur  a  aram^trica 

.v-2r-  1,  v  —  1+1  ]  <t<2 

o  in  s  uc  ua  riontaga 

32*  a  ue  c£  e  i/cr  brearcta  E  crciei  31  o«  u 
c  tna  na  amb  rem  mi 

b  ue  re  rc  entam  a  c  uagoc  uan  a  e  c  rem  amb 

nu 


33-36  cum  recur  gralie  ec  uagoc  aram&rica  ara  e  ibir 
gratic  e  /  e  /  1  ua  me  nia  to  a 

033*/  a-  -r  4- 0*2.v -  1*  -1  <*v< 2 
■  •  34,  /  a  =  Va'2  +  2  ■+■  x,  -5  <  x  <  5 

0 35*  /  at  =  e  c  0,5a  *  0  <  x  <  3 

36.  /  x  -  x  +  e  n  a*  0  <  X  < 

37.  cur  a  arametrica  em  er  efini  y  r  arte  ,  u  an 
orniu  a  i  erente  ara  i  ere  me  a  re  aminetr 

B  b  ce  a  cur  a  ue  6  re  re  enla  a  r  arte  e  a  e  uagoe 

ara  metric  a 

Jjr  =  2t,  y=4t2  (0  <  f  <  j) 

\x  =  2-2t ,  y  =  2 1  (i  <  i  <  I) 

3K.  Enc  nine  a  e  uagGe  araro&rica  ara  retingu  a  figura 

abas  *  u  n  ue  e  e  e  traga  n  enti  anti  h  lari  uan 

t  aria  eOa  l,c  megan  ctiijj,  i)  uan  /  =  0  Siigestao: 
c  rc  entc  retail gu  r  arte  ,  azen  t  aiiar  c  0  ate  J  n 

rimeir  a  *  e  4  ate  4  n  egun  *  e  a  tin  r  iante 
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0  39*  a  Enc  [lire  a  e  uagoe  aram&rica  a  e  i  c  centra  a  na 

rigem  c  c  m  c  rte  n  ei  a  r  4.0.-4.C. 
0,3  c  0*  -3 

b  Enc  sure  a  c  uagoe  aramdtrica  a  e  i  c  ue  rc  u  la 

Iran  a  an  aei  e  e  a*  e  rma  ue  eu  eentr  e  tea 

em  -i* 2 

c  nlirme  cu  rc  u  ta  each  u  an  um  recur 
gr&fie 

40*  rem  m  trar  mat  a  iante  n  i  r  ue  e  um  r  £ti  6  i 
ara  a  niJ  e  ,  c  m  uma  e  ci  a  einicia  e  v0  me 

tr  r  egun  *  a  um  angu  ct  c  m  a  h  riz  nta  ,  e  en 

c  reza  a  a  re  i  teticia  ar.  enta  ua  iga  a  6  i  egun 
angament  *  em  re  aga  a  i  tenia  c  c  r  cna  a  a 
figura  abas  e: 

x  —  (uocoscr)/,  y  =  (uqscii  a)t  —  ^g/2 


n  e  g  fk  f  m/ 

a  tre  ue  a  tra  ettfria  6  uma  ar£h  a  aira  e  a  e  itninu 
ga  ara  met  r 

b  E  b  ce  a  tra  etbria  uan  a  =  30°  e  =  I  000  nV 

Ay 

tu  x 

Figura  Ex-40 


41.  in  i  eti  6  i  ara  r  um  canh5  a  um  Sngu  or  — 45°, 
e  m  uma  e  ci  a  einicia  e  v(J  -  00  m/ 


a 


Enc  litre  a  e  uagoc  arametrica  a  tra  e  tori  a 
cm  rc  aga  a  \  tema  ec  r  cna  a  a  Figura  E 


r  eti 
40 


b  ua  c  a  a  Lura  ma  imaatingi  a  e  r  eti 

c  ua  6  a  ]  taneia  ere  m  a  b  iiz  ma  inentc  e  r  eti 


042*  in  brag  r  b  tiza  ,  c  enha  ara  ir  u  er  icie  ana 

e  um  aut  m 6  e  ,  c  u  i  te  em  ua  ha  te  re  a  uma  na  u 

tra  ma  ha  tern  e  e  ara  rente  e  ara  tra  h  riz  nta  ni  entc* 

en  uant  a  egun  a,  e  maatn  a  a  e  iment  na  nta* 

m  e  e  ura  cima  e  ara  bat  er  Figura  E  42 

a  Su  ntia  uc  a  ha  tc  h  riz  nta  r  bo  m  c  e  e  ta 
rma  ucac  r  cna  a  .v  ccntr  i  rn  in  tan 

te  /  6  x  =  25  en  m  c  ue  a  ha  te  ertica  in  e  e  e  ta 

rma  ueae  r  cna  ay  eentr  i  rn  in  tan 

le  /  e  y =1 2*5  emrf  Faga  gralic  a  tra  ettVia  eentr 
i  r 

b  Su  nha  uca  c  r  ena  a  jrey  e  a  a  a  — 25  en  %m 
e  y  =  12,5  en  nbr,  na  uai  a  c  n  iante  a  e  b  em  er 

c  ntr  a  a  r  graman  brag  r  b  tiza  Fag  a  graft 

c  a  Lra  etbria  eentr  i  r  ca~  4e//  =  5 

c  n  e  ligue  a  tra  e  tori  a  rc  u  tante  cm  b  e  aria  e  c 
ha  c  a  e  b. 

43*  Do  ere  a  a  ami  ia  e  cur  a  re  u  iante  a  c  uagoc  ara 
m^tiica 

x  =  ac  i  +  h.  y  =  b  en  t  +  k  0  ^  f  <■  '2tt 


uan 

a  hek  a  is  > ma  a e h  ariam 


96  Calculo 


(h)  a  e  b  sSo  fixes,  mas  he  k  variant. 

(c)  a  =  I  e  b  =  1,  mas  ft  c  k  variant  e  satisfazem  h  =  k+  1 . 


< 

Figura  Ex-42 


v* 


Almofada 

de 

polimento 


f 


Braces  _ 

robotizados 

t 


x 

* 


/ V 


V 


j: 


44*  A  hipociclmde  6  uma  curva  deserUa  por  um  potuo  P  sob  re 
uma  drcimferencia  tie  um  circulo  que  rola  dentro  tie  um  cjY- 
culo  maior,  fixo.  Suponhaque  o  cfrcuJo  fixo  tenha  raio  a  e 
seja  cenirado  na  origein,  e  que  o  cfreulo  que  rola  tenha  raio 
b.  Seja  &  o  angulo  mostnido  na  figura  a  seguir.  supondo  que 
quandc  0  =  0,  o  porno  P  estd  em  (a,  0).  Most  re  que  a  hipoci- 
ddide  gerada  e  dad  a  pelas  equates  para  metric  as 


x  ~  (a  —  h)  cos  tp  +  b  cos 


.V 


(a  —  b)  sen  <p  —  b  sen 


45*  So  b  =  j  a,  no  Exercicio  44,  a  curva  result  ante  6  chamada  tic 
hipociddidc  de  quatro  cuspides. 


(a)  Esboee  essa  curva, 

(b)  Mostre  que  a  curva  e  dada  pel  as  equagdes  param&ricas 

x  =  a  cos 1  (j>y  y  =  ti  sen ’  <p 

(e)  Most  re  quo  a  curva  c  dada  pda  equrtgao 

m  ,  m  m 

x  +  v  -  a 

em  coordenadas  re  tang  u  lares. 

■  4(u  (a)  Use  um  recur  so  graft  co  para  esludar  eomo  variant  as  cur¬ 

ves  da  iantflia 

x  =  2a  cosYt  y  =  2a  cos  t  sen  /  (~2tt  <  t  <  2n ) 
quandc  a  varia  de  0  a  5- 

( b )  Con  ft r  me  algebdcamente  su  a  cone  I  us  ao. 

(c)  Escreva  um  breve  par&grafo  re  I  at  and  o  o  que  encontrou. 


)/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  1.8 


1,  jc  =  3  +  2  cos  y  =  5  +  2  sen  /  (0  <f<2x)  2,  x  =  a  cos  b  y  -  b  sen  r  (0  <  l  <  2tt)  3,  ^ ;  2,75 

4,  a-  =  /  ( ]  -  t)*  v  =  g  { 1  -/)  5.  j'U) 


EXERCiClOS  DE  REVISAO  DO  CAPITULO 


Recurso  Grdfico 


L  Esboce  o  gratico  da  flung  ao 

“l,  A  <  “5 

V25  —  x2^  —5  <  x  <  5 

x  —  5.  x  >  5 

2*  Use  os  grtiiieos  das  dingoes  /  c  g  na  figura  ao  I  ado  para  resol¬ 
ver  os  seguinies  problem  as, 

( a)  E neon  t  re  os  val ores  de  f( -2)  e  g  ( 3 ) . 
fb)  Para  quais  val  ores  de  x,  f(x)  -  g{x)  ? 

(e)  Para  qua  is  val  ores  de  jet  f(x)  <2? 

( d )  Qua i  s  sa o  o  d  om  i  n  i o  e  a  i  m age m  de  /? 

(e)  Quais  sao  o  domm io  e  a  i  m agent  de  g? 

(0  Encomre  os  zeros  de  /  eg. 


Figura  Ex-2 


Um  eopo  cheio  de  agua  a  uma  temperatura  do  I  PC  e  colo- 
cado  cm  uma  sala,  que  esta  h  temperatura  constantede  2I°C, 
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Faga  u  in  grafico  aproximado  que  desere  va  razoavelmente  a 
tempera tura  da  agua  no  copo  como  tuna  fungao  do  tempo  de- 
eorrido. 

4,  S  upon  ha  que  queiramOS  ptniar  a  l  am  pa  de  uma  mesa  circular. 
Encomre  uma  formula  que  expresse  a  quantidade  de  ilnia  ne- 
cessdria  como  uma  fungao  do  raio  da  tarn  pa  e  di  scuta  todas  as 
hipbteses  ulilizadas  para  encontrara  formula, 

5,  Um  container  de  base  quadrada  e  iados  rctangu  lares  sem 
tampa  tern  uni  volume  de  8  metros  cubicos.  O  material  da 
base  eusta  $5  pot  metro  quadrado  e  o  dos  hides..  $2  por  metro 
quad  ratio, 

(a)  Bn  centre  mmi  lOnnula  que  expresse  o  euslo  total  desses 
materials  como  uma  fungao  do  comprimento  do  I  ado  da 
base. 

(b)  Qual  e  o  dommio  da  fungao  custo  obtida  cm  (a)? 

6*  Uma  bo  I  a  coin  raio  de  \  5  cm  recebe  uma  camada  uni  forme  de 
plastico. 

( a)  E  x  pres  so  o  volu  m  e  de  pi  6s  t i  co  co  mo  u  ma  I  u  ng  ao  d  a  es pcs- 
sura  da  camada, 

(b)  Qual  6  o  domfnio  da  lungdo  volume  obtida  em  (a)'? 

■■--  -7*  Uma  caixa  fechada  dove  ser  feiia  de  um  pedago  de  papeJao 
com  180  cm  por  300  cm.  tirando  fora  quatro  quadrados  do 
niesmo  tamanho  (veja  a  ftgura  abaixo),  dob  ran  do  ao  I  on  go 
das  re  Las  trace]  ad  as  e  encaixaudo  para  dentro  as  duas  abas  da 
tampa. 

(a)  Encomre  uma  formula  que  expressc  o  volume  da  caixa 
como  uma  fungao  do  comprimento  dos  Iados  dos  quadra¬ 
dos  cortados. 

(b)  Encomre  uma  design  a  Idade  que  e  specif!  que  o  domfnio  da 
fungao  cm  (a), 

(c)  U  sc  o  grade o  d  a  fti  ngao  v ol u  me  para  csti  ma r  as  di  me  n  soes 
da  caixa  com  o  mat  or  volume. 


h 


-300  ern- 


180  cm 
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K-  8*  Denote  por  C  a  grdfico  dc  y  =  l  /a,  para  x  >  0. 

( a)  Ex  p  res  se  a  d  i  si  an  ci  a  e  n  tre  o  pon  It  >  F(  1 , 0)  e  u  m  port  I  o  Q  de 
C  como  uma  funglo  da  coordemtda  x  de  Q , 

(b)  Qual  e  o  dommio  da  fungao  distilneia  obtida  em  (a)? 

(c)  Use  o  graheo  da  fungao  distancia  obtida  em  (a)  para  estt- 
mar  o  ponto  Q  de  C  que  esta  mais  proximo  do  pon  to  P . 

9,  Esbocc  o  grail  co  da  equagao  a;  -  4v:  -  0. 

KhObtcnha  o  gralico  de  fix)  -  xA  -  24x'  -  25x2  em  duas  j  and  as 
de  itispegao  di  stint  as,  cad  a  uma  del  as  ilustrando  uma  proprie- 
dade  dife rente  de  /.  Identillque  cada  uma  das  duas  jane! as  e 
uma  caractenstica  do  grafico  dc  /  que  esteja  bem  exempliti- 
cada  rta  jonela. 


1 1 ,  Com plete  a  tabe I  a  a  segu  i  it 


X 

-4 

-3 

-2 

-t 

0 

S 

2 

3 

4 

m 

0 

-1 

2 

I 

3 

™2 

-3 

4 

"4 

&(x) 

3 

2 

1 

-3 

-1 

^4 

4 

_2 

0 

if  g)ix) 

(x  o  fm 

12,  Scjam  f(x)  -  -x~  e  g  (x )  —  I  f*/x>  Encontre  formulas  para  / 
g  e  g  f  e  o  do  i n  fit  i  o  n  at  u  ral  tie  cada  a  i  mpos  t  a . 

1 3,  !  )ado  que  f(x)  =  x*+  I  e  g(,r)  =  3x  +  2,  encomre  todos  os  valores 
de  x  de  modo  que  f(g(x\)  =  g(f(x))> 

14,  Scjam  f(x)  ~(2x-l )f(x  +1 )  e  gU)  =1/(.v-1 ), 

(a)  Encontre  /(g(v», 

(b)  O  domfnio  natural  da  fungao  /;(-v)  =  (3  -  x)tx  £  o  mesmo  <3 a 
fungdo  /  o  g  ?  Explique, 

IS*  Dado  que 

fW  =  -  .  ■  g(x)  =  //  U)  =  X2  “  I 

A  —  1  X 

Encontre  uma  formula  para  / og  ft  c  de  o  domfnio  dessa  com¬ 
post  a, 

16,  Dado  que  /(a)  -  2x+  1  e  h(x)  =  2.v'  +  4,v  +  1+  encomre  uma  fun¬ 
gao  g  till  que  f(g(x})  -  h(x). 

17,  Em  cada  parte,  class!  Eiq ite  a  fungao  como  par,  fmpar  ou  nenh Li¬ 
ma  das  duas. 

(a)  A?senx  (b)  sen3  a 

(c)  a+a2  (d)  senxtgA 

18,  (a)  Escrcva  uma  cquagao  para  o  grtffico  obtido  rclletindo  o  gra- 

fico  de  v  =  |x  -  I|  pelo  dxo  y.  enrao  distendendo-o  veitical- 
mentepor  um  fator  de  2e  depois  transladando-o  para  baixo 
3  un idade s  e,  por  Elm,  rclletindo  o  grjfico  pelo  dxo  a. 

(b)  Faga  um  esbogo  dos  grafieos  original  c  final. 

19,  Em  cada  parte,  desereva  a  famflia  de  curvas. 

(a)  (a  —  ay  +  (v  -  a2f  =  1 

(b)  y  =  a  +  (,v  —  2aY 

20,  E  neon  t  re  li  i  n  a  eq u agao  para  u  ma  p ai'fibo  I  a  q  tie  passe  pel  os  po  n  - 
tos  (2.0),  (8,  1 8)  e  (-8,  18). 

21,  S  upon  ha  que  a  tem  pert  aura  minima  esperada  em  Anchorage, 
no  Alasca  (em  °F),  seja  model  ada  pel  a  eqtiagao 

T  =  50sen^t(/  -  !0J)  +  25 

onde  r  esta  em  dias  e  i  -  0  corresponde  a  T  de  Janeiro. 

(a)  Esboce  o  graEico  de  T  versus  r  para  0  <  t  <  365. 

(h)  Use  o  modelo  para  p rover  quatido  ocorrera  o  dia  mais  trio 
do  ano, 

(e)  Com  base  no  modelo,  quantos  dias  durante  o  ano  se  espera 
ter  uma  temperatura  abaixo  de  ()yP  ? 

22,  A  fig  Lira  a  seguir  mostra  um  modelo  para  a  variacao  das  ma- 
rds  em  um  ponto  in  tern  o  da  bafa  de  San  Francisco  durante 
um  perfodo  tic  24  Noras,  Encontre  uma  equagao  da  forma 
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CaJculo 


y  =  yQ  -h  y\  en  at  +  b  ara  m  e  „  u  n  uei  =  Oc  rre 
n  a  a  meia  n  iie 


Linhii  Meio-dia 

Tempo  i  (h) 


jir  c 

Figura  Ex*22 


uai  c  n  igoe  e  em  e  tar  ati  eita  ara  ue  f  ten  ha 
uma  m  er  a  De  a  gun  e  em  e  ungoe  ue  na  tem 
in  ei  a 

26*  a  D5  a  re  trigOe  bre  mi  ni  c  en  a*  e  ay  tg  .1  e 
ee  x  ue  a  im  ia  ara  azcre  a  ungoe  in  cl  ra 
na  ef in igoe  e  are  en  a.  are  c  a.  are  tg  aj  e  arc  ec  a 

h  E  h  ce  grahc  a  ungoe  Irig  n  m&rioa  re  irtia 
em  a  e  ua  in  er  a 


27*  Em  ca  a  arte*  enc  nine/'1  a 
a  /  x  =  /  -  1 
c  j  x  =  e  2+I 

e  /(a)  =  en  1  - — 


e  a  in  er  ae  i  lir 
b  fx  =  /-Zx  +  \ 

/  x  =  a  +  2  /  x  -  \ 


2  2 
-  5  A  < - 

4  4 -it  4  —  n 


23*  figura  em  ane  m  ira  gr&fic  a  e  uagde  y=  1  +2 

en  a  e  y  =  2  en  a/2  -l-  2  e  a72  ara  -2tt  <  a  <  2n  Sem 
u li  izar  um  recur  c  m  utaci  na  ,  i  cnti.lt  ue  ca  a  uma  a 
ua  cur  a  e  a  ua  e  uaga  c  one  ntre  a  c  iT  cna  a 
ni  7L#,CeZ)in  ica  E  e  ue  eu  rad  cini 


Fig ura  Ex-23 


24*  re  3  tend  a  e  etrica  R  em  hm  O  ara  urn  M 
ur  e  ta  re  ad  na  a  c  m  ua  tem  ertaura  T  cm  0 
mu  a 

R  =  R0  1  +  kT 


e  me  la 
e  a  or 


na 

ua  Rnck  a  c 

n  tame 

ili  a 

a 

Fag  a  um  e  b  g 

h.  ma 

grdEie  e  R  versus  T  e  e 

i  ue 

ignifica  gc 

metric 

e  Rti  e  k  ara  eu  grdlie 

b 

Em  te  ria.  a  re 

1  tencia  R  e  um  Ei  e  meta  ur 

cai 

ara  zer  can 

a  tem 

ertaura  atinge  zer  ab 

nt 

7  =  -273°  ue  in  rniaga  i  a  hre  A: 

c  ma  am  a  ae  m  fi  ament  clime  teni  tem  uma  re  i 
tend  a  e  1J  Q  a  uma  tern  eralurp  e20°  uein  rnia 
ga  i  a  bre  Rit  fi  ament 

ua  tern  eratura  fi  ament  e  lung  teni  tem  uma  re 
S  tencia  e  1,5  Q 

25*  a  DC e  n  igOe  b a  uai  ua  ungbe  */eg,  era  in  er 
a,  umamentc  c  me  cm  gerai  e  a  imgfte 

b  De  ere  a  a  re  aga  entre  gid tic  e  y  =  /  .v  e  y  ~  g  a 
u an  /eg  5  ungoe  in  er  a 

c  ua  i5  a  re  nga  entre  mini  c  a  imagen  c  un 
goe  in  er  a  /eg 


1  +  3  m  e  tg  a 

28*  Sea/ a  =■  ax  +  b  1  ca  +  d  uai  a  a  c  n  igoe  bre  a.  b, 
c  e  d  uc  garantem  a  e  t  tencia  e  /  1  Enc  ntre  /  1  x 

29.  Em  ca  a  arte,  enc  ntre  a  r  numeric  e  ai  a  e  re  a 
a  a 

a  c  as  c  c  4/5  +  arc  en  5f  1 3 
h  en  arc  en  4/5  +  arc  c  5/1 3 

fp30*  Em  ca  a  arte,  e  b  ec  grdfie  e  crifi  uc  eu  traha  h  c  m 
um  recur  c  m  uiad  na 

a  fx  -3  arc  en  a/2 

b  f  a  =  are  c  x  -  fc/2 

c  /  a  =  2  arc  tg  -3  a 

/  a  =  arc  c  a  +  arc  en  a 

31*  Su  nha  ue  grallc  e  y  —  g  Atenha  i  e  enha  c  m 

e  ca  a  iguai  e  1  cm  r  uni  a  e  em  amba  a  iregrie  a 

ev  Se  um  be  ur  ui  er  eaminhar  a  ng  gralic  ate 

r  %r  Hr 

a  caugar  uma  a  ttira  e  0.  metr  aclma  d  a.  uartt 
ui  bmelr  h,  ireita  a  rigem  tera  e  e  iaa 

32*  Su  nha  ue  gr&fic  ey  ^lO^tenha  i  e  enha  c  m 

c  ca  a  iguai  c  1  cm  i‘  uni  a  e  cm  amba  a  iiegOe  x 

e  y  Se  um  be  ur  ui  er  eaminhar  a  ng  grSfic  ate 

a  cangar  a  a  tura  el  00  ui  6  metr  acima  ei  a,  uam 
centimctr  a  ireila  a  rigem  tern  e  e  ia  a 

33*  E  re  ea  eguinte  unga  c  m  uma  unga  raci  na  ca: 

3  n  elv  c  ‘  +2c  [it 

34*  Su  nha  ue  y  =  Ce>!.  n  e  C  e  k  S  c  n  tante  ,  e  e  a  V  =  11 
y  tie  ue  grafic  e  V  versus  tt  uma  retiy  e  e  uainci 
uaga  c  c  itec  m  ei  Y 

p-  35*  a  E  b  ce  a  cur  a  y  =  ±e  *a  c  y  =  e  x!1  en  2a  ara  -jt/2  <  x 

<  .Iy/2  n  me  m  i  tem  a  ec  r  ena  a  e  erili  ue  eu 

traba  h  u  an  um  recur  gr^tic  c  m  utaci  na 

b  Enc  litre  t  c  rte  n  ei  x  a  cur  a  y  =  <?’v  en  2a 

n  inter  a  a  cache  a  c  r  ena  a  a  et  n 

(  nee  a  Cur  a  inter  CCta  a  cur  a  y  =  ±exr~ 


Capftulo  1  /  Fungdes  99 


-  36.  Urn  pacotc  de  supri  memos  medicos  cai  de  um  heficoptero  di- 
retamente  para  baixo  dc  para-quedas  cm  Lima  area  remote  A 
velocidade  v  do  pacotc  t  segundos  apds  comegar  a  cai v6  dada 
cm  pcs  por  segundo  por  v  —  24,61(1  -  e~'J '), 

(a)  Faga  o  grafico  tie  v  verms  L 

(h)  Most  re  quo  .o  gralico  tern  uma  assfntota  horizontal  v  -  <\ 

(c)  A  con  startle  r  6  denomitiada  velocidade  terminal.  Expli- 
q  ne  qua!  o  semi  do  priUico  del  a. 

(d)  O  pacote  pode  realmente  atingir  sua  velocidade  terminal? 
Explique, 

(e)  Quanto  tempo  leva  para  o  pacotc  aEingir  98%  de  sua  velo¬ 
cidade  terminal? 


••••  37*  Um  grupo  dc  20  ovelhas  6  sol  to  para  reprodugao  cm  uma 
area  preservada  no  Colorado.  Espera-sc  que.  com  um  contro- 
Ic  cuidadoso,  o  nuniero  A;  de  ovelhas  apbs  t  a  nos  seja  dado 
pda  formula 

220 

N  =  — - — 

1  +  10(0,830 

e  que  a  populagao  dc  ovelhas  seja  eapa/,  tic  mantcr-se  sciu  su- 
pemsao,  depots  dc  atingido  o  ntimero  de  80  ovinos. 

(a)  Faga  o  grfilko  dc  N  versus  t. 

(b)  Por  qu  antes  a  nos  o  eslado  do  Colorado  devertf  man  ter  o 
comrole  sobre  os  ovirtos? 

(c)  O  am  hi  erne  da  area  sup  oil  a  qu  antes  ovinos?  [Sugestao : 
Examine  o  grafico  dc  N  versus  t  para  valores  grandes  dc  t.  \ 

38.  Um  forno  e  prd-aquecido  e.  entao,  man  tom  Lima  temporal  Lira 
con  st  ante.  Uma  batata  e  col  oca  da  nde  para  assar.  S  upon  ha 
que  a  temperatura  /’(cm  °F)  da  batata  f  minutos  apos  c  dada 
por  7’-  400  -  325(0,97'),  A  batata  sea  con  side  rad  a  assada 
quando  sua  temperatura  estiver  emre  260° F  e  280°F. 

( a)  Du  ran  te  qu  a  U  nter va  I  o  de  tempo  a  batat  a  se  ra  con  si  dcrad  a 
Como  assada? 

(b)  Quanto  tempo  leva  para  a  temperatura  da  batata  atingir 
95%  da  temperatura  do  forno? 

(b)  Quanto  tempo  leva  para  a  diferenga  entre  as  tempo  rat  Liras 
da  batata  e  do  forno  coir  para  a  metadc? 

39.  (a)  Most  re  que  os  gnSIlcos  de  y  =  1  n  .v  e  y  =  x" "  se  cru/am. 

(b)  Apr  oxime  a(s)  solugao(5e.s)  da  equagao  x  =  xu  com  tr£s 
casas  decimais. 


4th  (a)  Most  re  que  pam  x  >  0  e  k  0  as  equagOes 

i=  t  b  Jn_£  _  [ 

1  e  x  ~  k 
tern  as  rues  mas  solugoes. 

(b)  Use  o  grafico  de  y  —  (In  x)  / x  para  determ i  nar  os  valores  dc 
k  para  os  qua  is  a  equagiio  x  -  e  tern  duas  solugoos  positi¬ 
ves  di  sit  mas ; 

( c )  A  prox  i  m  e  as  sol  ugoes  pos  i  l  i  vas  de .  C  =  e  . 

fyj  41*  Um  problems  import  ante  que  6  resolvido  com  Calculo  6  o  dc 
encontrar  uma  boa  aproximagao  linear  de  uma  fungao  f(x) 
petto  de  um  valor  a  particular.  Uma  abordagem  pos&fvel  (nao 
a  melhor)  c  obter  amostras  dos  valores  da  fungao  perto  do  va¬ 
lor  x  c  spec  i  lie  ado,  encontrar  a  rcta  de  regressao  dessa  amos- 


Lr age m  e  transladar  a  reta  dc  regressSo  para  qtic  passe  pelo 
ponto  do  grafico  y  =  f(x)  correspondent e  ao  valor  x.  Cons! de- 
re  f(x)  —  x~  sen  x, 

(a)  Fag  a  uma  tabcla  dos  valores  de  U,  /(x))  para  aj  =  1 ,9:  1.92: 
U94t...;  2,1. 

(b)  Encontre  uma  reta  de  regi'essao  dos  dados  de  (a). 

(c)  Encontre  a  equagao  da  reta  que  passa  pelo  ponto  (2.  /( 2)) 
e  que  6  para!  el  a  a  reta  de  regressao. 

(d)  Usando  um  recurs o  computaeional  e  uma  janela  quo  con¬ 
ic  n  ha  o  ponto  (2,  /( 2)),  trace  o  gmlico  de  y  -  fix)  e  da  reta 
obi  i  da  cm  (c).  Como  sc  comportain  os  dois  grab  cos  quati- 
do  usar  um  zoom  na  vizinhanga  do  ponto  (2,  /( 2))? 

[Nota:  A  me! hot  apioximagao  linear  dc  y  =  x“  sen  x  na  vizi- 
n  hang  a  de  x  —  2  6  dada  por  y  ^  1 .9726x  —  0,308015.  Adi  ante 
veremos  como  utili^ai  as  ferramentas  do  Calculo  para  obter 
essa  resposta.J 

•  42,  Uma  extensao  do  problema  da  aproximagiio  linear  e  encontrar 
uma  boa  aproximagao  polinomial  de  uma  fungao  fix)  peno  de 
um  valor  a  particular.  Uma  abordagem  possivel  (nao  a  melhor)  € 
obter  amostras  dos  valores  da  fungao  perto  do  valor  x  cspecifica- 
do.  aplicarregressao  polinomial  a  essa  amostragem  e  transladar  a 
curva  de  regressao  para  que  passe  |xlo  |x>nto  do  grafico  v  -  /(x) 
correspondente  ao  dado  valor x.  Considere  / (,v)  =  cos  x, 

(a ,)  Faga  uma  t abel  a  d  os  vale > res  de  (x,  / (x))  pa  ra  x  -  -0, 1 ;  -0.08 ; 
-0,00:...;  0, 1 . 

(b)  Use  regressao  quadratic  a  para  model  ar  os  dados  de  (a) 
com  um  polindinioqtiadrtltico. 

(c)  Trans  lade  a  fungao  do  mod  do  quadrtkico  de  (b)  para 
obter  uma  fungao  quadrat  lea  que  passe  pelo  ponto 
(0,  /(O)). 

( d )  Usando  um  necu i  so  co m puuc i on ai  e  tuna  jane) a  q ue  come- 
nha  o  ponto  (0,  /(G)).  trace  o  grafico  de  y  =  /(x)  e  do  poll- 
nontio  obtido  cm  (eg  Como  se  coniportam  os  dois  graficos 
quando  usar  um  zoom  na  vi/inhanga  do  ponto  (0,  /(()))? 

[Nota:  A  melhor  apioximagSoquadratica  de  y  —  cos  x  na  vizi- 
nhanga  dc  x  =  0  6  dada  por  y  ^  -0,5a2  +  I .  No  Capfiulo  10  ve¬ 
remos  como  utilizer  as  ferramentas  do  Calculo  para  obter  ess  a 
resposra.] 

p  43*  A  Tabcla  Ex -43  ( ver  p.  J  00)  da  o  mvel  de  iigua  (cm  metros  ad- 
nia  do  nivel  medio  mfnimo)  no  Cabo  Hattcras,  na  Carolina  do 
Norte.  EUA.  medido  a  eada  duas  floras,  comegando  h  meja- 
noite  de  1 fp  de  julho  de  1 999,  Por  que  deveriamos  esperar  um 
aj  Lisle  de  uma  fungao  srigononietrica  a  esses  dados?  Encontre 
uma  fungao  que  model  e  esses  dados  e  fag  a  o  gmlico  dessa  fun- 
gao  junto  com  um  diagrama  dos  dados. 

44.  Um  piofessor  quer  tisur  as  notas  tlas  provas  parciais  de  area 
como  uma  previsao  das  not  as  finals  cm  uma  pequena  turma 
dc  estudos  avan gados  para  a  qua!  leciona  uma  p(^r  ano.  As 
notas  parciais  c  as  nota  finals  da  turma  do  ano  passado  cstao 
listed  as  na  Tabcla  Ox ’44. 

(a)  Encontre  o  model o  de  regressao  linear  que  expressa  a  nota 
final  cm  term  os  da  nota  parcial. 

(b)  S  upon  ha  que  um  aluno  dcste  ano  ten  ha  obtido  uma  nota 
parcial  8,8,  Use  o  model o  obtido  cm  (a)  para  prever  a  nota 
final  desse  aluno. 


100  Calculo 


TYfebda  Ex-43 


HORA 

NIVEL  DA  AGUA  (m) 

0 

0*526 

2 

0.157 

4 

0,161 

6 

0486 

S 

0,779 

10 

0.740 

12 

0,432 

E4 

0,143 

16 

0*260 

IS 

0.633 

20 

1*015 

22 

1,023 

24 

0,670 

26 

0.231 

28 

0.128 

30 

0*345 

32 

0.697 

34 

0,821 

HORA 

NIVEL  DA  AGUA  fm) 

36 

0,534 

38 

0,192 

40 

0,141 

42 

0,426 

44 

0,849 

46 

1,032 

48 

0,765 

50 

6,281 

52 

0,042 

54 

0,157 

56 

0,587 

58 

0,777 

60 

0,620 

62 

0,241 

64 

0,045 

66 

0495 

68 

0,613 

70 

0,945 

45*  Eneontre  equagOes  paramdtrieas  para  a  parte  do  eirculo  or  4-  y~ 
=  2  que  csta  fora  do  primeko  quadrature.  orientado  no  sentido 
anti-hordrio.  Confira  sua  resposta  gcratido  a  curva  com  uin  re- 
curst)  gtdlico. 


046,  (a)  Sopor  ha  quo  as  uquagdcs  x  -  /(/),  y  —  g(t)  descrevam  a 
curva  C  para  t  creseente,  de  0  a  I.  Eneontre  equates  pa- 
ramdtrieas  quo  descrevam  a  mesma  curva  C.  mas  agora  no 
senlido  oposto,  para  i  crescente,  de  0  a  1 . 

(b)  Con  lira  sen  trabalbo  usundo  a  capaeidade  tie  esbogar  equa- 
gOes  paramo  irieas  de  sen  recur  so  gralico  para  gerar  o  seg¬ 
ment  o  dc  ret  a  entre  (I.  2)  c  (4.  0)  em  am  bos  os  sentidos 
com  t  crescentc,  dc  0  a  I . 


b  47*  Esbooe  a  curva  determinada  pdas  equates  parametricas 

x  =  t  cos(2tt/),  y  —  t  sen(2n7) 
e  confira  seu  resuitado  com  am  reeurso  grdfieo. 

48*  Considere  fix)  -  x  tg  .v  +  In  jc*  0  <  x  <  jt/2, 
fa)  Ex  pi  i  quo  par  quo  /  c  i  njetora. 

(b)  Use  um  reeurso  grdlico  e  equagdes  paramctricas  para  exi- 
bir  os  graiicos  de  /  e  /  1  na  mesma  janela,  Qua  is  sao  as 
as sm tolas  de  eada  grdlico? 


Tabela  Ex-44 


NOTA  PARCIAL 

NOTA [INAL 

7,8 

7.8 

9,4 

9,1 

7,8 

7,6 

8.4 

8.2 

9,5 

9.2 

9,6 

9,3 

7,7 

7.5 

XPANDINDO 


Horizonte 


do  Calculo 


Os  ecologislas  usam  modelos  matemdiicos  baseados  no  processo  de  iteragao  para  pre- 
ver  o  creseimento  e  o  declmio  de  populates  animais,  Para  aprender  rnais  sobre  esse 
processo  e  suas  aplieaqoes,  e  para  aplicar  a  Matematica  aprendida  neste  capftulo,  visile 
a  pagina 
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LIMITES  E 
CONTINUIDADE 


Um  limit?  4  uma  concept  do 
peculiar?  fundamental,  cujo 
it  so  na  prom  de  propose 
goes  da  Geometric  Superior 
mo  pode  sen  supkmtado  por 
quatquen  on  inn  comhinagdo 
de  hipdteses  e  defimgdes. 

—William  Whewell 

Fiidsofo  da  Ciencia 


desenvalvimenfo  do  Calculo  no  seculo  XVil  por  Newton  e  Leibniz  farrteceu 
aos  cientislas  seu  prime! ro  entendimento  real  do  quo  signifies  umaHTaxa  de 
variagao  instantanea",  tal  coma  a  veiocidade  ou  a  acelera^ao.  Uma  vez  entendida 
concei  trial  mente  esss  ids  is,  seguiram-se  metodos  computacionais  eficientes  e  a  Cienqia 
deu  um  salto  quantico  para  frente.  A  pedra  fundamental  sobre  a  qual  se  apdia  a  ideia  de  taxa 
de  vartaq^o  e  o  concetto  de  “limite"*  uma  ideia  tSo  importante  que  agora  todos  os  demais 
con ceitos  do  Calctito  se  baseiam  nela. 

Neste  cap itui o  desenvoEvereinos  q  conceito  de  limite  em  etspas,  procedendo  de  uma 
no^lo  informal  e  intuitiva  para  uma  definicao  matematica  precisa.Tambem  desenvolvoremos 
teoremas  e  procedimentos  para  calcular  limites  e  concluiremos  o  capftulo  usando  os  limites 
para  estudar  curvas  “contmuas". 


Foto:  A  resistenda  do  ar  impede  que  a  veloddade  do  pdra-quedista  aumente  indeftnidamente.  A  veloddade  tende  a 
uma  veloddade  limite ,  ehamada  "veloddade  terminal ” 


2..  1  LIMITES  (UMA  ABORDAGEM  INTUIT1VA) 


0  conceit  o  de  "limite  ”  e  o  alicerce  sob  re  o  qual  estdo  has  cad  os  todos  os  demais  conceit  os  de 
Calc  ukc  Nest  a  segno  e  si  uda  nemos  os  limites  informalmentey  com  o  objetivo  de  desenvolver 
uma  intaiqao  para  as  ideia  s  bet  sicas.  Nas  ties  segdes  segui  rites  enfoca  nemos  os  me  todos 
computacionais  e  as  definigdes  precisas. 


.V 


Figura  2,  LI 


Muitas  das  ideias  hdsieas  do  C&IcuIg  Uvorarn  sua  origem  nos  do  is  problems  geomdtiicos 
seguintes* 


O  problem  v  da  Ki'TA  rAN'GENTE  Dada  uma  iuilgao  /  e  uni  ponto  P(x&  vi:i)  em  seu  grab* 
co,  enco ntre  uma  equaqao  da  reta  qitc  e  tangente  at?  grafico  em  P  (Figura  2.1.1  ). 


o  problem  a  da  area  Dada  uma  fungao  f,  enco  ntre  a  area  emre  o  gfiifieo  de  /  e  um 
intervalo  [«,  b |  no  eixo  a  (Figura  2.  i  2). 


Tradidonaimenle,  a  parte  do  C&leulo  que  se  originou  do  problema  da  reia  tangeme  6 
denominada  Calculo  Diferencial,  c  a  que  foi  originada  do  problema  da  area  e  denominada 
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y  =/(.v) 


a  b 

Figure  2.13 


(a)  (b) 


(c) 

Figura  113 


Por  que  estamos  exiqimJo  que  P  e  Q 
sejam  distintos? 


Calculo  Integral.  Contudo,  veremos  mais  adiante  que  o  prohlema  da  reta  tangente  e  o  da  area 
estao  tao  estreitameutc  relacionados  que  a  distingao  cntrc  o  Calculo  Dit’erencial  c  Integral  c 
bastuute  artificial. 


■  RETASTANGENTES  E  LIMITES 

Em  Geometria  plana,  dizemos  que  uma  reta  e  tangente  a  um  circulo  se  o  enconirar  precisa- 
meme  em  um  ponLo  (Fig era  2. 1 3a).  Emreianlo,  essa  definigao  nao  £  apropriada  para  cur vas 
mais  gerais.  Por  exemplo,  na  Figura  2.  ]  3b,  a  reta  en  contra  a  curva  ex  at  a  me  me  uma  vez,  mas 
obviamente  nao  a  consideranamos  uma  reta  tangente,  e  na  Figura  2.1,3c1,  a  reta  parece  scr 
tangente  a  curva,  em  re  l  a  mo,  intersect  a- a  mais  de  uma  vez. 

Para  older  uma  definigao  de  reta  tangente  que  se  apliquc  a  curvas  que  nao  sejam  cfr- 
c ul os,  devemos  ver  a  reta  tangente  de  outra  maneira.  Com  essa  finalidade,  suponha  que 
estejamos  mteressados  na  reta  tangente  a  uma  curva  cm  um  ponto  P  no  piano  e  que  Q 
0  um  ponto  qualquet  que  pcrtence  a  curva  e  e  distinto  de  P.  A  reta  que  passu  por  P  e  Q  6 
denominada  reta  secante  a  curva  em  P.  A  intuiguo  stigere  que,  se  jnovennos  o  ponto  Q  em 
diregao  a  Py  entao  a  reta  secante  ira  girar  cm  diregao  a  uma  posigda  l  i mite.  A  reta  nessa  posi- 
gio  Finite  £  o  que  eonsideraremos  ser  a  reta  tangente  cm  P  (Figura  2.1.4a).  Como  sugendo 
na  Figura  2AAb,  esse  novo  coneeiio  de  reta  tangente  coincide  com  o  concetto  traditional 
quando  aplicado  a  etrculos. 


Exemplo  1  Encontre  uma  equagao  para  a  reta  tangente  a  parabola  y  -  x1  no  ponto 

nu\i 


Sohtgdo  Sc  conseguirmos  enconirar  a  indmagao  m  da  reta  tangente  em  I\  entao  ptxlere- 
rnos  usar  o  ponto  P  c  a  lormula  pomo-mcli  nagao  dc  uma  reta  (Ap&ndice  F  da  internet)  para 
escrever  a equagao  da  reta  tangente  conio 


I  =n%  {*-  0 


(1) 


Para  enconirar  a  inclinagao  /»1t,  considers  a  reta  secante  por  P  e  um  ponto  Q(x ,  x~)  na  parabola 
que  e  distinto  de  P.  A  inclinagao  dessa  secante  e 


x2  ™  1 


— 


(2) 


A  Figura  2. 1  .4a  sugere  que  se,  agora,  pennitirmos  que  Q  se  mova  sobre  a  parabola  e  se 
aproxime  mais  c  mats  dc  Pr  entao  a  posigao  limitc  da  reta  secante  por  P  c  Q  coinckiira  com 
a  reta  tangente  cm  f\  Isso,  por  sua  vez,  sugere  quo  o  valor  de  ar.,c  ira  se  aproximar  mais  e 
mais  do  valor  dc  a  medida  que  Q  se  move  cm  diregao  a  P  sobre  a  curva.  Contudo,  dizer 
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que  Q(xt  a")  se  aproxima  mais  e  mais  de  P(  1 ,  1 )  e  algebrieameme  equivalents  a  di/er  que  x  se 
aproxima  mais  c  mais  dc  1 .  Assim,  o  problema  de  cncontrar  se  rcdu/.  aencontmr  o  “valor 
limite”  de  msi,.c  na  Formula  (2)  a  medida  que  x  se  aproxima  mais e  mais  de  1  (mas  sompre  com 
x  ^  I  para  garantir  que  P  e  Q  permanegam  distintos). 

Ja  que  x  s  I ,  pod  cm  os  reescrever  (2)  conio 


x*  -  i 


J^sec  — 


u-  i)(x+  n 


X 


[ 


—  A  F  1 


(X  ~  I) 

a  partir  do  qual  6  cvidcntc  que  m,,c  se  aproxima  mais  e  mais  dc  2  quando  a  se  aproxima  mais 
e  mais  dc  I .  Assim,  mvi  =  2  e  (I)  implica que  a  equagao  da  rela  tangente  e 

y-  \  -  2(x  -  1 )  ou,  equivalcntemcnte,  y  =  2a  -  1 


A  Fig ura  2, 1.5  mostra  o  gralico  dc  v  -  x  e  dcssa  rcta  tangeme.  -4 


Figura  2.1.6 


■  AREAS  E  LIMKTES 

Assim  como  a  nogao  geral  de  reta  tangente  leva  ao  conceito  de  limit  e,  o  mesmo  aco niece  com 
a  nogao  geral  de  £irea.  Para  regibes  plan  as,  com  eo  morn  os  for  mad  os  por  li  alias  ret  as,  as  areas 
podem  muitas  vezesser  calculadas  subdividindo-se  a  regiao  em  retangulos  ou  triangulos,  e  so- 
man  do- sc  as  areas  das  partes  consiiiumtes  (Figura  2. 1  i>).  Todavia,  para  regides  cujo  contorno 
e  curvot  como  a  da  Figura  2.1.7  a,  c  necessaria  uni  a  abordagem  mais  geral.  Uni  a  dessas  abor- 
dagens  6  comegar  aproximando  a  area  da  regiao  com  um  cerlo  numero  dc  retangulos  inscrilos 
de  larguras  iguais  sob  a  curva,  c  somar  as  areas  desses  retangulos  (Figura  2.1 .7b).  A  inimgao 
sugcrc  q iic,  se  repetirmos  esse  processo  de  aproximagao  com  cada  vez  mais  retangulos,  entao 
eles  tenderao  a  preencher  os  vazios  sob  a  curva  e  a  aproximagao  ticara  cada  vez  mais  prdxima 
da  area  exata  sob  a  curva  (Figura  2.1. 7c).  Isso  sugere  que  podemos  definir  a  area  sob  a  curva 
como  sendo  o  valor  I i mite  dessas  aprox imagoes.  Essa  ideia  sera  conskierada  com  mais  deta- 
Ihes  ad  i  ante,  mas  aqui  queremos  re  ss  a  liar  mais  uma  vez  o  papel  do  conceito  de  limite. 


Figura  2.1,7 


■  NUMEROS  DE  Cl  MAIS  E  LIMITES 

Os  limites  tambem  ocorrem  no  contexto  familiar  dc  numcros  decimals.  Por  exemplo,  a  ex 

] 

3 


pansao  decimal  da  fragao  i  € 


^  =0.33333... 


(3) 


na  qual  os  pontos  indicam  que  o  digito  3  sc  repete  indefinidamcntc.  Embora  o  Icitor  possa 
nunca  ter  pen  sad  o  em  decimals  dess  a  maneira,  podemos  escrever  (3)  como 

1 


=  0,33333 ...  =  0,3  4-  0,03  +  0,003  +  0,0003  4-  0,00003  4-  — 


(4) 


que  e  uma  soma  dc  "infinitas”  parcel  as.  Confonne  sera  diseutido  com  maiores  delalhes  mais 
adiante,  interpret  am  os  (4)  como  sign  Hi  can  do  que  a  sucessao  de  so  in  as  linitas 


0,3,  0,3  +  0,03,  0,3  +  0,03  +  0,003,  0,3  +  0,03  +  0,003  +  0,0003, . . . 
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sc  aproxima  mais  e  mais  dc  um  valor  limite  de  iT  a  medida  quo  inciuimos  mais  e  mais  par- 
celas,  Assim,  os  1  unites  ocorrem  aid  no  contexto  familiar  das  represen  tagoes  decimals  de 
mini  eras  reais. 


■  LI  MITES 

Agora  que  ja  vimos  como  os  1  unites  aparcccm  cm  varias  situagbes*  vamos  nos  concent  rar  no 
conceito  dc  limite. 

0  liso  mais  basico  dc  li miles  c  descrever  como  uma  furtgfio  se  eomporta  quando  a  va- 
riavcl  indcpendente  tende  a  um  dado  valor.  Por  cxemplo*  exam i nemos  o  comportamento  da 

f(x)  -x2 -x+  I 

quando  .v  esta  cada  vez  mais  proximo  de  2,  Pica  evidente,  a  partir  do  graiico  e  da  label  a  na 
Figura  2.1.8,  que  os  valores  dc  /(a)  ticam  cada  vcz  mais  proximo?  de  3  a  medida  que  e sco¬ 
ld  ennos  os  valores  de  x  cada  vcz  mais  prdximos  dc  2,  por  qualquer  um  dos  lados,  esquerdo 
oil  dircito.  Descrevemos  isso  dizendo  que  o  'limite  de  .v  -  x  +  1  e  3  quando  x  tende  a  2  por 
qualquer  um  dos  lados1',  e  escrevemos 

lim  (x2  -  .v  +  ])  =  3  (5) 


X 

1.0 

1,5 

S,9 

1,95 

U99 

1,99  5 

1,999 

2 

2,001 

2.005 

2,01 

2.05 

2,1 

2,5 

3,0 

m 

1 ,000000 

1,750000 

2,710000 

2,852500 

2,970100 

2,985025 

2,997001 

3,003001 

3,015025 

3,030100 

3,152500 

3,310000 

4,750000 

7*000000 

- : - - - -< - : — ; - 

Lado  esquerdo  Ladodireito 


Figura  2.1,8 


Isso  nos  leva  a  ideia  geral  seguinte. 


Ja  que  estamos  exigindo  que  x  seja 
dife rente  de  a  em  (0)h  o  valor  de  /  em 
u  nao  tem  relagao  afguma  com  o  li¬ 
mite  tampouco  se  /  esid  ou  nao 
definida  em  cl  O  limite  descreve  o 
comportamenlo  de  /  perto  de  at  mas 
nao  em  cl 


2, LI  li  mites  (de  um  ponto  de  vista  INFORMAL)  Sc  os  valores  de  /(a)  puderem  ser 
tornados  lao  proximo?  quanto  queiramos  de  L,  desde  que  tomemos  os  valores  de  x  suit- 
cieti  tern  erne  proximos  de  a  {mas  nao  iguais  a  a),  entao  escreveremos 

lim  f(x)  -  L  (6) 

que  deve  ser  lido  como  4lo  limite  tie  f(x)  quando  a  tende  aa£  L'\  ou  af(x)  tende  a  /,  quan¬ 
do  x  tende  a  a".  A  expressao  (6)  tain  hem  pode  ser  escrita  como 

f{x)  L  quando  x  -*»  a  (7) 
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►  Exemplo2 


Use  evtd£ncia  num£rica  para  conjee  turar  o  valor  de 


DOMINO  DATECMOLOGEA 

Use  uin  recurso  gr^ficQ  para  gerar  o 
gr^Eico  da  equa^ao  y  ~  /(.v)  para  a 
fungao  dada  por  (9).  Encontre  uma  ja- 
nela  contendo  _v  =  1  na  qual  todos.  os 
valores  de  f(x)  estao  a  rnenos  de  0,5 
de  v  =  2  e  uma  outra  na  qual  todos 
os  valores  da  fix)  esiao  a  memos  de 
0,1  dey  =  2. 


A'  ~  I 


Urn  ^ 

,v  -*  i  Jx  —  1 


(8) 


Solu^ao  Em  bora  a  fungao 


fix)  = 


x  --  i 

Jx  —  1 


(9) 


nao  esieja  definida  em  x  =  1,  isso  nao  tem  relagao  alguma  com  o  limite.  A  Tabela  2.1.1 
apresenta  valores  amosirais  de  x  se  aproxiniando  de  1  de  a  mhos  os  lados.  Nos  dois  easos,  os 
co  rrespon  denies  valores  de  f(x),  c  ale  u  lad  os  ale  a  sexta  easa  decimal,  pareeem  estar  sc  apro- 
ximando  mais  c  mais  de  2*  e  portanto  conjecturainos  que 

.■  *  -  * 
lim  -  —  2 

A-1  y X  ~  \ 


Isso  e  consistent  com  o  grafico  de  /,  moslrado  na  Pigura  2.1,9,  Na  pidxima  seqao  most  rare- 
mos  como  obter  esse  resultado  algebricamente*  ^ 


X 

0,99 

0,999 

0,9999 

0,99999 

0 

!  *00001 

L0001 

1,001 

KOI 

fix) 

1,994987 

l  ,999500 

3 ,999950 

3 ,999995 

2,000005 

2,000050 

2,000500 

2,004988 

- - - ^ - — — - 

lado  esque  rdo  Lado  dl  reito 


Tabela  2.1.2 


X 

(RADI A  NOS) 

.sen  x 

y  =  — 

±1.0 

0.84147 

±0,9 

0,87036 

±0,8 

0.89670 

±0,7 

0.9203 ! 

±0,6 

0.94107 

±0,5 

0,95885 

±0,4 

0.97355 

±0,3 

0.98507 

±0,2 

0,99335 

±0,1 

0,99833 

±0,03 

0,99998 

Exemplo  3  Use  evidenda  mi  meric  a  para  conjee  turar  o  valor  dc 

sen  x 


lim 
-V  ->  0  x 


(10) 


Sofitgao  Com  a  ajuda  dc  uma  calculadora  ajustada  para  o  modo  radranos,  ohlemos  a  Tabela 
2. 1 .2.  Os  dados  da  tabela  sugerem  que 

sen.v 

lim  - =  I  (11) 

t  — +■  o  x 

O  resultado  e  eonsisteme  com  o  grafico  de  f(x)  -  (sen  x)/x,  moslrado  na  Pigura  2.1.10. 
Adiante,  neste  eapftuio,  dare  mos  urn  argumento  gcomett  ico  para  provar  a  validade  de  nossa 
conjeetura.  + 


Hgimi  2.1.  HJ 


Quando  a  tends  a  0  pela  esquarda 
ou  peia  dtreila,  jf(x )  tends  a  1 . 


■  ARMADILHAS  DE  AMOSTRAGEM 

A  evidencia  numerica  pode,  as  vexes,  levar  a  eonelusdes  erradas  sobre  os  li miles,  por  causa 
de  erros  de  ancdondamenlo  ou  porque  os  valores  amosirais  eseolbidos  nao  revel  am  o  verda- 


deiro  comportamento  do  limite.  Por  cxemplo,  poderfamos  eoneluir  ermneamente  da  Tabela 
2.1.3  que 

lim  sen  (  -  ) 

\x/ 
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Use  uma  evictencia  num^riea  para 
determinar  se  o  limile  em  (11)  muda 
quando  x  a  medido  am  graus. 


€  zero,  O  fato  de  que  is. so  nao  est£i  con  eto  d  evidenciado  pdo  gr&fico  de  /  dado  na  Figuru 
2J,I  3 ,  O  grafico  revela  que  os  valores  de  /  oseilam  enlre  -  lei,  com  velocidade  crcseente 
a  medida  que  x  0  et  porianto,  nao  se  aproximam  de  um  limile.  Os  dados  na  label  a  nos 
iludiram  porque  ocorre  que  os  valores  selecionados  de  x  sao  Kudos  pontos  de  corte  do  eixo  x 
coni  o  grafico  de  f.  Isso  chain  a  a  atcngao  para  o  fato  dc  que  6  access  ado  dispor  de  me  tod  os 
alternatives  para  coir  oh  ora  r  limites  conjecfurados  a  partir  tie  evidenoias  numericas. 


Thhely  2,1,3 


X 

7T 

JC 

fix)  =  sen  (j) 

X  =  ±  1 

±n 

sen(±  7 r)  =  (3 

x  -  +0, 3 

+ 1  Oir 

$CEl(±  1  Orr)  -  0 

II 

[+ 

p 

±!(Hh r 

sen(±  IOOtt)  =  0 

x-  ±0,001 

±  IOOO  77 

sen(±  IOOOtt)  =  0 

x  —  +0,000 1 

±  1 0.OOO77 

sen(±  IO.OOOtt)  =  0 

J 

l< 

t  v 

X 

3 

IaI 

1 

Figura  2.1.12 

■  LIMITES  LATERAIS 

Cosiuma-se  di/cr  que  (6)  e  o  limile  bilateral y  porque  requer  que  os  valores  dc  fix)  fiquem 
cada  vex  mais  prdximos  dc  L  quando  x  tende  a  a  por  qualquer  um  dos  dots  I  ados.  Contudo, 
algumas  f  Lingoes  cxibem  diferentes  comportamcnios  em  cada  um  dos  lados  de  urn  ponto  a,  e 
nesse  caso  e  ncccssario distinguir  sex esia  proximo  de  a  do  lado  esquerdo  on  do  lado  dircilo, 
para  fins  de  examlnar  o  com  portamento  no  limile.  Por  exemplo,  considere  a  funqao 


/(a) 


J  I,  x  >  0 
j—  1 ,  x  < 0 


(Figura  2, 3 .12).  Quando  x  aproxima-se  de  0  do  lado  direiio,  os  valores  tie  f(x)  lendem  ao 
limile  I  (na  realidade,  cles  sao  exatamente  iguais  a  I  para  todos  esses  x)7  c  quando  x  tende 
a  0  pela  esquerda,  os  valores  de  fix)  aproximam-se  do  limite  —  I .  Dcnotamos  esses  limites 
eserevendo 

lim  —  =  1  e  Jim  —  =  —  1  (13) 

.wO*  X  Jr— vG  X 


Com  ossa  notagao,  o  fndice  superior  '  indiea  um  limile  a  direira  e  o  mdiee  superior 
iiidica  um  limile  a  esquerda. 

Is  SO  leva  a  iddia  geral  de  limites  laterals, 


Assim  como  oco*re  com  os  limites  bila¬ 
teral  os  lirniles  laterals  em  (1 4)  e  [15) 
tamtam  p  extern  ser  escritos  como 

fix)  h  com  ,x  — *  if 
e 

ft r)  -x  L  com  x  —>  a 
reSpeClivamenEe, 


2X2  li  mi  tics  iai lrais  (ponto  m:  vista  inform  vi/3  Se  os  valores  de  fix)  puderem 
ser  tornados  tao  prdximos  de  L  quanto  queiramos  desde  que  tomemos  os  valores  de  jc  sufi- 
cientemente  prdximos  de  a  (mas  maiores  do  que  a),  entao  eserevemos 


lim  f(x)  —  L 


X  it 


I 


(14) 


e  se  os  valores  de  fix)  puderem  ser  tornados  tao  prdximos  de  L  quanto  queiramos  desde 
que  tomemos  os  valores  de  v  sulicienteinenie  proxiinos  dc  a  (mas  men  ores  do  que  a), 
entao  escrevemos 

lim  fix)  ~  L  (35) 

.r  - 


A  expres$&0  (14)  d  lida  Como  "L  d  O  limite  de  f(x)  quando  x  tende  a  a  pela  dircipC  ou  ''fix) 
tende  a  L  quando  x  tende  a  a  pela  direita”,  Anal  ogam  enie,  a  expressao  ( 1 5)  e  lida  coma  ‘7^ 
e  o  limite  dc  fix)  quando  x  tende  a  a  pela  esquerda”  ou  "fix)  tende  a  L  quando  x  tende  a  a 
pela  esquerda”. 
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■  A  RELApAO  ENTRE  LIMITES  LATER AIS  E  LIMITES  BILATERAlS 

De  um  modo  geral,  nao  ha  garantia  dc  que  uma  liinqao  ten  ha  um  limite  hi  lateral  em  urn  ponto 
dado;  ou  seja,  os  valores  de  f(x)  podem  nao  so  aproximar  mais  e  mais  de  urn  unico  numero 
real  L  quando  a_  — >  a.  Nesse  case,  di/ernos  que 

lim  f  ix)  nao  existe 

x  — ■ a 

(e  analogamente  para  limites  laterals). 

Para  que  exista  o  limite  hi  lateral  de  uma  fun^ao  fix)  eni  um  ponto  a,  os  valores  de  fix) 
devem  lender  a  algum  mi  mere  real  L  quando  x  terule  a  a ,  e  esse  numero  deve  ser  o  mesmo, 
independentemente  de  x  tender  a  cj  pela  esquerda  ou  pel  a  direita.  Isso  sugcre  o  rcsultado  se- 
guinte,  que  enunciamos  sem  prova  formal. 


2.13  a  rkla^ao  kmrf  mmitks  i.Ai krais  t  m  fat  krais  O  limite  bilateral  de  uma 
fungao  fix)  existe  cm  um  ponto  a  se*  c  somente  se,  existirem  os  limites  laterals  naquele 
ponto  e  tiverem  o  mesmo  valor;  isto  e, 

lim  f(x)  =  L  se,  e  somente  se,  lim  f(x)  =  L  =  lint  fix) 


►  Exempk>4  Explique  por  que 


nao  existe. 


x  —<■  0 


Sofucao  Quando  x  tende  a  0,  os  valores  de  f(x)  =  \x\fx  tendem  a  - 1  pela  esquerda  e  a  1  pela 
direita  |  ver  ( 1 3)J.  Assim,  os  limites  laterals  em  0  nao  sao  iguais.  + 


►  Exemplo  5  Para  as  tun  goes  na  Figura  2.  \ .  13,  eneontre  os  limites  laterals  e  hi  laterals  eni 
x-a  sc  eles existirem. 


Soluqao  As  funnies  nas  tres  liguras  tem  os  mesmos  limites  laterals  quando  x  a ,  uma  vez 
que  as  fun^oes  sao  Idem  leas,  exeeto  em  x-a.  Esses  limites  sao: 


lim  f{x)  =  3  e  lim  f(x)  —  I 

x  a  ~ 

Em  todos  os  ties  casos,  o  limite  bilateral  nao  existe  quando  x  —>  a ,  pois  os  limites  laterals  nao 
siio  iguais.  < 


Figura  2.1  J3 


108 
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►  Exemplo  6  Para  as  (undoes  na  Figura  2. 1.1 4,  encontre  os  li miles  laterals  e  bilaterais  em 
x  —  a  se  eles  existirem. 


Soluqao  Como  no  exemplo  prccedenLc,  o  valor  de  /  cm  a:  ~  a  nao  tern  nada  a  ver  com  o 
Eimiie  qua  ado  x  — *  a ,  A$simt  cm  LodoS  os  Ires  casOS  tern  os 

lint  f(x)  =  2  e  lim  f(x)  =  2 

X  — *fT+  X  —  a 


Como  os  1  unites  lateral s  sao  isuais,  o  limite  bilateral  existc  e 


lim  f{x)  =  2  < 

X-*tl 


A  V 


3 


-1' 

■> 


■  LI  MITES  INFINITOS 

As  ve/.es,  os  limites  laierais  ou  bilaterais  nao  existcm  porque  os  valores  da  fun^ao  crescent 
on  decrescent  sent  cotas.  Por  exemplo,  considere  o  com  portamento  da  funqao  /(a)  =  1/a  para 
os  valores  de  x  perio  de  0,  H  evideiUe,  a  partir  da  label  a  e  do  grdfico  na  Figura  2.1.1 5,  que}  a 
medida  quc  lomamos  os  valores  de  x  cada  vez  mais  proximos  de  0  pel  a  direha,  os  valores  de 
/(a)  =  1/a  sao  positives  e  crescent  scm  cola;  e,  a  medida  que  tomamos  os  valores  de  a  cada 
vez  mais  proximos  de  0  peia  esquerdat  os  valores  de  f(x)  -  l  fx  sao  negativos  e  decrescent  scm 
cot  a.  Esses  com  port  anient  os  Hnais  sao  descritos  escrevendo 


lint  —  =  -fx 

A 


lim  —  =  —  sc 

x  ->  0  A 


0$  SlmbOlQS  + -^  e  r>glO  SlQ  rtij- 
ntercs  reals;  eles  simplesmente  des- 
crevem  maneiras  particulares  pelas 
quais  os  Eimltes  deixam  de  existir. 
Nao  cometa  o  erro  de  nn angular  es¬ 
ses  simbolos  usando  as  regras  da 
Algebra.  Porexemplot  nao  esl£  cor- 
relo  e  sere  ver  (+oo)  =  0. 


X 

-1 

-0J 

-0,01 

-0.001 

-0,0001 

0 

0,0001 

0,00] 

0,01 

0J 

1 

I 

X 

-I 

-IQ 

-mo 

-1000 

-10.000 

10.000 

1000 

100 

10 

] 

Figura  2.3  AS 


Lado  esquerdo 


Lado  direito 
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2AA  limited  infinitus  (ponto  m:  vista  informal)  As  ex  pres  sees 

Jin)  f(x)  =  +^  e  li m  /(a;)  =  +x 

significant  que  fix)  ere  see  sem  cola  quando  a  tende  a  £  pela  esquerda  ou  pda  direita,  res- 
pcctivamentc.  Sc  am  has  sao  verdadciras,  entaoescrcvcmos 

llm  fix)  =  h-k 

X  —*  lJ 

Ana!  ogam  erne,  as  expressoes 

lim  fix)  —  —os  e  3im  /(a)  —  — oc 

significam  quo  /(a)  decresce  sem  cola  quando  a  tende  a  a  pela  esquerda  ou  pc Ea  direiia, 
respect  ivameme.  Sc  ambas  sao  verdadeiras,  enlao  eserevemos 

lim  f(x)  —  —  'x 

jf  — v  a 


►  Exempio  7  Para  as  I  undoes  na  Figura  2. 1.16,  descreva  os  li  miles  em  x  =  a  na  notaqao  de 
limite  apropriada. 

Solugfio  (a)  Na  Figura  2J .  1 6a,  a  lunqao  cresce  sem  cola  quando  v  Lende  a  a  pela  direiia,  e 
decresce  sem  cola  quando  a  tende  a  a  pela  esquerda.  Enlao, 


lim  - —  +03  e  3im  -  —  —  x 

x~*a+  x  —  a  x^<r  x  —  a 


Solugdo  (h)  Na  Figura  2.  L  J  6/?,  a  t  unqao  crcsce  sem  cola  quando  a  lende  a  a  pela  direita  e 
pela  esquerda.  Entao, 


lim  - - 

(a  -  a) 


l 


lim  - 

1  {x  —  a) 


I 

(x  -  Cl)1 


=  +K 


Solucdo  (c)  Na  Figura  2.1,1 6c,  a  tunqao  decresce  sem  cola  quando  a  tende  a  a  pela  direita, 
e  ere  see  sem  cola  quando  x  tende  a  a  pci  a  esquerda.  Enlao, 

r  r  ~! 

lim - =  —  x  e  lim - —  +x 

,v-+a+  x  —  a  x-*#-  x  —  a 

Sofugdo  (d)  N a  Fig u ra  2 . 1 . 1 6 d,  a  fu ncao  d ec rc see  se m  cola  q u an d o  v  tende  a  a  p eta  esq  uer 
da  e  pela  direita.  Enlao, 


lim  — — —  -  =  lim 

(a  —  a)1 


-I 

(A 


-I 

(7-~ 


Figura  2.1.1  A 
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■  AS3INTOTAS  VERTICAL 

A  Figura  2,1,17  i lustra  geoniemeamente  o  que  aeonteee  quan.dc  ocorre  uma  das  seguim.es 
si  tu  agues : 

Mm  f(x )  —  +X,  lim  f(x)  —  +oo,  lim  f(x)  =  —  x,  Mm  f(x)  —  —  ce 

jf'-Hc-fl  '  A'  — >  a  "  jtr  — =► 


Em  cada  east),  o  grail co  de  y  =  /(x)  t>u  sche  ou  desce  sem  cola,  ajuslando-se  mais  e  mais  &  reta 
vertical  x  =  a  b  medkla  que  a  lende  a  a  pelc  I  ado  indie  ado  no  limiie.  A  reta  a  —  a  6  den  om  in  ad  a 
assintota  vertical  tla  curva  y  -  fix).  (O  lermo  assintoia  deriva  do  grego  asymptotes^  que  sig- 
niliea  "que  rtfio  pode  coineidir”.) 


lim  f\x)=+oQ 
x  -*a~  J 


Figura  2  A  ,17 


lim  fix)  =+ao 


lim  f{x)  -  -to 
x  -3-  a 


lim  fix)  - 


Encontre  as  expressoes  ctos  limites 
&  esquerda  e  &  direiia  em  cada  uma 
das  duas  assintotas  da  fun^ao  dada 
em  (16), 


►  Exemplo  8 

y  -  logr:,  x  se  b  > 


Em  referenda  a  Figura  1 .6.8,  vemos  que  o  eixo  y  e  uma  assfntota  vertical  de 
I ,  ja  que 


lim  log^x  —  — x 

r  —>  0+ 


e,  em  referenda  a  Figura  1,4,1 1, 
graft  co  de 


vemos  que  x  =  -1  e  x  =  I  sao  assfntotas  verticals  do 


x2  +  2x 
x2- l 


if  EXERCICIOS  DE  CQMPREENSAO  2.1  (Verpagina  113 para  respostas.) 


1,  $  upon  ha  que  a  funyao  /  tenba  a  propriedade  de  quo  a  distancci 
entre  /(a)  e  3  niio  d  maior  do  que  |jr|,  para  qualquer  nsimero 

real  x,  A  parti r  disso,  podemos  concluir  que  fix)  _ _ _ 

quandox  —*  , 

2*  Use  o  grdfico  de  y  =  f  (x)  (-00  <  x  <  3)  a  seguir  para  determ inar 
os  Mmites, 

(a)  lim  fix)  — - 

x-±g 

(b)  lim  fix)  — - 

(c)  lim  f{x)  = - 

.T-*  2+ 

(d)  lim  f{x)=. _ _ 

r  — ►  3_ 


Figura  Ex-2 


3,  A  inelinacao  da  reta  secame  poi  P{2.  4)  e  Q( x.  v2)  da  parabola 
y  =  .v'  6  =  x  +  2.  Segue  que  a  indma^ao  da  reta  tangenle  a 

essa  parabola  no  ponto  P  6 _ . 


EXERCICIOS  2.1  hd  Recurso  Grdfico  0  CAS 


1-6  Em  cada  um  destes  excrcfcios.  faca  htpdteses  razoavcis  sobre 
o  gratieo  da  luncao  indicada  fora  da  regiao  esbogada. 


L 


Para  a  bmeao  /’cujo  grStico  csta  eiu  figura  a  seguir,  obtenha 
(a)  Mm  Fix)  (b)  lim  F(,v) 

.v-+  -2“  x-*—  2* 


(c)  lim  F(x)  (dJ  f (— 2) 

.v - 2 
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+  >'  v  =  F(x) 


.r 

Figure  Ex-1 

2.  Para  a  fungao  #  eujo  gralico  e*»Li  na  figura  abaixo,  obienha: 
(a)  lim  $ (a  )  (b)  lim  <j>(x) 

r-+4"  a  — *  4+ 

(c)  lim  <j>(x)  (4)  ^(4) 

)f  — *  4 


X 

> 


Figura  Ex-5 


Considere  a  fungao  /  cujo  grafico  c$ia  Eia  figura  abatxo.  Para 
q  u  e  valoFcs  de  x , ,  co  m  -9  £  x.  £  4 ,  ox  1  sie  I  i  m  f  (x )  7 

A  Aft 


v  =  Mx) 


Figura  Ex-2 


Figura  Ex-f? 


3,  Pa ra  a  fu ng ao  /  cujo  g ra li co  c sta  na  fi gu ra  abai x 0 ,  o bt enh a: 


(a)  lim  fix) 

A— f  S" 

(c)  lim  fix) 

\  -+  3 


fb)  lim  ff.v) 
4- 

<<1)  /(3) 


Figura  Ex-3 


4*  Para  a  fungao  /  cujo  grdlico  esta  na  figure  abaixo.  otuentia: 


(a)  lim  f(x) 

x  — *■  0" 

(c)  /C-v> 


(b) 

(d)  /(0) 


lim  /(.v) 

x  G+ 


V  =  fix) 


Figura  Ex-4 


5.  Consider  a  fimgSo  g  cujo  grafico  esta  na  figura  a  seguir.  Para 
q  □  ais  val  ore s  de . v, p  com  -7  <  au  <  4.  ex iste  1  j  m  g( a  )7 

v— >  jc( 
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13-1S  (i)  De  uni  palpi  te  sob  re  o  1  i  mile  (sc  exist  ir)  ealculando  a 
fimgfto  nos  pomos  espedficados.  (ii)  Conflrmc  suas  conclusoes 
sobre  o  limitedesenhando  o  gidftco  da  fungaQ  sobre  nm  intervale 
adequado,  (iii)  Use  um  CAS  para  eneomrar  o  limite.  [ Nota ;  Para 
as  fun  goes  trigonom&ricas,  a$segure-$e  dc  que  a  calculadora  este- 
ja  no  modo  radiuno,] 


13.  (a)  fim  -1.;  x  =  2;  3.5;  1,1:1,01;  1,001:  0;  0,5;  0.9; 


i  3  -  1 


0.99:  0.999 


0>)  lim  ■— ;  x  =  2;  1,5;  1,1:  1,01;  1,001:  1.0001 

jt->  t+  .v3  -  } 

(c)  lim  X  =  0;  0.5;  0,9;  0.99;  0,999;  0.9999 

A-*  I"  .V3  —  1 


—  v"'a  +  1  -  I 

3 14.  (a)  lim  ••  — - ;  x  =  ±0,25;  ±0,  l :  ±0,00 1 ; 

v— f  0  V 

±0,0001 


(b)  lim  ±  '  1  - ;  .r  =  0,25 ;  0.1;  0,00 1 ;  0,000 1 

x  0+  X 

(c)  lim  +-  '■ :  x  =  —0,25;— 0,1;  -0,00.1; 

a  — y  0-  .v 

-0.0001 

15.  (a)  lim  —  : ;  x  =  ±0,25:  ±0. 1 ;  ±0,001 ;  ±0,0003 


A  *  o  x 


(b)  lim 


COS  X 


A  - 1  A-  ±  I 


;  a  =  0;  -0,5:  -0,9;  -0,99;  -0,999; 
-1,5;  -  1,1;  —  1.01;  —  1,001 


|  (j  (  r  A,  |  ) 

16.  (a)  lim  — - -;  x  =  0;  -0.5;  -0,9;  -0.99;  -0,999; 

,  _  t  v  +  1 

—1,5;  “1,1;  —  1,01;  —1,001 
(h)  Mm  - x  =  ±0.25;  ±0,1:  ±0,001;  ±0.0001 

a->o  sen(2.v) 


17-20  M odiilque  o  argumento  do  Exemplo  l  para  encouirai  a 
equagiio  da  reta  tangenle  ao  grftfico  especificado  no  ponto  dado. 


17.  O  grafico  de  y  =  x~  em  (—1,  I ). 

1 8.  O  grafico  de  y  =  x~  em  (0,  0). 

1 9.  O  grafico  dc  y  =  a4  cm  ( 3 ,  ! ), 

20.  O  grafico  dc  y  =  x'  em  (— L  I ). 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


B21.(a)Scja 

m=o 

Faga  ii m  grafico  dc  /  na  janela 

[-1,  I]  x  [2,5;  3,5] 

c  use  sua  calc  u  lad  ora  para  1'a/er  uma  conj  cetera  sobre  o 
li  mile  dc  fix)  q  nan  do  x  — >  0. 

(b)  Faga  um  grafico  de  /  na janela 

[-0,001 ;  0,003 1  x  [2,5:  3f5] 

e  use  sua  calculadora  para  fa/cr  uma  conjee tura  sobre  o 
11  mile  de  f{x)  q  nan  do  x  — >  0. 


(c )  Faga  u  m  gra  f  ico  de  /  n  a  ja  n  el  a 

[-0.00000 J;  0,000001]  x  [2,5;  3.5] 

e  use  sua  calculadora  para  fazer  uma  conjectura  sobre  o 
li  mite  de  fix)  quando  x  — >  0. 

(d)  M  Eli  s  adi  a nte  tore m os  co  udi  goes  de  most  rar  q  ue 

lim  (I  +.v2)U/A'‘’  -  3.00416602 

jr->0  ' 

Qua!  6  o  defeito  quo  os  graft  cos  obtidos  nos  itens  ante- 
riores  revel  am  sobre  o  use  de  evideneia  numerica  para 
fazer  conjecturas  sobre  li  miles? 


O  erro  de  arredondamento  e  uma  fonte  de  imprecisdo  nos  calculus 
feitos  cm  calc  u  I  adorns  e  com  pu  lad  ores.  Uma  outra  fonte  de  erro,  a 
subtraqao  catastrofica.  ocorre  quando  dois  numeros  aproximada- 
menle  iguais  sao  subtraidos,  e  o  rcsultado  e  usado  come  parte  de 
oulto  calculo.  Por  Cxemplo,  pdo calculo  manual,  Icnios 

(0.12345678901 2345  -  0.123456789012344)  x  10l5=  1 


Entretankx  uma  calculadora  produz  urn  valor  0  para  esse  calculo 
sc  da  puder  armazenar  ape n as  !4  easas  decimals,  pois  os  numeros 
sao  idenlieos  ate  a  1 4a  casEi  decimal.  A  subtragao  eatasirdfica  podc, 
as  vezes,  serevitada  pdo  rearranjo  algdbri codas  formulas,  mas  a 
mclhor  detesa  6  estar  ate  n  to  a  sua  oconencia.  Ten  ha  cuidado  no 
proximo  exerefeio. 


[c]22,  (a)  Seja 


fix)  - 


x  —  sen  _v 


Faga  uma  conjectura  sobre  o  lim  tie  de  f  quando  v  — >  0" 
calcuiando  fix)  nos  pomos  x  =  0, 1 ;  0.0 1 :  0.00 1 : 0.000 1 , 

(b)  Calcule  fix)  nos  pomos  x  —  0,000001;  0,0000001; 
0,00000001:  0,00000000 1 :  0,000000000 1 ;  e  faga  outra 
conjectura. 

(c)  Que  falha  isso  re  vela  sobre  o  uso  da  evideneia  numeri¬ 
ca  para  fazer  conjectural  sobre  I i mites? 

( d )  Use  u  in  C  A  S  para  m  ostra  r  que  o  va  I  or  ex  a  to  do  limb 
tc  (5  d 

ft 


Fg  23.  (a)  A  Figura  Ex- 23  mostra  duns  represent agoes  diferentes  do 
grafico  da  ftmgao  do  Exercfcio  22.  ambas  geradas  pdo 
Mafhemotfca.  O  que  cst;i  acontecendo? 

(b)  Use  um  rceurso  grafico  computaclonal  para  gerar  os  grali- 
cos  e  veja  se  ocorre  o  mesnio  problem;!, 

(c)  E  de  se  esperar  que  um  problems  semdhame  ocorra  na 
vizinhanga  de  x  -  0  para  a  (rmgSo 

1  “  COS  A 

fix)  =  — - —7 

X 

Verifjquc  se  Esso  ocorre. 


24,  Na  Teoria  Especial  de  Relatlvidade.  a  massa  m  dc  um  obje- 
to  cm  movimento  e  uma  fungao  m  -  m(v)  da  velocidadc  i,1  do 
objelo.  A  Figura  Ex-24+  em  quo  c  denota  a  vclocidade  da  ]□/, 
exibc  a  I  gum  as  das  camclorfsticas  qualttadvas  dcssa  fungao. 


(a)  Qual  e  a  interpretagfio  fisica  de  tnf: 

(b)  Qual  o  Hm,  wi(v)?  Qual  €  o  significado  fisico  desse 
I  i  mite? 
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25* *  Na  Teona  Especial  de  Relatividade,  o  compriniemo  I  de  urn 
bastao  curio  cm  movimento  longitudinal  6  unia  fun^ao  /  =  l(v) 
do  comprimento  /  do  bastao,  A  ligura  abaixo*  cm  quo  c  denota 


a  velocidadc  da  \uz,  cxibe  algumas  das  caiacteristicus  qualita- 


Livas  dcssa  luncac 


(a)  Qua!  6  a  tnierpnetagao  ITsioa  de  /,,? 

(b)  Qual  6  o  tim,.  ,  ,  /(a)?  Qual  c  o  sigmftcado  lisico  desse 
I  i  mite? 


Grdjit w  ge  ratio  pelo  Mitfheittttik'ti 

Figura  Ex-23 


Fig  ura  Ex~24 


%/  RESPOSTAS  DOS  EXERCl'ClOS  DE  COMPREENSAG  2.1 


1.3:0  2.  (a) 0  (b)  !  (c)  +<*>  (d)  -oo  3.4 


2.2  CALCULANDO  LIMITES 


Nesta  segdo  dhcutiremos  tecmcas  algehricas  para  calc  it  la r  limites  de  muitas  fnngoes.  Esses 
result  ados  serdo  base  ad  os  no  desenvolvimento  informal  do  cou  cello  de  limit  e  discufido  na 
segao  precede  me.  Uma  deditgdo  mais  formal  desses  re  suit  ados  sera  passive  l  depots  da 
Segdo  2.4. 


ALGUNS  LIMITES  BASICOS 

Nossa  estrategia  para  encontrar  algebricamente  os  limites  tern  d Lias  partes: 


*  Primeiro,  estabekeemos  os  limites  de  algumas  f Lingoes  simples. 

*  Entao,  desenvolvcmos  um  repertorio  de  teoremas  que  nos  capacitariio  a  usar  esses 
limites  como  “bloc  os  de  eonstnigao”  para  encontrar  limites  de  fungdes  mais  com- 
plicadas. 


114 


Calculo 


Comegamos  com  o  sequin  te  resultudo  Msico,  que  esta  i  I  us  trade  na  Figura  2,2*1. 


2X1 

TEOREMA 

Sejant  a  e  k  dots  numeros  reals. 

(a) 

lim  k  =  k 

x  a 

( b )  lim  x  =a  ( c )  lim  —  =  — o& 

x  u  x  — *-  0 "  X 

(d)  lim  —  =  -f-rc 

A 

Fig  lira  2.2  ,1 


►  Exemplo  1  Sc  /(.v)  -  A  c  uma  fun^au  constants,  entao  os  vaiores  de  /(a)  permanecem 
fixos  enquanto  k  c  x  variant  o  que  explica  per  que  fix")  — *  k  quando  jx  — >  a  para  lodos  os  valo¬ 
rem  de  a.  Porexemplo: 

lim  3  —  3.  lim  3  =  3*  Lim  3  =  3  4 

js-*—2 5  x->0  x-*7t 


Nao  qonfunda  o  fa  man  ho  algebrico 
de  urn  numero  com  sua  proximida- 
de  de  zero.  Para  mlmeros  posilivos, 
quanto  manor  o  nCmero,  mais  proxi¬ 
mo  eata  de  zeiror  mas  para  ntimeros 
negativos.  quanto  maior  o  ntimero, 
mais  proximo  esta  de  zero,  Por  exam¬ 
ple,  -2  e  maior  do  que  —4,  mas  esta 
mais  proximo  de  zero, 


►  Exemplo  2  Sc  /(a)  =  x,  entao  quando  a  — *  a *  tambem  deve  valcr  que  f(x)  — *  a .  Por 
exemplo: 

lim  x  —  (X  lim  x  —  —2,  I  ini  a  =  n  -4 

X  ->  0  Ji  -+  —2  x  — *■  JT 


►  Exemplo  3  ()  letter  deve  saber  de  sua  experience  com  tragoes  quet  para  urn  numerador 

nuo-nulo  H x o t  quanto  mais  proximo  de  0  estd  o  denominador,  maior  6  <3  valor  absolute  da 
tVagao,  Esse  fa  to  e  os  dados  da  Tabela  2.2.1  sugerem  por  que  1/a  — >  +■>-  quando  x  -4  0+  e  por 
quo  1/a  — >  —no  quando x  — >  02  4 


Tabela  2.2.1 


VA LORES 

CO  NCI.  US  AO 

X 

-1  -04 

—0,01 

-0,001 

-0,0001  • 

Quando  x  — »  0  o  valor  de  Ux 

1  lx 

-1  -10 

-100 

-1000 

-10.000 

dec  resec  sem  cola. 

X 

\  0,1 

0,01 

0,00] 

0.0001 

Quando  a  — >  0"  o  valor  de  l  fx 

1/a 

1  10 

100 

1000 

10,000 

ere  see  seni  cola. 

O  seguintc  teorema,  parte  do  qua!  csta  provado  no  Ape n dice  C  do  Volume  2,  sera  nossa 
ferramenta  basica  para  de  terminal'  algebricamente  os  li  miles. 
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2.2.2  tioorkma  Seja  a  um  mi  mew  real  e  mpcmha  que 


lim  fix)  =  L i  e  lim  g(x)  =  Li 

x  -f  <i  '  ,v  — >  a 


On  seja,  as  it  mites  exist em  e  fern  va  lores  e  L2,  respectivamente,  Entao: 


(a)  iim  |./(jc)  +  g(x)]  -  lim  /( jr)  +  lim  g(.r)  =  /,)  +  L2 

X  — >  Ct  X  -+  H  X  —*■  fl 


O')  lim  | /(a:)  -  J?(JC)]  =  lim  fix)  -  lim  j?(jc>  =  L]  -  L2 

x-+it  x  —>  ii  x  u 


(c)  lim  [ fix )g (*)]  -  ( lim  /(*))  (  lim  g(x))  =  L|L3 

X  -*  if  \.r  — y  U  /  XX-*  (l  / 


f(r\  I'm  fM 

(d)  lim - —  -  =  — .  desde  que  L,  ^  0 

*-♦“  g(x)  Inn  g(.x)  L2 

X  — 1-  u 


(e)  lim  fj  fix)  =  nj  lim  fix)  —  f/ff].  desde  que  L  >  0  se  n  for  pan 

j  — *■  fi  V  *  -*  a  ' 


Alem  dtsso *  essas  afirma^oes  tambem  valent  para  os  l writes  laterals  quando  x  a  on 
x  — *  a+ . 


Esse  teorema  pode  ser  enunciado  in  formal  men  te  como  segue: 


(a)  O I  unite  da  soma  e  a  soma  das  limites. 

(b)  O  It  mite  da  diferenga  £  a  diferenga  dos  limites. 

(c)  O  l i mite  do  produto  £  o  produto  dos  limites. 

id)  O  limit  e  do  qiiociente  £  a  quotients  dos  limites,  desde  que  o  l  i  mite  do  de  nomine  - 
dor  ndo  seja  zero, 

(»  O  [hnite  da  raiz  enesima  £  a  rail  enesima  do  li mite. 


No  ease  especial  da  parte  (c),  cm  que  fix)  =  Hunia  funeao  eorcstante,  temos 

lim(£g(;t))  —  lim  k  ■  Um  g{x)  —  k  lim  g{x) 

X  -*  a  '  A  “>  ct  x  -*■  ti  x  — >  ti 


analogamente  para  limites  laterals.  Esse  resultado  pode  ser  reform ulado  assini: 


Um  fat  or  const  ante  pode  ser  movido  para  ford  de  um  sfmbolo  de  limit  e. 


Em  bora  as  paries  (a)  e  (c)  do  Teorema  2,2.2  ten  ham  sido  enunciadas  para  duas  fun- 
^des,  os  resultados  valem  para  um  uumcro  finite  qualquer  de  fungdes.  Alem  disso,  as  varias 
partes  do  teorema  podem  ser  usadas  combi nadas  para  re  I  annular  expressdes  que  envoi vam 


limites. 
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►  Exemplo  4 


lim  [f(x)  ~  g(x)  +  2/t(*)] 

X  ->  it 


lim  f{x)  -  lim  g(x)  +  2  lim  /? (a) 

jr-+«  x~*a  x-xt 


lim  r/(J0*C*»(r)l  =  (  lim  /(*))  (  lim  #(x))  (  lim  /M.v)) 
lim  r/(*)l3  --  (  lira  /(*)) 
lim  i /(*)!"  =  (  lim  /(a))" 

x  —>  (t  \  x  a  / 


Tome  tf.x  )  =  h(x)  -  fix)  m  Ultima  «|uag;io 


A  extensfio  da  Teonema  2.2.24c  1  cm  que 
ha  it  fatal  cs,  cada  um  dos  quais  o  fix) 


I  ini  Xfi  —  (  liltl  X  ]  — UI!  Apliqiieoimdiadoaracrior  com * 

x  — >  a  \  x  — >  a  /  - 


■  LI  MITES  DE  POLINOMIOS  E  FUNfOES  RACIONA1S  QUANGO  x  a 


►  Exemplo  5  EnconUe  lim  (a2  —  4.v  +  3). 

x  -+  5 

Soluvao 


lim  (.v2  —  ix  +  3)  =  lim  x2  —  lim  4x  4-  lim  3 

x-+5  ^  -*  5  .v  — *  5  x  — v  5 


=  lim  x 1  —  4  lim  x  4-  lim  3 

x  5  x-*  5  x  —  H 


Tcortma  2.2.2tfl).  ih) 


Constnnies  sacra  para 
fora  dp  ii  mites 


=  52  -  4(5)  +  3 


OiUina  parte  do  Exemplo  4 


-8  * 


Observe  quc\  no  Exemplo  5,  ocorreu  quo  o  limite  do  polinftmio  p(x)  =  x~  -  4.v  +  3  com 
x  — >  5  6  exalamente  igual  a p(5).  Lsso  nao  c  aeidental.  (>  proximo  res ull ado  mostra  qtic,  cm 
geral,  o  limite  de  urn  polindmio p(x)  quando  x  —>  a  e  igual  ao  valor  do  polinomio  em  a.  Sa- 
bendo  disso,  podemos  redu/lr  os  euleulos  de  I i miles  de  polindmios  para  o  simples  calculo  do 
valor  do  polinomio  no  ponto  apropriado. 


2*2.3  teo  R  ema  Pa  ret  qt  ia  lq  iter  p oliti  dm  i o 

Pi A)  =  C(,  +  C,A-  +  ■  ■  •  +  c/ 

e  q ml q aer  ntimero  real  a 

lim  p(x)  =  Cq  +  C\a  + - h  c„an  =  p(a) 


lim  p(x)  ~  lim  (c0  +  C\X  + - h  cnx 11 

X  — *  It  X  —*■  ti 


—  lim  co  4-  lim  c^x  +  ■  ■  ■  4-  lim  c,tx,J 

x  -  H  a  x  ->  ts  x  -*■  u 


—  lim  co  H-  C]  lim  j?  H - +  cH  lim  xft 

x  -V  a  rT  «  j  — +■  i-/ 

—  c0  +  C\a  H - 1-  cltan  —■  p{a)  ■ 


DEMONS!  R  AC'AO 
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►  Exemplo  6  Encontre  lim  (a-7  -  2x5  +  l)35. 

Softigdo  A  fun^ao  considerada  e  urn  polinomio  (porquS?),  dc  modo  que  o  limite  pode  ser 
obtida  cafculando  o  valor  do  polindmio  em  x  -  1 .  Isso  dri 

lim  (a:7  -  2x 5  +  l)35  —  0  < 

a  i 

Lembne  quo  uma  fungio  rational  <5  uni  quociente  de  dois  polindmios.  O  proximo  exem- 
plo  ilustra  coma  os  To  ore  rn  as  2.22(d)  e  2.2,3  pode  in,  as  vezes,  ser  u  sad  os  em  combinagao 
para  caicular  limites  do  f Lingoes  racionais. 


►  Exemplo  7 


5  A' 3  +  4 

Eneontre  lim  — — ™. 
.v  ■ — *  2  A  —  3 


Sohtcdo 


lim 

x  —*  '2 


5a3  +  4 
x-3 


lim  (5xx  +  4) 

X  2 


lim  (x  -  3) 


Teorama  2.2.2(tfi 


5  ■  2-1  +  4 
2-3 


r-eorenm  2.2.3 


O  metodo  utilizado  no  ultimo  exemplo  nao  funriona  com  fungocs  racionais  em  quo  o 
limite  do  denominador  e  nulo,  porque  o  Teorema  2.2.2(d)  nao  e  aplicavel.  Ha  dois  eases  a 
considerar:  aquelc  em  quo  o  limite  do  denominator  c  zero  c  o  do  numerador  nao  e  zero,  c 
aquele  em  que  am  bos  os  limites,  o  do  denominador  e  o  do  numerador,  sac  iguais  a  zero.  Se  o 
limite  do  denominador  e  zero  mas  o  limite  do  numerador  nao  e,  podemos  provar  que  o  limite 
da  iungao  rational  nao  existe  e  que  ocorre  uma  das  segumtes  situagocs: 

*  O  limite  podera  ser  — 

*  O  limite  poderd  ser  -K^. 

*  ()  limite  podera  ser  — ^  dc  um  lado  e  do  outro. 


A  Figura  22.2  i lustra  essas  ires  possibilidadcs  graficameme  para  iun goes  racionais  da  forma 
I  /(a  —  a)  y  1  f(x  -  a)2  e  1  f(x  —  ay. 


] 

lim  — - — -  =  -fco 
■v  -hi  {x  -  aT 


\ 

— L_  ! 

(x-ar 


I 

i 

1 


lim  — - ?  — 

x-w  Cv  -  a'r 


Figura  2.2.2 


Calculo 


+•  + 


-  -  -  0  +  4 - - 


Sinai  de 


2  —x 


U-4)U  +  2) 


Figura  2.23 


►  Exemplo  8  Encontre 

2  -  x 


(a)  lim 


;s^4-  {x  —  4)  (a  +  2) 


(b)  lim 


2  ■—  x 


,t  —  4  (a  —  4 )  ( x  +  2) 


(c)  lim 


A 


■t- 4  (x  -  4)  (a:  +  2) 


Solugao  Em  todas  as  lies  paries,  o  limite  do  numerador  e  -2  e  o  do  denominador,  0;  logo, 
0  I i m i l c  da  razao  nao  existe,  Para  sermos  rnais  cspecfficos,  necessitamos  analisar  o  sinal 
da  razao,  o  qual  e  dado  aa  Figura  2.2.3  e  6  determ  inado  pelos  sinais  de  2  —  a,  a  —  4  e  x  +  2. 
(()  metodo  do  ponto  de  teste,  disc  undo  no  Apendiee  D  da  internet,  fornccc  uma  maneira 
simples  de  obter  o  sinal  da  razao.)  Segue  a  partir  da  figura  que,  quando  x  se  aproxima  de  4 
pela  dircita,  a  razao  6  scmprc  negativa;  quando  x  se  aproxima  de  4  pel  a  csqucrda,  a  razao 
aeaha  sendo  posiliva,  Assim, 


2-a 

Imi  - — — 

x  —  4  (a  -  4)  (a  +  2) 


2  —  x 


=  “ce  e  lim  — — — - —  —  +» 

(x  -  4)  (a  +  2) 


Como  os  ! i mi tes  laterals  tem  sinais  opostos,  s6  podemos  concluir  que  o  limite  bilateral  nio 
exisle.  < 


No  easo  em  que  p(x)fq(x)  e  uma  t’uncao  raeional  para  a  qua!  p{a)  =  0  e  qia)  -  0,  o  nume- 
rador  e  o  denominador  ncces  sari  amen  te  possucm  um  ou  mais  fatores  comuns  de  x  -a.  Nesse 
easo,  o  limite  tie  p(x)fq(x)  quando  a  — *  a  pode  ser  e  neon  trade  cancel  antic  Lodes  os  fatores  co- 
mu  ns  dc  a  -  a  c  usando  um  dos  metodos  considerados  a  uteri  or  me  rite  para  encontrar  o  limite 
da  fungao  simplifieada,  Aqui  tenuis  a  I  guns  ex  cm  pi  os. 


No  ExempEo  9,  a  lungao  simplificada 
x  +  2  est£  definida  em  x  =  2.  mas  nao 
a  Eungao  original.  Cornu  do,  isso  nao 
tem  efeito  sob  re  o  limite  quando  .v  se 
aproxima  de  2,  ja  que  as  duas  fun- 
goes  sao  identicas  para  x  -  2. 


-  A’  “  4 

Exemplo  9  Encontre  lim  - , 

x  2  x  —  2 

Sohtcao  Como  2  6  um  zero  Inn  to  do  numerador  como  do  denominador,  umbos  compart  r 
[ham  um  fator  comum  x -  2.  O  limite  podc  ser  obtido  da  seguinte  maneira: 

a2  -  4 


lim 

x->2  X  -  2 


—  lim 


jt 


(a  -  2)(x  4-  2) 
x  —  2 


—  lim  (a  +  2)  =  4  < 


X 


►  Exemplo  10  Encontre 

.r2  -  6.v  +  9 


(a)  lim 

x  —*  3 


A  -  3 


(b)  lim 


2a  +  8 


-4  A2  +  A  -  12 


(c)  Inn  — - 

v  2  x  5  a2  -  10a +  25 


Solu^aa  (a)  O  numerador  e  o  denominador  tern  um  zero  em  a  =  3;  logo,  ha  um  fator  eo- 
itmm  de  a  -  3.  Entile 

X2  -bx  +  9  (X  -  3)2 

lim  - — - =  lim - — s  =  Inn  (a  —  3)  =  0 

x  3  X  —  3  x  3  A  —  3  Jt  3 


SohtqaiG  ( h )  O  numerador  e  o  denominador  lem  um  zero  em  a  =  -4;  logo,  ha  um  fator  co¬ 
rnu  m  de  a  -  (-4)  =*  x  +  4.  Entao 

r.  2a +  8  T.  2(a  +  4)  r  2  2 

lim  — - =  lim  - -  —  Inn  - =  — 

-4  A2  +  A  -  12  x-*-4  (a  +4)(a  —  3)  >t^-4a—  3  7 


Soiuqao  (c)  O  numerador  e  o  denominador  tem  um  zero  em  x  -  5:  logo,  ha  um  fator  co¬ 
mmit  de  a  -  5.  Emao 
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+  +  0 - - 

J. 

t 

■  n 

m 

5 

S ina!  de  — --- 

.T-a 

Figura  2,2*4 


Comudo, 


porta  n  to 


bin  (x  +  2)  =  7  £  0  e  lim  (x  —  5)  =  0 

A  5  A  5 


lim 

A  —  5 


x2-3x  -  10 
.X  2  -  I  Ox +  25 


i  ■  x  -\- 2 

[tin  - - — 

x  -4  5  JC  —  5 


nao  exisfe,  Mais  preeisameme,  a  analise  dc  sinais  na  Figura  2.2,4  implica  que 

x*-3x-iQ  „  jc  +  2 

i mi  —  .  —  lim  -  —  H-x 

a  5 !  .x  —  I  Gx  +  2  5  ,v  — >■  s+  x  * —  5 


e 


a^3x-10  r  x  +  2 

lim  — — — - — — ss  —  Mm  — — -  =  —sc  4 


a'^5-  x2  -  1  Ox  +  25 


5”  x  —  5 


Discuta  os  erros  [6gicos  na  alirmagao 
seguimte:  uma  forma  indeterm inada 
do  tipo  Q/0  deve  ter  um  Jinrite  igual  a 
zero  porque  zero  dividido  por  quat- 
quercoisa  4  igual  a  zero. 


Um  quocieme  /(x)/g(x)  em  que  o  mimerador  e  o  denominator  tem  umbos  um  limiiu 
zero  quando  x  a  c  de n om i n ad o  forma  indeterminada  do  tipo  0/0.  O  problems  com  esses 
I  i  mites  d  que  e  dificil  di/er  por  inspegao  se  o  limile  ex  isle  e,  sc  exisiir,  sen  valor.  Dilo  i  a  for¬ 
mal  men  te,  isso  oeorre  porque  ha  duas  mfluenckis  con  II  it  antes  em  jogo:  o  valor  de  f(x)fg(x) 
tended  a  a  zero  quando  /(x)  tendcsse  a  0  sc  g(x)  perm  anee  esse  tixado  ein  at  gum  valor  nfio- 
nulo,  enquanio  o  valor  desse  quociente  lenderia  a  crescer  ou  deerescer  sem  cola  quando  g(x) 
lendesse  a  0  se  f(x)  permanecesse  fixado  em  algum  valor  nao-nuio.  No  entanto,  com  am- 
bos  f(x)  e  g(x)  lendendo  a  zero,  o  comporlamento  desse  quodente  depende  de  precisarnente 
co  mo  essas  tendencias  con  Hi  lames  se  cancel  am  Lima  a  outra  para  as  panic  u  lares  Tungoes  /  e 
g  sob  con  ski  cruqao. 

As  vezes,  os  limites  dc  formas  indeterm  inadas  do  tipo  0/0  podem  ser  c  neon  trad  os  por 
meio  dc  simpliticagao  algdbrica,  como  nos  dois  casos  anteriores,  mas  Ircq lie n tc meat e  isso 
nao  fund  on  a  e  precis  am  os  usar  outros  metodos,  Esses  metodos  serao  esiudados  em  segdes 
poster  iores. 

O  leorema  a  seguir  resume  nossa  observagao  sob  re  li  miles  de  fun goes  racionais. 


2*2*4  lKOKKMA  Sejant 


Ax)  = 


P(x) 

q(x) 


iv  na  junqao  me  tonal  e  a  um  nit  mem  real  qualqaen 


(a)  Se  q(a)  ^  0T  entdo  lim  f(x)  =  f(a). 

A  — *  O 

(b)  Se  q(a )  -  0  mas  pi  a )  0,  entdo  lim  fix )  nao  existe. 

x  “>  a 


LIMITES  ENVOLVENDO  RADICAIS 


x  -  I 


►  Exemploll  Encontre  |jni  - 

x-+  s  yfx  —  i 


Sotuqdo  No  Exemplo  2  da  Segao  2, 1  utilizamos  evidencia  numcnca  para  conjccturar  que 
esse  limite  c  2.  Aqui  vamos  confjrmar  isso  algebneamenie,  Como  esse  limiLe  6  uma  forma 
indeterminada  do  tipo  0/0,  precis  am  os  construir  uma  cstrategia  para  toriuklo  cvidenEe,  caso 
exista.  Uma  lal  estraidgia  6  rucionalizar  o  denominador  da  fungao.  A&sim,  obtemos 


■V-  j  _  (JC  -  I  Xy/X  +  j) 

yr - 1  (</x  -  i)(v/5’+ 1) 


(*-!)(/?+!)  , 
- ; -  =  V.v  +  1 

JC  —  I 


(A'  ^  I  ) 
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Porta  mo, 


I  ini  ^  _  -  lini  y/x+l  * 


■  LI  MITES  DE  FUN$OES  DEFfNfDAS  FOR  PARTES 

Para  funqoesque  sao  delinidas  por  partes,  d  melhor  obter  o  limite  bilateral  eni  um  porno  no 
qual  a  formula  muda  encontrando  primeiro  os  1  unites  lalerais  no  ponto. 


►  ExemplolZ  Seja 


f(x)  = 


l/U  +  2), 
a-3  -5, 
yfx  +  13, 


<  —2 

~ 2  <  X  <  3 

x  >  3 


En  eon  ire 


(a)  lim  f(x)  (b)  lini  f{x)  (e)  lim  f[x) 

.Jt  — ^  —2  ,r  ^  0  x—t  3 


Soluqao  (a)  Determinaremos  o  I i mile  bilateral  soliritado  considerando  primeiro  os  limb 
tes  laterals  eorrespondentes.  Para  cad  a  1  Unite  lateral,  devemos  usar  a  parte  da  formula  quo  6 
aplicavel  no  intervalo  sabre  o  qual  x  varia,  Por  exemplo,  quando  x  lende  a  —2  pela  esquerda, 
a  parte  aplicavel  da  formula  c 

/(•*)  = 

X  -b2 

e  quando  x  lende  a  -2  pela  dircka,  a  parte  aplicavel  da  formula  perto  de  -2  e 

/W-r-5 


Assim, 


jim  f(x) 


lim  — - — 

-2-  a  +  2 


=  —3C 


lim  /(. x)  =  lim  {x1  -  5)  =  (-Z)2  -  5  =  -i 


X 


X 


_?+ 


d  o  q  ae  seg  ue  q  ue  lim  / (x )  n  ao  ex  i  ste , 

x-*—2 

Sohwao  (b)  A  parte  aplicavel  da  formula  c  f(x)  =  a"  -  5  cm  ambos  os  lados  de  0T  portanto 
nat>  ha  neeessidade  de  considerar  I i miles  laterals,  Vemos diretameme  que 

lim  f(x)  =  lim  (x2  —  5)  =  02  —  5  =  —5 
.v  o '  x  -*  o 

So! , u gdo  {c )  U  sa  ndo  as  partes  ap  I  i  cave  i  s  da  form  u  I  a  de  / (x),  o bte  mos 
lim  f(x)  —  Um  (x2  —  5)  =  32  —  5  =  4 

x— *3”  x  — *  3 ' 


lim  f(x)  =  lim  -fx  +  13  =  /  lim  ( x  +  13)  =  V3+  13  =  4 

JT-+3+  ,r— *  3+"  V.v^3+ 

Como  os  dois  limilcs  laterals  sao  iguais,  lemos 

lim  /(x)  =  4 

x  —*  3 

Observamos  que  os  caleulos  dos  limilcs  cm  (a),  (b)  e  (c)  sao  eonsisientes  com  o  grafico  de  / 
na  Figure  '2.2,5.  < 
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EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  2.2  { Ver pagina  122 para  respostas.) 


L  Em  cada  pane,  eneontne  o  I  i  mite  sem  lazercontas. 


(a)  lint  7  = 
.wS 


(c)  lint 


A' 


■V  0  A 


(b)  Sim  12v 
w3+ 

w 

(U)  lim  —  = 

\W\ 


(e)  lim 


I  '  1  —  z 


2.  Sabendo  que  limI_^(r  /(a)  =  }  e  limr_,fl  g(x)  —  2,  en  con  ire  os 
li mites  que  existirem. 

(a)  lim  [3  f{x)  +  2g(x)]  = - 

a  — ■ a 


lim 
,i  —  a 


2f(-v)  +  1 

1  -  /(a)s(a) 


lim 

.V  £1 


■sn-v)  +  3 

£(*) 


lim 

•V  — *  a 


fix)  -  gW 

4  -  [g(x)\2 


3.  Encoritre  os  I i mites. 

(a)  lim  (aj+a2  +  a)I0‘ = 

.V  — *  —  ] 


(b)  fim 

j~*  2 

(c)  lim 

x  —y  ’ 

(d)  lim 


(x  -  i  ){■>-  -  2) 

X  +  1 

(A  -  l)(.v  “  2) 


■]  + 


X  +  I 


x2  -  16 


x  —f  4  X  -  4 


4.  Sofa 


x  +  1 , 


x  <  1 

X  >  1 


Eneontre  os  I  i  mites  quo  existirein. 
(ci)  lim  /(a)  — 

A  — r  I  - 

Cb)  lim  fix)  =  _ _ _ 

A  -H  |  + 

(c)  lim  fix)  ==  _ _ . 

x  —*■  i 


EXERCICIOS  2.2 


ENFOCANOO  CONOE1TOS 


1.  Dado  que 

lim  f{x )  —  %  lim  g(x)  =  —4,  lim  // (_v }  ^  0 

A — >  -fj  X  “>  (i  X  — > 

eneomre  os  IS  miles  que  existirem.  Se  o  If  mile  nao  existe, 
expiique  porquS, 

(a)  lim  [/(.*)  +  2g(x)\ 

A  — '*  U 

(b)  lim  [h  (a)  -  2g(x)  +  1 1 

r  — ►  fj 

(C)  Hm  |/(A)g(A)] 

JC — *-«■ 


(d)  lim  fg(A>] 


\  —  t! 


(e)  lim  ^6  +  fix) 
(0  lim  - 

g(.V) 

(g)  lim 

X  —>  H 


Hx) 

(h)  |im 

■< -*«  -/(')  *  g(t) 

2.  Use  os  gratkos  de  /  e  g  na  figura  a  seguir  para  eneontrar  Os 
li  miles  que  exist  am.  Se  o  limite  nao  exist  in  explique  porque. 


(a)  lim  lf(x)-\- g(x) ] 

jr— >  2 

(c)  lim  L/{.r)  +  gU)J 

A  — *  0  1 

(e)  lim  m 
I  +  g{JC> 


(b)  lim  \f(x)  +  g(.v)] 

.x  —  0 

(<i)  lim  [/(.<f)+^(A)J 

A  — >■  0” 


(ft  lim 


I  +  fiC-v) 


A- 2  Ax) 


(g)  15 'JTm 

A  -+  0  1 


(I,)  lim  J f(x) 

x  — *  0 


3.  lim  x(x  -  l)(.t  +  l) 

A  — *■  2 

x 2  -  2x 

5,  lim  - - 

A  ^  3  A'  4-  1 


4.  lim  a-'  -  3a-  +  9a 

A  — ■  3 


,2 


6 ,  J  i  m 


6a  -  9 


7, 

9. 

11, 


lint 

JC-*  l+  X 


v4  -  1 


j;  *“>  (>  x  ■  —  1 2x  -3-  3 

ty  +  8 


1 


8,  lint 

i -*-2  i  -I-  2 


A”  4-  6a  +  5 
lint  —z - 

a — » -i  a2  —  3a  ~  4 


a2  -  4a  +  4 


ID.  Li  in  , 

i  2  a  -  +  a  —  6 


lint 

,v  — ^  —  t 


2a-  +  a  -  1 


13.  lim 


A  4”  1 

+  3t2  —  1 2f  +  4 


r3  -  4/ 


12.  lim 

.V  —  I 

L4.  Min 


15.  lim  — ; 

a  3  ■  A  —  3 

17.  lim  - 

A-  3  A  -  3 


3a2  -  a  -  2 
-i  ^  i  2a  2  +  a  “  3 
f?  +  r2  -5r  +  3 

r-i  i  -  3f  +  2 

16.  lint  — — 

X  “91 3“  A  —  3 

L8.  lim  —r— — 

a  — *■  2T  A2  “  4 
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19.  lim 


x 


£'  2-  x2 


2h  Um 


4 

v  +  6 


20*  lim 


.v 


y  — '*■  6  V"  —  36 
v  +  6 

23*  lim  — — — 

y  — ►  ft  —  36 

25*  lim  ~^r"“ — — — - 

JL-K4-  X2  -  2x  -  8 


x^2x7  -  4 
22*  lim  -i  +  ^ 


! 

27* 

lim  - y 

a  -+  2  1 2  —  A 

A  -  9 

29. 

lim  — - 

a y  v/y  —  3 

31* 

Seja 

>•-*■6  v*  —  36 

.  3  -  A 

24.  lim  — — - - - 

x2  —  2x  —  8 

3  -  A 

26*  lim  —r - 

*  -  *  4  x2  —  2x  —  8 

I 


28*  lim  ■ 

j-+3  |x  —  3] 

4  —  v 

30*  lim - — 

y-4  2-  fy 


fix)  = 


x  “1.  x  <  3 

3x  -  7*  x  >  3 


E  neon  Ire 


(a)  lim  fix) 

3~ 


(b)  lim  f(x)  (c)  lim  /’(x) 

a^3+  x— #■  3 


32*  Seja 


?(/)  - 


/%  /  >  0 

;  —  2,  i  <  0 


Encontre 
(a)  Um  git) 

i  ->  o  ■ 


(b)  lim  g(t)  (c)  Um  g(t) 

i  ->  o+  i  -*  o 


ENFOCANOO  CONCEITOS 


33*  Seja 


fix)  = 


x*  -  1 


x  -  1 

{ a)  E  neon  ire  I  i  m,  ,/ (.v), 

(b)  Esboce  o  grafico  de  y  -  /(x)* 


34.  Seja 


fix)  =  X  +  3 

A\ 


x2  -  9 


*  a  ^  —3 
x  =  —3 


(a)  Determine  A  de  mode  que  /{- 3)  =  lim^  _,/(x) 

(b)  Com  k  tomando  o  valor  Iirn^  _^_fix),  most  re  quo  f{x) 
pock  ser  expresso  como  um  polinomio. 

35 .  (a)  Expli  qu  e  por  q  ue  os  segu  i  ntas  ca  tc  a  I  os  esiao  i  ]  icorre  i  os. 


lim  (  -  -  4 

\x  X" 


—  lim  —  —  lim  -r 

A'  > 0*"  x  A  — IV  A* 


(b)  Mostrcque  lim 

A-*  o+  V  x 


=  +3C  -  (+sc)  =  0 

I  1 


X 


,2 


—  — -dc. 


36.  Encontre  Um 

0 


e 


37*  lim 

,r->0 


Vx  +  4 


io  r  V  A2  +  4  —  2 

38*  hm  - 

A  — ►  &  A 


39.  Sejam  p(x)  e  qix)  poImCmios*  c  suponha  =  0,  Discuta  o 
comportamento  do  graft  no  de  y  =  />(x)/^(x)  na  vt/inhan^a  do 
porno  x  =  xtv.  De  exemplos  que  apoiem  suas  eondusoes, 


40*  Seja 


fix)  = 


(fl  +  b) x  -f  (a  -  6)|x| 


lx 


Supondo  qite  a  e  b  sejam  constantes,  encontre 


(a)  lim  f(x) 

A  “>  0 


(b)  lim  fix) 

X  “> 


t  c )  t<jd os  os  va  l.o  i  es  de  a  e  b,  tai  s  que  I  i  m  /( x )  exists . 

.r-*0 


•/"  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  CONIPREENSAO  2.2 


I.  (a)  7  (b) 36  (c)-l  (d)  1  (e)+™=  2.  (a)  7  (to)  —3  (c)  I  (d)  nan  exisle  3.  (a)-]  (b)  0  (c)+^>  (d)  K 

4.  (a)  2  (b)  0  (c)  nao  exisle 


2.3  L1MITES  NO  INFINITO;  COMPORTAMENTO  FINAL  DE  UMA  FUNpAO 


Ate  aqui  ext  i  vent  os  ocupados  corn  l  writes  que  descrevem  o  componamento  de  tuuafun^do  fix) 
quando  x  tende  a  aigum  nrimero  real  a.  Nest  a  se^do  vamos  nos  ocupar  com  o  componamento 
de  f{x)  quando  x  ere  see  on  dec  re  see  seta  parat: 


■  LIMITES  NO  INFINITO  E  ASS1NTOTAS  HORIZONTAIS 

Se  os  va  lores  de  uma  variavel  x  crescem  sem  parar*  emao  escrevemos  .c  -4  e  se  os  va- 
lores  de  x  deeresceni  sem  parar,  emao  cscrevcmos  x  — >  -m.  Aigum  as  vezes,  dizemos  que  o 
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(in  i  =  0 


Figura  2.3.1 


com  portamento  final  de  uma  fungfto  f(x)  C  o  com  portamento  <Ju  funqao  quando  x  cresee  Ou 
decresce  sem  parar*  Porexemplo, 

e 

estao  i  I  us  trades  numericamente  na  Tabda  2.3. 1  e  geometricamcntc  na  Figura  2.3.1. 


lim  —  —  0  (3-2) 

*-*•¥•*  X 


I 

lim  -  =  (J 

■V  X 


Tabda  2*3*1 


va  lorf.s 

CONCLUSAO 

x 

-3 

-10 

-300 

-1000 

- 1 0,000 

Quando  x  ->  -■'V.  o  valor  de  !  f.x 

Ux 

-1 

-0J 

-0,01 

-0.00  i 

-0,0001 

cn&see  tendendo  a  0. 

X 

1 

10 

too 

tooo 

10.000 

Quando  x  ->  +^-.  o  valor  de  1  fx 

Ux 

3 

0J 

0,01 

0,001 

0.0001 

decresce  rendentb  a  0. 

Em  geral,  utilizamos  a  nolaqao  a  seguir. 


2.3,1  limjtes  no  INFIMTO  (ponto  de  vista  informal)  Se  os  valores  dc  /(a)  ficam 
tao  proximos  quanto  queiramos  de  urn  mimero  L  a  medida  que  a  ere  see  sem  parar,  entuo 
escrevemos 


[tin  f(x)  —  L  ou  /(jc)— >  L  quando x  — >  (3) 

x  —y 


Analogamenie,  se  os  valores  de  f(.x)  ficam  tao  prdximos  quanto  queiramos  de  urn  mime¬ 
ro  L  a  medida  que  x  dccrcsec  sem  parar,  entao  escrevemos 

lim  f(x)  —  L  ou  fix)-*  L  quando  (4) 


A  Figura  2.3.2  ilustra  o  comportamento  final  de  uma  lunyao  /  quando 

lim  fix)  =  L  ou  lim  f(x)  —  L 

No  primeiro  ease,  o  gralico  de  f  se  aproxrma  tamo  quanto  queiramos  da  reia  y  -  L  quando  x 
cresee  sem  parar,  c,  no  segundo  caso,  o  grafico  de  /  se  aproxima  tanto  quanto  queiramos  da 
reta  y  =  L  quando x decrcsce  sem  parar,  Se  ocorrer  uni  desses  Unities,  di/emos  que  a  relay  = 
L  e  uma  ass  m  tot  a  horizontal  do  grafico  de  /, 


►  Exem  pio  1  Segue  de  ( 1 )  e  de  (2)  que  y  =  0  e  uma  assmtota  horizontal  do  grafico  de  fix) 
=  Ux  tanto  no  seniido  positive  quanto  no  negative.  Isso  e  consist ente  com  o  graltco  dey  =  1/a 
mostrado  na  Figura  2.3. 1 .  ^ 

H_r 


►  Exfcmplo  2  A  Figura  23.3  mostra  o  grafico  dc  fix)  -  arc  tg  x.  Como  sugere  esse  grafi¬ 
co,  tern  os 


..  7T  7T 

l mi  arc  ti:  x  =  “  c  lim  arc  t"  x  =  — -r 

Jt  — *■ +«  '  2  -V  — y  —x  2 


(5-6) 
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v  =  arc  ig  a" 


Figura  2.3.3 


Figura  2,3,4 


de  niodo  que  a  rela  y-nll  6  uma  ussmtoui  horizontal  para  /  no  sc  mi  dt>  positive  c  a  ret  a  y  =  -t/2 
6  uma  assfntota  horizontal  para  /  no  sent! do  ncgativo,  M 


►  Exemplo  3  A  Figura  2.3,4  mostra  o  grafico  de  f(x)  =  ( 1  +  Ux)\  Como  sugere  esse  gra¬ 
ft  co,  tamos 


(7-8) 


da  niodo  que  a  reui  v  =  e  e  uma  assmiota  horizontal  para  /  tanto  no  senlido  positive  quanto 
no  negative.  < 


m  REGRAS  DE  L1MITES  PARA  LlMlTES  NO  INFINITO 

Pode  ser  mostrado  que  as  leis  de  limite  do  Tcorema  2,2,2  pass  am  seni  modi  fie  agbes  para  li- 
mites  eni  +-v  e  — Alein  disso,  segue  pelos  niesmos  argu in entos  desenvolvidos  na  Segao  2.2 
que,  so  n  d  urn  tnieiro  positive,  entao 


liin  (/(.v»'!  -  (  lim  fix) 


)■ 


lim  ( fix))"  -  (  lira  fix) 


(9-10) 


desde  que  existam  os  limites  indicados  de  /(,v)+  Tam  hem  segue  que  consumes  podem  ser 
tiradas  para  fora  do  sfmbolo  de  limite  para  li mites  no  infinito; 

lim  kf(x)  =  k  lim  f(x)  lim  kf{x)  =  k  lim  f(x)  (11-12) 

,T->+jK  '  X— *  -|-3!-  X— *■  X  — ►  — 'SC 


desde  que  ex  i  stain  os  li  mites  indicados  de  /(*}. 

FinaJmente,  so  f(x)  =  k6  uma  fungao  constants  entao  os  va  lores  d  of  nao  niudam  quan- 
do  x  +oc  on  x  —>  --c,  de  rnodo  que 


lim  k  —  k 

II 

X  —*  +■*■ 

X  — »  - 

(13-14) 


►  Exemplo  4 

(a)  Segue  de  ( I  )t  (2),  (9)  e  (10)  que,  se  n  d  uni  inteiro  positive*  entao 


lim  —  =  i  lim  — 

a  ->  r  n  v  a  +w -JC 


-  0  e 


Urn  — 

X  ->  —  =£  \rJ 


-  =  (  Jim  -1=0 


x-*i  !*-9P  V 


(b)  Segue  de  (7)  e  (9)  que 


Urn  (1  +  2- 
\  2x 


lim 

X  — *-  -f 


2,r 


“ll/2 


1  + 


2x 


lim  I  1  +  r— 

a  -+  +«  \  2x 


2x 


n  i  n 


■  LI  MITES  INF1NITOS  NO  INFINITO 

Da  mesma  mancira  que  I  i  mites  ein  uni  mi  mere  real  a .  os  li  mites  no  infinito  podem  deixar  de 
existir  por  varios  motives,  Uma  possibilidade  €  que  OS  valores  de  fix)  c  re  sc  am  on  decres- 
gam  sem  cot  a  quando  x  — >  +oo  on  x  —?  Utilkaremos  a  notagao  seguintc  para  dcscrever 
ess  a  situagSo. 
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2 32  LIMITES  INFINITOS  NO  INFINJTO  (UM  PONTO  l>E  VISTA  INFORMAL) 
f(x)  e  re  seem  sem  eota  quando  jc  — >  +oo  ou  jc  — >  entuo  eserevemos 

Se  os  va  lores  de 

lim  f(x)  —  4-oc  on  iim  /(a:)  =  H-os 

A  — ►  4-3C  A  — *  “  r£ 

eon  forme  o  ease.  Se  os  va  lores  de  f(x)  deereseem  sem  eota  quando  x  — =►  4rv  ou  x  — »  -oq, 
enlao  e  sc  re  vc  m  os 

lim  f (t  )  —  ou  lim  f(v)  —  —oc 

.1'  +oc  ’  .v  — *  —  ' 

con  forme  o  ease. 

■  LIMITES  DE  xn  QUANDO  x 

Na  Rgura  2,3,5,  ilustramos  o  comportamento  no  infinite  dos  polinomios  da  forma  x r  para 
n  =  It  2,  3  c  4,  quo  sao  casos  cspcciais  do  seguintc  rcsuliado  geral; 


Iim  xrt  —  fi  —  It  3+ , . . 

x  — >  -He 


1  im  x  “ 


— 


^ j  1 , 3,5,  ■* ,  ■ 
7?  —  2, 4. 6, . . . 


(15-16) 


Figura  2*3,5 


Jim  a3  = 

Jim  a1  =  +oo 

.(  ■ — J'  +  iDO 

W+M 

lim  a3  -  -w 

lim  x 1  =  +« 

A  -i-w 

A‘— 

A  multiplieagao  de  xn  por  um  numero  real  positive  nao  afeta  os  limites  (15)  e  (16),  mas 
a  multiplicagao  por  um  numero  real  negativo  inverte  os  sinais. 


►  Exemp!o5 


Iim  2x5  = 

X  —  -H= 


Iim  2x5  =  —oc 

t  —  -x 


Iim  —7a6  =  —  k, 

A’  -»  +Sc 


Iim  —  7a  Cl  ”  ““tsc 

A  — ae 


■  LIMITES  DE  POLINOMIOS  QUANDO  x  ^±°o 

Ha  um  princjpio  titil  sobre  polindmios  que,  informaimente,  afirma  que: 


O  comportamento  final  de  um  polinomio  coincide  com  o  com  portamento  final  de  sen  ter - 
mo  de  maior  gram 
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Mais  prccisamcntc,  sc  cn  ^  0,  cntao 


lim  (ro  4*  c \X  +  *  *  *  +  c>x^)  ~  lim  c^x11 


X  — ►  —  DC 


.v— >  —  X 


(17) 


(18) 


Podemos  molivar  esses  res  ul  lad  os  colocando  em  evidencia  oxde  poteneia  mais  alia  do  poll- 
nCinio  e  examinando  o  l  mute  da  expressao  faiorada.  Ass  mi. 


„  »/Cq  Ci  \ 

Co  4-  C\X  +  -  -  -  +  cyv  —  A'  I  —  4 - -7  +  -*■  +  €«] 

\xn  / 

Quando  x  — &  on  x  — >  +^<,  segue  a  parlir  de  ( 1 )  e  (2)  quo  todos  OS  Lermos  com  poleneia  po¬ 
sit  iva  de  x  no  denominador  aproximam-se  de  0;  logo,  (17)  e  (1 8)  silo,  certamente,  plausfveis. 


►  Exemplo6 


lim  (7x5  —  4x^  +  2x  -  9)  —  lim  7x5  =  — * 


X  — *  —  3t 


.X  — >  —it 


lim  (— 4xs  +  17x^  —  5x  +  1 )  =  lim  — 4x°  —  —  oc  < 


V  — ►  —it 


X  —* 


m  LIMITES  DE  FUNQOES  FtACIONAlS  QUANDO  x  ^  ±cv 

Uma  tecnica  para  determmar  o  comportamento  final  de  uma  I’utigao  racional  consisie  em 
divklir  cada  termo  do  numerador  e  do  denominador  pela  maior  potencia  de  .1  que  ocorra  no 
denominador,  depois  do  tjue  0  comportamento  final  pode  ser  determinado  usando  resukados 
queja  foram  estabelecidos,  Aqui  tern  os  algmis  exeniplos. 


-  3x  +  5 

►  Exemplo  7  Eneontre  urn  — - 

.v  — *  +k  6x  -  8 


Sotugao  Divkia  0  numerador  e  0  denominador  pela  potencia  mais  alia  de  x  que  aparece  no 
denominador,  istoe,x3  =x>  Obtemos 


3x  +  5 

hm  7 - - 

x  ->  +6=  ox  —  8 


3+* 

I  in, - f 

6 - 

x 


E>l  viclii  cada  termo  por  x 


lim 

X  — *  -fas 


lim 

— +■  +  x 


O  limitt;  dc  uinqinx  ionEc 
loquocicmc  dO!>  li  miles 


5 

lim  3  4-  lim  — 

X  -*■  +k  X  -J-  -fao  X 


lim  6  —  lim  — 

x  x  ->  x 


O  liiDiie  die  uniu  soma 
t*  u  soaiiEHicjs  J 1  mites. 


3  +  5  lim  - 

X-f  +X  X 

6  —  8  lim  — 

x-*+x  x 


3  +  0 
6  +  0 


Uniuioiisomc  para  fora  tic  urn 
Fimite:  fonntilas  (2 )  e  ( 3  3  > 
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ExemploS  Encontre  lim 


4x~  —  x 


x  —  -K-  2x2  —  5 

Solugao  Divida  cada  lermo  no  numerador  e  no  denominador  pela  maior  polencia  de  x  que 
ocorre  no  denominador,  a  saber,  x\  Obtcmos 


4 


I 


x1 


4x2  —  x  x 

lim  —z — -  —  hm  ™ 
o  v  —  5  a—*  5 


■v-*--®  Z.V 


Divida  cada  ten™  por.v' 


H) 


lim 

V  —  X 


.  4  lP  1 

I  jin  —  —  lim 

.f— *  —■£  X 


0  ]i  eii  tic  dc  u  m  quocieulc 
c  O  quotients  (Jos  li  unites 


X^>  -an  X~ 


lim  2  —  lim  — 

X  — >  —X  X 


O  liniiie  dc  turn  diE'crcii^a  c 
a  c.iiferei^fl  dos  limited 


-*  .V  3 


4  r  1  1 

4  lim - lim  — 

¥  -*  -*  x  x  -*  -»  x 


2  —  5  lim  ”4 

,V  — >  -t>;  V  ' 


0-0 
2  —  0 


=  0 


Uwii  coiteLanlt  |xxle  scr  tifada 
ftfuxt  fof,i  do  ifinboto  dc  liiriiic; 
Formula  ( ]  4)  c  Escmplo  4 


►  Exemplo9  Encontre  lim 

V  — *  -f"X 


5x3  -  2x2  +  I 
1  -  3* 


Sotugao  Divida  cada  lermo  no  numerador  e  no  denominador  pela  maior  poleneia  de  x  que 
ocorre  nodcnominador,  a  saber,  V  —x.  Obtemos 


St* -tf  +  i  5x--2x  +  ± 

I  mi  - - - - - —  lim  - : - — 

x-*  -h-K  1  —  XX  x-*+vi  1 

X 


(19) 


Hesse  caso  nao  podcmos  argumentar  que  o  limitc  do  quociente  c  o  quociente  dos  I i miles  por- 
que  o  timile  do  numerador  nao  ex  isle,  Contudo,  lemos 

lim  5x2  —  2x  =  4-x,  lim  —  =  0,  lim  [  —  —  3^  =  —  3 

x  -*■  +*  x  -►  +^-  x  Jf  +3=  \  x  / 

Assim,  o  numerador  do  lado  direito  de  ( 3  9)  tende  a  e  o  denominador  lem  um  I i mite  negu- 
tivo  finmx  Conclmmos  disso  que  o  quociente  tende  a  ou  seja. 


5a-J  —  2jc2  +  1  ,,  5a2  -2x  +  - 

um  - —  —  —  lim  - - — - 

x  -*■  +*  |  —  3x  x  —>  +«  1 

X 


=  — oc  * 


■  UM  METGDO  RAPIDO  PARA  EMCOMTRAR  UMITES  DE  FUNQOES  RACIONAIS 
QUA N DO  x  — ►  OU  x  —+  —co 

Comoo  comportamento  final  de  um  polindmio  coincide  com  o  com  portamento  linal  dc  seu 
lermo  de  mat  or  grauf  «5  ra/odvel  conduit"  que; 


O  comportamento  final  de  umafunqdo  rational  coincide  com  o  comportamento  final  do 
quociente  do  termo  de  maior  gran  do  numerador  dividido  pelo  termo  de  maior  gran  do 
denominador 
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Exemplo  10  Use  a  observa^ao  preeedente  para  ealcular  os  limiles  dos  Exemplos  1,  8 


e  9. 


Solu^ao 


r  3,v +  5  3a-  r  1  1 

Jim  - —  I  Em  —  —  hm  —  —  — 

j  +v  (y  X  —  g  *  ->  +*  6a  v  ->  +*  2  2 

4a  2  -  a  4a2  2 

lim  — =  lim  —  =  lim  -=0 


-*  2a  ■  —5  2r 


5*3  —  2# -)- 1 

Imi  - - - —  hm  — - —  —  lim 

r  -*  +«  1  —  3 A"  x  -+  +«  ( — 3.v )  -f  y  +» 


X  *  X 

5.v3 


JW 


=  — X 


LIMITES  ENVOLVENDO  RADICAIS 


►  Exemplo  11  Encontre  hm 


3  3* +  5 


r  y  6a  —  g 


Sohtgdo 


r  y  3-V  +  5  \  3a  H-  5 

lim  t/  * - -  =  -J  lim  - - - 

x  ->  +»  V  6a  —  8  V  -v  -*  +»  6a  —  8 


O  iimile  de  urn  a  rqiz  enesirrui  a 
raiz  enesima  do  limitc 


►  Exemplo  12  Encontre 


lim 

t  —  +w 


V  A~  +  2 
3a  -  6 


lim 

A  — > 


/C  +  2 
3  a  —  6 


Em  am  bos  os  casos,  seria  pratieo  manipular  a  lun^ao  de  forma  que  as  poicncias  de  a  so  tor- 
nassem  potenoias  tie  l/x.  Isso  pude  scr  obtido  dividindo-se  o  numeradore  odenominador  por 
\4  e  us  an  do  o  fato  de  que  -  \x\. 


Solttgdo  (a)  Quando  x  — *  os  valores  de  a  tornam-se  positives;  logo,  podemos  substituir 
|a  |  por  a  onde  for  eonveniente.  Obtemos 


V*2  +  2 
hm  — — —  =  hm 


~\f X  "  + 


t/a2  4-  2 


X 


x  — ►  H-  w  3  A 


x  -f  -k  3a  —  6 


=  lim 


x  ->  3a  —  (S 


A 


A 


lim 

-V  -f  x 


(1  +  l)  +  ( 3,^-1) 

(3-  f  lim  3)  -  (  6  lim  -!■'] 

^  X  /  \  x  -*  +*  /  Y  r  ->  4*X  Y  / 


V  I  +  (2  •  0)  I 
3  —  (6  ■  0)  “3 
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DQMINtQ  DATECNOLOGIA 

Segue  do  Exsmplo  1 2  quo  a  fun^So 
yfx2  4  2 


fU) 


3.v  -  6 


ten  urea  assi'ntota  dada  po-r  y  —  ^ 
no  sentrdo  positive?  e  uma  assfntota 
dada  por  v  =  —  \  no  sontido  nega¬ 
tive?.  Confirme  isso  usando  algum  re- 
curso  grdfico. 


(h) 


Figura  2.3.ft 


Observamos  na  Secao  2.A  quo  as  re- 
gras  usuais  da  Algebra  nao  podem  sor 
aplicadas  aos  sfmboios  -K^  0  A 
parte  (b)  do  Exomplo  13  i lustra  este 
f^to:  os  termos  v/jf'  5  a-1,  e  x  ten- 
dem  a  + ^  quando  a  -*  +^,  mas  sua 
diteronqa  n&o  lends  a  zw  a 


(ft)  Qua  rid  o  x  ->  os  valorcs  do  v  tom  am -sc  negatives;  logo,  podemos  substi- 
tuir  [a |  por  “.v  onde  tor  eonvenienre.  Obtenios 


A2 +  2 

1  «  V  4  j  ■ 

hm  - =  lun 

a-*-*  3x— 6  x -* -« 


Va3  4-  2 


3  a 


—  lim 

,T  -I-  -* 


\X 


yf X  ~  +  2 

Tx“~7T 

(-*) 


I  4- 


End 

A  — « 


A  “ 


—3  +  — 

A 


►  ExempIo13  Eneontre 

(a)  lim  (\4v^  +  5  —  a1)  (b)  Urn  (y^A6  +  5a3  —  a3) 


.V  — >  +» 


,r  ->  +7c 


Sotugao  Os  grafted  s  das  f lingoes  /(a)  =  Va6  4-  5  —  a3  e  g (a )  =  v'a6  4-  5a ■-  —  a3  para 
a  >  0  aparecem  na  Figura  23 A  A  parlir  doles,  podemos  conjectural’  que  os  I i mites  soli- 
citados  sao  0  o  §T  respect iva monte,  Para  confirmur  isso,  tratamos  cada  fungao  como  uma 
fragao  com  um  denominador  i gual  a  1  c  racionalizamos  o  numerador. 


lim  (A6  +  5  -  xf)  =  Inn  (A6  +  5  -  .t3)  (  -  =r=— 

x—t+y:  »-+*  \  /vf’  +  5  +  -V5 


=  lim 


(x°  4-  5)  -  a 


.6 


=  lim 


■l  -*■  +*  \/x('  ”j-  5  +  JC3  •r_* +T-  A6  +  5  +  X' 


lim 

X  —  +  S£ 


33  —  *  3  para  -v  >  0 


0 


1  4~  0  +  3 


i  +  7'  +  l 


=  0 


lim  (\x6  d-  5a3  -  a3)  —  lim  {/a6  -E  5a'  —  a3}  (  ^  +  ~^Y  +  A 


,T  — f  +5<r 


.1 


=  lim 


(A6  +  5a3)  -  x' 


T  ^  +x  \/a6  +  5a  3  4-  aj 
5 

lim 


-w+*  a/a6  4-  5a1  -h  A3 


V 


1  +  ~T  +  1 
A 


•J =  .e  p-ira  .i  >  0 


5  5 

,  -  =  -  <4 

Alr0+  1  2 


■  COMPORTAMENTO  FINAL  DE  FUNpOES  TRIGONOMETRIC  AS,  EXPONE  NCI  AIS 
E  LOGARITWIICAS 

Considcrc  a  iungao  /(a)  =  sen  _v,  cujo  grdfieo  aparece  na  Figura  2.3*7.  Para  cssa  fun^ao,  os 
Unities  quando  a  -a  +  v  e  x  -a  detxam  de  exist  ii;  nao  porque  j(x)  cresga  ou  dec  re  sg  a  sem 
cola,  mas  porque  esses  valorcs  variam  entre  -  lei  sem  se  aproximar  de  alguin  ndmero  real 
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Nao  ha  nenhum  limits  quando 

X-++OC  OU.L-+-'X 


Figura  2.3*7 


especffieo,  Km  gmf  as  fungous  trigonom Ericas  dcixam  de  possuix  limites  quando  x  — > 
e  jc  -»  por  causa  da  periodicidade*  Nao  cxistc  notagao  para  de  notar  esse  tipo  cspccffico 
de  comportamento, 

Na  SegSo  I  .6  mostramos  que  am  has  as  fungdes  eK  e  In  x  ere  seem  sent  cot  a  quando 
x  — >  +^.  (Figuras  1 .6.9  c  1 .6.10).  Assim,  na  notagfio  de  limite,  tenios 

lim  ex  = -bo c  (20-21) 

X  — +x 


lim  In  a'  =  -h» 

j  -J-  x 


Para  referenda  fulura,  tambem  listamos  os  seguintes  limites,  que  sao  eonsistenles  com 


os  grati  cos  das  ft  gums  2.3.8: 


lim  e*  =  0 

lim  In  a  =  —so 

X  — >  — X 

.r-*0+ 

(22-23) 


Final  memo,  os  limites  seguintes  podcin  ser  deduzidos  observando  que  o  grafico  de 
y  —  e~x  e  a  re  11  ex  ao  do  grafico  de  y  -  e  pelo  eixo  y  (Figura  2.3.9). 


lim  e  ¥  —  0 

lim  e  x  — 

(24-25) 

X  -f  tx- 

.V  — +■  —X 

EXERClCIOS  DE  COMPREENSAO  2*3  [Ver pagirta  134 para  respostas.) 


1 .  E neon  ire  os  1  i  m  i  les. 

(a)  lim  (-3)  = _ 

— >  — -  w 

(b)  lim  (-2/0=  — 

h— *  +» 

(c)  lim  ~~  = - 

Lvl 

(d)  lim  -—= _ 

.r-^-hP  in  x 

(e)  tim{3-z)=_ 

z  -* 

(0  d™»(54)  = 

<g)  lim  e“'"  = - 

X— y  -» 


2*  E  tic  on  l  re  os  1  i  m  ites  qi  te  ex  i  si  i  rem . 


r  2x*+x 

lim  - — - - - 

.v  —*  —  ae  4,  v  -  —  3 


lim  — - - 

.w+k  2  sen  x 


I 


lv 


(c)  lim  I  +  -  I  = 

rr  “S-  +k  \  x 


X  Dado  que 

lim  fix)  =  2  e  lim  g(.v)  =  — 3 

-l  “*  J“*+K  • 

encontre  os  limites  que  ex  is  ti  rem. 

(a)  lim  13  f(x)  -  #(*)]  - - 

x  —*■  + x 


(b)  lim 


fix) 


J  -+“  S(  v) 

2 fix)  +  3*  (*> 


(c)  lim 


3  f(x)  +  2y  (  v  ) 


(d)  lim  \/ 10  —  f(x)g(x)  = 

X  —r  +  X 


4,  Consider  e  os  rati  cos  de  sen  a*  cos  a\  ig  a,  sec  a,  cossec  a.  cotg  a. 
In  x,  <?\  c  \  2'  e  (0*5)'\  Qual  deles,  se  algum*  tem  uma  assiniota 
horizontal? 


Capitulo2  /  Limites  e  Contmuidade  131 


EXERCICIOS  2.3  Q  Recurso  Grafico 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1-4  Em  cada  um  destes  excrcfdos,  t’aga  hipdteses  razoaveis  sobre 


! .  Pa  rn  a  fn  n  ^io  g  do  grd  II  c< >  aha  i  x  o.  e  n co  n  i  re 
(a)  lim  g(x)  (b)  lim  g(x) 

T — v  — ►  +* 


Figura  Exd 


2.  Para  a  funglo  0  do  gr^fieo  abaixo,  encoiure: 
(a)  Um  $ (a )  (b)  lim  4>W 

,T  ->  -■ K  X  —>  -K 


v  -  4>{x) 


Figura  Ex-2 


3 .  Pa ra  a  f u n g ao  0  d o  gra fi c o  aba i x o,  e nco litre: 
(a)  lim  <t>(x)  (b)  lim  $(x) 

X  ~>  — K-  X  ”>  +K 


Figura  Ex-3 


4 .  Para  a  fu  tigao  G  do  a  ra Ei eo  a  seg a i i\  cnco n  t re: 
(a)  lim  G(v)  (b)  lim  G(,v) 

A"  «+■  “Gfr  A'  — fr 


v  -  (7(  c) 


Figura  Ex-4 


5,  Dado  q  ue 

lim  fix)  —  3,  lim  £(.v)  =  —5,  lim  h{x)  =  0 

X  —¥  -\-  V-  X  “+  -\-~fi  x  -+  -fw 

encontre  os  limites  que  existirem.  Sc  o  limite  uao  ex i stir 
explique  por  que, 

(a)  lim  |  f{x)  +  3$ (Lv)  | 

(b)  lim  \!iix)  -  4g(x)  +  1] 

X  -r 


<c)  lim  [ f(x)g(x)] 

X  ->  +oi 


fc)  lim  \/5  -h  f(x) 

3AOO-M 


(d)  lim  [g(x)\ 

X  ' 

3 

to  |im 


(g)  lim 
x  — +  w 


6,  Dado  que 


,2 


(h)  lim 


6  f(x) 


X-+K  5  f(x)  Hh  3#  (a) 


lim  fix)  =  7  e  lim  £(a)  —  —6 

X  —*■  ”»  ''  T  — >  -K 

encontre  os  limites  que  existirem.  Se  o  Eimitc  n.ao  exisUr, 
explique  per  quo, 

(a)  lim  [2/(a)-£(a}]  (b)  lim  |6/(a)  +  7^(a)1 

X  — >  —v: 

lim  [a2  +  g{x)\ 


v  — >  — 


,T  — >  —  or- 


(d)  lim  [a  g 

x  -*■ 


2 

.('(-V) 


(e)  lim  v/U),?(.v)  (0  lim 

*-*“*  /(aO 


.1  — - Or 


(g)  lim 


C  — *  - 


fix)  + 


gix)' 


X 


n  \  r  */(■*> 

(h)  lim  -  - - — 

■*  -+  (2a  +  3)s(a) 


7-28  EncoiUre  os  limiles. 


7.  lim  (I  +  2a  —  3a5) 

X  — *■ 

9*  1  i  m 

x  —*  -H» 


8.  lim  (Zr1  -  100.v  +  5) 

10, 


,f  — > 


II.  Ii  m 

,v  -+  + 

13,  lim 


3a  4-  1 
.v  -+  +-fi  2a  ™  3 
3 


15.  lim 


-»  y  +  4 

X  -  2 


12,  lim 


14,  lim 


„r  X 


v x-  +  2  a  Hh  1 


16,  lim 


v  5 

—  A 

5a2 

-  4a 

2  a- 

-h3 

1 

x  — 

12 

5a3 

+  7 

jt— ►  +y  3a*2  —  a 


17.  lim 

,V  --r  +fi 


!9.  lim 


jj  2  -f  3.v  —  5.(- 


1  +  Xx1 


18.  lim 


i/3  s7  —  4j5 


\/5jc2  - 


V  ->  -»  A  +  3 
2  —  v 


20.  lim 


■*-►+*  V  2,?7  + 1 

75.t2  -  2 


21.  lim 


V?  +  6 V2 


22.  lim 


jf-H-a  X  +  3 
2  —  v 


•TJ,+X  V7  +  6v2 


132 


Calculo 


23*  lim 


73. v4  + 


v'3.v4  +  x 


■' -*  .v2  —  8 

7  -  6a5 


25.  lim 


x  +  3 
6  -  r3 


24*  lim  * 

.w+x  a2  “  8 

5  -  2 r3 
26*  lim  -  - - 

/  —v  - as  ] 


27.  lim 


28.  lim 


x  +  4jc3 


-«  I  -  x2  +  7-V 


,3 


i-*  +w  ~h  3 


ENFOCANOO  CONCEITOS 


29.  S ii  po  n  li  a  qu e  u  ma  p  ml  le  u  I  a  estej  ft  se  n  d  o  ace !  e  r  ada  po  r  u  m a 
lor^a  const  ante.  As  duas  curvas  c  =  «(0  c  u  =  clY)  da  ligura 
abaixo  fornecem  as  curvas  dc  vdocklade  instantanea  versus 
tempo  para  a  partfcuhi  conforms  previstas,  respective  mente, 
pc  I  a  Ffsica  classics  e  pc  I  a  Tcoria  da  Rclatividadc  Especial. 
O  para  metro  c  rep  resent  a  a  vdoddade  da  hi  Usando  a  Im- 
guagem  de  li  miles,  desereva  as  difereiu^as  nas  previsoes  a 
longo  pra/.odas  duas  icon  as, 

’v  -  n (t) 

(Classical 

c(ij 

(ReJatividade) 


Tempo 


Figura  Ex -29 


39.  Seja  T  =  ft)  a  lemperotura  de  uma  batata  co/kla  t  minutes 
depois  de  retirada  dc  um  forno  quente.  A  figura  ahaixo  mos- 
tra  a  curva  da  tempo  rat  urn  versus  tempo  para  a  batata,  onde 
r  den  ota  a  tem  permit  ra  ambiente. 

(a )  Qu  al  e  o  si  g  n  i  li  eado  fis ico  de  I  i  rn  f  _t  f (t  /( 07 

( b )  Qua!  ^osignill eado  li' $ i eo  de  1 5 in f  ?  ¥ v  /(f)? 


400 


S 

ro 

a> 

CL 

E 


Tempo  (min) 


Figura  Ex-39 


31*  Seja 


/(X)  = 


2.x2  +  5. 

3  -  5x  ' 

I  +  4.v  +  ,vJ  ’ 


v  <  0 

A  >  0 


Encontrc 
(a)  lim  f(x) 


(b)  lim  f(x) 


32.  Seja 


git)  = 


2  +  3/ 

5t2  +  6 
s/36r2  -  100 
5 -t 


t  <  1  *000,000 


t  >  I  *000.000 


Encontre 
(a)  lim  git) 


t  —t. 


(b)  lim  git) 

t  — 


33*  lim  ( \/.x2  4-  3  —  x)  34.  lim  Wx2  -  3.v  -  x) 

X  — t  -HB  X  +  M 


35*  lim  (yfx2  +  ax  —  x) 

X  — *■  +K 


36*  lim  (y'x~  +  ax  —  y''xJ  4-  bx) 

X  — ►  +■» 

37*  Diseu la  os  li  mites  de  p{x)  =  ( I  -  xf  quando  x  -4  e  \  — >  — ^ 
para  valores  inteiros  positives  de  n. 

38*  Seja  m  />(x)  =  (I  -  xf  e  f/(.v)  =  (I  -  xf'.  Di  scuta  os  li  mites  do 
pixVqtx}  quart  do  x  —>  +oo  e  .v  — *  para  valores  inteiros  posi¬ 
tives  de  wen. 

39*  Seja  p(x)  run  polinCmio  de  gran  n.  Di  scuta  Os  I  i  miles  de  p{x)txm 
quando  x  -->  +^c.v  -ou  para  valores  inteiros  positives  de  m. 

49*  Em  cad  a  parte,  encontre  exemplos  de  polinomios  />(.v)  e 
ry(Aj)  que  satisfa^am  a  condi  ^ao  dad  a  e  lais  que  p[x)  — >  +  ^  e 
qix)  —>  4-cs;  quando  x  — >  +™. 


,  ,  P(x) 

(a)  lim  — —  -  t 
q{x) 


(b)  lim  ^  =  0 


(c)  lim 


/j(a) 


^  (d)  Hm  [p(jf>  -ry(jf)]  =  3 

cyl  .v) 

41*  S'Ltporido  que  m  e  n  sejam  inteiros  positivos.  encontre 

2  +  3a” 

lim  — - 

1  —  xIJi 

\Sugestao :  A  res  post  a  depends  rd  dos  easos  m  <  n*  m  =  n  on 

m  >  n .  1 


42.  Encontre 


Co  +  ClXH - +c„x" 

hm  - - : - - - 

.1^  iiQ  -5-  f/|.v  4-  ■  ■  ■  +  dmxm 


Onde  c„  ^  0  e  dm  ^  0*  I  Stigesicur.  A  resposia  dependera  dos 
easos  tn  <  w*  m  “  j 'i  ou  nz  >  n.  \ 


43-58  Encontre  os  li  mites. 

45.  lim  e'u 

44.  lim  c1''-1' 

45. 

X-+Q4 

A'  0 

1  —  ex 

46*  lim 

47.  lim - 

48, 

A'  ‘i  0  ’ 


I  -  e 


jr  — *  0— 


c 1  4-  e 


49.  lim 


-A 


.V  ->  +  k  =  (j1  -v 

51*  lim  ln(l  —  a) 

x—>  i~ 


53*  lim  In  |  - 

X-¥+TK  \  x 


x  — *  -w  ]  q-  ^  l  .t  — >  +3c  I  q* 

4-  e~A 

50,  lim  - - 

X  — >  —  5*  £■*  — 

52.  lim  In  (I  —  COS  A) 

x— ^0 

54.  lim  In(m.v) 

-t/2- 


55*  |j 


In  2a 


m 


a  +*  |  n  3a 
.2 


56.  li 


Ell 


1ii(1/a) 


I  +  I  n  3a 


57*  lim  Inf-v"  —  I)  —  In  (a  +  I) 

A  — ►  +H 

58.  lim  ln(3x  +  1)  -  !n(2x"  +  1) 

A' — *  +K 
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ENFOCANOO  CONCEiTOS 


R59,  Suponha  que  a  veloddade  u  (cm  pes/s)  de  um  para-quedis- 

ta  J  segundos  depois  de  sal  tar  de  um  aviao  seja  dad  a  pda 

equate  u  =  190(1 

(a)  Faga  o  grill  co  tie  v  verms  i. 

( h)  Cat cu la n do  u m  li m i le  a propr i ado.  rrt ost re  qu e  o  grtifi Co 
de  t.'  versus  i  tern  uma  assfmota  horizontal  V  -  c  para 
uma  consiante  c  apropriada. 

(c)  Qual  e  o  signi licado  ffsieo  da  constante  c  ein  (b )? 

■  1 60,  A  populate)  p  dos  EVA  no  ano  f  pode  scr  in  ode]  ad  a  (cm 

mi  f  hoes)  pc  I  a  lungaO 

50371,7 

~  151,3+181  Mhe  “ft»l6.»(r-199» 

(a)  Com  base  nesse  model  o,  qual  foi  a  popLihiqao  dos  EUA 
em  1950? 

(b)  Fa^a  uni  grifico  de  p  versus  t  para  o  periodo  de  200 
a  nos  que  vai  de  1950  atd  2150, 

(c )  Ca  leu  Ian  do  umii  m  i  te  a  p  ropri  ado ,  m  os  ire  q  ue  o  grd  11  eo 
de  p  versus  t  tem  uma  assfmota  horizontal  p  =  r  para 
tuna  con Ma me  c  apropriada. 

(d)  Qual  e  o  signiticado  da  constante  c  em  (b)  para  a  previ- 
saoda  populate  per  meio  desse  modelo? 

61.  Suponha  que  fix)  denote  uma  fun^ao  lal  que 


Q  quo  pode  ser  dUo  sobre  os  li  mites 

Um  /(*>  e  lim  fix)? 

A J-+K  A— ►—SC- 

62,  (a)  Suponha  que  fix)  denote  u ma  futi^ao  tat  que 

Hm  fit)  =  L 

O  que  pode  ser  d i to  sobre  o  limite 

Mm  /(?)? 

( b)  Supon  h  a  qu  e  fix)  denote  uma  f ungao  lal  qu  e 

lim  f(t)  =  L 

I  -+  —  VT 

O  que  pode  ser  duo  sobre  o  limite 


63-70  En eo  n  t  re  os  1  i  m  i  l  e  s. 


lim 

A  +  5t 


u  +  \y 

Xx 


67, 


lim 

-V  — +■  -(-  X 


(JT  - 1  y 

X ,v 


64. 


lim 

A  -> 


|.v  &  I  \x 


68,  hm  — - - 

A— \X\X 


69,  lim  (x  +  70,  lim  f|x|  +  “^ 

A  +*  \  x  i  « -+  -» \  x } 


71-78  Encontre  os  li  mites.  O  result  ado  do  Excrete  io  62 

pode  ser  util  em  a] guns  desses  limitcs.] 


7L 

lim  (1  +x>IAt 

72. 

lint  (1  +  x.)hy 

x-f  0-- 

x  — 1>" 

73, 

lim  (1  ~  x)1* 

74, 

lim  (1  -x)l/s 

A  — ►  0“ 

x  — ►  0“ 

75, 

lim  (1  +2x)^T 

76. 

lim  (1  +  2.v)-Vr 

X  — *  0— 

x  — *■  O’" 

77, 

lim  {]  -  2x)Vr 

78, 

lim  { 1  —  2x)iiX 

x  —  0~ 

A-^(J+ 

79-S4  A  no^ao  de  assmtota  pode  ser  esteudkla  para  ineluir  eurvas 
nao  tiecessariamenEe  rctas.  Espccificamemc,  di/emos  que  as  eur¬ 
vas  y  =  fix)  e  y  =  g(x)  sao  as  sin  tot  teas  quando  x  — >  +oc  ae 

lim  [f(x)  “  g(x)J  =  0 

A  -*  +* 

e  assintMeas  quando  x  —s  -eo  sc 

Mm  lf(x )  -  g(x)1  =  0 

V  -Jr  -CK 

Inform  a  I  men  to,  duas  eurvas  sao  assintoticas  quando  x  — >  +oq  su 
pennanecerem  tao  prdximas  qua  mo  queiramos  para  va  lores  sufi- 
d  erne  me  me  grandes  de  .v,  Analogamenle,  duas  eurvas  sao  assin- 
tdiicas  quando  A'  — >  -^x>  se  permauecerem  tao  prdximas  quanto 
queiramos  para  mlmeros  negatives  x  de  magnitude  suiieientemen- 
te  grande.  Por  cxc-mplo,  se 

fix)  -  x2  +  J— j-  e  g(x)  -  x2 

entao  y  =  f(x)  d  assintotica  a  y  =  g(x)  quando  x  — >  h-^  e  quando  x 
-rx-'.  pois 

lim  l/(.v)  -  s(x  )l  =  lim  -2-  =  0 

a  — ►  +  k  x  -*  +*  x  ! 

lim  [f{x)  “  g(A)]  =  lim  -- ~  -  0 

x-*  x  —  | 

Esse  comport  a  men  to  assintdlico  esta  ilusirado  ua  ligura  segusnte, 
que  Eiunbem  mostra  a  assmtota  vertical  de  fix)  em  x—  L 


Nesses  exerefeios,  del  ermine  uma  ltm^ao  gU)  mais  simples,  tal  que 
y -  fix)  seja  assiiitdlica  ay  -  quando x  — >  +oo  ou  jc  -  Use 
um  rccurso  gratico  para  gerar  os  graticos  de  y  =  fix)  o  de  y  =  gU)  e 
identifique  todas  as  assiniotas  verticals. 
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079.  /(.v)  = 
H»i./(.v)  = 


A-2  -  2 
A  -2 
-A3  +  3a2  +  A  -  1 
A  -  3 


B80./(*)  = 


X3  -  X  +  3 


V 


B«L/C*)  = 


*5  -  X3  +  3 


x2  — 


E3  83,  fix )  —  sen  x  + 


x  —  I 


-  x2  4-  2 


,v 


-3 


x-  1 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  2.3 


I.  (a)  “3  (b)-oo  (c)-l  (d)  0  (e)+oo  (f)  5  (g)  G  2.  (a)  1  (b)naoexiste  (c)  e1  3,  (a)  9  (b)  —  |  (c)  nao  exisle  (d)  4 

j£i  3 

4.  /.  e  \  T  c  (0,5)'  tern,  cada  uma.  lima  assmtota  horizontal 


2.4  LIMITES  (DISCUTIDOS  MAIS  R1GOROSAMENTE) 

Nets  seqoes  anteriores  desie  capitulo  nos  ocupamos  com  a  descoherta  de  valores  dc  limites, 
tanto  pela  amostragem  de  valores  seleeionados  de  x  coma  pela  aplica0o  de  t  core  mas  de 
limites  que  forum  enunciados  sem  prova*  Nosso  objetivo  principal  nest  a  sex;  do  4  definir 
prechamente  a  no^do  de  limit  e,  tornando  passive  I  r  ass  tin,  estabelecer  limites  com  exatiddo  e 
proven  tea  re  mas  sabre  limites.  Com  isso,  tambem  estaremos  ohtendo  uma  campreenscw  mais 
profunda  de  algumas  das  proprledades  mats  saris  das /undoes* 


■  MOTIVAQAO  PARA  A  DEFINIQAO  DE  LIMITES  BILATERAIS 

A  alirmayao  lim^ri  f(x)  -  L  pode  ser  interprelada  informalmente  coma  significant!©  que  o 
valor  dc  /(a)  pode  ser  tornado  tao  proximo  quanto  queiramos  do  numci  o  real  L,  b&stando 
para  isso  lomar  valores  dc  x  sufieiememente  prdximos  de  a.  Nosso  objetivo  c  tornar  as 
liases  nrio  proximo  quanto  queiramos  de  L”  e  “sufieientememe  proximo  dc  a’’  maLemati- 
camenle  precisas. 

Para  isso,  considcre  a  fun^ao  /  esboqada  na  Figura  2.4.  ]  a,  para  a  qual  f(x)  —>  L 
quando  x  ->  a.  Para  simplificar  a  visual  izagao,  desenhamos  o  grafico  de  ./  como  sendo 
cresccme  cm  um  inter valo  aberto  conic ndo  a  c  delibcradainente  colocamos  um  buraeo  no 
grafico  sobre  o  ponto  x  =  a  para  enfali/ar  que  /  nao  preeisa  estar  definida  em  x  =  a  para  ler 
um  Hniitc  ncsse  ponto. 


Figura  2.4,1 


i 

L  +  e 

f(r\  i 

y  =  /W  _ 

J  ) 1 
1 

- - yS 

1 

L-€ 

1 

1 

1 

X 

xiy  a 

i-  •  - 

r  A, 

(c) 


Em  seguida,  escolharnos  qualquer  rmmero  positive  f  e  pergumemos  quao  proximo  deve 
estar  x  dc  a  para  garantir  que  OS  valores  de  fix)  caiam  a  uma  di  Stand  a  inferior  a  e  de  L.  Agora 
podemos  responder  isso  geomctricamentc  tragando  retas  hori/emtais  a  partir  dos  pontos  L  +  e 
e  L  -  e  do  eixo  y  aid  eneontrarmos  a  eurva  y  -  f(x\  e  entao  tracar  retas  verticais  a  partir  desses 


pontos  da  eurva  ate  o  eixo  Jr  (Figura  2.4.1/;).  Como  indicamos  na  figura,  sejant  v.,  e  x,  os  dots 
pontos  cm  que  as  retas  verticais  cortatn  o  eixo  x. 

Agora  imaginemos  quex  se  aproxima  mais  e  mais  de  a  (de  qualquer  um  dosdois  lados). 
A  partir  de  um  certo  instante,  x  esiara  demro  do  interval©  *,),  que  esia  destacado  com  cor 
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na  Figura  2.4.1c;  quando  mo  oeorrer,  o  valor  de  fix)  eaird  entre  L-e  e  L  +  e,  que  determi- 
nam  um  intervalo  destacado  com  cor  na  figura,  Assim,  podemos  concluir: 

Se  fix)  — >  L  quando  x  — >  a,  entdo  paw  quaiquer  mhnew  posit  ivo  e  podemos  eneontrar 
am  intervale  abet  to  (aci,  x[ )  no  eixo  x  que  comem  o  pot  no  a  e  que  tan  a  propriedade  de 
quey  para  cada  x  nesse  interval  a  ( exceto  possivelmente  para  x  =  af  o  valor  de  fix)  estd 
entre  L  —  4  e  L  4-  4. 


f^~S  -►h-S  -+-I 

— ( - 4-'  b - *- 

u-a  a  a  +  6  Jt, 

Figura  2.4,2 


O  que  e  important©  sobrc  esse  resultado  c  quc  ele  e  valido  in  depen  dentemente  de 
qu3o  pcqueno  sc  tomar  ^  Coniudo,  Ionian  do  4  cada  vez  me  nor  forga  f(x)  a  ficar  cada  vez 
mats  proximo  de  L%  que  e  precisamente  o  eonceito  que  esiavamos  teniando  captar  matema- 
ticamenle. 


Observe  que  na  Figura  2.4. 1  c  o  intervale  (xfr  v, )  se  estende  mais  para  o  I  ado  direiio  de 
a  deque  para o  lado  esquerdo,  Conludo,  muitas  vezes  6  preferred  dispor  de  um  intervalo 
quc  se  estenda  a  mesma  distancia  para  ambos  os  lados  tie  a ,  Para  isso,  escolhanios  qualqucr 
numcro  posilivo  8  que  seja  menor  do  que  ambos  a,  -  a  e  a  -  x„  e  consideremos  o  intervalo 
(a  -  S,  a  +  5).  Esse  intervalo  se  estende  a  mesma  distancia  8  de  ambos  os  lados  de  a  e  csta 
dentro  do  intervalo  (xr5,  xf}  (Figura  2,4,2),  Atom  di$S0,  a  condigao  L  -  4  <  f(x)  <  L  +  4  vale 
para  cada  a  desse  intervalo  (exceto.  possivelmente,  x  =  a)t  ja  que  essa  condigao  vale  no 
intervalo  maior  (a(),  At), 

Como  a  condigao  L  €  <  /(a)  <  L  +  e  pode  ser  exp  res  sa  como 


1/00  -  L\  <4 

e  a  condigao  cm  que  x  esla  situado  no  intervalo  (a  -  8,  a  +  8 ),  mas  x  ^  a,  pode  ser  expressa 
como 

0  <  j  ,v  —  a\  <  & 


somos  1  evades  a  detinicao  precisa  de  limits  bilateral  a  seguir. 


As  detini^oes  de  li mites  laterals  exi 
gem  adaptagoes  minimas  na  Define 
cao  2.4,1 ,  Por  exemplo,  para  um  ii mite 
pela  direita  basta  supor  que  f(x)  es- 
teja  definida  em  um  intervalo  (a.  l>) 
que  se  esiende  £  direita  de  a  e  que 
a  ddndid&o  <  se|a  satisfeita  por  qua!- 
quer.v  do  intervalo  a  <  i  <  u  +  5  que 
so  estende  a  direita  de  a,  Uma  adap- 
semelhante  deve  ser  feEta  para 
limiles  pela  esquerda. 


2,4  A,  okfim^ao  m  limits  Seja  fix)  definida  em  lodo  jc  de  algum  intervalo  abeilo  que 
comen  ha  o  nuniero  cl  com  a  possfvcl  excegao  de  que  fix)  nao  precisa  estar  definida  em  a. 
Esc  revere  in  os 

lim  f{x)  —  L 

x  — *■  a  ’ 

se,  dado  qualqucr  numcro  e  >  0,  pudermos  eneontrar  um  nuincro  5  >  0  Lai  que 

|/U)  —  L\  <  4  se  0  <  \x  —a\  <  & 


Essa  defini^ao,  que  6  airibufda  ao  matematico  alcmao  Karl  Weierstrass  c  6  conheekla 
como  a  defmi^ao  ^psiton-deltjrde  limiie  bilateral,  estabelece  a  transi^ao  de  um  eonceito  in¬ 
formal  de  I i mite  para  uma  detinigao  precisa,  Especifkamentc,  a  frase  informal  "lac  proximo 
quanto  queiramosde  L"  alribumios  um  sentidoquantilativo  pela  nossa  habilidade  de  escolher 
arbitrariamcnlc  o  numcro  positive  f,ea  frase  "sufidentcnicntc  proximo  de  a ”  e  quamificada 
polo  numcro  positive  S, 

Nascgao  precede  rite,  ilustramos  varies  metodos  numcricos  e  graticos  para  adivinhar  limi- 
tes.  Agora  quc  lemos  uma  definigao  precisa  para  irubalhar,  pode  mo  s  eon  firm  ar,  de  fato,  a  vali- 
dade  daqucles  palpites  com  prova  maternal ica.  Aqui  esta  um  exemplo  tfpico  de  uma  tal  prova. 


►  Exemplo  1  Use  a  Definigao  2,44  para  pravarque  lim  (3a  —  5)  =  1, 

x  — *■  2 

Solu^do  Deveinos  mostrar  que,  dado  qualqucr  numcro  positive  £,  podemos  eneontrar  um 
mlmero  positive  5  tal  que 

|  (3a  -  5)  —  I  |  <  £  se  0  cjx  —  2  ]  <  8  (I) 

fix)  L  a 
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Hu  dua$  coisas  a  fuzer*  Primeiro,  devemos  descohrir  uni  valor  de  8  que  sustenie  esso  a  firm  a- 
gao  c,  entao,  pnmtr  que  a  afirmagao  6  valida  para  aquclc  5.  Para  a  prinicira  parte,  comegamos 
por  si  m pi  i  Hear  e  escrever  ( 1 )  eomo 

|3a_  —  6|  <  £  se  0  <  \x  —  2|  <  S 


A  seguir,  vamos  reescrever  ess  a  alirrnagao  em  uma  forma  que  ira  faeiliiar  adescoberta  de  urn 
8  apropriado: 


(2) 


3|a  —  2i  <  e  i>e  0  <  \.x  —  2\  <  S 

\x-2\<e/3  se  0  <  [jc  —  2|  <  S 

Deveria  ser  evidenle  por  si  sd  que  essa  ultima  afirmagao  esld  assegurada  quando  8  -  a 
qua  I  completa  a  parte  da  descobcrta  de  nos  so  trabalha  Agora,  preei  samos  provar  que  { 1 )  e 
valida  para  essa  escolha  de  5.  Porem,  a  ulirmativa  ( I )  e  equivalent  a  (2),  e  (2)  se  verifica  com 
8  -  e/3,  porta  n  to,  ( 1)  se  verifica  tanibem  com  8  =  e/3,  Isso  prova  que  I  ini  (Xx  -  5)  =  3 ,  < 

x  —*  2 


Este  exemplo  iiustra  &  forma  geral  da  prova  de  um  liimite:  Admitimos  que  nos  b  dado  um  numero  positive  c, 
e  tentamos  provar  ser  possfvel  encontrar  um  rtumero  positive  Sr  tal  que 

| /(a)  -  /q  <  e  s*  0  <  li-fd  <<5  (3) 

Isso  q  leito  em  primeiro  lugar  descobrindo-se  6,  e  entao  provando  que  o  S  cfescoberio  Eunciona,  Lima  vez 
que  o  argumento  tem  de  ser  bastante  geral  a  fim  de  valer  para  todos  os  valores  do  t  positives,  a  quanta 
bade  &deve  ser  expressa  eomo  uma  funeao  de  e.  No  Exempto  1  ■  encontramos  a  funeao  5  =  e/3  por  at- 
guma  algebra  simples;  contudo,  a  maioria  das  provas  de  Ihmite  requer  um  pouco  mais  de  engenhosidade 
logics  e  algebrica,  logo,  se  o  leitor  aeftar  nossa  discussao  resultartte  das  provas  J'e-6rt  desafiaefora,  nao 
venha  a  se  desencorajar;  os  conceitos  e  as  tecnicas  tom  dificuidades  intrinsecas.  Com  efeito,  o  erttertdi' 
mento  exato  de  limites  iludiu  as  mefhores  monies  matematicas  por  mais  de  1 50  anos  apos  a  descobena 
dos  conceitos  b^sicos  de  CSIcuEa 


►  Exemplo  2  Prove  que  iim  *Jx  =  0, 

X  — ^  0T 

Solugdo  Observe  que  o  dommio  de  *Jx-  e  0  <  x,  pintail  to  e  valido  discutir  o  limits  com 
a:  — >  O'.  Devemos  mostrar  quo,  dado  e  >  0,  existe  um  5  >  0  tal  que 

j  sfx  —  0[  <  ^  sc  0  <  a  <0  +  5 

ou,  simplificando: 

\fx  <  *  se  0  <  x  <  8  (4) 


Karl  Weiers trass  (1815-1897)  Weierstrass,  filho  de 
tun  olieiai  alfandegSrio,  nasceu  em  Ostenfelde,  Ale¬ 
man  ha.  Quando  jo  vein.  Weiers trass  mostrou  notSvel 
liabilidade  cm  Ifnguas  c  Matemaiica.  Poretn.  press] o- 
nado  pelo  pai  dominador.  emrou  em  um  programs  de 
lets  e  comerdo  da  Uni  verst  dade  de  Bonn,  Para  des- 
gosio  da  familia,  o  leiinoso  jovem  concent rou-se  em  esgri- 
mar  e  beber  ccrveja.  Quatro  anos  mais  tarde.  voltou  para 
easu  seni  nenhum  tftulo.  Em  1839,  entrou  na  Academia  de 
Munster  para  obter  u  m  titulo  em  end  no  medio  e  ai  eonheceu 
e  cstLidou  sob  a  orientagao  de  um  cxcelente  matemdtico,  cha- 
matio  Chiislof  Gudermann,  As  iddias  desse  matenniiico  live- 
ram  grande  tnftuenda  no  trabalho  de  Wei  erst  rass  Apds  receber 
seu  diploma  de  licendatura,  ete  passou  os  15  anos  segui riles 
tec  ion  undo  ale  mao,  Geografia  c  Matetndtica  cm  uma  escota 
dc  ensino  medio.  Alcm  dtsso,  ertsinava  caligralia  pai'a  crian- 
gas.  Durante  esse  penodo.  muiro  do  trabalho  matematieo  de 


Weierstrass  loi  ignorado,  pois  era  um  professor  de  ensino  md- 
dio,  e  nao  universitdrio,  EnUo,  cm  1854.  eie  publicou  um  ar- 
Ligo  da  maior  importancia,  cans  an  do  sensag^o  no  inundo  ma¬ 
tematieo  c  dando-llio  da  nolle  para  o  dia  fama  internacional. 
Ole  recebeu  imediatamente  um  domorado  honorario  na  Lins- 
versidade  de  Kdnigsberg  e  com  ego  u  uma  nova  cane  ira  uni- 
versitEiiia^  lecionando  na  Uni  versidade  de  Beriim,  em  1856. 
Em  1859.  o  esi'orgo  dispendido  nas  pesquisas  matematicas 
causou-lhe  um  colapso  ncrvoso  tempo  rail  c  e  levou-o  a  sur- 
tos  de  vertigens  que  o  acorn  pa  nharam  pelo  res  to  de  sua  vida. 
Weiers  trass  era  um  professor  bnlhante,  e  suns  aulas  iieavam 
sempre  loiadas.  Apesar  de  sua  fama.  ele  nunc  a  perdeu  sens 
hdbitos  de  bebedor  de  cerveja,  estando  sempre  na  companliia 
dc  estudantes,  hrilhantes  ou  nao.  Weiers  trass  foi  recon  heci  do 
eomo  um  grande  nome  m  undial  em  Anaiise  Mato  mat  ica.  Ele 
e  sc  us  estudantes  abriram  caminho  para  as  escolas  modern  as 
de  Anaiise  Matcmatica. 
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O  I  i  mite  pel-a  esquerda  e  o  limiie  bi¬ 
lateral  no  Exemplo  2  n-ao  exisle  m  em 
x  —  0  porque  o  domfnto  de  fx  nao 
inclui  numeros  a  esquerda  de  0. 


Mas,  elcvando  ao  quadratic)  am  bos  os  lad  os  da  desiguaklade  <Jx  <  e,  podemos  reescrever 
(4)  co  mo 


x  <r  se  0  <  x  <  8 


(5) 


Devcria  scr  evidente  por  si  so  que  (5)  e  vcrdadetro  so  S=e_;  e  uma  ve/  que  (5)  c  a  reformula- 
gao  de  (4),  m  os  tram  os  que  (4)  e  v&lida  com  8  =  £\  Isso  prova  que  lim_r  ^ 


^  ^  -  a  |  « 


-H - r— ■ 

u  +  £>  f  «  +  o 


v 


Figura  2.4J 


■  O  VALOR  DE  ft  NAG  E  UNIGO 

Preparando  o  proximo  cxemp1ot  notamos  quc  o  valor  dc  5  na  Dcfinigao  2,4. 1  nao  c  unico; 
uma  vc/  c  neon  trade  um  valor  dc  5  quc  precncha  as  cxigcncias  da  definigao,  entao  qualquer 
numcro  positive  5,  me  nor  tarn  be  ni  cumprira  aquclas  exigendas,  Is  to  <5,  sc  c  verdade  quc 

\f(x)  —  L\  <  €  se  0  <  |x  —  a\  <  8 

entao  lamb^m  sera  verdade  que 

|  f(x)  —  L\  <  €  se  0  <  \x  —  a  \  < 

Isso  porque  { x  :  0  <  \x  —  a\  <  6, }  6  urn  subconjunto  de  (r  :  0  <  |.v  —  a\  <  8}  (FIgura  2.4.3),  e 
portanlo,  se  |  /  (x )  —  L\  <  f  t  satis  foil  a  para  Lodo  x  no  intervale  maior,  entao  sera  automati- 
camenie  satisfeita  para  lodo  a:  no  subconjunto,  Logo,  no  Excmplo  1,  onde  usamos  S  =  e/3, 
podenamos  ter  usado  valores  men  ores  de  8t  tais  corno  8  =e/4,  8= e/5  ou  8  =  e/b. 


►  Exemplo  3  Prove  que  lim  x2  =  9. 

x  —>  3 


Soluqao  Devemos  mostrar  que,  dado  qualquer  mimero  positive,  conseguimos  eneontrar 
um  ntimero  positive  8  Lai  que 

\x2  -  9|  <  e  se  0  <  \x  -  3|  <  8  (6) 


Como  \x  -  3 1  ocorre  no  I  ado  direilo  dess  a  “alintiaiiva  se”,  sera  util  falorar  o  3  ado  esquerdo 
para  introduzir  um  tutor  \x  -  3|.  Isso  resit lta  na  seguinie  forma  alternativa  de  (6): 


x  +  3||a  —  3]  <  €  se  0  <  |jc  —  3j  <  8 


Caso  o  leitor  se  pergunte  como  foi 
obtiefa  a  restrlpSo  &  <  I,  em  vez  de 
5  ^  5  on  S  <  par  exemplo,  a  res- 
posta  £  simples:  ]  6  sornerae  uma 
escolha  convenient^  pois  qualquer 
restripSo  da  forma  5  <.  c  teria  funcio- 
nacto  igualmente  bem. 


Querernos  I  i  mi  tar  o  la  tor  \x  +  3|.  Sc  sou  boss  cm  os,  por  excmplo,  que  8  <  L  entao  terfamos 
- 1  <  a  -  3  <  K  portartto,  5  <  x  +  3  <  7  e,  consequentemcnlc,  [x  +  3|  <  7,  Assim,  se  8  <  1  e 
0  <  |\  -3|  <  6,  entao 

\x  +  3\\x  -  3|  <  18 

Segue  que  (7)  cstara  satisfeita  por  qualquer  S  posilivo  tal  que  8  <  1  e  7^  <e>  Isso  podc 
ser  obitdo  tomando  8  como  o  rnimmo  dos  numeros  i  e  e/7,  que  costumamos  denotar  por 
S  =  min(l,  e/7).  Isso  prova  que  lim  a  "  —  9.  ^ 


■  LIMITE  QUANDO  x  ^  ioc 

Na  Seqao  2.3,  discuiimos  os  I i mites 


lim  fix)  ~  L  e  lim  /( x)  =  L 


X  +3C 


de  um  porno  de  vista  imuitivo.  Interpreiamos  a  prinieira  afirmaqao  como  signifieando  quc  os 
valores  de  fix)  fleam  tao  prdximos  quanto  queiramos  de  L  quando  x  eresee  sem  parar;  inter- 
pie  tamos  a  segunda  atirmagao  como  signilicando  que  os  valores  de  fix)  ft  cam  tao  proximos 
quanto  queriamos  de  L  quando  x  decresce  sem  parar,  Essas  ideias  sao  eaptadas  mais  precisa- 
mente  nas  dcfiniqocs  a  seguire  ilustradas  na  Figura  2,4.4, 
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2,4.2  ]>[  ]’inh;ao  Seja  fix)  deHnida  em  lodo  x  de  ulgum  interval  0  aberto  intmilo,  o  qua! 
sc  estende  no  sen  Lido  positivo  do  eixox  Fsereveremos 

Jim  fix)  —  L 

x  -+  +& ' 

sc,  dado  qualquer  numero  e  >  0.  houver  um  correspondents  numero  positivo  /V,  tal  que 

|  f(x)  —  L[  <  6  sc  x  >  N 


2,4,3  dehmcao  Seja  f(x)  definida  para  lodo  x  dc  algum  intervalo  aberto  infinite,  o 
qua)  se  estende  no  sentido  negative  do  eixo  a.  Escreveremos 

lim  /( x)  —  L 

X  -t  —zr 

sc,  dado  qualqucr  numero  f_  >  0,  liouver  um  correspondents  numero  negative  N ,  tal  que 

\  fix)  —  L\  <  €  se  x  <  N 


Para  vercomo  essas  dcflmqocs  sc  re  lac  ion  am  com  os  nossos  conceitos  inlbmiais  desses 
lim iles,  suponha  que  fix)  L  quando  x  — e  para  um  dado  e  seja  N  o  numero  positivo 
deserito  na  Defini^ao  2.4.2.  Se  lor  permitido  x  ere  seer  sent  patai;  entao  x  ira  enirar  no  inter’ 
valo  (M  o  qua!  esta  marcado  mats  claro  na  Figura  2.4,4^:  quando  isso  aeonteecr,  os 
valores  de  fix)  cairao  emre  L-eei+e,  marcado  mats  eseuro  na  figura.  Uma  vez  que  isso 
e  valido  para  todos  os  valores  dc  €  (nao  import  a  quao  pequeno),  podemos  forqar  os  va  lores 
de  f(x)  a  dear  tao  perto  de  L  quanto  quisermos,  fazendo  N  suficientemenre  grande.  Isso  esta 
de  acordo  com  o  nosso  conccilo  informal  desse  I  unite.  Analogainente,  a  Figura  2.4.4/?  i  lustra 
a  Definite  2,4.3. 


Figura  2.4.4 


►  Exemplo  4  Prove  que  lim  —  —  0. 

+r-  x 


So  lugao  A  pi  i  c  and  o-  sc  a  Deli  n  i  gao  2,4.2  co  in  f (x )  =  I /.re  /.  =  0,  de  ve  in  os  m  ost  rar  q  uc t  dado 
€  >  0,  conseguimos  cneontrar  um  numero  N  >  0  lal  que 


<  e  se  x  >  N 
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(«) 


(£) 


Figura  2.4J5 


Comox- >+oc\  podcmos  suporque  a>  0.  Logo,  podcmos  cl i minar  os  valores  absolutes  ncssa 
afirmagao  e  a  reescrever  como 


1 


x 


<  e  se  x  >  N 


ou,  toinando  os  reciprocos. 


x  >  -  se  x>N 
€ 


(9) 


E  evidemc  por  si  so  que  N  =  i/e  satis  fa/  essa  exig^ncia,  e  como  (9)  6  equivalents  a  (8)  para 
x  >  0,  a  pi  ova  esla  qompleta.  4 


■  LIMITES  INFINITOS 

Na  Se^ao  2. 1,  discutimos  do  ponto  de  vista  intuitive  os  sc”u i nte  lipos  de  limites: 


lim  f{x)  —  +»* 

v  —>  a 


lim  fix)  —  —x 

x  -*  a  ’ 


lim  f(x)  -  +ao, 

x  a  + 

lim  fix)  ~  +:cT 


lim  f(x)  —  — x 
■*-*«+ 

lim  f{x)  ~  —  x 


(10) 

(11) 

(12) 


.r  — ^  4:7 


x  — >  tl 


Lembre  que  cada  uma  dessas  expressdes  descreve  uma  manei ra  particular  na  qua!  o  I i mile 
nao  ex  isle.  ()  +oo  indica que  o  limite  nao exists  porque  fix) cresce  sem  cola,  c  -oo  indica  que 
o  liniitc  nao  exLsie  porque  f(x)  decresce  sem  cola.  Essas  ideias  estao  captadas  mais  preeisa- 
mcntc  nas  definiqocs  a  seguir  e  ilustradas  na  Figura  2,4.5. 


2-4*4  hkhmcao  Seja  fix)  deli  did  a  cm  lodo  x  de  at  gum  intcrvalo  aberLo  con  ten  do  ar 
ex c cio  que  fix)  nao  preeisa  csiar  deftnida  cm  a.  Escreveremos 

lim  f(x)  — 

X  <■  i'll 

se,  dado  uni  ntimero  posit ivo  M  qualquer,  pu  derm  os  eneontrar  um  numero  S  >  0,  tat  que 
fix)  satis  fa  z 

f(x)  >  M  se  0  <  |  x  “  a\  <  6 


2.4.5  defink;  aq  Seja  fix)  dciinida  para  todo  x  dc  algum  intcrvalo  aberlo  eontendo  a, 
com  aexceqao  dc  que  f(x)  nao  preeisa  esiar  definidaem  cl  Escreveremos 

lim  f(x)  =  -x 


x  ->  a 


se,  dado  um  niimero  negative  M  qualquer,  pudermos  eneontrar  um  numero  d  >  Q>  tal  que 
f(x)  salisfaz 

fix)  <  M  se  0  <  |  x  -  a\  <  5 


Como  o  leitor  definiria: 
lim  fix)  =  lim  fix)  = 

X-*a4  A-*tr+ 

lim  /(j)  =  +*  lim  fix)  = 

A'  — >  —  X  -*<t-  ' 


Vim  fix)  —  +x  lita  fix)  = 
x  —*  +»  x  — *■  +30* 

iim  fu r)v=+*c  lim  fix)  — 

X  -cc-  j  -►  -  i 


— -x- 

— 

— -3C 


Para  ver  como  essas  definiqoes  se  relacionam  com  os  nossos  conceitos  in  forma  is 
desses  limites,  suponha  que  f(x)  — >  quando  x  — >  a,  e  que  para  um  dado  M  seja  5 
o  numero  positive  correspondent,  descrito  na  Deflniglo  2.4.4.  A  seguir,  imagine  que  a 
aproxima-se  cada  vez  mais  de  a  (por  qualquer  I  ado).  Eniao,  x  entrara  no  intcrvalo  (a  -  5, 
a  +  5},  o  qua!  esta  marc  ado  mais  claro  na  Figura  2.4.5^;  quando  isso  acomecer,  os  valores 
de  f(x)  serao  maiores  do  que  M,  marcado  mais  escuro.  Uma  vez  que  isso  e  valido  para 
qualquer  valor  posit  ivo  M  (nao  importa  quao  grande),  podemos  forcar  os  valores  de  /(a) 
para  que  sejam  lao  grandes  quanto  quisernios,  fazendo-se  Asulicienlcmenic  proximo  de  a. 
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Isso  estd  de  acordo  com  o  nos  so  conceito  informal  desse  limits.  Analogumeme,  a  Figura 
2.4 .5b  i lustra  a  Definiqao  2*4.5. 


I 


►  Exemplo  5  Prove  quo  lim  —  =  +x, 


.v— *  0  X 


Spfugao  Aplicando  a  Definigao  2,4*4  com  / (a)  -  1  /a"  e  a  —  0,  dcvcmos  most  tar  qtte,  dado 
urn  numero  M  >  0*  conseguimos  encontrar  um  numero  5  >  (3,  tal  que 


—?>  M  se  0  <  |  x  “  0 1  <  S 


X 


(13) 


ous  lomando-sc  o  reefproco  c  simplificando, 

1 


x2  <  —  se  0<Lv|<S 
M 


(14) 


Mas,  x 2  <  MM  se  \x\  <  \/sfM ,  logo  S  =  I  /  v/M  satisfaz  (14)*  Uma  vez  que  (13)  e  equivalenie 
a  ( 1 4)f  a  prova  esta  complete.  + 


EXERCICIQS  DE  CQMPREENSAO  2.4  [Ver pagina  143  para  respostas.) 


1,  A  definite  de  I  indie  bilateral  afirma:  iimr_, ..  fix)  =  L  se,  dado 

qualquer  numero  .  ex  i  stir  urn  numero . _  . 

tal  que  \f(x)  - 1\  <  e  se _ .. 

2*  Encontre  o  maior  intervaio  aberto  eentrado  cm  v  =  1,  tal  que. 
para  cada  x  no  intervaio,  f(x)  esta  a  me  nos  de  e  uni  dados  de 
/CD -5* 

(a)  fix)  =x  +  4,  e  =  0,01 

(b)  /(*)  =  5x ,  £  =  0,02 

(e)  f(x)  =  3x2  +  2,  c  “04212 


3*  S  upon  ha  que  e  seja  um  numero  positive  qualquer  Encontre  o 
maior  valor  de  5s  tal  que  |5a  —  10  <  £  se  0  <  \x  —  2\  <  §. 

4.  A  definite  de  limite  cm  afinna:  lim,  ^  f(x)  -  L  se.  dado 

qualquer  numero  __ _ _ ,  existir  um  numero  positivo _ 

_ tal  que  |/(x)  -  L\  <  €  se , _ _ . 

5*  Encontre  o  men  or  numero  positive  t\\  tal  que,  para  cada  x  >  A( 
o  valor  de  fix )  —  1/  y/x  esta  a  me  nos  de  e  unidades  de  0. 

(a)  f^O.t  (b)  e  =  0,01  (c)  ^  =  0,001 


EXERCICIOS  2.4  0  Recurso  Grafico 


1,  (a)  Encontre  o  maior  intervaio  aberto,  cert  trade  na  or  i  gem  do 
d xo  a,  tal  que,  para  cada  ponto  x  no  intervaio,  O  valor  da 
fungao  /(,v)  =  x  +  2  nao  esteja  mats  longe  do  quc  0, 3  unitfa- 
de  do  numero  /( 0)  =  2, 

(b)  Encontre  o  maior  intervaio  aberto,  eentrado  no  ponto  x  — 

3,  tal  que,  para  cada  ponto  x  no  intervaio,  o  valor  da  iungao 
/(.v)  -  4a  -  5  nao  esteja  mais  longe  do  que  0,0 !  unidade  do 
ndmero  /(3)  =  7. 

(c)  Encontre  o  maior  intervaio  aberto,  eentrado  no  ponto  x  = 

4.  tal  que,  para  cada  ponto  a  do  intervaio,  o  valor  da  I’ungao 
/(a)  =  a"  nao  esteja  mais  longe  do  que  0,  001  unidade  do 
ndmero  /(4)  -  16. 

2*  Em  cada  item,  encontre  o  maior  intervaEo  aberto,  eentrado  no 
ponto  x  =  0,  tal  que.  para  cada  ponto x  do  intervaio,  o  valor  da 
fun  quo  /(a)  -  2a  +3  nao  esteja  mais  longe  do  que  e  unidades  do 
numero  /(G)  =  3, 

(a)  <=  =04 


3,  (a)  Encontre  os  valores  tie  e  .v,  na  figura  anexa, 

t  b )  E  neon  tre  u m  n  u  mero  pos i  t  i  vo  f>,  tal  que  \\/x  —  2j  <  0,05  se 
0  <  \x  -  4|  <  5. 


NQo  represgnittfUt  iwi  tfscdUt 

Figura  Ex-3 


(b)  €  =  (3,01 


(e)  ^  =  0,0(312 
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4*  (a)  E  ne  on  t  re  os  v  al  ores  de  a(P  e  a  ,  na  figsi  ra  abai  xo . 

(b)  Encomre  um  mlmero  posilivo  ft,  tal  que  |(  1/a)  -  1 1  <  CM  sc 
0<lx-  l|<ft. 


Naff  representada  em  escala 

Figura  Fx-4 


5 »  Gere  o  grafico  c!e  f  (a)  =  xx  -  4v  +  5  com  um  recurso  grdfi- 
co  computacional  e  use-o  para  enconirar  um  numero  ft*  uil 
quo  |/{a)  -  2|  <  0,05  $e  0  <  |-v  —  1 1  <  ft.  [Sugestao:  Mostre 
que  a  desigualdade  \f(x)  -  2|  <  0,05  pode  ser  recscrita  eonio 
1 ,95  <  x  —  4a  +  5  <  2,05  e  estime  os  va lores  de  a  para  os 
quais  x  -  4a  +  5  =  1 ,95  e  a*  -  4a  +  5  =  2,05 . ] 

6,  Use  o  metodn  do  Excrete  io  5  para  enconirar  um  numero  5,  tal 
q ne  3  */5x  +  1  —  4|  <  0,5  se  0  <  \x  -  3\  <  5. 

7.  Seja  /(x)  =  x  +  \/a  com  L  =  lim,  L  /(a)  c  lomc  e  =  0,2. 
Use  um  recurso  gr£ftco  e  sua  operand  de  tragar  retas  para 
enconirar  um  numero  positive  ft,  tai  que  |/(a)  —  L  |  <  e  se 
0  <  |a  -  I|  <  ft, 

---  8.  Seja  /(a)  =  (sen  2a)/j  e  use  um  recur  so  grafico  para  conjeetuiar 
o  valor  de  L  ~  IimA  _>u  /(a).  Agora  tome  €  -  OJ  e  use  o  recurs© 
grafico  e  sua  operagao  de  ti  agar  ret  as  para  cncomrar  um  nume¬ 
ro  positive  ft,  tal  que  | /(a)  —  L[  <  c  se  0  <  \x\  <  ft. 


9-16  Sun  dados  um  numero  positive  e  e  o  limite  L  de  urna  Tun- 
gao  /  no  porno  a.  Encomre  um  juimero  5,  tal  quo  \f{x)  -  /j  <  £ 
so  0  <  |  v  -  a\  <  ft, 

9,  lira  2a  ^8;  £  =  0 J  10,  11m  {5a  -  2)  =  13;  £  =  0,01 

j.1  4  x  “*■  3 

,v2  —  9 

11.  iim  - —  =  6;  e  —  0,05 

X  -*  3  A  —  3 

4a2  -  I 

12.  Iim  — — — -  =  —2;  £  =  0,05 

JT-+  -1/2  2a  +  3 

13.  iim  X*  =  <S;  (  =  0,00! 

x-±  2 

14.  iim  Jx  =  2;  e  =  0.001 

15.  iim  -  =  ■!;  f  =0.05  16.  iim  |.v|=0;  £  =  0.05 

.V  — *  5  A  5  J  -►  0 
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17,  Suponha  que  /(a)  seja  urna  lunquo  e  quo.  para quatquer  e  >  0 
dado,  a  condigao  0  <  I  a  —  4|  <  e/5  garanla  que  |/(a)  -  3j  <  e , 

(a)  Qual  e  o  limite  dcscrito  por  essa  atirmacao? 

(b)  Encontre  um  valor  do  ft.  tal  que  0  <  |  a  -  4[  <  ft  gamma 
que  |10/(a)  ™  30|  <  0.005, 


IS,  Suponha  quo  f(x)  c  g(x)  sejam  It  mooes  e  quo.  para  qualquer 
6  >  0  dado,  as  condi^oes  seguintes  valham: 

(i)  Sc  0  <  [x  -  3|  <  ^ ",  entao  |/(a)  -  7|  <  e , 

(ii)  Sc  0  <  |-v  -  3\  <  min(  1/2,  e/8)t  entao  ^u)  -  5|  <  e, 

(a)  Qua  is  sao  os  limites  descritos  por  css  as  dims  atirma- 
goes? 

(b)  Encomre  um  valor  de  ft,  tal  que  0  <  |a  -  3|  <  ft  gamma 
que  |3/(a)  -  21 1  <  0,03. 

19.  S  upon  ha  que  fix)  seja  a  fungao  do  Exercicio  17.  Encon- 
tre  um  valor  dc  ft.  tal  que  0  <  |a  -  4]  <  ft  garania  qtic 
1 1 0/(.v)  +  2.v  -  38|  <  0,01 .  LSttge'jftift?:  Pel  a  destgualdade 
triangular, 

|(10/(a)  —  30)  +  (2a  —  8)| 

<  [10/(a)  —  30|  +  |2v  —  8|  I 

20,  Suponha  que  /(a)  e  g(.v)  sejam  as  Tangoes  do  Exercicio  IS. 
Encomre  um  valor  de  ft,  ml  que  0  <  \x  -  3]  <  ft  gamma  que 
|3/(a)  +  g(,v)  -  26|  <  04)6.  [Sugesrao:  Pel  a  desigualdade 
triangular. 

|(3/(a)  —  21)4*  (g(A)  —  5)| 

<  |3/(A)-211  +  te(A)-5|  J 


21-26  Use  a  Dcfitiigao  2.4.1  para  provar  que  o  limite  dado  esta 
correto. 

2!,  lira  3a  =  15  22,  lim  (7a  +  5)  =  —2 

x  —*■  5  x  — X  —  i 


+  x 

23.  lim  - -  =  1 

x  ->  0  A 


24,  lim 


a2  -  9 


25,  lim  fix)  =  31onde/(A)  = 

j.-  —*  i 


26,  lim  f(x)  ~  5,  onde  fix)  — 

A'  2 


x  -*  -3 

A  +  3 

x  +  2. 

A  f  1 

10, 

X  =  1 

9  -  2a, 

-V  T  2 

49, 

x  =  2 
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27,  (a)  M  ost  re  que 

|(3.r  +2x-  20)  -  300|  =  |3.v  +  32|  ■  \x  -  1 0| 

(b)  Encontre  um  numero  que  seja  maior  do  que  | 3a  +  32| 
para  cada^que  satisfaga  \x  -  I0|  <  I. 

(C )  Preenc  ha  a  s  1  ac  li  n  as  pa  ra  CO  m  pi  el  a  r  a  pro  va  deque 

lim  [3a2  +  2a  -  20]  =  300 

x  — *■  10 

Suponha  t[ue  ^  >  0.  Tome  ft  =  min(l , _ )  e  supo¬ 

nha  que  0  <  | a  -  I0|  <  ft.  Emao 

j(3^2  +  2x  -  20)  -  300 1  =  |3jc  +  32]  ■  \x  -  I0i 

<  _ •  [a-  -  10| 

<  - _  ■  _ 

=  € 


28.  (a)  Most  re  que 


3a  +  1 


12 

3a  +  1 
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(b)  Existc  alguni  numero  quo  seja  maior  do  que  | \2f(3x  +■  I )] 
para  eada  x  Lai  quc  j.v  —  2|  <  4?  Sc  nao  ex  i  stir,  exp  I  i  quc; 
sc  cxistir.  enconire  urn  desses  ndmeros. 


{c )  Ex  i  ste  a  Eg  it  m  mi  me  ro  q  ue  sej  a  i  na  i  or  do  q  ue  |  E  2f{3x  +■  I )  | 
para  cad  a  x.  lal  que  [x  -  2\  <  I  ?  Sc  iiao  ex  i  stir,  ex  pi  i  que: 
se  ex \ stir,  enconire  urn  desses  numeros. 


Preencha  as  lacunas  para  compleiar  a  prova  de  que 


lim 

t  ->  2 


28 

3a-  +  I 


Suponha  que  e  >  U,  Tome  8  =  min(  I 
nha  que  0  <  |.v  -  2  |  <  ft.  Entao 


l.v 

i-V 


_)  e  supo- 


28  1 

12 

3a  +  1 

3a  -I-  1 

“  2| 
—  21 


<  _ 

=  f 


29-34  Use  a  Defmigao  2,4.1  para  provarque  o  limits  dadoes  id 
cone  to. 


29, 

lim  2x2  =  2 

39.  lim  (a 

J  ->  t 

x  —>  $ 

3L 

lim  — —  =  —1 

32,  lim 

a ->  -2  X  ”h  1 

x  — j-  1/2 

34, 

lim  Vv  =  2 

34, 

lim  fix)  =  5 ,  onde  fix) 

A ■— J-2 

9  -  2x. 
~  13^-1. 

2x  +  3 


=  8 


35,  (a)  Enconirar  o  menor  numero  positive  M  lal  que,  para  cada 
porno  x  no  intervalo  (/V.  -K>e),  o  valor  da  fungao  fix)  =1/0 
nao  esteja  mais  longe  do  quc  l),  I  unidade  de  L  =  CL 

(b)  Enconirar  o  menor  numero  positive  A',  tal  quc,  para  cada 
ponlo  x  no  intervalo  (N.  +^),  o  valor  da  fungao  /( x)  = 
,v/(.v+l)  nao  esteja  mais  longe  do  que  0,01  unidade  de  L  =  ! , 

(c)  EueoMitrar  o  maior  numero  negative  N)  tal  que,  para  cada 
ponlo  x  no  intervalo  (-oo.  A),  o  valor  da  fling  ao  fix)  -  1/a  ' 
nao  esteja  mats  longe  do  que  0,001  unidade  de  L  -  0. 

(d)  Enconirar  o  maior  numero  negative  N,  tal  quc.  para  cada 
porno  ,v  no  intervalo  (-^  AT  o  valor  da  lungao  fix)  = 
x/(x  + 1 )  nao  esieja  mais  longe  do  quo  0,0 1  unidade  de  L  =  ] . 


36*  Em  cada  parte,  enconire  o  menor  numero  posilivo  N,  tal  que. 
para  cada  ponto  x  no  intervalo  (A\  +™>),  a  funqao  f(x)  =  I /a'1 
nao  esteja  mais  longe  do  que  e  unidados  do  numero  L-  0. 

(a)  €  =  0, 1  (b)  €  »  0,01  (c)  *  =  0,00 1 

37*  (a)  Enconirar  os  valorem  de  xy  e  x2  na  figura  a  seguiu 

(b)  Enconirar  um  numero  posilivo  N,  tal  que 


x 


-  1 


<  t 


\  +  x2 

para  x  >  N , 

(c)  Enconirar  um  numero  negativo  Ar,  tal  que 


A' 


1  T  x 


.-2 


-  I 


<  e 


para  x  <  N. 


Figura  Ex-37 


38.  (a)  Enconire  os  valore.s  tie  Aj  e  a2  na  figura  abaixo. 
( b )  Encon I  re  1 1  m  n  ti  me  ro  pos  i  I  i  vo  N.  t  al  que 


l 


-0 


1 


<  f 


para  x  >  Ar, 

(c)  Enconire  um  ntimero  negativo  Ar,  tal  que 


I 


^7 


-0 


I 


<  t 


para  x  <  N, 


39-42  S  ao  dados  um  numero  positive  e  e  o  I i  mite  L  de  uma  fungao 
/  cm  Encontrc  um  numero  posilivo  Nt  Oil  que  |/(.v)  -  L\  <  <e 
sc  x  >  N. 


! 

39,  lim  —  ~  0;  €  —  0,01 
x-*  +*  ..r 

46,  Um  — —  =  0;  c  =  0,005 

*-►+*  x  +  2 

41  lim  — — -  =  1;  €  =  0.001 

*“►+».*  + I 

42,  lim  — — 4  =  2;  e  =  0. 1 

■v  -*  2a  -f  0 


43-46  Sac  dados  um  numero  posilivo  €  e  o  Hmite  L  de  uma  lungao 
/  em  .  Enconire  um  numero  negative  A;  tal  quc  |/(..v)  -  L\  <  f 
sc  x  <  N. 


43,  lim  - - -  —  0;  €  =  0, 005 

v-  -*  .v  +  2 

44,  lim  — s-  ss  0;  e  ss  0,01 

.V  “ic  X- 

4x  —  ] 

45,  lim  - -  —  2;  e  =  0 J 

,f  _W  2x  -T  5 
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46,  lim  — —  =l;e  =  0,001 
x  +  3 


47-52  Use  a  Definite)  2,4.2  ou  a  2.4.3  para  provar  que  o  timiie 
dado  estd  coiTeto. 


1 

1 

47.  lim 

48. 

hm  - =0 

X  — '+  -p'A 

X2 

-v  -*  +K  x  -b  2 

4.v  —  1 

X 

49*  1  i  m 

50* 

hm  - =  1 

X  ->  —  X 

2.x  4-  5 

a-^-k  .v  +  1 

2jx 

5L  lim 

~ — ■  =  2 

52, 

II 

hi 

£ 

X  —*■  +x 

-  1 

— ►  -X 

53,  (a)  Encontre  o  major  imervalo  aberto  cen  trade  na  origem  do 

eixo  x,  tal  que,  para  cada  ponto  x  no  imervalo,  d ife rente  do 
centre.  o  valor  do  fix)  =  1/aT  c  major  do  quo  100, 

(b)  Encontre  o  major  imervalo  aberto,  cemrado  no  ponto  \  = 
I ,  tal  quo,  para  cada  ponto  x  do  intervalo,  difenente  do  I .  o 
valor  da  fungao  f(x)  —  1  /|.v  —  3 1  e  maior  do  quo  1 ,000, 

fc)  Encontre  o  maior  imervalo  aberto,  comrade  no  ponto  x  = 
3,  UlI  quo,  para  cada  ponto  x  do  imervaio,  di I  creme  de  3,  O 
valor  da  fungao  f(x)  =  - 1  /  (x  -  3)“  6  me  nor  do  que  - 1 .000. 

(d)  Encontre  o  maior  intervale  aberto,  centrado  na  origem  do 
eixo  v.  tal  que.  para  cada  ponto x  do  intervale,  diferentc  de 
zero,  o  valor  de  fix)  =  -I/aj  6  nienor  do  que  -10,000. 

54,  Em  cada  parte,  encontre  o  maior  imervalo  aberto,  cemrado  no 
ponto  .v"  L  tal  que,  para  cada  ponto  a  do  imervalo  d  ife  rente  do 
centro.  o  valor  de  fix)  -  1/U  -  f )"  e  maior  do  que  AL 

(a)  M  =  1 0  (b)  M  =  1 ,000  (c)  M  =  i 00.000 


55-60  Use  a  Defmigao  2.4.4  ou  2.4.5  para  provar  que  o  limits 
dado  esta  correto. 


55,  lim 


1 


A  - 3  (X-W 


-  +* 


57,  hm 

.1  — >  0  [..V  | 


-  +X 


56,  Iitn 


3  (x  —  3)2 
1 


=  — oc 


58,  lim  ; 

a  - I  \x  - 


—  +x 


60.  lim  —  =  +=c 
j.  ->  o  x 4 


61-66  Use  a  ohservagao  no  lado  da  Deftnigao  2.4.  Upagimi  135) 
para  provar  que  o  I i mile  dado  esla  correto. 

61.  lim  (.v  4-  1)  =  3  62.  lim  (3a  +2)  =  5 

x->2+  .v  "+■  i — 


63.  lim  y/x  ”  4  =  0 

_r  —v  4"* 


64.  lim  <$=1  —  0 

x  ->  o 


65, 


lim  f{x)  —  2,onde  f(x)  = 

A'—1-  2'1 


A  >  2 
x  <  2 


66,  lim  f{x)  =  6,  ondc  fix) 

x  — f-  2 


x  >  2 
x  <  2 


67-70  Esc ieva  porexleiiso  as  de  lingoes  dos  lim  ices  dados  ao  lado 
da  Defini^ao  2.4.5  (pagina  139)  e  use  sua  definite  para  provar 
que  o  I i mite  dado  esta  correto. 


67,  (a)  lim - =  —  x 

x~*  t+  \  —  x 


68,  (a)  lim  —  —  4 -x 

X->Q*-  x 

69,  (a)  lim  (x  4-  I)  -  -fsc 

A'  “  -f  --r- 

70,  (a)  lim  t*a-3)  =  +» 

X  — >  +‘j. 


(b)  lim - =  4-so 

,V->  I  -  1  —  X 


<h  >  lim  —  —  —x 
.t-i-O-  X 

(b)  lim  (.v4-I)  =  —  » 

- Vt 

(b)  lim  (.r  4-  5)  —  —  x 

X  — >  —  ‘J- 


71,  Prove  o  result  ado  do  Exemplo  3  sob  a  hipbtese  de  que  5  <  2  em 
vez  de  5  5  I . 

72,  (a)  Na  Deiiniqao  2.4.1.  ha  tima  condiqao  requerendo  que  fix) 

esteja  de  fin  id  a  em  todo  x  de  algum  imervalo  aberto  que 
eontenha  a,  com  a  exce^ao  possivdmente  em  a.  Qua!  6  a 
fin  alidade  dessa  exigSncia? 

(b)  Por  que  li  mt  -Jx  =  0  €  urn  a  alirmaliva  ineorreta? 

(c)  A  afirmativa  Jim.v_^o,oi  s/^7  —  0.1  esta  correta? 

73,  De  aeordo  com  a  lei  de  Ohm,  quando  uma  voltagem  de  V7 
volts  e  aplicada  at  raves  dc  uni  resistor  com  uma  resisteiicia  de 
R  ohms,  uma  correntc  de  /  =  ViR  am peres  cireula  atraves  do 
resistor. 

fa)  Quanta  correntc  cireula  se  uma  voltagem  de  3,0  volts  6 
aplieada  airavds  de  uma  resisteucia  de  7,5  ohms? 

(b)  Sc  a  resistcuda  varia  eni  ±  0,1  ohm  c  a  voltagem  perma- 
nece  constante  em  3,0  volts,  qual  c  a  variapao  dos  valores 
para  a  correntc? 

(c)  Se  a  variu^ao  da  temperatura  Eizcr  a  resistencia  variar  em 
±8  de  scu  valor  tie  7,5  ohms  e  a  voltagem  permanecer 
constantc  cm  3,0  volts,  quais  scrao  os  possiveis  va lores 
para  a  correntc? 

(d)  Sc  a  eorrenie  nao  podc  vaiiar  mats  do  que  e  =  ±0,001  atn- 
l>brcs  a  uma  voltagem  dc  3,0  volts,  qual  a  variagao  de  ±6  a 
parti  r  do  valor  de  7,5  ohms  que  6  perm  it  id  a? 

(e)  Ccitas  ligas  tomam-se  s  u p  ere  o  n  du  to  res  quando  suns  teni- 
peraturas  sc  aproximam  do  zero  absolute  (-273°C),  signi- 
ficando  que  suas  resistencia  s  tendem  a  zero.  Sea  voltagem 
permanecer  con  slant  e,  o  que  acontece  com  a  eorrenie  em 
um  supercondutor  quando  R  — >  0L? 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  2.4 


I.  f  >  0;  $  >  0;  0  <  \x- n|  <  5  2.  (a)  (0.99;  1,01)  (b)  <0.9%;  1 .004)  (c)  (0.98;  1 .02)  .1. 3  =  e/5  4.  <r  >  0;  N;  x >  N 

5.  (a )N=  1(H)  (h)  N=  10.000  (c)  AT  =  1.000.000 
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2.5  CONTINUIDADE 


Uma  hot  a  de  bdsehol  ndo  pode  desaparecer  em  a  (gum  panto  para  reapareccr  cm  outro 
e  continual'  sen  movimento.  Assimt  percebemas  a  trajetdria  da  bold  coma  ama  curva 
seal  intermp^des,  Ncsta  seqdo  vamos  transladar  as  “curvas  sem  hiterntpgdes”  para 
lima  formula^ao  maternal  ica  p  red  so  chamada  cantimiidade  e  desenvolver  atgumas  das 
propriedades  fundamentals  das  cuvvas  cotit inuas. 


M  DEFINIGAO  DE  CONTINUIDADE 

Intuit  ivamente,  o  grafico  de  urn  a  fungao  pode  ser  descrito  como  uma  curva  contmua  se  nao 
aprescntar  qucbras  ou  buracos.  Para  tornar  cssa  ideia  mats  prccisa,  preci samos  emender  quais 
propriedades  de  uma  fungao  podem  causai  quebras  ou  buracos,  Com  referenda  a  Figura 
2.5, 1 ,  podemos  vcr  que  o  grafico  de  uma  fungao  tern  uma  quchra  ou  buraco  se  ocorrer  alguma 
d  as  scg  u  i  n  tes  co  n  d  i  gue  $ : 


*  A  fungao  /  nao  esta  definida  em  c  (Figura  2,5,  la). 

*  0  I  i  mite  de  fix)  nao  exisre  qua  ndo  a  tende  a  c  {Figura  2,5.  lb,  Figura  2.5. 1  c). 

*  O  valor  da  fungao  e  o  valor  do  liniitc  em  c  sao  diferenles  (Figura  2,5. 1  d). 


Figura  2,5.1 


Isso  sugere  a  seguime  definigao. 


A  terceira  condigao  da  Definigao 
2.5,1  na  realidade  jmplica  as  prime!- 
ras  duas.  pais  ties  sub  enleri  dido  na 
atirmagao 

Sim  fid  -  f{d 
x  — *  c 

que  esse  limits  existe  e  que  a  fungao 
esla  definida  em  t\  Assim,  quando 
quasermos  mostrara  conlinufdade  em 
<\  em  geraf  verjficamos  a  penas  a  ter¬ 
ceira  condrgao. 


2.5. 1  iu:i !  n  i  g  ao  l>i  zemos  que  uma  fu  ngao  /  6  contmua  em  x-c  se  as  seguin  tes  con- 
digoes  esliverem  satisfeitas: 

1.  f{c)  esta  definida. 

2* *  lim  f{x)  existe. 

,T  ">  <' 

X  lim  f(x)  =  /(c). 

Jf  — *  V 


LSe  fal bar  uma  ou  mais  das  condigdes  dessa  definigao,  emtio  dizemos  que  /  tern  uma  des¬ 
cant  i  au  idade  em  x  -c.  Cada  fungao  esbogada  na  Figura  2.5, 1  i lustra  uma  descant!  nuidade 
em  a  =  c.  Na  Figura  2.5.1a,  a  fungao  nao  esta  definida  em  c,  violando  a  primeira  condigao 
da  Definigao  2.5,1.  Nas  Figuras  2.5.  l/>  e  2,5,1c,  o  liniile  limv _.,£  fix)  nao  exisle,  violando 
a  segunda  condigao  da  Definigao  2,5  J,  Na  Figura  2,5,  Id,  a  fungao  cstu  definida  cm  c  e 
existe  lirn^^  fix),  mas  esses  elois  valores  nao  sao  iguais*  violando  a  terceira  condigao  da 
Definigao  2,5,1, 
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►  Exemplo  1  Determine  se  as  seguintes  fungoes  sao  continues  no  porno  v  =  2, 


fix) 


x  -  2 


'  .v2  -  4 
x  -  2  ’ 
3, 


A- ^2 

x  =  2, 


h(x)  = 


A'2  -  4 
*  -  2  ' 


A  £  2 

x  =  2 


Em  cada  caso,  dcvcmos  determinar  sc  o  limite  da  fungao  quando  x  2  e  o  mes- 
mo  quo  0  valor  da  fungao  cm  a  =  2.  Em  lodos  OS  ires  CUSO$>  us  tangoes  Sao  identicas,  exceto 
no  ponto  x  -  2,  portanto*  todas  as  Ires  tern  o  mesmo  limite  cm  x  =  2,  isto  e: 


x~  —  4 

!im  f(x)  —  lim  g(x)  —  lim  h(x)  —  lim  - — 

x  — *  2  x  -*  2  x  -*  2  x  -*  2  JC  “  2 


—  lim  (a  -f  2)  =  4 


X 


A  fungao  /  esta  indefinida  em  x  =  2  e,  porta  mo,  nao  e  contfnua  em  x  -  2  (Figura  2.5.2a).  A 
fungao  g  csta  definida  cm  a  -  2,  mas  o  valor  g(2)  -  3  dltcre  do  limite  naquele  ponto;  portanto, 
g  nao  6  contfnua  em  x  =  2  (Figura  2.5.2fr).  O  valor  da  fungao  h  em  jc  =  2  6  h( 2)  =  4,  que  e  o 
mesmo  que  o  limite  naquele  ponto.  Portanto,  h  6  contfnua  em  x  =  2  (Figura  2,5.2c  )  (Note  que 
a  fungao  h  poderia  ter  si  do  escrita  de  forma  simplificada  //(a-)  =  x  +  2.  mas  a  esc  re  vein  os  por 
partes  para  enfatizar  sua  rclagao  com  /  e g>)  < 


■  CONTINUIDADE  EM  APLICAQOES 

Nas  aplicagocs,  as  descominuidades  smalizam,  muitas  vezes,  a  ocorrencia  de  imporlames 
fenomenos  ffsicos.  Por  exemplo,  a  Figura  2.5.3a  6  urn  grafico  da  v  oil  age  m  versus  o  tempo 
para  urn  cabo  subtc  franco  que  e  act  dental  me  nte  cortado  por  uma  cquipe  de  trabalho  no  i  ns- 
tante  1  =  ti}.  (A  voltagem  cuiu  para  zero  quando  a  (in ha  foi  cortada.)  A  Figura  2.5,3/:?  mostra 
o  grafico  de  unidades  em  csloque  versus  tempo  para  uma  companhia  que  reabastece  o  esu> 
quo  com  y ,  unidades  quando  o  estoque  cai  para  y0  uni  dudes.  As  descend  nuidadcs  ocorrem 
nos  momentos  em  que  aeomeee  o  reabastecimento. 


Figura  2,5+3 
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Fijsura  2.5,4 


■  CONTI NUIDADE  EM  UM  INTERVALO 

Se  uma  fungao  /  for  contfnua  cm  eada  porno  do  intervale  aberto  (a,  b),  entao  dtzemos 
que  /  e  contmua  em  {a,  b).E  ssa  deftnigao  se  apliea  para  intervales  ah  cries  infinites  <la  forma 
(a,  -k^),  &)  c  (— +  \j).  Quando  /  for  eontinua  cm  (—■*>,+«},  di/emos  quo  /  c  contmua 

em  toda  parte , 

Como  a  Definigao  2.5. 1  envoi ve  limile  bilateral,  ela  geralinente  nao  se  apliea  aos  extre¬ 
mes  de  rim  intervale  fechado  [a,  h\  ou  aos  pontes  extremes  dc  nm  intervale  da  forma  [a,  h), 
(a,  b\  (-^j,  b\  ou  [a,  -k^).  Para  center  nar  esse  problems,  concords  re  m  os  que  uma  fungao  e 
contmua  nos  pontes  extremes  dc  urn  intervale,  se  o  valor  no  ponto  extreme  for  igual  ae  limi- 
te  lateral  adequado  naquele  ponto.  For  exemplo,  a  fungao  cujo  grafico  esta  na  Figura  2.5,4  6 
con tm ii a  no  ponto  extreme  a  dircita  do  intervale  [a,  h]  porque 

Itm  fix)  =  f(b) 

x  — ►  b~ 

mas  nao  e  centinua  no  ponto  exlremo  a  esquerda  porque 

lim  f(x)  £  flu) 

.V  ~^if  + 

Em  geral,  di/emos  que  uma  fungao  e  contfnua  a  esquerda  no  ponto  c  sc 


lim  f(x)  -  f{c ) 


.f->  r 


c  e  contmua  a  dircita  no  ponto  c  se 


lim  fix)  =  f(c) 


a  r 


Usando  ossa  terminologia,  dednitnos  a  continuidade  em  um  intervale  fcchade  coino  segue: 


Modifique  a  Detin igao  2.5.2  apropria- 
dainente,  de  mode  a  poderaplicd-la  a 
intervales  da  forma  [tf,  -KV),  61. 

Ur  b]  e  [a*  6). 


2*5,2  i>ki tmcAo  Uma  fungao  /  6  dita  contfnua  em  um  interval v  fechado  [ a ,  b\  se  as 
segu  Liilcs  co nd  i goes  sao  satis  feitas: 

1,  f  c  contmua  em  (a,  b). 

2,  /  e  contmua  a  dircita  cm  cl 
X  f  6  centinua  a  esquerda  em  b. 


►  Exemplo  2  O  que  pode  serdilo  sobre  a  continuidade  da  fungao  f(x)  —  y9  —  r2? 

Soluqdo  Como  o  dominio  natural  dessa  fungao  e  o  intervale  lechado  [-3,  3],  predsamos 
mvestigar  a  continuidade  dc  /  no  intervale  aberto  (-3,  3)  e  nos  dois  pontes  extremes.  Se  c 
for  um  ponto  qualquer  do  intervale  (-3,  3),  entao  segue  do  Teorema  2.2.2  (e)  que 


lim  f(x)  —  lim  y'9  —  x2  —  J Um  (9  —  xT)  —  \/9  -  eP  = 

X  -f  C  X-*  t  V  -V  *  t 


provando  que  /  6  contmua  em  eada  ponto  do  intervale  (-3, 3).  A  fungao  /  d  tamb&u  contmua 
nos  pontes  extremes,  uma  ve/  que 


lim  f(x)  —  lim  f9  —  =  /  lim  (9  —  v2)  —  0  —  /( 3) 

x-*  3~  jr-+3“  V  .1—^3“ 

lim  fix)  —  lim  v'9  -  .v-  =  /  lim  (9  -  x2)  ~  0  “  /(— 3) 


.!->  -3h 


x  -*  —  3 4 


.r  -3+ 


Logo,  /  e  contmua  no  intervalo  fechado  [-3,  3 1.  < 
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■  ALGUMAS  FROPRIEDADES  DAS  FUNQOES  CONTJNUAS 


O  teorema  scguinte  e  derivado  do  Teorema  2:2.2  e  nos  capacity  a  tirar  condusoes  sobre  a  con¬ 
tinuidade  das  fungdcs  obtidas  pda  adigao*  pcla  subtragao,  pcla  mukiplicagao  c  pcla  divisao 
de  fungdes  con  Litmus. 


2,5,3  TEOREMA  Se  as  fun  odes  f  e  gforcm  continuas  em  c,  entao: 

(a)  f  +  g  e  cantina  a  em  c. 

(b)  f—  g  e  continua  em  c. 

(c)  fg  4  continua  em  c. 

id)  f  /  g  e  continua  em  c  se  gic)  x-  0  e  fern  uma  descant  in  a  idad  e  em  c  se  «(r)  -  0. 


Pmvaremos  a  pane  (d)\  as  denials  provas  sao  si  mil  ares  e  scrao  oniitidas. 


m monstracao  Consideremos  primeiro  o  caso  cm  que  gic)  =  0.  Nesse  caso,  /(c)  /  g(c)  esta 
indellmda,  logo  a  fungao  f  /  g  lem  uma  descontinuidadc  cm  c\ 

A  seguir,  consideremos  o  caso  em  que  g(e)  ^  0.  Para  provar  que  /  /  g  e  continua  cm  c, 
devemos  rnosUar  que 

fM  m 


Li  m 

g(x)  g(€) 

Uma  vc /.  que  fog  sao  continuas  em  cT 

!im  f(x)  =  /(c)  C  lim  g(x)  ~  g(c) 

X  -*  C  X  ->  € 

Logo,  pelo  Teorema  222(d), 

..  m  Ji?e/W  m 

lim 


(I) 


«(i)  lim  gW  g(c) 

X  — i-  € 


o  que  prova  ( 1 ). 


■  CONTINUIDADE  DOS  POLINOMIOS  E  DAS  FUNpOES  RACIONAIS 

O  procedimcnto  geral  para  mostrar  que  uma  ftingao  6  continua  cm  tod  a  parte  e  verifiear  a 
continuidade  em  um  ponto  arbit  ratio.  Por  exemplo,  rnoslmmos  no  Teorema  2,2.3  que  se  p(x) 
for  um  poitnomio  e  a  um  mimero  real  qualquer,  entao 


lim  p(x)  —  p(a) 

x  — ►  a 

Isso  mostra  que  os  poltnomios  sao  continues  em  toda  pane.  Alem  disso,  como  as  fungous 
racionais  sao  quocientes  de  poUnd  mios,  segue  da  parte  id)  do  Teorema  2,5,3  que  as  fun  goes 
racionats  sao  continuas  nos  pontos  cm  que  o  denominador  nao  sc  anula  c  que  nesses  zeros 
tem  de  scon  tin  uidades,  Assim,  temos  o  seguinte  resultado: 


2,5,4  TEOREMA 

(a)  U  m  pal  i  n  dmio  £  cant  hi  no  en  t  toda  pa  tie . 


(b)  Uma  fun  {do  rational  £  contmua  em  cada  ponto  em  que  o  denominador  ndo  se 
anula  e  tem  descant  in  uidades  nos  pantos  em  que  o  denominador  e  zero. 
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DOMINIO  DATECHOLOGiA 

S&  o  lei  tor  tfi&puser  de  um  recur&o 
computactoraJ  para  geraro  gr^iico  da 
equate  do  Example  3,  ertt&o  6  bem 
posswei  quo  po$$a  ser- vista  a  descon- 
tinutfade  em  a  -  2,  mas  n3o  em  x  -  3. 
Tente  isso  e  explique  o  quo  dove  esiar 
aconiecendo. 


Um  simOolo  de  limits  podte  passar 
pelo  sinal  de  fungao  desde  que  o  li- 
mite  da  expressed  dentro  desse  sinal 
exists  e  a  fungao  sej a  ccmti nua  nesse 
Ifmite. 


►  Exemplo  3  Para  quais  vaiores  de  x  ha  um  buraco  ou  uma  intercupgao  no  grafico  de 

*2~9  , 

V  A'2  —  5v  +  6 

Solu^ao  A  fungao  eujo  grulico  cs  tamos  fazendo  e  uma  fungao  rational,  e  porta  n  to  e  contr- 
mia  cm  loda  parte,  exeelo  nos  pontos  em  que  o  denominador  e  zero.  Resol  vend  o  aequagao 

a-5jc  +  6  =  0 

obttin-se  dois  pontos  de  deseontimiidade,  x  =  2  e  x  =  3.  < 


►  Exemplo  4  MosLre  que  \x\  e  contfnua  em  toda  parte  (Figura  i .  1  JO). 


Soliigao  Pod  cm  os  eserever  |a  [  eomo 


1*1  = 


jc 

0 

—x 


se  a  >  0 
se  x  ~  0 
so  x  <  0 


logo,  \x\  e  o  mesnio  que  o  polin6mio  x  no  intervale  (0,+^- •)  e  o  mesmo  que  o  polinomio  -jc  no 
intervalo  ,  0).  Mas,  como  polmomios  sao  f  lingoes  contmuas,  entao  jr  =  0  6  o  unico  ponto 
do  descon  tin  uidade  possfvel  para  |jc|,  Nesse  porno,  temos  |0|  =  0;  logo,  para  provar  a  eontinui- 
dade  em  x  =  0,  devemos  mostrar  que 


lim  |je|  =  0  (2) 

_v  — ■ 0 


Como  a  formula  para  [x|  rnnda  no  0,  sera  util  eonsiderar  os  li miles  laterals  em  0,  em  vez  do 


limite  hi  lateral.  Ohteinos 


lim  | jc |  =  lim  _v  =  0  e  lim  \x\  —  lim  (—jc)  =  0 

.V  l)"*"  -t  0"*”  I  ”+  0_  jt  (>” 


Logo,  (2)  e  vali do  e  x  6  contfnua  em  x  -  0. 


* 


m  CONTINUIDADE  DE  COMPOS1QOES 


O  icorema  seguintc,  euja  prova  esta  dada  no  Apendice  C  do  Volume  2,  sera  util  paracalcular 


o  limite  da  eomposigao  de  f  ungoes. 


2,5, 5  t  \o  rvm  a  Se  I  i  n\  r  g(.v)  =  L  e  se  a  f mi$ao  f  e  am  tfn  it  a  em  L,  ei  ?  tdo  lim..  __fi.  fig(x))  = 
f(L)>  Ou  seja. 

lira  f(g(x))  =  /  (  lira  i?(.v>) 

Esm  igualdade  permanece  vriiida  se  lim,  for  trocado  em  toda  parte  par  um  dos  li  mites 
1  i m, _ ,, ,  lim, _ t,  ,  I i mv _  +>J  ou  1  i mx ,v. 


No  caso  especial  desse  teorema,  cm  que  /(a)  -  \x\  por  ser  |.v|  contfnua  em  toda  parte, 
podemos  eserever 

(3) 


lim  |H«0|  = 

lira  g(x) 

X-¥:C 

X-*C 

sempre  que  ex i stir  1  i m,  4  c.  g(x).  Assi m,  por  exempl o: 


lim  1 5  —  x 

X  — 'r  3 


lim  (5  —  X) 

x  -> 


=  |  —  4|  —  4 
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0  teorema  seguime  re  fere- se  h  eontimiidade  da  composiqao  de  run  goes;  a  primeira  par¬ 
te  trata  da  continuidade  cm  unr  ponto  especflico  c  a  segunda,  da  continuidade  cm  toda  parte. 


2.5.6  TEOREMA 

(a)  Sc  afttngao  g  for  contfnua  em  urn  ponto  c  e  a  fling  da  f  for  continua  no  ponto 
g{c)r  entdo  a  compos  i$ao  f  o  g  e  cortti'mia  em  c. 

(b)  Se  a  fun  {do  g  for  continua  em  toda  parte  e  afimgdo  f  for  continua  em  toda  par¬ 
te,  eat  do  a  composigdo  f  o  g  e  continua  em  toda  parte . 


ixi:m()\s  rK,vg  ao  Provaremos  apenas  a  parte  (a);  a  prova  da  parte  ( h }  pode  scr  obtida  apii- 
cando-sc  a  parte  (a )  em  urn  ponto  arbitral  to  c.  Para  provar  que  /  o  g  6  continua  cm  c,  decern  os 
mostrar  que  o  valor  /  o  g  g  o  valor  de  sen  I  i  mile  sao  os  mesmos  em  a  ~  c.  De  fato,  e  isso  que 
aco  niece  uma  vez  que  pod  cm  os  escrevcr 


O  valor  absolute  de  uma  fun?ao  que 
nao  §  continua  em  toda  parte  pode 
ser  continue?  Justlfique  sua  resposta. 


lim  (fogXx)  -  iiin  f(g{x))  =  /(  lim  ,?(x))  ~  f(g{c ))  =  (/og)(c) 

.V C  X~*C  I  V  X  “M:  /  I 


Teocuni 


2.5.5  | 


x  £  continua  em  e 


Sabemos  do  Exemplo  4  que  a  funglo  |.v|  d  contfnua  em  toda  parte,  Assim,  se  g(x)  Tor 
continua  no  ponto  et  emao  pel  a  parte  (a)  do  Teorema  2.5.6  a  fungao  |gfv)|  deve  tanibem  ser 
contfnua  no  ponto  c\  e,  niais  geralmentc,  se  g(.A)  for  continua  em  toda  parte,  entao  tanibem  o 
e  \g(x)\ ,  Fomiulado  informal  men  te: 


O  valor  absolute)  de  uma  fungao  continua  e  continua. 


For  cxemplo,  o  polinomio  g(x)  =  4 — x  e  continue  em  toda  parte;  logo,  podenios  concluir  que 
a  fungao  |4  —  x~\  6  lamhdm  contfnua  cm  toda  parte  (Figura  2.5.5/ 


■  TEOREMA  DO  VALOR  INTERMEDIARY 


A  Figura  2.5.6  mostra  o  grail co  de  uma  fungao  que  e  contfnua  no  intervalo  Icchado  [a,  b\. 
A  figura  sugere  que,  se  tragarmos  qualquer  linha  reta  horizontal  v  -  k ,,  onde  k  estii  emre 
f(a)  e  fib),  emao  aquela  rcta  cruzara  a  curva  y  —  f(x)  pelo  menos  uma  vez  sohre  o  inter' 
valo  [a,  bf 


Formulandoem  ternros  numertcos,  se  /  for  continua  em  [a,  b],  entao  a  fungao  /  assume 
todos  os  vat  ores  k  entre  f(a)  c  f(b)  pelo  menos  uma  vez,  a  medida  que  x  varia  de  a  a  h.  Por 
cxemplo,  o  polinomio  p(x)  =  x*  -  x+  3  tem  o  valor  3  em  x  =  l  c  o  valor  33  cm  x  -  2,  Logo, 
tem-se,  a  partir  da  continuidade  de  p ,  que  a  cquagao  x  -  x+  3  =  k  temT  no  minium,  uma  so- 
lugao  no  intervalo  [1,2]  para  lodo  valor  de  k  entre  3  e  33.  tissa  ideia  esld  mais  precisamente 
formal  ada  no  segiunte  teorema; 


2,5.7  teorema  {Teorema  do  Valor  Intermedium) )  Se  f  for  uma  fungao  continua  em 
um  intervalo  fechado  [o,  b]  e  k  urn  nttmero  qualquer  entre  f(a)  e  f(h),  inclusive,  entao 
existe  no  nun l mo  urn  nttmero  x  no  intervalo  [a,  b\  tal  que  f(x)  =  k . 
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Em  bora  esse  teorerna  seju  iniuiLivamente  <3bvic\  a  prova  depende  de  um  desen  volvimen- 
to  matematico  preciso do  sistema  de  numeros  reals,  o  qual  esta  alem  do  alcanee  desle  livra. 


■  APROXIMANDO  RAIZES  USANDO  OTEOREMA  DO  VALOR  INTERMEDIARY 

Van  os  problemas  podem  ser  reduzidos  a  enconirar  raizes  de  urn  a  equagSo  /(a)  =  0.  As  vczes, 
£  possfvel  enconirar  as  raizes  exatameme  usando  Algebra,  mas,  coin  frequSncia,  isso  nao  £ 
possiVel  e  devemos  nos  salisfazer  com  Lima  aproximaqao  decimal  das  raizes.  Urn  procedi- 
memo  para  a  aproximagao  de  raizes  esta  base  ado  na  seguinte  conseqtiencia  do  Teorerna  do 
Valor  1  liter  niediario. 


2,5,8  TEOREMA  Se  f  for  tuna fungfio  coniuma  em  [a.  b],  e  se  f(a)  e  fib)  fore  m  dife- 
rentes  de  zero  com  swats  opostos,  ear  do  exist e,  no  minimo,  uma  solipdo  para  a  equardo 
fix)  =  0  no  intervalo  (a,  h). 


Esse  resuliado,  ilustrado  na  Eigura  2,5.7,  pode  ser  provado  como  segue. 

ijemonstra^ag  Como  J(a)  e  fib)  tem  sinais  opostos,  0  esia  emre  f(a)  e  Jib).  Dessa  forma, 
pelo  Teorerna  do  Valor  Intermediaries  exist  e  no  minimo  um  mlmero  a  no  intervalo  [a,  b],  bil 
qnc  f(x)  -  0.  Com  udo,  f(a)  e  fib)  sao  difbrenies  de  zero,  logo  a  deve  estar  situ  ado  enire  (a,  h), 
o  que  completa  a  prova.  m 


Antes  de  ilustraim os  como  esse  teorerna  pode  ser  usado  para  aproximar  raizes,  e  util 
discutir  a  lerminologia  padrao  para  descrever  erros  de  aproximagoes.  Se  x  6  uma  aproximagao 
para  uma  quanddade  x0,  emao  dizemos  que 

C  -  \x  -  A0| 

e  o  erro  absoluto  ou  (menos  precisamente)  oerro  na  aproximagao.  A  terininologia  na  Tabela 
2.5,1  e  usada  para  descrever  o  tamanho  de  tais  erros; 


Figura  2,5,8 


Ta  bcla  2.5.1 


ERRO 

U-,rJ<(U 

|x-.v„|  <0t001 
|x-.rj  <0,0001 

U-,vJ<0,5 
|  .v  -  ,vi:,  |  <  0.05 
b'-,t-;,]<0T005 
\x  “  x„  |  £  0,0005 


DESCRigAO 

x  aproxima  a,,  com  urn  oto  tic  no  mdximo  0, 1 
.r  apnoxima x0  com  um  erro  de  no  maxima  0,0 ! 

.v  aproxiim.v(jCom  um  erro  dc  no  maximo  0+00l 
.v  apraximn  x;:,  com  um  cito  de  no  maxi  mo  0,0001 

.raproxima xt:, atd  o  imeiro  mais  proximo 

.v  aproximn  x0  ate  a  primeira  casa  decimal  (i.e.,  ate  o  decimo  mais  proximo) 
ri  aproxima  .v ,  ate  a  segunda  casa  decimal  (i.e,,  ate  o  ccciesimo  mais.  proximo) 
a- aproximn  v,,  ate  a  terceira  casa  decimal  (i.e.,  ate  o  niilesimo  mais  proximo) 


►  Exemplo  5  A  equagao 


A  “ A  —  I  =0 


j* 

nao  e  facilmeme  resol v Ida  pela  Algebra,  porque  a  lado  esquerdo  nao  tem  fatores  simples, 
EiUretanto,  se  fizermos  o  grallco  de  pix)  -  a"  -  a  -  I  com  u  m  recurso  grail co  compuiacional 
(Figura  2.5.8),  entfio  somos  1  evades  a  conjecturar  que  ha  uma  raiz  real  e  que  ela  esta  situ  ad  a 
dentro  do  intervalo  [  1 , 2].  A  existence  a  dc  uma  raiz  nesse  intervalo  6  t  anthem  confirmada  pelo 
Teorerna  2.5.8,  uma  vez  que  /?(!)--!  e  p(  2)  -  5  tem  sinais  opostos.  A  proximo  essa  raiz  com 
uma  precisao  de  duas  casas  decimals. 
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Soluqao  Nos  so  objctivo  6  aproximar  a  raiz  desconhecida  a0  com  uni  erro  de,  no  maxi  mo. 
0,005.  Isso  signifies  que,  sc  encontrarmos  am  intervale  dc  lamanho  0,01,  o  qual  contenha 
a  mi?.,  entSo  o  ponto  medio  desse  intervalo  aproximara  a  ml?,  com  um  erro  de,  no  maximo, 
0,01/2  -  0,005,  o  qual  aiinge  a  predsao  desejada. 

Sabemos  que  a  raiz  xu  esta  situada  no  intervalo  [1,2].  Contudo,  esse  intervalo  tem  ta- 
manho  1 ,  o  qual  e  muito  grande.  Podemos  aponlar  com  maior  predsao  a  local iza^ao  da  raiz 
dividindo  o  Intervalo  1 1,  21  cm  10  partes  iguais  e  calculando  p  nos  pontos  da  subdivisao, 
us  an  do  um  rccurso  computacional  (Tabela  2,5.2).  Nessa  tabela,  p(  3,3)  c  p(L4)  tern  sinais 
opostos,  assim  sabemos  que  a  raiz  esta  situada  no  intervalo  1 1,3:  3,4].  Esse  intervalo  tem 
lamanho  0, 1,  e  e  ainda  muito  grande,  portanto  repel  imos  o  piocesso  dividindo  o  intervalo 
[3,3;  3 ,4 1  cm  3  0  paries  c  calculando  p  nos  ponies  da  subdivisSo;  isso  da  Iugar  h  Tabela  2.5.3, 
a  qual  nos  diz  que  a  raiz  esta  situada  cm  [1,32;  1,33]  (Fig ura  2.5.9).  Como  o  intervalo  lem 
lamanho  0,01,  scu  ponto  medio  l;325  aproximara  a  raiz  com  um  erro  de,  no  maximo,  0,005. 
Logo,  jc,j  1,325  com  uma  precis  a  o  de  duas  casas  decimals.  < 


Tabela  2.5.2 


i 

0.02 

0.01 

k  v 

V  =  p(jr)  =  x  *  -  a  -  1  y 

X 

1 

LI 

L2 

3,3 

1 A 

15 

1,6 

L7 

1.8 

1,9 

2 

P(x) 

-1 

-0,77 

-0,47 

-0,10 

0,34 

0,88 

1,50 

2,21 

3,03 

3,96 

5 

-0.01 

-0.02 

— V-1 - '/i - J - ! — i 

3.322  1.326  L328  U30 

Tabtiln  2.5.3 

X 

1,3 

1,31 

1,32 

1,33 

3,34 

1,35 

1,36 

1,37 

3.38 

1,39 

3.4 

Figura  2.5.9 

P(x) 

-0.103 

-0,052 

-0,020 

0,023 

0,065 

0J1O 

0.155 

0.203 

0,248 

0,296 

0.344 

■  APROXIMANDO  RAIZES  USAMDO  O  ZOOM  DE  UM  RECURSO  GRAFICO 

O  meiodo  iluslrado  no  Exemplo  5  pode  lambem  ser  implemeniatlo  com  um  reeurso  grafico 
co mp utac  i  ona I ,  c  om o  seg u c . 


Aproxinumdo  raizes  com  zoom 

Passo  1  A  Figura  2.5. 1 0 a  mostra  o  grafico  dc  p  na  janela  [-5,  5]  x  [-5,  5]  com  aScI  =  1  c 
yScl  =  1 .  Esse  grafico  locaJixa  a  raiz  enire  a  =  1  e  x  =  2, 

Passo  2  Uma  vez  que  sabemos  que  a  raiz  esta  situada  entre  a  =  1  e  x  =2,  vamos  usar  o 
zoom  nesse  grafico  de  p  sohre  um  intervalo  x  que  se  estende  entre  esses  pontos 
c  no  qual  aScI  =0,1.0  intervalo  y  c  yScl  nao  sac  entices,  enquanto  o  intervalo 
y  sc  estender  acinia  e  abaixo  do  eixo  a.  A  Figura  2.5 A 0b  mostra  o  grafico  de  p 
na  janela  [  1 , 2|  x  [-  I ,  l  ]  com  aScI  =  0, 1  e  yScl  =  0,1,  Esse  grafico  local iza  a  raiz 
entre  x  -  1,3  e  x  =  1 ,4. 

Passo  3  U ma  vez  que  sabemos  que  a  raiz  esta  situada  entre  x  ~  1,3  e  x  -  1 ,4,  vamos  usar 
o  zoom  outra  vez  no  grafico  de  p  sohre  urn  intervalo  x  que  sc  estende  entre  esses 
pontos  e  no  qua]  xScl  =  0,01.  A  Figura  2  .5.  LOc  mostra  o  grafico  de  p  na  janela 
[  1 ,3;  1 ,4]  x  [-0, 1 ;  0,1 1  com  aScI  =  0,0 1  e  yScl  -  0,01 .  Esse  grafico  localiza  a  raiz 
entre  x  =  1 ,32  e  a  -  1,33. 

Passo  4  Uma  vez  que  o  intervalo  do  passo  3  tem  comprimento  0,01,  scu  ponto  medio 
1 ,325  aproximaa  raiz  coni  um  erro  de,  no  mfiximo,  0,005;  logo,  ac,  ft  3,325  com 
uma  predsao  de  duas  casas  decimals. 
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[-5,  5]  x  [-5,  5 1 
vScI  =  1,  >ScI  =  I 


[L2]x[-L  I] 
jrScl  =  OJ,  vScI  =  Q,l 


[1.3:  1,4]  x  I-OJ ;  0,T] 
a  Sc  I  =  0,01 ,  ySd  -  0,01 


(« 


Figura  2.5.1(l 


POMINtO  DATECNOLQG1A 

Use  um  recurso  grifico  computa- 
cion  a  l  para  mostrar  que  a  raiz  .v„  no 
Exemplo  5  podt?  ser  aproximada 
como  bs  1 ,3245  com  uma  precis  So 
de  tres  casas  decimals. 


Dizer  que  a  aproxima  a  .  tom  uma  precisao  de  :V  casas  decimais  nao  signiFica  que  as  primeiras  N  casas 
decimais  de.i  e  ,vi:.  serSo  as  mesmas,  quando  os  mjmeros  sao  arredondados  para  N  casas  decimals.  Por 
exemplo,  x  -  1 ,084  aproxima  x,  =  1,087  com  duas  casas  decimais  porque  \.x  -  x0 1  =  0,003  (<  0,005),  Ei> 
trelanto,  se  arredondarmos  esses  valores  para  duas  casas  decimais,  entao  obtemos  x  1,08  c  .vQ  sj  i  ,09. 
Assim,  para  aproximar  um  numero  ate  N  casas  decimais,  devemos  apresentar  a  aproximapao  ate  N+  l 
casas  decimais  pelo  men  os,  para  press  rvar  a  aproximagao  da  enesima  casa. 


EXERCICJOS  DE  COMPREENSAO  2.5  ( Ver pagma  155  para  reapostas) 


1,  A  fungao  /  6  continue  em  x  =  c  sc  estiver  definida  /(c),  cxistir 


lim  /(Jc)e 

x  — >  f 


2,  Considers  as  fungi  jus 

l,  A'  £  4 


fix)  = 


e  s(a)  - 


J4,v  -  10*  a  jk 
{  -6+  v  = 


—  1 ,  A  —  4 

Em  cada  parte,  6  a  fungao  dada  con  if  tin  a  cm  x  =  4? 

(a)  fix)  (b)  g(x)  (€)  -$(*)  (d)  |/(a)| 

(e)  /(a)^(a)  (f)  g(/C0)  (g)  g(v}  -  6f(Tx) 


4 

=  4 


3,  Para  quais  valores  de  x,  se  houver.  €  a  fungao 


fix)  ~  ~ 


,x“  —  16 


x2  -  5x  4-  4 


descontmua? 

4*  S  upon  ha  que  a  fungao  /  seja  contmua  cm  to  da  parte  e  que 
/(- 2)  -  3,  /(-l)  =  -1.  /(0)  -  “4,  /(I)  =  I  e  /(2)  -  5.  O 
Teorema  do  Valor  In  termed  i^rio  garante  que  /  tern  raiz  nos 
interval  os  a  segtiir? 

(a)  [-2,-11  (b)  [“1,0]  (c)  [“hi]  (d)  [0,2] 


EXERClClQS  2.5  Recurso  Grdfico 


EMFOCANOO  CONCEITOS 


1  -4  Seja /a  fungao  cujo  gralico  d  dado.  Em  quais  (se  houver)  dos 
intervales  segumt.es  e /contmua? 

(a)  [1,3]  (b)  (It  3)  (c)  [It  2] 

(d)  (1,2)  (e)  [2, 3f  (0  (2,3) 

Em  cada  iniervalo  no  qual  f  mo  for  contmua,  mdique  quais  das 
condigoes  para  a  continuidade  de/niio  valem. 


5,  S  upon  ha  que  /  e  $  sc  jam  tun goes  contimias,  la  is  que  /(2)  —  t 
e  lim  [/(a)  +  4#{.v)1  =13,  Encontre 

.t—*2 

(a)  g(2)  (b)  lim  g(x) 

x-*  2 

6.  Suponha  que  fog  sejam  f lingoes  continual  tats  que 

lim  g  (a)  =  5  e  /( 3 )  =  -2 ,  Er  icon  ire  I  i  m  [  f  (v )  /  g  (a  )  ]  r 
x  3  a  — ►  3 
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7.  Em  cada  parte,  esboce  o  grafico  do  uma  fimgao  /  que  satis- 
faga  as  condi  goes  propostas. 

(a)  /  d  continue  em  toda  parte,  excel o  em  a  -  3,  undo  c 
contfnua  &  dirdia, 

(b)  /  tem  nit)  It  mile  bilateral  cm  x  =  3,  mas  rtao  d  continua 
tiaquelc  ponto. 

(c)  /  nao  e  contfima  em  x  =  3.  mas  se  sea  valor  em  a  -  3  for 
mudado  dc  /(3)  =  1  para /( 3)  =  0,  toma-se  continua  cm 
a  =  3. 

(d)  /  d  continua  no  inter valo  [0.  3)  e  esta  definida  no  inter- 
valo  feehado  [0.  3};  mas  /  nao  6  continua  no  in  ter  valo 
[0,  31 

8.  Ob  ten  ha  formulas  para  a  I  gum  as  fungoes  que  sejam  contf- 

nuas  nos  interval  os  ^  0)  e  (0.  +^),  mas  nao  no  inter¬ 

vale  (-Co*  +*>). 

9.  Urn  cstacionamcmo  para  esiudantes  cm  uma  uni  vers  idade 
cobra  $2,00  para  a  primeira  met  a  bora  (on  para  qualquer 
fragao)  e  SI, 00  para  cada  meia  bora  subseqUente  (on  para 
qualquer  fragao)  ate  uma  didria  maxima  de  $10,00, 

(a)  Esboce  o  gidtico  do  custo  como  fu ngao  do  tempo  de 
cstacionamcmo. 

(b)  Disctila  o  signified  do  da  dcseontinuidadc  no  gr&lico 
para  urn  estudanle  que  tilili/a  o  cstacionamcmo, 

1ft,  Em  cada  parte,  determine  sc  a  fungao  d  eontmua  on  nao  e 
expl i quo  sen  raeiocirtio. 

(a)  A  populate  da  Terra  como  uma  fungao  do  tempo. 

(b)  Sua  estatum  exata  como  uma  fungao  do  tempo. 

(c)  ()  custo  dc  uma  corrida  de  t3xi  em  sua  cidadc  como 
uma  fungao  da  distancia  percorrida. 

(d)  O  volume  de  uin  cubo  dc  gelo  derretetido  como  uma 
fungao  do  tempo. 


1 1  -22  Encontre  os  pent  os  a.  sc  houver.  nos  quais  /  nao  e  con- 
tfnua. 


11*  f(x  ) 

13,  f(x) 
IS,  fix) 


=  5  A'4  -  3a-  +  7 
x  +  2 
=  a:3  4-  4 


2.V2  +  A 


17,  fix)  = 
19,  fix)  - 


3  X  -  I 
—  ±  . — — 

A  X~  -  I 

A"  -3-  6x  +  9 


W  +  3 


12,  f{x)  a  ^,v  -  8 


14*  f(x)  - 
16.  f(x)  = 
IK.  fix)  = 
2ft,  fix)  = 


-v  +  2 
x2  —  4 
2.v  +  I 

4,v2  4-  4.v  +  5 

5  2a 

“  + - ~~7 

.v  a  T  4 


A4  +  A 


21*  f{x) 


22*  fix) 


2a  4-  3. 

„  16 
7  +  ■ — , 

.V 

3 


A  —  1 

3. 


a  <  4 
a  >  4 

A  f  \ 

X  =  I 


23-24  Encontre  um  valor  para  a  constantc  k.  sc  possivd.  quo  faga 
a  fungao  Hear  eontmua  em  toda  parte > 


7a  -  2, 

X 

<  3 

kx2. 

A 

>  1 

kx 

X 

<  2 

X 

>  2 

9 -x1. 

A 

>  -3 

kixf 

X 

<  —3 

9-jc2, 

A 

>  0 

k/x\ 

A 

<  0 

23.  (a)  f(x) 

O’)  fU) 

24-  (a)  fix) 
O’)  fix) 


25,  Encontre  valores  das  const  antes  k  e  m .  sc  possivd  .que  faga  in  a 
1’ung do  /  Hear  continua  em  toda  parte. 

a2  +  5,  a  >  2 

fix)  ~  tn(x  4-  1 )  +  k.  —  I  <  a  <  2 
2a3  4-  x  4-  7,  x  <  —  l 


26,  Em  quid  dos  seguintes  intcrvalos 


fix)  - 


I 


*Jx  —  2 

e  com  iirna? 

(a)  [2. -kxa)  (b)  (-oo,+oo)  (c)  (2. +oo) 


(d)  |1,2) 


27-30  Diz-se  que  uma  fungao  /  tem  uma  descantin u  idade  re- 
movivel  cm  x  -  c  sc  I  im L  f(x)  existc.  mas  /  nao  c  contfnua  em 
x  =  c\  ou  porque  /  nao  estd  delinida  em  c  ou  porque  f{c)  difcie 
do  valor  do  limit e.  Essa  terminologia  sera  necessdria  nestes  exer- 
cieios. 


27.  (a)  Esboce  o  gra fie o  tie  u ma  fu  ng So  e om  u m a  desco m E  nu i dado 
rcmovfvel  cm  x  =  c  pam  a  qual  f(c)  nao  esta  detmida. 

( b)  Es  bocc  o  g  r^i  I  i  co  de  u  ma  lungao  co n \  a  ma  desco  n li  n  u  i  dade 
removtvd  em  .v  =  c  para  a  qual  f(c)  estii  defmida. 


28,  (a)  A  terminologia  descimtinuidade  removivel  6  apropnada 
porque  uma  descontiimidade  removtvd  de  uma  fungao  / 
em  um  ponto  a  =  r  pode  ser  “removida,L  redefinindo  o  valor 
de  /  apropiiadamente  em  x  =  e.  Que  valor  para  f{c)  remove 
a  descominuidade? 


Mostm  que  as  seguinles  fungoes  t£m  uma  descon tinuidade 


removfvel  cm  x=  3  e  esboce  setts  graficos. 


e 


1  + 

■  0. 

I, 


A  >  I 
A  =  1 
X  <  I 


(c)  Quais  valores  para  /( I )  e  g(.  I )  re  move  m  as  desconlimii- 
dades? 


29-30  Encontre  os  valores  de  x  (_se  existinem)  nos  quais  f  nio  d 
eontmua  e  determine  sc  cada  um  desses  valores  c  uma  descend- 
nuidade  re  movivel. 


20.  fa)  fix) 

(c)  fix ) 
30.  (a)  fix) 
(c)  /(-v) 


j.-\  1 

A 

jc-2 

(b)  fix )  =  - 

V  |  mXm 

A  +  3 

lAl  —  2 

A 2  —  4 

(b)  f(x)  =  • 

2a  — 

a-3  -  8 

■Ti 

A", 

3.v2  +  5, 

A  ^  I 

(\ 

A  —  1 

a  <2 
A  >  2 
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--  31* (a)  Use  urn  recurso  grufieo  computaeional  para  gerar  o  graiico 
da  fungao  /(.*)  =  (x  +  3)  i  (2x2  +  5jc  -  3)*  e  entao  lisc  o  g ra¬ 
tio  o  para  fazer  uma  conjectu ra  sabre  o  numero  e  a  local  iza- 
gao  do  tod  as  as  descend  nuidades, 

(b)  Verifique  sea  conjee  tura  ialorando  o  denominador, 

3  3  2,  ( a )  U  so  u  m  recurso  c om  pu  tae  i  ona  I  par;  \  gera  r  o  gr;i  f i co  d a  f u  n  - 
qm  fix)  =  x  t  Of  -  .v  +  2).  e  entao  liso  o  grdfico  para  fazer 
uma  conjectura  sabre  o  mlmero  e  a  local  izagao  de  iodas  as 
descend  nuidades, 

(b)  Use  o  Teorema  da  Valor  Iniermedidrio  para  localize  apro- 
ximadamente  tod  os  os  pontes  de  descontinuidade  com 
duas  casas  decimals  do  precisao. 


33. 


Prove  que  f{x)  =  ,d '  d  eontinua  cm  toda  pane,  justificando  cui- 
dadosamente  cada  passo. 


34,  Prove  que  f{x )  —  I  /  v'a'4  +  7x2  -b  E  eontinua  em  icda  par¬ 
te*  justifieando  cuidadosameme  cada  passo. 


35.  Sejam  /  e  g  descontfnuas  em  r,  exemplos  para  mostrar  que 

(a)  /  +  g  pode  ser  eontinua  on  descontfnua  em  c. 

(b)  fg  pode  scr  eontinua  ou  descontfnua  em  c. 


3f>*  Prove  a  parte  ( b )  d  o  Tec  re  m  a  2. 5 ,  ■ 4 . 

37.  Prove: 

(a)  a  parte  (a)  do  Teorema  2.5.3, 

(b)  a  paite  (b)  do  Tee  re  m  a  2.5,3 

(c)  a  parte  (r)  do  Teorema  2.53* 

38.  Prove:  Sc  f  c  g  sao  com  mu  as  cm  |  a,  h\  c  f(a)  >  g(a ),  f(b)  <  ^(b), 
entao  ex  isle  no  in  ini  mo  uma  soluqao  para  a  cquagao  fix)  =  g(x) 
cm  (aJ>).  [Sugestao:  Considers  fix)-  g(x).  | 


44.  Prove  que ,  se  p(x)  c  u  m  pal  i  no m  i  o  dc  g rau  i m  par,  em  ao  a  equa- 
gao  />U)  =  0  tern*  na  minima,  ueii  numero  real  eomo  so  I  u  quo. 

45*  A  figura  abai  xo  m os  Ira  o  gr&lico  dc  y  ~  a4 + ,v  -  1 .  Use  o  mdto- 
do  do  Exempio  5  para  aproximar  os  cortes  com  o  eixo.v  com 
um  erro  dc,  no  max  into.  0,05. 


! 

i 

i 

r 

if 

1 

l 

[-5, 41  x  [-3.6| 

.vSd  =  lt  vScI  -  I  I’igora  Ex-45 


•  4b.  Use  o  zoom  de  u  m  recurso  graiico  compuiacional  para  re  sol  ver 
o  problema  do  Exencicio45. 

47,  A  ligura  abaixo  nioslra  o  grafico  dc  v  =  5  -x-x\  Use  o  melodo 
do  Exempio  5  para  aproximar  as  raizes  da  equagao  5  -  x  -  =  0 

com  uma  predsao  dc  duas  casas  decimals. 


r 

l 

• 

\ 

i 

[ 

F 

■ 

’ 

E-5,  4]  x  f-3,  6] 

tScl  -  a *,  vScl  -  !  Figura  Ex-47 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


39,  Dc  um  exempio  dc  uma  fungao  que  estS  dcllnida  cm  todo 
ponto  dc  um  intervalo  fee h ado,  c  cujos  valorcs  nos  pon- 
los  extremes  tern  sinais  opostos.  mas  para  aqual  a  equagao 
f(x)  —  0  rtilo  tern  solugao  no  intervalo. 

40.  Seja  /  a  In n guo  eu  jo  grafieo  csta  mos trade  no  Excrcfdo  2, 
Para  cada  intervalo,  determine  (i)  se  estii  satisfeita  a  hi  pole- 
sc  doTeorcma  do  Valor  Intcrniedi Sri o  c  ( ii)  sc  esui  satisfeita 
acondusao  desse  mesino  teorenm. 

(a)  (U2|  (h)  12,3|  .(c)  [L  3] 


41,  Use  o  Teorema  do  Valor  Imcrniodiario  para  mostrar  que  ha 
um  cilindro  circular  re  to  de  a  I  turn  h  c  raio  me  nor  do  que  r, 
cujo  volume  6  igual  aqude  dc  um  cone  circular  reto  dc  altura 
h  e  raio  t\ 

42,  U sc  o  1 core ma  dii  Val or  Into n tic d i a ri o  para  i liosl rar  q uc  ha  u m 
quadrado  com  a  diagonal  medindo  entre  r  e  2 r  e  uma  area  que 
e  a  metade  da  area  do  cfrculo  de  raio  i\ 

43,  M  os  ire  t[ue  a  cqua^ao  x  +X1—.  2r  =  I  tern,  no  mini  mo,  uma 
solu^o  no  intervalo  [-1 ,  1 J. 


K  4ft.  Use  o  zoom  de  um  recurso  graiico  computaeional  para  resolver 
o  problema  do  Exercido  47r 

49,  Use  o  falo  de  que  d  V5  uma  solu^ao  de x2  -  5  =  0  para  aproxi¬ 
mar  com  um  errode,  no  maxi  mo,  0,005. 

50,  Prove  que,  se  a  e  b  fore  in  positives,  entao  a  equagiio 


tern,  no  mini  mo.  uma  solu^ao  no  intervalo  (1.3), 

51,  Uma  csfera  de  raio  desconhecido  x  consistc  cm  u  m  centra  es- 
j'drico  c  um  re  vest  i  memo  de  I  cm  de  espessura  (ver  ligura  abai¬ 
xo).  Dado  qtie  o  volume  do  revestimemo  e  o  do  centra  esfdrico 
sao  os  mesmos.  aproxime  o  raio  da  esfera  com  uma  predsao  de 
tres  casus  decimais. 


Figura  Ex-51 


52,  Um  monge  comeqou  a  cumin har  em  uma  estrada  de  uma 
mo  nl an  ha  ao  meio-dia  ( 1 2  h )  c  alcangou  o  topo  a  meia-noitc 
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(Oh),  Ele  medilou  e  descansmi  alt*  o  meio-diadodia  seguinie, 
quando  comc^ou  a  dcscer  pel  a  mesma  csirada.  alcan^ando  a 
base  a  meia-iioite.  Me  she  quo  ha*  no  mmimo*  urn  ponto  do 
caminho  q  uo  ele  alcaticou  no  mesmo  in  statue  dodta,  tamo  na 
subida  quanto  na  descida, 

53*  Seja  /  definida  em  r.  Prove  que  /  6  comtnua  em  c  st\  dado 
e  >  0*  existe  urn  6  >  0  tal  quo  j/(,i)  -  /fr)|  <e  se  |  .v  —  r  \  <  t>. 


54.  Suponha  quo  /  sejacontmua  no  i liter valo  [0,  1]  e  que  0  <  fix)  <  1 
para  toclo.v  desse  intervale. 

( a )  Esboce  o  g  ra  I  i  co  de  y  =  x  j  i m to  c  om  um  grafi co  posslvel  de 
/  sobre  o  i  liter  valo  [Oh  1  J. 

(b)  Use  o  Teorema  do  Valor  I  lUermediario  para  ajudar  a  provar 
que  ex  isle  pelo  men  os  urn  mi  mere  c  no  intervale  [  0,  l  j,  la  l 
que  /(e)  “  r. 


/  RE  SPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  2.5 


I.  lim  f(x)  =  /(e)  2.  (a)  nao  (h)  nao  (c)  nSo  (d)  sim  (e)  sim  (0  nao  (g)  sim  3.  x  =1,4 

.t  — >  j1 

4,  (a)  sim  (b)  nao  (e)  sim  (d)  situ 


2.6  CONTINUIDADE  DAS  FUNQOES TRIGONOMETRICAS  E  DE 
FUNQOES  1NVERSAS 


Nesta  se^do  invest!  garemos  as  proprietaries  de  amtimudade  das /undoes  trigonometrical  e 
de  inversao  de  \dnas  f undoes  contimtas.  Tambem  discutiremos  at  guns  impovtantes  limit  es 
envolvendo  essas fimgdes. 


Fig  lira  2.6*1 


■  CONTINUIDADE  DAS  FUNQOES  TRIGONOMETRIC  AS 

Lembre  que  na  Trigonometria  desen  ham  os  os  graficos  de  sen  x  e  de  cos  *y  eomo  cue  vas  conti¬ 
nues.  Nao  provaremos  fornialincntc  que  essas  fundees  sao  contmuas,  mas  podemos  motivar 
es.se  fate  deixando  c  ser  urn  angulo  lixo  c  x  um  lingulo  vari£vcl,  am  bos  medidos  cm  radianos. 
Como  indica  a  Figura  2.6. 1,  quando  o  angulo  x  tende  ao  angulo  c,  o  ponto  F{cos  x,  sen  x) 
move-se  no  cfrculo  uni  tar  io  em  diregao  ao  ponto  Q(c  os  sen  c)t  e  as  coordenadas  de  P  ten- 
dem  as  c  one  spon  denies  coordenadas  do  Q,  Is  so  implica  que 


lim  sen  A"  =  sene  e  lim  cos.y  =  cose 

x  -+  c  x  ->  <r 


(1) 


Assim,  sen  ,ve  cos  .y  sao  continues  cm  um  ponto  arbitrario  e;  desse  mode,  essas  fimgoes  sao 
commuas  cm  toda  parte. 

As  formulas  cm  (1 )  podem  Ser  usadas  para  encontrar  limiles  das  fungdes  trigonomdlrt- 
cas  reslanles,  expressaiuio-os  em  termos  de  sen  re  cos jr;  por exemplo,  se  cos  c  ^  0,  entao 


Um  tgx  —  lim 


sen  x 


sen  r 


X  —*  f 


X  -+  £  COS  X 

Assim,  somos  Icvados  ao  teorema  seguime. 


COS  C 


=  tg  € 


O  Teorema  2.6.1  implica  que  as  seis 
fungOes  trigonometrical  b^sEcas  aao 
continuas  em  sens  dominios.  Em  par¬ 
ticular,  sen  a  e  oos.r  sao  continuas  em 
toda  parte. 


2. 6*  (  te<  >K  e  >  t  a  S  e  c  e  i  tm  nut  ue  ro  n  o  d om  in  to  n  at  it  ra  l  da  fa  n  $ do  trig  onom  etri  ca  et  i  an  - 

ci  ad  a,  entao 

lim  sen  a:  =  sene 

lim  cos x  =  cost 

hm  62  x  — 

X  — s-  c 

rV  — ^  C 

A  “ >  C 

lim  cossecjc  -  cossec  c 

lim  see x  sec c 

lim  cote x  —  coig  c 

x  -f  c 

x  — >  c 

X  -*■  V 
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Resumindo.  o  Teorema  2.6.2  aJirmai 
a  inversa  de  Lima  fungao  continua  e 
continua. 


►  Exemplol  Eneonlre  o  limite 


Jim  cos 


Soluqdo  Como  a  fungao  cossono  e  contmua  em  toda  pane,  segue  do  Teorema  2,5.5  que 


Jim  cosfeU))  —  cos 

x  \ 


sempreque  lim  g(x)  exisla,  Assim, 

t 


lim  cos 

X  -t  I 


=  lim  eos(x  +  1)  =  cos 

x  —+  E 


(  lim  (.(  +  !)j 


—  cos  2 


< 


■  CONTINUIDADE  DE  FUNQOES  JNVERSAS 

Como  os  graficos  de  urna  iunquo  injeiora  /  e  sua  inversa  /  “r  sao  um  a  rellexao  do  outro  pela 
reta  v  =  a,  e  gcometri  cam  erne  evidente  que  sc  o  grafico  dc  /  nao  icm  quo  bras  ou  buracos,  cn- 
tao  tampoueo  o  gtalieo  de  /”'  lem  quebras  ou  buracos.  Jsso,  mais  o  fato  de  que  a  irnagem  de  / 
e  o  domfnio  de  sugere  o  resultado  segtiinte,  que  enuneiamos  sem  prova  formal. 


2,6. 2  T1X  >  k  Eft  i  A  Se  f  e  t  m  la  fit  n  o  h  ijet  o  ra  que  e  co  ti  t  in  ua  ei  n  eada  pent  to  de  sen  dam  f - 
nio,  enfdo  f  1  e  contmua  em  eada  panto  de  sea  donitnio;  ou  seja,  f  1  e  contmua  em  eada 
panto  da  image m  de  f. 


►  Exemplo  2 


fa)  Suponha  que  bx  seju  continua  eta  toda  parte  e  use  o  Teorema  2,6,2  para  provar  que 
a  funqao  k)g,  a  e  conlfnua  cm  todos  os  numeros  reals  positives, 

(b)  Use  o  Teorema  2.6.2  para  provar  que  arc  sen  a  c  continua  no  intervalo  [—1,  I  ]„ 

Solu^do  (a)  O  domfnio  e  a  irnagem  de  //  sao  os  interval  os  (-o^  +  x )  e  (0,  +-x,),  re  spec- 
tivameote,  e  logft,v  e  a  inversa  de  h\  Como  b 1  6  contmua  em  +oo),  segue  polo  Teorema 

2.6.2  que  log, a  6  contmua  em  (0,  +x,j,  Assiin,  log^.v  6  continua  cm  todos  os  n u meros  reals 
posi  lives. 

Sotufao  (b)  Lembrc  que  arc  sen  ,v  c  a  fungao  inversa  da  fungao  seno  resiri fa,  cujo  domfnio 
e  o  intervalo  f— ,t/2,  jt/2]  e  cuja  irnagem  e  o  intervalo  [—  1 1  l]  (Delinigao  1 ,5.6  e  Figura  1 .5. 1 3). 
Como  sen  x 6  contmua  no  intervalo  [— tt/2,  7if2\,  o Teorema  2.6.2  impiicaque  arc  sen  x6 con¬ 
tinua  no  intervalo  [-1,1]*  M 


Um  argumento  analogo  a  soluqao  do  Exemplo  2(b)  mostra  que  arc  tg  a  c  contmua  cm 
-kx)  e  que  arc  cos  x  6  continua  cm  [-1,  \  ], 


-  arc  tg  x  +  In  jc 

►  Exemplo  3  Em  quais  pontos  a  lun^ao  f(x)  = - - - ; - e  continua? 


A2  -  4 


Sotupao  O  quocienfe  sera  uma  tuneao  continua  em  todos  os  pontos  onde  o  numerador  e  o 
denominador  sao  ambos  funqoes  contmuas  e  o  denominador  nao  e  zero,  Como  arc  tg  ac  con¬ 
tmua  cm  toda  parle  e  In  a  e  contmua  em  a  >  0,  o  numerador  e  contmuo  se  a  >  0,  O  denomina- 
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dor,  sendo  uni  poiindmio,  d  con  tin  uo  em  toda  parte,  de  modo  que  o  quodente  d  continue  em 
todos  os  pontos  tais  que  x  >  0  c  o  dcnominador  e  nao-nulo.  Assim,  /  e  contfnua  nos  intervalos 
(0,  2)  e  (2, +°o)*  *4 


m  OBTENOO  LI  MITES  FOR  CONFRONTO 

Na  Segao  2, .1,  usamos  evid&neia  numdrica  para  conjecturar  que 


Figura  2.6,2 


..  sen  a: 

lira  -  =  1 

jc  e  x 


(2) 


ConludOi  nao  ftfcil  determ inar  esse  limite  com  precisao,  0  limite  6  uma  I’ornia  indetermina- 
da  do  lipoO/O,  e  nao  ex i stem  operagoes  algdbricas  simples  que  nos  permitam  obte-lo,  Adiante 
no  texto,  descnvolveremos  me  tod  os  gerais  para  obter  I  i  mites  de  formas  indeterm  in  ad  as,  mas 
aqni  uLili/aremos  uma  tdcniea  chamada  dc  confronto. 

O  melodo  do  confronto  e  usado  para  conduir  que  fix)  — >  L  quando  x  — *  c  at  raves  do 
“confronto*’  de  f  com  duas  outras  fungoes,  g  e  h 5  cujos  I i mites  quando  x  c  ja  sac  conheci- 
dos  como  sendo  L.  Como  ilustra  a  Figura  2.6.2,  isso  forga  /  a  tambem  (er  o  limite  L.  Essa  e  a 
iddia  subjacente  ao  teorema  seguinie,  que  emmeiamos  sem  pi  ova. 


O  Teorema  do  Confronlo  lambern 
6  vaiido  para  limites  laterals  e  para 
itmiles  em  +\  e  — oo.  Corrso  muda- 
riam  as  hipoteses  do  teoroma  nesses 
casos? 


2*6.3  teorema  (Teorema  do  Confronto )  Sejant  f,  g  e  h  fun  goes  que  mtisfazem 

g(x)<m<h(x) 

parp  tado  x  em  algum  interval  o  a  her  to  que  come  n  ha  o  panto  c\  com  a  passive  I  excecao 
de  que  as  desiguatdades  nao  precision  ser  vdtidas  em  c.  Se  g  e  h  tiverem  o  mesmo  limite 
quando  x  tende  a  c  digamos 

lim  g(x)  =  lim  h(x)  =  L 

X  —fV  X  —*  ( 

entdo  f  tambem  tern  esse  limite  quando  x  tende  a  c,  is  to  e, 

lim  fix)  —  L 


+  -v 

3  -  cos  x 


F  ig  lira  2.6,3 


Para  iiusiraro  uso  do  Teorema  do  Confronto,  provaremo.s  o  resuliadoseguintc.  ilustrado 
na  Figura  2.6.3 


2.6.4  TKOKICUA 


sen  x 
lim  - - 

-V  — 0  X 


1  —  COS  X 

hm  - 

x  ->  o  x 


di t<  JNSTRAg  ao  (a )  Nc  sta  pro  v  a,  i  m  e  rpretarem  os  v  co  mo  u  m  an  gti  I  o  m  e  d  id  o  c  n  \  rad  i  a  nos , 
e  vamos  supor.  para  eomeqar,  que  0  <  x  <  nfl.  Como  ilustrado  na  Figura  2,6.4,  a  area  do  setor 
de  raio  1  e  angulo  central  x  situa-se  entre  as  areas  dc  dois  triangulos.  urn  com  a  area  1  tg  jc  e  o 
outro  com  a  &rea  i  sen  a\  Como  a  drea  do  setor  d  de  ~a  (ver  not  a  marginal),  segue  que 

1  I  i 

-  igx  >  -x  >  -  sen  x 

2  ~  2  ~  2 


Multiplicando  todos  os  membros  por  2/(sen  x)  e  usando  que  sen  x  >  0  para  0  <  x  <  tt/2, 
obternos 


cos  a  sen  .v 
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Lembre  que  a  area  A  de  um  setor  de 
raio  r  e  anguto  &  t 

I  •> 

^ 

Isso  fxxfe  ser  obtido  da  relagdo 
A  0 
m2  '  2n 

que  ali rrrta  que  a  area  do  setor  esia 
para  a  area  do  circulo  assim  como  o 
angulo  central  do  setor  esta  para  o 
angulG  central  do  circuio. 


Em  seguida,  lomando  os  recfprotos  e  reveriendo  as  desiguuldades,  obienrios 

sen  .v 

cos  x  <  — —  <  1 

que  pie  rule  a  (unqao  (sen  v)/ venire  as  funcoes  cos  Ae  I .  Embora  tenhamos  derivado  essas 
desigualdades  supondo  que  0  <  a  <  tt/2,  el  as  lam  hem  sao  vdlidas  para  —nil.  <  a  <  0  [ju 
que  (3)  pennanece  inalierada  imeando  a  per  -x,  usando  as  identidades  sen(-A)  -  -sen  a  e 
cqs(-a)  -  cos  x).  Finalmeme,  como 

lim  cos _v  —  1  c  lim  I  —  I 

x  ->  o  X  — ^  o 

o  Tcorcma  do  Confronto  im  plica  que 


TJ  sen  a 

km  - 

■T-+0  x 


]>emonstracao  (b )  Para  esta  prova,  uweinos  o  liiuile  da  parte  (a\  a  continuidade  da  fun 
qao  seno  c  a  idemidade  irigonomdlriea  sen'  a  =  \  -  cos’  a\  Obiemos 


1  cos  at 

hm - =  lim 

x— *0  X  .v^C 


1  —  COS  A  I  +COS.V 


X 

sen  x 


sen 

=  lim  — 

\x->Q  x 


1  +  cos  a 
sen  x 


=  lim 


sen2  a 


lim  t 
x  o  I  +  cos  X 


.1^0  (I  +  COS  A  )  A 

-"Kt tt)-° 


> 


SCH  X 


Area  do  triangulo 


SCO  A 
2 


►  Exemplo  4  Encontre 


(a)  lim 

x^O 


IgA 


(b)  lim 


sett  20 
6 


(C)  lim 


sen  3  a 


a-*o  sen  5  a 


Solugao  { a ) 


lei  Y 

lim  - 

X  0  A 


lim 

x  ->  0 


COS  x 


=  U)(0  =  J 


Solugao  (b)  O  iruque  6  mulliplicar  e  dividir  por  2,  o  que  f'ara  o  denominador  igual  ao  argu- 
men  to  da  funglo  seno  [como  no  Tcorcma  2.  6.4(a)]: 

sen  20  ^  sen  2$  ^  .  sen  20 

lim  - -  =  lim  2  * - -  =  2  hm  - 

0  &-+Q  20  o  20 

Eaga  agora  a  subsliluigao  x  -  20  e  use  o  falo  de  que  a  — >  0  quando  0  — >  0.  Segue-se 


sen  20  sen  20 

lim  - —  2  lim  — - 

e  ->  o  0  i*  -*  o  20 


=  2  Jim 

x-*0 


sen  a 


A 


-2(1)  =  2 
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DOMINIO  DATECNOLOGIA  Solu^do  C 


Use  um  recurso  grafico  compulacio- 
nal  para  conftrmar os  limites  no  ultimo 
exemplo;  se  o  leitor  disposer  de  um 
CAS,  use-o  para  obter  os  limites, 


en  3v 


en  3.v  H  x 

im  - =  mi - 

.wo  en  5x  x-*o  en  5x 


x 


en  3x 
3.x 

en  5x 
5x 


3  -  1  _  3 

5^7  5 


Figura  2,6,5 


Genii  r  me  4  considerando  os  casos 
j  >  0  e  -v  <  0  separadamente. 


Figura  2,6,6 


►  Exemplo  5  De  cubra  imite 

,  „  /I 

(a)  hm  sen)  — 

JT-+0  V  aj 


(b)  hm 

X 


i  x  sen  —  \ 

o  W 


Solugdo  a  n  i  mm  I  lx  e  m  um  angu  me  i  em  ra  ian  uan  x  — > 
angu  l/,v icn  ea+®t  em  lie  a  re  e  en  1  Ac  ficam  ci  an  cntrele-l,  cm 
ten  era  imite  a  gum  na  gamente,  uan  x— >0~t  angu  l/jrten  ea-fv,  em  ue 

n  amente  a  re  c  \/x  licam  ci  an  entre  I  e  - ] ,  cm  ten  era  imite  a  gum  E  a 
c  ne  u  oe  a  c  n  i  tente  e  m  giafic  m  Ira  na  Fignra  2  5  b  cr  c  tic  a  ci  a 
^oe  ficam  ca  a  cz  mai  ra  t  a  uan  x— >0,  i  I /r  ere  ce  u  cere  cc  ca  a  e/  mai 

i  uan  a  ten  eaO 


Soluqao  h 


m 


egue  ue,  e  x  =*  0T  enta 


I  <  sen  I  “  )  <  1 


—\x\  <  x  sen(  —  )  <  |x| 


m  \x\  — >  0  uan  x  — >  0,  a  e  igua  a  e  em  4  e  e  rema 
ue 

G)- 

e  e  n  i  tente  c  m  grafic  m  tra  na  Figura  2  < 


n  r  nl  im  ieam 


)im  x  sen 

.t  o 


Tem-se.  a  pa  rtf  r  da  parte  b  deste  exemplo,  que  a  fungao 

„  y  U  sen(  1  A),  ,t  ^  0 
}0,  x  =  0 

£  continue  em  x  =  0,  uma  vez  que  o  vator  da  fungao  e  o  valor  do  timite  sio  os  me&mos  naquele  port  to.  Isso 
mostra  que  o  comportamento  de  uma  fungao  pods  ser  muito  comp  I  ex  o  na  vizinhanqa  de  um  ponto  .v  =  t\ 
me&mo  se  a  longao  for  continua  em  c. 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  2.6  (Verp£girm  162 para  respos tas) 


L  Em  ca  a  arte,  da  unga  c  ntinua  a  an  inter  a  0,  jt/2 


a  en  x 

e  ec  x 

i  arc  cn  x 

2.  a  cu  e  imite 

sen  x 
a  hm  — — - 
-i  —  o  x 


h  c  x  c  tg  x 

c  tgx  g  er 

arc  tg  x 

b  lim 

x  — ^  Q 


c  ec  x 

h  El  x 

I  —  COS  X 
X 


3,  Se  am  f  x  =x2 c  n  |x[ . g  x  =  - a2  e  h  x  =  ,r 

a  E  i  ue  r  ue  a  utigSe  g  e  iu  unta  c  m  e  rema 
n  r  tit:  ,  cm  cr  u  a  a  ara  bter  itnx_HJ/x 
ma  na  inif^ ,  f  x 
b  a  cu  e  irn,.^0  /  x  e  \m(  {  f  x 


4,  a  cu  e 


a  lim  sen 

A'  -  0 


imite 
x2  -  3x 


x 


c  lim 

A  — h  0 


sen  (x 1  —  3  x) 


b  lim  sen 

X  3* 

sen  (a  2  -  3x) 

iim  — - - 

-V  3  A 


X 


160  Calculo 


EXERCICIOS  2.6  Q  Recurso  Grafico 


I.  /(*)  -  sen{jr  -  2) 

3*  fix)  =  |  cotgxl 
5.  f(x)  —  cossec  x 

! 


7-  fix)  = 


1  —  2  sen  .v 


2*  /(x)  =  cos^-jj— — ^ 
4.  fix)  =  sec x 

6*  /(x)  =  - - ™ 

I  4-  seir  x 

8.  /O)  =  v/2+tg2.v 


9,  /u;  =  arc  sen  x 

ln(arc  tg  *) 

II.  /(*)  - - - - 

l--L 


13*  f(x)  = 


x*  -  9 
arc  sen  ( l/x) 


10.  fix)  =  arc  sec  x 

/  sen  x  \ 

12*  /(A)  =  exp(  —  J 
14*  fix)  “  In  \x\  —  2  3n(x  -t-  3) 


15*  Use  o  Teorema  2.5-6  para  mosirarque  as  seguintes  fun^ftes  $5o 
eominuas  em  loda  parte,  expressando-as  como  eomposi^des  de 
funqoes  mass  simples  que  se  sabe  que  sao eomfnuas. 

(a)  sen  (f  +  7a-  +  3 )  (b)  jsen  x\ 

(c)  cos"  (x  -Hi)  (d)  V3  -r  sen  2x 


(e)  sen  (sen  x) 


(f)  cos'  x  -  2  cos  '  x  +■  1 


16*  (a)  Prove  que  se  g(x)  for  contfnua  ein  toda  pane,  entao  tarn- 
b<5m  sao:  sen(g(x)}*  eos(g(x)),  g(senU))  e  g(cos(.v)). 

f  b )  1 1  us  l  re  o  re  s  u  1  lad  o  de  ( a )  e  se  o  I  lie  n  do  alg  u  mas  g  predi  lo¬ 
tas. 


17.  lim  cos  (  — 
■W+K  V  X 


IS.  lim  sen" 

*-►+»  V  2  —  3a 


19*  lim  are  sen 

X  -r-L-J-- 


(  -JL 

V  I  -  2.V 


20*  tim  In 

.1  +4C 


-v  +  1 


x 


21.  lim 


23.  lim 


sen  3# 
9 

sen  0 


22*  li 


sen  h 


m 


h  ->  o  2  h 


25.  Jim 


tg  7  a 


24.  lim 


seir  9 


27*  Hm 


.v  o  sen  3.v 
sen  x 


26.  lim 


9 

sen  6a: 


.wO  sen  8x 


.x  ~  o+  5  ^fx 


2S.  lim 


sen  x 


29.  1  i  ni 


30.  Lim 


.v  -» o  3x2 

sen  h 


*->0  x 


31*  lim 


V 


33.  li 


t-+Q  1  —  cos2  i 
92 


32.  lim 


ft->  o  ]  —  cos  h 
x 


m 


0  —  0  I  -cos# 


34*  ] 


0  COS  (2jt  —  x) 

1  —  cos  Vi 


im 


/r  o  cos2  5h  —  3 


35. 

37. 

38. 

39. 

40. 


lim  sen  (  —  | 

A-+0+  \  A  / 


36.  lim 

.r->  0 


x~  —  3  sen  A' 


A 


2  —  cos  3.v  —  cos  4a 
lim  -  -  -  — — — — — - 

a'-kQ  A 

t!2  3x*  +  sen"  5a 
hm  -2— 

jc  -+  0 


X  2 


r  Igax 

hm - 

.v  u  sen  tx 


,  {it  ^  0 .bf  0) 


sen"  (A' a)  , 

hm  *  — ■  k  0 


A'  — ^  0 


v2 


41-44  (a)  Con  si  mu  uma  label  a  para  estimar  o  l  i  mite  calculimdo  os 
v  ill  ores  da  funqiio  petto  do  porno  do  I  i  mile,  (b)  Encontrc  o  valor 
exato  do  limlte. 


41. 

sen(x  —  5) 
lim  — t - - 

a  ->  >  x2  -  25 

42* 

lim 

x^2 

43. 

,,  sen  (a  2  +  3 

Ism  - 

^±7*  44. 

lim 

A-—  _2 


A  -j-  2 


sen(2x  —  4) 
x2  -  4 

sen  (a  2  +  3  a  -f  2) 
a  -> -  i  a  2  4-  I 


EN  FOC  AN  DO  COMCE1TOS 


45.  No  Exemplo  5,  li samos  o  Teorema  do  Confronto  para  pro- 
var  que 


lim  a  sen  ( —  j  —  0 
,t-o  \xj 


Per  que  tiao  poderfamos  ter  obi  i  do  o  mesmo  result  ado  es- 
crevendo 


lim  a  sent  -  \  — 

X  — 8  0 


[  — J  —  lim  a  ■  Hm 

\ X  }  J-0  -wO 


sent  — 
1 


=  0-  lim  sen  -  \  =  07 

.1^0  \  A 

46.  Encomrc  um  valor  para  a  const  ante  k  que  tome 

[  sen  3a 

A  0 


fix)  =  X 

jjfe, 

continual  cm  x  =  0. 


x  =  0 


47.  Encomrc  um  valor  diferente  de  zero  para  a  cons  (ante  k  que 
tome 

f  t&kx 

,  x  <  0 


fix)  -  {  X 

3a-  +  2k1,  x  >  0 


contmun  einx  =  0. 
sen  a 


48.  m  =i  w  x* 0 

1,  x  =  0 
d  contfnua  em  x  =  0?  Ex  pi  i  que 


49.  Nas  paries  (a)  a  (e).  enconlne  o  limitc  fazendo  a  suhshlLiicao 
indicada* 
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a 

mt  a  en 
,v  — <■  -l-V- 

x  1  X 

1 

b 

im  a  (  3 

-c  -  } 

X  -*■  — w  \ 

71  —  A 

X/ 

X 

c 

nn  - 

*;^ir  en  x 

t  —  71  “ 

X 

50.  Ene 

c 

{ytfx) 

ntre  im  — 

Sugestao: 

,w2 

X  -  2 

,,  ,  .  en(ja) 

51*  Enc  ntre  im  - , 

A  ->  I  X  ~  I 


52.  Enc  ntre  im 


71  jt 

2  ~~  x 

t£  A  —  \ 

Hr- 

a-^t/4  X-x/4 


_  ,  c  x  en* 

53*  Enc  ntre  un  - - 

3r/4  x  —ti/4 


54*  Su  nlia  ue/  ea  lima  un^a  in  crtf  c  .  ta  ue  /  0  =0*  / 
c  a  c  ntmuit  cm  0  c  c  i  ta  im,  „  /  ,v  /a  Saben  tic  L  = 
imt_>f)l  /  a  /a*  m  ire  ue 


im 


“  L 


-v~>0  /“l(x) 

Swgesiai?:  i  ye  e  rema255*U  m  i^a  hog ,  n  e 

/W/*,  x  /  0 
L*  v  =0 

eg  *  =/"'  a- 


M-0  = 


55-58  i 

uc  re  u  ta 

E  crcici 

54,  e  nece  drj  *  ara 

enc  ntrar 

imite 

55,  im 

A 

56, 

arc  tq  v 
i  m - 

57*  im 

JC— >0 


x->Q  arc  en  x 
arc  en  5.x 


■V  ™»  Q  X 

,  arc  en  (a  -  1) 
38.  im 


l  4'"  “  1 


59-62 

iante  erd  r  a 

ue 

.  e*-i 

mi  — —  =  1 

A'  0  A 

e  e 

e  rc  u  ta  ara  enc 

ntrar  imite 

59, 

60, 

61* 


xr  —  ] 

ini  - 

x  -*■  o  x 

n{l  +*)  c  r  ,  .  <A 

im  -  Sugestao:  erE  crcici  54 

jr  — *  0  ,v 


jm 

x  -»■  0 


C  <**)  -  1 


X 


62.  im 

wO 


n(  1  4-  5x ) 


x 


EMFOCANDO  CONCEITOS 


065* 


e  rema  n  r  nt  ara  in  trai  ue 

50?r 

lim  aj  cos - =  [} 

Jf^-0  AJ 


y  =  xc  SQrtfx  name  ma  te  a  a  one  a  -I,  1  x  — 1,  I 

R64*  e  c  rema  rt  r  nt  ara  in  trar  ue 

..  2  (50X 

hm  x  sen  }  —  0 

x^O  V  S/X 


e  i  y  tie  rind  i  en  i  u  an  urn  recur  grafic 

grdie  e  y  =  x 2,  y  =  -  x2  c 
x  na  me  ma  ie  a  a  ane  a  -0,5  0,5  x 


c  m  u(  act  na  ara  azer 
’  — ■  « 3 


y  =  x  en  : 

-0,25  0,25 

65.  E  b  ce  grille  e  y  -  I  -  a\  y  -  c  x  e  y  -  f  x  ,  n  e  / 
e  uma  unija  ua  tier  ne  ati  az  a  e  igua  a  e 

I  -xz<fx  < e  x 

ara  i  x  n  inter  a  — jt/2,  tt/2  ue  c6  e  izer 

bre  imite  e  /  x  .  uan  x  — >  0  E  i  ue  eu  raci 

cini 

f  66,  E  b  cc  grafic  e  y  =  I  fx,  y  ~  “l/.v  c  y  =  /  x  cm  ntn 

i  tema  cc  r  cna  a  .  n  e/  e  uma  unfa  ua  tier  a 
ti  azen  a  e  igLia  a  e 

<  fU)  <  - 

4  .V 

ara  1  An  inter  a  1, +no  ue  cc  c  izer 
bre  imite  e  f  x  uan  4- — > E  i  uc  eu  ra 

ci  cini 

67.  Enc  titre  ormu  a  ara  a  imgoe  g  e  h,  tai  uc  g  x  — >  0 
c  h  x  — >  0  uan  aj  — >  + ^  e 


,  *  ^  X  w  , 

gCv)  <  -  <  hix) 


ara  a  rc 
imite 


in 


cx  ue  c£  e  izer  bre 


sen  x 

lim  — — ? 

X~±  +W3  x 


E  i  uc  eu  raci  cini 


68.  Fa^a  e  enh  ana  g  a  a  Figura  2  2  ue  i  u  item 

f  ^ 


e  rema 


a  i'  nt  ara  imite  a  nna  im 


x  ■, 


c  ..  /  X 


69-70  embre  ue,  a  men  e  menc^a  c  feita  cm  c  ntrari  ,  a 

arii  e  a  cm  ungrte  trig  n  in6triea  tai  e  m  en  a  c  c  _x  6 

me  i  a  ein  ra  iart  imite  e  rema  2  4a  ba  ca 

ne  a  u  i^a  E  te  e  erci'd  e  ram  ue  ac  niece  na  ue 

e  imite  ex  r  me  i  em  grau 


69*  a 


tre  ue*  c  x  c  ta  cm  grau  ,  cm  a 

sen  x  jt 

~ T  =  Tm 


Hm 

x-*rQ 


a 

rc  c  a 

70. 

ua 

c 

imite 

grau 

grafic 

71, 

Segue 

a  arte 

--[re 

rt) 

im 

a  zer 

nflrme  ue  imite  em  a  e  ta  eiri  c  n  rmi  a  e  c  m 
re  u  ta  r  uzi  r  um  recur  c  m  utaei  na  * 
ara  grau  ,  c  ca  cu  e  en  x  fx  ara  a  gun 
;  ca  r  i  mam  ca  a  ez  mai  cQ 


m  r  gram  an 


c  rema  2  4  uct  e  9  e  e  ucn 

e  me  i  em  ra  ian  ,  etna  erfam 

e  erai  ue 

en 

c  a  umab  a  a  r  ima^a 

a  Enc  ntre  en  10°  u  an  um  recur  c  m  utaei  na 
b  a  cu  e  en  10°  u  an  a  a  r  ima^a  aeima 
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72.  (a)  Ust;  a  aproximacao  de  sen  (t  quo  c  dud  a  no  Excreicio  7 1 . 
junto  com  a  identidade  cos  lot  ~  1  -  2  sen’"  a  com  a  =  0/2, 
para  mostrar  quo,  sc  0  6  pcqucno  (proximo  a  zeix>)  c  mcdi- 
do  cm  radian  os,  cntEo  podcrfamos  csperar  que 

cos  9  ss  I  —  ^B2 
scja  Lima  boa  aprox  imagao. 

( b )  Enc  on  ire  cos  1 0°  usa ndo  urn  rea  irso  CO  m  pti  lac i  ona I . 

(c)  Ca I  cule  cos  1 0°  u  sa ndo  a  aprox  i  m agao  acirn  a. 


73,  Tcm-se,  a  partir  da  parte  (a)  do  Exemplo  4,  quc.  sc  9  e  pequeno 
(proximo  a  zero)  e  modi  do  cm  radian  os,  emuo  poderfamos  e$- 
perar  quc 

tg  0  SB  0 

scja  uma  boa  aprox  imagSo, 

(a)  Encontre  tg  5°  usando  um  recurso  computational. 

(b)  Calcule  tg  5a  usando  a  aprox  imagao  atima. 


74,  Com  referenda  a  figure  aba  iso,  suponha  que  o  angulo  de  de- 
vagao  do  topo  dc  um  predio  medido  de  tun  ponio  a  /,  metros  dc 
sua  base  scja  or  grans. 

(a)  Use  a  relagao  h  =  L  tg  it  para  calcular  a  altura  do  prtfdio 
para  a  qua!  L  =  500  M  e  a  =  0°, 

(b)  Mostre  que,  $e  /-  €  grande  com  parade  com  a  atiura  do  prti 
die  h.  entao  se  poderia  esperar  bons  resultados  na  aprox  3- 
mngao  do  h  por  h  &  n  L  a  1 1  BO, 

(c)  Use  o  res  nit  ado  de  (b)  para  aproximar  a  altura  do  predio 
h  de  (a). 


Figura  Ex~74 


75,  (a)  Use  o  Teorema  do  Valor  Imerniediario  para  mostrar  que  a 
equagao  x  =  cos  x  tern,  pelo  men  os.  uma  soluguo  no  inter¬ 
vale  fO,  ir/2]. 


(b)  Most  re  graficamente  que  ha  exatamente  uma  soluguo  no 
I  n  ter  valo. 

(c)  A  prox i  me  a  sol  ugao  com  t  re  s  casa  s  deci  ma i  s  de  p rec  i  sao . 


76,  (a)  Use  o  Teorema  do  Valor  Imermedtirio  para  mosuar  que 
a  equagao  a  +  sen  x  =  1  tern  pelo  me  nos  uma  solugao  no 
3  liter  valo  [0.  jr/6]. 

(b)  Mo  sire  graficamente  que  existe  exatamente  uma  solugao 
no  inter  valo. 


Aprox  i me  a  solugao  Com  tres  casas  decimals  de  precisao.. 


77.  No  esiudo  da  queda  de  objetos  prdximos  5  superiicie  da  Terra, 
a  licelenu-ao  g  dev  id  a  a  gravidade  6  usual  me  nie  tomada  como 
sendo  a  eonstaiue  9.8  m/s2.  Emretatito,  a  forma  el  (plica  da  Ter¬ 
ra  e  n li tros  fatores  causam  variagoes  nesse  valor  que  depends m 
da  latitude.  A  seguinie  formula,  conheckla  como  Formula  da 
Gravidade  Elipsoidal  do  Sistema  Geoddsico  Mondial  de  1984 
(WGS  84).  e  usada  para  prove r  o  valor  de  g  na  latitude  de  4> 
grans  (tan to  ao  none  quanto  ao  sul  do  Equador): 


8 


9,7803253359 


I  +  0,0019318526461  sen2  4> 
7 1  -  0.006694379990 1  sen2  <!> 


(a)  Use  um  recurso  grafico  para  tragar  a  curva  y  ~  g{d>)  para 
0°  <  tp  <  90°  O  que  os  valorem  de  g  em  o  =  0*  e  em  o  =  90° 
dizem  sobre  o  modclo  clipsoidal  WGS  84  da  Terra? 

(b)  Most  re  que  temos  g  -  9.8  m/s:  cm  algum  lugar  entre  as 
latitudes  38rt  e  39°, 


78,  Scja 

, ,  f  1  sc  x  6  um  nu  tnero  rational 

■  r  [0  sc  x  6  um  nutnero  irrational 

(a)  Fag  a  u  ma  conjccmra  sobre  o  1  i  mite  de  f(x)  q  n  undo  x  — >  0. 
(. b)  Faga  u m a  conjee lu ra  sobre  o  li  mi  tc  de  xf  (x)  q u and o  jc  — >  0. 
( c )  Prove  suas  conject  li  ras . 


V'  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  2.6 


1.  (a)  sim  (b)  sim  (c)  sirn  (d)  nao  (e)s3m  (f)  nao  (g)sim  (h  )nao  (i)  nao  (j)sim  2,  (a)  1(b)  0 

3,  (a)  Como  -  I  <  cos  (In  J.v|)  <  1  para  x  ?£  0.  scgLic  que  -x2  <  f(x)  <  xz.  Observe  que  litn,  g(.r)  -  0  =  !imv  N(l  h(r\%  dc  modo  quc  podemos  usar 
o  Teorema  do  Con  fr  onto  para  I  ini,  „>n  f{x),  No  entanto,  Eim,  h ,  g(,r)  -  -1  e  limf  h(x)  —  I  - 1 ,  de  modo  que  o  Teorema  do  Confronto  nao 
pode  ser  usado  para  limc (  f(x)  (b)  0:  1  4.  (a)  sen  (—3)  (b)  niio  existe  (e)  —3  (d)  0 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPITULO  E  Recurso  Grafico  H  CAS 


I*  Para  a  fimgao  f  cujo  grafico  esta  na  figura  ao  lado,  encontre  o 


1  Smite  sc  de  ext  stir 
(a)  I  ini  f{x ) 

(d)  f(x) 

(g) lTni  /(x) 

x  .1 " 


(b)  13  m  f(x) 

(e)  lim  f(x) 

X 

(h)  lim  fix) 

X  -k  3' 


(c)  lim  fix) 

(f)  Nm  f(x) 
(i)  'lim  fix) 

x^f-0 
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2.  Em  cada  parte,  calc  tile  o  valor  da  fit  tig  ao  para  os  valores  dados 
de  x  e  faga  uma  conjectura  sob  re  o  valor  do  IJmitc.  Confirms 
suns  conjee  (liras*  obtendo  o  1  Smile  algebricumcnte. 

.v  —  2 

(a)  f(x )  =  - — - ;  1  i  m  f(x ) ;  x  —  2,5;  2, 1 ;  2. 0 1 ; 

.r  —  4  .v-*!-* 

2.001: 2.0001;  2,00001 

(b)  /(.()  -  liiii  f  (x);  r  =  ±1.0;  ±0.1;  ±0.01; 

X  X  -+  0 

±0*001;  ±0.0001;  ±0, 00001 

■  •  3*  ( a)  A p  r  oxin \c  o  val or  d o  li  mi te 

V  -  2-v 


lim 

j  — o 


V 


com  ties  casas  decimals  de  preeisao,  const  mi  ndo  uma  tahela 
apmpriada  de  valores. 


4*  Aproxiine 


lim 

x-3  a 


2,v  -  8 


primciro  olhando  para  o  grafico  e,  cm  seguida*  ealculaodo  os 
val  ores  pain  a  I  gum  as  eseolhas  apropriadas  de  x.  Compare  suas 
respostas  com  o  valor  obtido  por  um  CAS. 


^  2 

X  - x 

lim - 

x ■-*  -  1  AJ  —  1 

(>. 

Mm 

x-»  1 

3  a  +  9 

8* 

lim  ---  -  -- — - 

Mm 

x  —3  xz  4  4 a  4  3 

x~±2 

X  —  AT 


2-  X  -  2 


9.  lim 


(2x  -  1  )■ 


10.  lim 

x  — ^  0 


(3.v’  +  lx  -  7)(.v3  -  9a  ) 
y/x 4  4  “  2 


A2 


II.  Em  cada  parte*  cncontre  as  ass  in  tot  as  horizontals*  se  houver. 


(a)  v  = 


(c)  v  = 


2  a  -  7 
x2  —  4x 
2x2  -  6 
x2  4-  5x 


(b)  y  = 


.V'  —  X2  4  10 


3x-2  -  4.v 


12*  Em  cada  parte,  cnconirc  liny  _>a  f(x),  sc  ex i stir,  lomando  a 
igual  a  0*  5T  ;  -5~;  -5,5;  -ao  e  -kxj. 

^  fix)  = 

”(.v  —  5)/j.v  —  5|,  xfS 
0,  a:  =  5 


(b)  m= 


13*  lim 


sen  3  a 


15*  lim 

x^0 


jt-s-0  igix 

3jc  —  sen  (Aw) 


14*  lim 


x  sen  x 


x  ->o  I  —  cos  x 


x 


k£Q 


„  /  I  -  cos  B  \ 

(6  J 

17  lim  e[&f 


1  g  Mm  1  rt (sen  20)  —  1  n (t n  0 ) 

0-+O4 


19*  lim  ( l  4  — ^ 

x^+-*\  x/ 


— X 


20* 


lim  (.  +  "f. 


a.  h  >  0 


.V  — 1  -i-v. 


.V  / 


21*  Se  investirmos  $1 .000  nutna  aplieagao  que  paga  7 %  de  ju- 
ros,  eompostos  N  vezes  por  ano,  emao  em  10  anos  luive- 
rd  $1,000(1  +  0,07/h) Nr  nu  aplieagao,  Quanto  haverd  na 
aplieagSo  em  10  anos  se  a  tax  a  de  juros  for  com  post  a  tri- 
mestralmente  (n  =  4)7  Mensalmente  Or  -  12)7  Diariamente 
in  ~  365)7  Quanto  liavcra  na  aplieagao  em  10  anos  sc  os  ju¬ 
ros  forem  eompostos  coutinuametite*  isto  e,  com  rt  -4  +^7 

22,  (a)  Escreva  um  pardgrafb  ou  dois  quo  descrcvu  como  o  limitc 
dc  uma  fungao  pode  niio  ext  stir  cm  um  ponto  x  -  a.  apre- 
sentando  a  I  guns  exemplos  espceOicos, 

(b)  Escreva  um  paritgrafo  ou  dois  que  descreva  como  o  limi tc  de 

uma  fungao  pode  nao  exist]]’  quando  .v  ou  x  — > 

apreseiuando  alguns  exemplos  especiticos. 

(c)  Escreva  u m  paragrat’o  on  dois  que  descreva  como  uma  17m- 
gao  poderia  deixar  de  scr  contfnua  cm  um  ponto  x  ~ 
apresentando  alguns  exemplos  espeef fi cos. 

■■  ■  23*  (a)  Encontrc  uma  formula  para  uma  fungao  rational  que  tern 
uma  assmtota  vortical  em  x  =  I  e  uma  assfntota  horizontal 
em  v  =  2. 

(b)  Vcriliquc  scu  trabalho  us  an  do  um  recui’so  computational 
para  faxer  o  gralico  da  fungao. 

24*  Reese  rev  a  a  dotin  igao  c  -f)  de  lim.  , . .  f{x)  =  L  cm  termos  da  ja- 
nola  de  um  reourso  graftco  centrada  no  ponto  (a,  h), 

25*  Suponhu  que  f(x)  seja  uma  limgao  e  que,  para  qualqtier  >  0, 
acondigaoO  <  |_v  —  2|  <  ^6  gamma  que  \f(x)  —  5|  < 

(a)  Qual  6  o  limitc  descrito  por  essa  afirmagao? 

(b)  Qbtenha  um  valor  de  8  tal  que  0  <  \x  —  2j  <8  garanta 
que  |S  f(x)  -  40]  <  0,048, 


2<5*  Oli  mite 


son  x 

lim  -  =  1 

x  o  x 


assegina  que  ha  um  numero  5  tal  que 

sen  .v 


1 


x 


<  0,001 


se  0  <  |a|  <  8.  Eslime  o  maieu  desses  5, 

27*  Em  cada  pane  sao  dados  um  numero  positive  €  e  o  limite  L  de 
uma  t’ungao  f  cm  a.  Encontre  um  ndmero8  tal  que  \f(x)  -  L\  < 
e  se  0  <  i-r  —  a\  <  &. 

(a)  lim  (4.r  —  7)  =  I;  £  —  0.0 1 

x  »->  2 

4  r2  -  9 

(b)  Mm  - =  6;  £  =  0,05 

J-+3/2  2x  —  3 

<C)  lim  A-2  =  16;  6  =0,001 

X— *4 

28.  Use  a  Defitiigao  2.44  para  provar  que  os  li  mites  dados  esiao 
corrctos. 


(a)  Mm  (4aj  -  7)  =  1 

,r— >  2 


4x2  -  9 

(b)  lim,  - - f  =  6 

x—  3/2  2 A’  —  3 
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29*  Suponlia  que  /  seja  conifnua  eni  jt„  e  q  Lie  j(xii)  >  0.  De  uina 
prova  e-S  ou  um  argumcnto  verbal  convinceme  para  mosirar 
que  dcve  exist  it  um  intcrvalo  aberto,  cun  ten  do  a'u,  no  qua  I 
fix)  >  0. 


•  30.  (a)  Seja 


/(-v) 


sen  x  —  sen  I 
_v  -  1 


Aproxime  li  irq  yl  fix)  tragando  o  grdfico  de  f  e  caleulando 
valorem  para  algumas  eseolhas  apropriadas  de  a 

(b)  Use  a  identidade 

^  <*-P  ^  +  0 

sen  a  —  sen  8  =  2  sen - cos - 

2  2 

para  encontraro  valor  ex  atode  I  ini  /(j r)* 

i  -+  \ ' 

3L  Encorttre  os  valores  dc  a,  se  liouver.  nos  quais  a  funqao  dada 
nao  e  contfnua. 


(a)  fix)  = 

(c)  fix)  - 


X 


.V"  —  I 

-V  +  3 


<W  /(  v)  -  \x 


?v2l 


|a2  +  3  a-  | 

32*  Determine  onde  /  e  contfnua. 


A 


(a)  fix)  = 

I  a  |  -  3 

(c)  f{x)  —  eblx 


(b)  f(x)  —  arc  cos  ~ 


(;) 


33*  S upon ha  que 


fix) 


-x4  +  3*  x  <  2 
A2 +  9,  A  >2 


/  e  continue  cm  toda  parte?  Justifique  sua  condusfto. 


34.  Um  diciondrio  descreve  uma  I'ungao  conifnua  como  "aquela 
eujos  valores  cm  cada  porno  estao  aproximados  de  pc  no  pel  os 
valores  dos  pontos  vizinhos”. 

f a )  Com o  vo ce  ex  p  1 1 ca ri  a  o  sign  i  (lead  o  dos  ter m  os  “pon  tos 
vizinhos"  e  “aproximados  de  perio”  para  um  nao-mate- 
rndticQ? 

f  b )  Esere  va  u  tn  pa  rag  la  lb  q  u  e  ex  pi  i  que  p  or  qu  e  a  tie  ft  n  i  qiio  d  o 
di  dona  no  esta  cm  conform  idade  com  a  definigao  dada  no 
livro. 


35,  Mostre  que  a  con  cl  us ao  do  Teorema  do  Valor  in  termed idrio 
pode  $er  falsa,  se  jf  nao  e  eontmua  no  intcrvalo  [re  b\. 

36,  Suponha  que  /  seja  eontmua  no  intcrvalo  [0*  1],  que  /(O)  -  2 
e  que  /  nao  ten  ha  zeros  no  intcrvalo.  Prove  que  /(a)  >  0  para 
todo  x  cm  [0.  J  ], 

37,  Most  re  quo  a  equaguo  a  +  5  a  +  5.x  -  !  =  0  tern,  no  mmimo, 
duas  solugbes  rcais  no  intcrvalo  [-6*  2]. 


u  I 


0  Cdlcido  e  o  meihor  maifio 
de  q ne  dispomos  para 
apreciar  a  verdade  ffsica 
no  mats  ample  semi  do  da 
pa  lavra* 

—William  Fogg  Osgood 
Matemdtico 


A  DERIVADA 


uitos  fen  6m  e  no©  fisEcos  erwolvem  grandezas  quo  variamf  como  a  velocidade  de 
um  foguete,  a  inflagao  de  uma  moedaT  o  numero  de  bacteria©  em  uma  cultura, 
a  rntensldade  do  tremor  de  um  terremoto,  a  voltagem  de  um  sinat  etetrico, 
e  a©©im  por  diante.  Neste  cap  it  uSo  desenvolveremo©  o  concetto  de  "‘derivada”,  que  e  a 
ferramenta  matematica  para  estudar  a  taxa  ©eg undo  a  qua!  varia  uma  quantidade  em 
reiagio  a  outra.  O  estudo  de  tax  as  de  variag^o  esta  bastantc  relacionado  com  o  conceito 
gsometrico  de  uma  reta  tangente  a  uma  curve,  portanto,  tambem  dr  scut  ire  mas  a  definigao 
geral  de  reta  tangente  e  os  metqdos  para  encontrar  sua  mclinagao  e  equagao.  Por  fim, 
mostraremos  como  as  derived  as  podem  ser  usadas  para  apraximar  fungoes  rcao-lineares 
por  fungoes  lineares. 


Fotoi  O  coraaritento  das  realizagaes  do  Cdlculo  e  sua  habilidade  em  capturar  matematieamente  a  movimento  conti- 
nuo f  permitindo  que  seja  analisado  in  sf  ante  a  instanie. 

3.1  RETAS TANGENTES,  VELOCIDADE  ETAXAS  DEVARIAQAO  GERAIS 

Nesta  segdo  discutiremos  ires  ideias:  retas  tangentes  a  c  ureas,  a  velocidade  de  um  oh  jet  o 
movenda-se  em  Unha  reta  e  a  taxa  s  eg  undo  a  qua!  uma  varidvef  mu  da  em  relag&o  a  outra. 
Nosso  objefivo  e  most rar  como  essas  ideias  aparent entente  sent  conexao  estao,  na  realidade, 
estreitamente  relacionadas. 


m  RETAS TANGENTES 

No  Exemplo  1  da  Segno  2. 1  mostramos  como  a  nogao  de  limits  pode  ser  utilizada  para  encon- 
trar  uma  equagao  para  a  reta  tangente  a  uma  eurva.  Naquele  esUtgio  nao  tfnhamos  deli ni goes 
precisas  de  retas  tangentes  nem  de  Hniites  para  utilizer  e,  portanto,  nos  so  s  argumentos  foram 
intuit  ivos  e  informais,  Contudo,  agora  que  os  li  mites  forum  deft  n  id  os  com  preeisao,  es  tamos 
em  condigdes  de  dar  uma  definigao  malenidtica  de  reta  tangente  a  uma  eurva  v  =f(x)  num 
porno  P(xu,f(x0))  da  eurva.  Como  ilustramos  na  Figura  3.1.1,  considere  um  ponto  Q(x,f{xj)  na 
eurva  que  seja  distinto  de  P  e  cal  cute  a  inelinagao  mPQ  da  reta  secante  por  P  e  Q: 


m  pq 


fix)  -  f(xo) 
X  -  Xo 


Quando  x  tende  a  vot  emao  o  ponto  Q  cam  inha  na  eurva  e  se  aproxima  do  ponto  P.  Se  a  reta 
secante  por  P  e  Q  atingir  at g uma  posigao  limite  quando  x  -»  xa*  entao  considcraietnos  essa 
posigao  como  a  posigao  da  reta  tangente  em  P.  Dito  de  outra  manrira,  se  a  inclinagao  m^da 
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reta  secante  por  P  g  Q  tender  a  um  limite  quundo  x  — >  aii?  entao  considemremos  esse  limite 
como  a  mclinagao  da  rcta  tangentc  cm  R  Assim,  I  cm  os  a  definigao  segumtc, 


Figure  3*1.1 


-/(**) 

v  =/(*) 
x 


3,1*  1  mriNKAO  Suponha  quo xt)  seja  um  ponto  do  dom mio  da  fungao /  A reta  tangen¬ 
te  a  cm  va  y  -fix)  no  pomo  P(x^j\xYl))  e  a  reta  de  equagao 


onde 


y  -Mi) - -  0 


A-— HA-0 


fix)  -  /Up) 
X  -  -Vo 


semprc  quo  existir  o  limite.  Para  simptiticar,  tambem  di/emos  quo  cssa  reta  e  a  reia  tan- 


genie  a  y  =  fix)  cm  x(r 


►  Exemplo  1  Use  a  Definigao  3. 1 , 1  para  eneontrar  uma  equagao  para  a  reta  langente  a  pa¬ 
rabola  y  -  a'2  no  ponto  P(  l ,  J )  e  conlirme  que  o  rcsultado  con  fere  com  o  obtido  no  Exemplo  l  da 
Segao  2.1 . 

Soluqdo  Apl icando  a  Formula  ( I )  com  f(x)  -  x1  e  x0  -  1 ,  lemos 

r  /W-/0) 

—  lim - - 

c  X- 1  X  —  l 

i  | 

=  lim  L 

A— ►  t  A  —  1 

,  (*-  Wt  +  1>  ,,  ,  ,  1x  . 

=  hm  ■ - — - -  s=  hm(A  +  I)  =  2 

A— >  l  X  ~  1  A—*  1 

Assim,  a  reta  tangente  a  y  —  x2  em  ( l ,  1)  tem  a  equagao 

y  -  1  =  2 (a  -  1 )  oil  cquivalcrticmcrnc,  y  =  2x  -  I 
que  con  fere  com  o  Exemplo  I  da  Segao  2J,  ^ 


Ha  uma  maneha  alternativa  de  expressar  a  Formula  (!)  que  tambem  e  muito  usada. 
Denotando  por  h  a  diferenga 

It  —x  —  xt 


mi 


entao,  a  afirinagao  de  que  x  — >  .v,  6  equrvalente  a  afirmagSo  de  que  h  —>  0;  portanto,  pod  cm  os 
reescrever  ( I )  em  term  os  de  x0  e  de  h  como 


=  lim 


/(a0  +  h)  -  f(x 0) 


(2) 
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Em  horn  ess  a  formula  seja  diferenle  de  ( I ),  realmente  d  apenas  uma  oulra  maneira  de 
expressar  a  inclinagao  dc  uma  reta  langcntc  coma  um  lisnile  dc  inclinagoes  dc  secantes  (Fi- 
gura  3,1.2) 


Figure  3.1,2 


Jl*0  +  Is) 

M>) 


>'  =  fix) 
x 


►  Exemplo  2  Calculc  a  inclinagao  no  Exemplo  !  usando a  Formula  (2). 


As  Formulas  (1]  e  {2)  para  in...  qua- 
so  sempre  conduzem  a  uma  forma 
indeterm inada  do  tipo  0/0;  portanto,  e 
necess^rio  efetuar  aiguma  simptlfica- 
gSo  algbbrica  ou  utilizer  outre  metodo 
para  d&terminar  o  limite  de  tais  inde- 
terrniriagoes. 


Soiugao  Apl  icando  a  Formula  (2)  com  fix)  =  x  e  xn  =  1 ,  ohtemos 


—  lim 

k  -  0 


=  lim 

h->  0 


h 


(1  +hf~  1“ 


I  +  2  h  +  h1  —  1  mti  \  t 

—  lim  -  —  hm  (2  4-  h)  —  2 

A  — ^  fl  h  /f  — *  0 


o  quo  esta  dc  acordo  com  a  inclinagao  encontrada  no  Exemplo  I .  ^ 


►  Exemplo  3  En  centre  uma  equagao  para  a  ret  a  tan  genie  h  curva  y  -  2/x  no  ponto  (2,  l ) 
dessa  curva. 

Solugao  Vamos  encontrar  a  inclinagao  da  reta  tangente  apl  icando  a  Formula  (2)  com 
fix)  =  2/a'  e  xt,  =  2.  Temos 


.  f{2  +  A)  —  f(2) 

m,*  —  lim  -- — --  — — — 

it  0  h 


Figura  3.1,3 


(ver  Figura  3.1 .3).  < 
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►  Exemplo4 

C  a0  =  9< 


Encontre  as  inclinagoes  das  retas  range  me  s  a  eurva  y  —  </x  cm  xl}  =  1 1  jc0  =  4 


So/wfao  Podenamos  caieular  cada  Lima  dessas  inclinagoes,  mas  e  mats  efieieate  eticontrar 


dados.  Dessa  forma,  obtemos 

v  f(*o  +  h)  -  f(x0) 

m,r,  =  Iim  - - 

h 


r  %/au  +  A  -  ^ 

I  mi  - 

/l 


.  %/aq  +  7l  —  v^O  V'Ao  +  A  +  v/Ao 

_  |(m  - - - - . - _  ■  — =sr— — 

A  s/a-q  + h  -h  v>Ao 

xo+A— Jfa 

—  Iim  - 7'-  - — 

A(Vajo  +  A  +  ^ao) 

-  iim  j 

fi^()  hirfxo  Hh  h  +  Jx^) 


ft  0  \/a'o  +  A  -f-  y^O  2  y/XQ 


Rationalise  u  iiLinieitidor  para 
yjuJiir  it  el  i  mi  mu  a  forma 
i  ndeJcrm  i  ikllIli  do  1  imitc 


As  in  el  in  agues  em  xu  - 
sacral  de  mUr.  Assim: 

^  Ig: 


1, 4  e  9  agora podem  ser obiidas  substituindo  esses  valores  na  formula 


inclinagan  em  a(>  =  1  6 


inelmaqao  em  xq  =  9  d 


1  _  1 

i7T~  r 

i  _  1 

2V5  ~~  6 


indinacaoem  .*0  =  4  e  — ^  =  - 

2V4  4 


(ver  Figura  3. 1 .4).  ^ 


Figure  3X4 


■  MOVIMENTO  RETIL1NEO 

Urn  dos  tern  as  ini  port  antes  do  Calculo  e  o  estudo  do  movimento.  Para  de  sere  ver  eompleta- 
mente  o  movimento  de  uni  objeto  e  necessario  espedfiear  sua  velocidade,  a  diregao  e  o  sen- 
tido  em  que  csta  so  movendo.  Per  exemplo,  saber  que  urn  aviao  tem  mna  velocidade  de  800 
km/h  nos  di/,  quao  rapido  ele  e,  mas  nao  para  unde  esta  indo.  Por  out  10  lado,  saber  que  sua 
velocidade  e  de  800  km/h  em  dire^ao  ao  Sul  esdarece  nao  apenas  o  quao  rapido  ele  e  corno 
ianibdxi  a  diregaoe  o  senlido  de  seu  movimento. 

Adiante  esludaremos  0  movimento  de  objetos  que  se  movem  ao  Ion  go  de  curvas  nos 
espaqos  hi  e  tridimensional,  mas  porenquantoconsidcraremos  apenas  o  movimento  ao  longo 
de  uma  rela,  o  que  eonsdtui  o  movimento  retilineo.  Alguus  exemplos  disso  sao  uni  pistao 
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movendo-se  Cm  uni  cilindro,  um  carro  de  corrida  cm  urn  a  pisiu  rein,  um  ohjctO  largado  dire- 
lamcmc  para  baixo  do  alto  dc  um  pnedio*  uma  bola  que,  jogada  verticalmente  para  cima,  volta 
verticalmente  para  baixo,  e  assim  por  tiianie, 

Para  fins  compuiacionais,  vamos  supor  que  uma  partfcula  em  movimento  retilfneo 
move-se  ao  longo  dc  uma  reta  dc  coordenadas,  como  o  cixo  x  on  o  cixo  y.  Em  disc  us  sol's 
geruis,  em  que  nao  ha  necessidade  de  sermos  muito  especfficos,  vamos  considerar  a  reta  de 
eoordenadas  como  sendo  um  cixo  s.  Uma  descrigao  grafica  do  movimento  netilmeo  ao  longo 
do  cixo  $  pode  see  obi  id  a  com  um  grdfico  da  coordenada.vda  partfcula  versus  o  tempo  decor- 
rido  i  desde  o  tempo  initial  t  =  0.  Esse  grafico  e  a  curva  posigao  versus  tempo  da  partfcula.  A 
Figura  3,1.5  moslra  duas  dessas  curvas  tipicas,  A  primcira  e  para  um  curro  quc  partiu  da  ori- 
gem  e  sc  move  some  me  no  send  do  positivo  do  cixo  $,  Nesse  caso,  sc  reset  com  t  ere  scenic,  A 
segimdae  para  uma  bola  que  e  jogada  vertical  me  nte  para  cima  no  senlido  positive  dc  um  cixo 
5  a  panir  dc  uma  alLura  initial  su  e,  entao,  cai  vertical nientc  para  baixo  no  sentklo  negative. 
Nesse  caso.  s  c  reset  quando  a  bola  sobc  e  dec  reset  quando  a  bola  dcsce. 


0 


0  carro  move-se  some  ate  no  sent  id  o  positive  Curva  posigao  versus  tempo 

Figura  3*1.5 


f 


Curva  posigio  versus  tempo 


Se  uma  partfcula  cm  movimento  retilfneo  percorre  o  cixo  s  dc  tal  mode  que  a  fungaoda 
coordenada  da  posigao  em  termos  do  tempo  t  deconido  6 

s  =  m  (3) 

entao /e  den om i n ad afu n gdo  posigao  da  particula ;  o  gralieo  de  (3)  c  a  curva  posigao  versus 
tempo. 

■  DESLOCAMENTO  E  VELOCIDADE  MEDIA 

A  ehave  para  deset ever  a  velocidade  dc  uma  partfcula  em  movimento  rctilmco  c  a  nogao  dc 
+\ieslocaniento’\  Sc  ( r0,  rr>  +  h\  c  um  dado  intervalo dc  tempo,  entao delinimos o deslocamento 
ou  a  variaqdo  na  posigao  da  partfcula  nesse  intervalo  como  sendo  a  diferenga  enire  as  coor- 
denadas  dc  sua  posigao  final  c  inicial; 


des  I  oca  me  n  to  no  intervalo  [tfl1  f0  +  A)  =  /(f£i  +  h) 


(4) 


O  deslocamento  6  positive*  se  a  posigao  final  esla  no  senlido  positive  em  relagao  a  posigao 
inicial,  negative  se  a  posigao  final  esta  no  sentido  negativo  em  relagao  a  posigao  iniciaL  e  zero 
sc  a  posigao  final  coincide  com  a  posigao  inicial  (Figura  3.1,6). 


Deslocamento  positive 


Deslocamento  negativo 


fk 

Fij^urci  3.1*6 


J  +  h 


s 


/  !u  +  h 


f  k 


A 

-► 


Quando  uma  partfcula  cm  movimento  rctilmco  move-se  somcnie  no  sentido  positivo 
ao  longo  dc  um  intervalo  dc  tempo,  entao  o  deslocamcnto  nesse  intervalo  e  igual  a  distancia 
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Mostre  <\u&  (5)  tambem  vale  pans  urn 
intervale  de  tempo  {f(l  +  h,  y,  h  <  0, 


percorrida  pel  a  partfcula*  Contudo,  se  a  partfcula  pode  mover-se  em  umbos  os  sen  tides  no 
intervale  de  tempo  dado,  entao  o  desloeamento  e  a  distaneia  percorrida  podem  ditcrir  Por 
exemplo*  se  a  partfcula  $e  moveu  100  unidades  no  sentido  positive  e  depois  100  unidades  no 
sen  tide  negative,  a  distaneia  percorrida  6  de  200  unidades,  mas  o  desloeamento  e  zero  (pois 
as  posiqoes  final  c  inieial  coincidern). 

E  importante  distinguir  enire  a  veloeidade  (quao  rapida  e  e  em  que  sentido)  e  a  veloci- 
dade  e  scalar  (quao  rapida  e)  de  uma  partfcula  em  movimento  retilineo.  Is  so  6  feito  usando 
veloeidade  negaliva  para  movi memos  no  senlido  negative  e  veloeidade  positiva  para  movi- 
menios  no  sentido  positive.  Assim,  uma  partfcula  com  uma  veloeidade  de  -2  m/s  tern  uma 
veloeidade  esealar  de  2  m/s  e  se  move  no  sentido  negative),  enquanto  uma  partfcula  com  uma 
veloeidade  de  2  m/s  tern  uma  veloeidade  esealar  de  2  m/s  e  se  move  no  sentido  posit ivo. 

Suponha  que  uma  partfcula  em  movimento  retilineo  ao  longo  de  um  eixo  s  tenha  uma 
lun^ao  posieuo  s  -  fi  t).  A  veloeidade  media  da  partfcula  cm  um  intervale  de  tempo  [/,,  £(t  +  /i]  ^ 
com  h  >  0,  e  deft  ni  da  como 


Vm  = 


desloeamento 
tempo  decorrido 


/Ob  4-  h)  —  f(to) 


(5) 


Para  definir  a  veloeidade  esealar  media,  usamos  a  distaneia  percorrida  pela  partfcula,  e  nao 
seu  desloeamento.  Por  exemplo,  se  uma  partfcula  se  move  5  m  no  sentido  posit  ivo,  e  entao 
retrocede  2  m  no  sentido  negative),  seu  desloeamento  e  de  3  m,  mas  a  distaneia  percorrida  6  dc 
5  +2  =  7  m<  Deli ii im os  a  veloeidade  esealar  media  como  o  quociente  da  distaneia  percorrida 
pclo  tempo  decorrido: 


veloeidade  esealar m= 


distaneia  percorrida 


tempo  decorrido 

No  caso  cm  que  a  partfcula  sc  move  sonicate  no  sentido  positive,  sen  desloeamento  e  a  dis- 
lancia  percorrida  cm  qualquer  intervale  de  tempo  sao  Ignats.  Nesse  caso,  a  veloeidade  media 


c  a  veloeidade  esealar  media  tamhem  sao  iguais. 


K  Exemplo  5  Suponha  que  s  =f(t)  —  1+  3t“  2 r  seja  a  fungao  posi^ao  dc  uma  partfcula, 
onde  s  esia  em  metros  e  r  em  segundos*  Encontre  o  desloeamento  e  a  veloeidade  mddia  da 
partfcula  nos  interval  os  de  tempo  (a)  [0,  I  ]  e  (h)  [1, 2]. 

Salaam  {a)  Aplicando  (4)  com  i0  =  0  e  h  -  I ,  vemos  que  o  desloeamento  <5 

m + -  m)  =  to )  -  m  =  2  - 1  =  1  m 

Segue  por  (5)  que  a  veloeidade  media  no  intervale  de  tempo  [0,  1 1  e  de  I /  J  -  l  m/s. 

Sofugao  (b)  Aplicando  (4)  coni  t()  —  I  e  h  =  2,  vemos  que  o  desloeamento  6 

m + h)  -  zoo)  =  m  -  /( i )  -  -h  -  2  -  -to  m 

Segue  por  (5)  que  a  veloeidade  media  no  iniervalo  de  tempo  [1,3]  ^  de — 10/2  —  — 5  m/s.  < 


■  VELOCIDADE  1NSTANTANEA 

A  veloeidade  mddta  desereve  o  eomportamento  dc  uma  partfcula  em  movimento  retilmeo 
cm  um  intetvalo  de  tempo.  Esta  mo  s  in  teres  sad  os  na  “veloeidade  irastantanca"  da  partfcula, 
que  desereve  seu  com  port  amenta  em  um  instatue  de  tempo  especffico,  A  Formula  (5)  nao  e 
diretamente  aplicavcl  para  c ale ular  a  veloeidade  instantanca,  pois  o  “tempo  decorrido'’  cm  um 
instantc  espeeflico  6  zero,  fazendo  com  que  (5)  sc  tome  indclinida.  Uma  mancirade  coittornar 
esse  p  rob  I  cm  a  c  calcular  velocidades  medias  para  intervalos  dc  tempo  pequenos  cut  re ;  =  /„  c 
t  =  tu  +  h.  Essas  velocidades  medias  podem  ser  vistas  como  aproxi  nia^oes  da  “veloeidade  ins- 
taiHanea"  da  partfcula  no  instantc  tiy  Sc  essas  velocidades  medias  liver  em  um  1  unite  quando 
h  tender  a  zero,  entao  podemos  tomar  esse  limite  como  sendo  a  “veloeidade  instamSnea^  da 
partfcula  no  instantc  r0.  Vejamos  um  exemplo. 
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Figura  3.1.7 


Observe  os  uatores  negativos  para  a 
velocidade  no  Exemp-lo  6.  Isso  £  con- 
sistente  com  o  fato  de  que  o  objelo 
esta  se  movendo  no  senlldo  negaiivo 
ao  longodo  eixo  s. 


Tiibela  3.1*1 


INTERVALO  DE 

TEMPO 

VBLOC1DADE 

MEDIA 

5,0  <  t  <  6,0 

-176 

5,0<t<5, 1 

—  161,6 

5.t></<  5,01 

-160,16 

<U>£f£5,00! 

-160.036 

5,0  <  t  <  5,00(1 1 

-160,0036 

►  Exempio  6  S  upon  ha  que  um  objeto  seja  largado  do  repouso  (ou  seja,  com  veloddade 
inicial  nula)  desde  o  alto  do  Empire  State  Building,  cm  Nova  York,  EUA,  de  uma  altura  de 
1 .250  pcs  aeima  do  nfvel  da  rua.  Mostra-se  na  Fisica  que,  com  hipdleses  simplificadoras  ade- 
quadaSj  a  altura  s  do  objeto  (cm  pcs)  acima  do  mve3  da  rua,  t  segundos  depois  de  ser  largado, 
pode  ser  modeled  a  pela  funqao  posigao 

s  =  /(f)  =  1250  -  16r 

(ver  Figura  3,1:7).  Veri li que  que  o  objeto  nao  alcanqou  o  nfvel  da  rua  aos  t  =  5  segundos  e 
encontre  sua  vclocidade  instantfmea  nessc  instante. 

Sotugdo  Inieialmeme,  observe  que  f(5)  =  1250  -  400  =  850  pcs,  dc  modo  que  o  objeto 
ainda  estd  caindo  5  s  depois  de  largado,  Como  uma  primeira  aproximagao  de  sua  vclocidade 
instantanea  no  instante  /  =  5  s,  ealeulemos  a  vclocidade  media  no  intervals  dc  tempo  de  /  =  5 
ate  f  =  6.  Segue  de  (5),  com  fl(  —  5  e  //  -  I,  que 

fit o  +  h)  -  f(t0)  m  -  f(5)  674  -  850 


=  —176  pes/s 


h  I  \ 

Para  melhorar  essa  aproximagao  inicial,  ealeulemos  a  vclocidade  mddia  cm  uma  suees- 
sao  dc  intervales  de  tempo  cada  vez  menorcs.  Deixamos  a  cargo  do  letter  verificar  os 
resultados  da  Tabela  3,1.1,  As  velocidades  mddias  nessa  tabela  parecem  se  aproximar  dc 
um  limite  de  -160  pes/s,  fornccendo  cvidcncia  forte  de  que  a  vclocidade  inslanklnea  no 
instante  r  =  5  d  de  -160  p&s/s,  Para  con  fir  mar  isso  analilicamenle,  comeqamos  calculaudo 
a  vclocidade  media  do  objeto  cm  um  intervale  dc  tempo  gcnerico,  e litre  t  =  5  e  t  =  5  +  hf 
usundo  a  Formula  (5); 


Vm  = 


f(5  +  A)  -  f(5)  S 1 250  -  16(5  +  h)1}  -  850 


A 


h 


A  vclocidade  iustantanea  do  objeto  no  instante  de  tempo  i  =  5  e  caleulada  como  um  limite 
qua ndo  A  — >  0: 


vclocidade  i  n  slant  an  ca  =  3im 

/?— >-0 


=  lim 

ft->0 


[1250  -  16(5  +  ft)5]  -  850 


400  —  16(25+  1 0/i  + ft3) 


—  16(!0ft  +h2) 

-  lim - - -  lim  - 16(10  +  ft)  =  -160 

h->0  It  h~±Q 

Isso  con  firm  a  nossa  conjcctura  num  erica  dc  que  a  vclocidade  instantanea  depois  de  5  segun 
dos  e  de  - 1 60  pes/s.  < 


Considers  uma  partieula  em  movimento  rclilfnco  com  funcao  posigao  s  =f(f),  Molivados 
polo  Excmplo  6,  deli n i eti os  a  vclocidade  instant&nea  t/,  da  partfcula  no  instante  ta  como  o  li- 
mite,  quando  h  — »  0,  das  velocidades  medias  vm  nos  inter valos  dc  tempo  entre  t  —  fsl  e  t  -  lu  +  h. 
Assim,  a  parti r  de  (5),  ohiemos 


Vi  =  lim 

h  •M‘0 


m  +  /o  -  .mo 

h 


(6) 


Geometricarnenie,  a  vclocidade  media  ulfl  entre  t  =  tXi  e  t  =  t(i  +  h  6  a  inclinaqao  da  reta  secanlc 
pel  os  pontos  P(f0+  f(t( ,))  e  Q(rlt  +  ih  f(t0  +  A))  da  curva  posigao  versus  tempo,  e  a  vclocidade 
instantanea  v.  no  instante  e  a  inclinaqao  da  reta  tangente  a  curva  posiqao  versus  tempo  no 
ponto  P( fa,  f(Q)  (Figura  3, 1 .8). 

A  vclocidade  instantanca  e  positiva  quando  a  partfcula  se  move  no  sentido  positivo, 
6  negativa  quando  a  partfcula  se  move  no  sentido  negativo  e  6  zero  quando  a  partfcula  esta 
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iy 


U ma  unidade  tie  agmentoem 
Tt  produz  sejnpre  m  unidades 
de  vanacao  em  v. 


Figura  3.1.9 


momemuneiinierue  parudu.  Defininios  a  velocidade  escalar  imtantdnm  no  instante  ^eomo  o 
valor  absoluto  da  velocidade  instanlanea: 


velocidade  e  sc  alar  instanifinea-  ~ 


Iiin 
A -Ml 


f(tp  +  ~  ,/(fo) 

h 


Isso  nos  diz  quao  rapido  esta  se  movendo  a  part  feu  la  no  instante  i  -  fi1s  mas  nao  fornece  seu 
semi  do.  Assim,  no  Exemplo  6,  a  ve  loci  dado  esealar  instantanea  do  objeto  no  ins  tame  t  =  5  s 
€  |-I6G|  =  160  pds/s,  ao  passo  que  sua  velocidade  inslumanea  naquele  instante  d  de  -160 
pes/s. 


Figura  3*1*8 


1NCLINAQQES  ETAXAS  DE  VAFMAQAO 

A  velocidade  pode  ser  vista  coino  uma  taxa  de  variagao,  mais  precise  me  me,  a  taxa  de  va¬ 
riagao  da  posigao  cm  relagao  ao  tempo.  As  laxas  de  variagao  lambent  ocorrem  em  outras 
aplicagbes.  Por  exemplo: 


•  Um  biologo  pode  estar  interessado  na  taxa  com  que  a  quantidade  de  bacterias  de  uma 
colonia  mu  da  com  o  tempo. 

*  Uni  engenlieiro  pode  estar  interessado  na  taxa  com  que  o  comprimento  de  um  cano 
de  metal  muda  com  a  temperature. 

*  Um  econo  mi  sta  pode  estar  interessado  na  taxa  com  que  os  custos  de  produgao  mu- 
dam  coin  a  quantidade  do  produto  que  esta  sendo  produzido. 

•  Um  medico  pode  estar  interessado  na  taxa  com  que  o  raio  de  uma  arteria  muda  com 
a  concentragao  de  alcooi  na  eorrente  sangumea. 


Nosso  proximo  objetivo  6  delink  precisamente  o  que  se  entende  por  “taxa  de  variagao 
de  v  em  rclagao  a x”  quando  y  e  uma  fungao  de  x.  No  ease  em  que  y  6  uma  fungao  linear  de  x, 
digamos  y  =  mx  +  b,  a  mclinagao  m  e  uma  medida  natural  da  taxa  de  variagao  de y  em  relagao 
a  x.  Como  ilustramos  na  Figure  3, 1 .9.  cada  a  union  to  de  1  unidade  em  x  cm  qualquer  lugar  ao 
longo  da  rela  produz  uma  variagao  de  m  unidades  de  vt  de  modo  que  vemos  que  y  muda  a  uma 
taxa  constante  cm  relagao  a  x  ao  longo  da  reta  e  que  e  m  que  medc  essa  taxa  de  variagao* 


►  Exemplo  7  Eneonlre  a  taxa  de  variagao  de  y  em  relagao  a  x  se 

(a)  y  =  2x  -  I  (b)  y  -  -5x  +  I 

Soluqao  Eni  (a),  a  taxa  de  variagao  de  y  em  relagao  a  x  6  m  =  2,  de  modo  que  um  aumento 
de  I  unidade  cm  x  produz  um  aumento  de  2  unidades  de  y.  Em  (b),  a  taxa  de  variagao  de  y  cm 
relagao  a  jc  e  m  =  -5,  de  modo  que  um  aumento  de  1  unidade  em  x  produz  uma  redugao  de  5 
unidades  dey.  ^ 
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25°C 


Isolamento  te^mico 


\ 


Barra 


0 


40 


O) 


(b) 


0  0,1  0,2  03  0.4 

Distirtcia  x  £m) 

(<■) 


Fi^ura  3.1*10 


Em  pro  b  re  mas  aplicados,  m  udar  as  unidades  de  modi  da  pode  mudar  a  inclinaguo  de 
ama  reia;  assum  e  essential  incluir  as  unidades  quandocalculamos  a  indlnagao.  Os exemplos 
a  scguir  i  lustrum  esso. 


►  Exemplo  1  Considere  uma  barra  uniforme  de  40  cm  (0,4  in)  de  comprimeino,  lermi- 
camente  isolada  em  sua  superiicie  lateral  e  com  as  cxlremidadcs  mantidas  a  temperaturas 
constantes  de  25"  c  5° Q  respect  ivamente  (Figura  3  J  A Od),  Mostra-se  cm  Fisica  que,  sob  con- 
digoes  apropriadas,  o  gralico  da  lemperatura  T  versus  a  distancia  a  da  extremidade  esquerda 
da  barra  c  uma  linha  rcta.  As  partes  (b)  e  (c)  da  Figura  3,1  JQ  mostram  dois  desses  gralicos: 
urn  com  a  medido  em  cent f metros  e  o  ouiro  em  metros.  As  inclinagoes  em  anibos  os  cases 
sao: 


5  -  25 

-20 

m  —  —  -  -  “ 

—  0.5 

(8) 

40-0 

40 

5-25 

-20 

m  = - = 

-  50 

(9) 

o 

1 

* 

a 

0.4 

A  inclinagao  de  (8)  indica  que  a  tempera  turn  dec  re  see  a  uma  tax  a  de  0,5°C  por  cen¬ 
time  tro  de  distancia  da  exlremidade  esquerda  da  barra*  e  a  de  (9)  indica  que  a  tempe¬ 
ra!  ura  decresce  a  uma  laxa  de  50°C  por  metro  de  distancia  da  exlremidade  esquerda  da 
barra.  Enibora  a  mb  as  as  inclinagocs  sejam  dilercntcs*  os  dois  resultados  sao  lisicamente 
equival ernes,  < 


Muilo  cm  bora  a  taxa  de  variagao  de  y  em  relagao  a  a  seja  constante  ao  ion  go  de  uma 
reta  nao- vertical  y  —  tnx  +  b,  isso  nao  c  valido  para  uma  curva  qualquer  y  -fi^)  Por  exemplo, 
na  Figura  3. 1 .1 1,  a  variagao  em  y  que  resulta  de  urn  aumento  dc  I  unidade  ein  x  tende  a  ter 
magnitude  maior  nas  regides  cm  que  a  curva  cresee  ou  decresce  mais  rapidamenle  do  que 
em  regioes  cm  que  a  curva  crescc  ou  decresce  mais  lentamente.  Assim  como  fizemos  com  a 
velocidade,  vamos  dislinguir  entre  a  taxa  de  variagao  media  sobre  um  intervalo  e  a  taxa  dc 
variagao  instantanca  cm  um  ponto  especflico. 

Sc  y  =f(x),  entao  definimos  a  taxa  de  variagao  media  dey  em  relaqiia  a  x  no  intervalo 
\x{r  Ag  ]  como 

f(xi)  -  fix o) 


I  Sl 


00) 


A,  -  A0 

e  di/emos  que  a  taxa  de  variagao  instantdnea  de  y  em  relagao  a  a  e 

JUii  -  nx o) 


rt  —  lim 

T,  .1,-, 


Aj  -  AO 


Ol) 


Geometricamente,  a  taxa  dc  variagao  media  de  y  cm  relagao  ax  no  intervalo  [x[p  a,  |  6  a 
inclinagao  da  reta  secante  pclos  pontos  P(xl},  f( a(]))  c  Q(a1¥  /(a/))  (Figura  3.1,1 2),  c  a  taxa 
dc  variagao  in  slant  anon  do  y  cm  relagao  a  v  em  xt]  6  a  inelinagSo  da  reta  tangeme  no  ponto 
P(x0,  /(a,,))  (pois  e  o  I i mite  das  ind  outgoes  das  retas  secantes  por  P), 

Se  quisermos*  pode  m  os  to  mar  h  =  x,  —  xu  c  re  esc  rover  ( 10)  e  (1 1 )  como 


— 


/  (Ao  +  h)  —  f(  Ao) 


02) 


n  =  lim 

ft  >  o 


/(a0  +  h)  -  /( Ap) 
h 


(13) 
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►  Exemplo  9  Seja  y =x~  +  1 , 

(a)  Eneontre  a  tax  a  tie  variagao  media  de  y  em  relagao  a  x  no  intervalo  1 3.  5j. 

(b)  Eneontre  a  taxa  de  variacao  insianianea  de  y  cm  relagao  a  x  quando  a  =  -4, 


■"5 

fiolw;ao  («)  Apiicando  a  Formula  ( 1 0)  com  J[x)  =  x~  +  I ,  a0  =  3  e  a-,  =  5,  obtcmos 

fUO-Axo)  /(5)  —  /(3)  26-  10 


rni  — 


V]  -  0 


5-3 


=  8 


Faga  os  c&lculos  do  Exempto  9  usan- 
do  as  Formulas  (12)  e  (13). 


Assim,  y  cresce  urna  media  de  8  un  id  ados  por  aumento  de  I  unidadc  em  x  ao  loti  go  do  inter¬ 
val  [3,  5]. 

Solugao  (b)  Apiicando  a  Formula  ( !  I )  com  fix)  -  x  +  1  e  xti  -  -4,  obtcmos 

r  /(*] )  -  f(xo)  r  f( A  i )  “  /(“4)  r  (Jf?  -hi)  —  17 

n  =  Itm  - -  —  lim  - — — - — -  =  Itm  — ! - 

A I  —  Ao  X\  —  (-4)  a-s-h-4  X|  +  4 

xt  -  16  .  (JC| +4)(a-i -4) 

—  lim  — - =  lim  ■  ■  -  —  lim  (aj  —  4)  =  —8 

jrj-^-4  Jt  |  4*4  xL  ->  -4  X\  +  4  j|-+-4 

Assiny  um  pequeno  aumento  em  a  a  parttr  de  a  =  -4  acarretard  aproximadamente  urn  deeres- 
cimo  de  8  unidades  em  y.  ^ 


■  TAXAS  DE  VARIAQAO  EM  APLICApOES 

Em  problcmas  aplicados,  as  tax  as  de  variacao  media  e  install  (fine  a  dcvem  ser  acorn  pan  had  as 
dc  unidades  apropriadas.  Em  gcral,  as  unidades  de  uma  taxa  de  variagao  de  y  cm  relagao  a 
x  sao  obtidas  “dividindo-se“  as  unidades  de  y  pel  as  unidades  dc  x  e,  entlo,  simplificando-se 
pelas  regras  usuais  da  Algebra.  Seguem-se  algunsexemplos: 


■  Se  y  es  liver  em  grans  Celsius  (°C)  e  x  em  cen  tf  metros  (cm),  entao  a  uni  dado  da  taxa 
de  variagao  de  y  em  relagao  a  x  sera  gratis  Celsius  por  centime tro  (*C/cm). 

*  Se  y  estiver  em  metros  por  segundo  (m/s)  e  a  cm  segundos  (s),  entao  a  unidadc  da 
taxa  de  variagao  de  y  em  relagao  a  a  sera  metros  por  segundo  por  segundo  (m/s/s),  o 
quo  e  usual meute  notado  por  m/s\ 

*  Se  v  estiver  em  newton-metros  (N  ■  m)  e  x  cm  metros,  entao  a  unidadc  da  taxa  de 
variagao  de  y  em  relagao  a  x  sera  newtons  (N),  pois  N  j  m/m  —  N. 

*  Se  y  estiver  em  metro-quilos  (m  ■  kg)  c  x  em  horas  (h),  entao  a  unidade  da  taxa  de 
variagao  de  y  cm  relagao  a  a  sera  metro-quilos  por  hora  (m  *  kg/h). 
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Trabalho  que  est£  sendo  fei  to  HMkg-m) 
Figure  3*1.13 


c  c 

SU* 

V)  T2 
■15  !s 

L-*  y 


U) 


C  N* 

1 

CL  O 
f= 

3  JS 

t/V  XJ 
OJ  ^ 

Q  8 


20 

!5 

10 


300  600  900  1200  1500 
Trabalho  que  est&  sendo  f esto  IV  {kg  rn) 

(a) 


►  Exemplo  10  O  fa  tor  limitante  na  resistencia  all&ica  6  o  desempenho  cardfaco,  isio  e,  o 
volume  tie  sanguc  que  o  coragao  pode  bom  hear  pur  unidade  de  tempo  durante  uirta  coni  pet  i- 
gao  atleiica.  A  Figura 3,1.1 3  mostra  um  grafico  de  teste  de  es  forgo  de  desempenho  cardfaco  V 
em  Niros  (L)  de  sangue  versus  a  quanlidadc  de  trabalho  que  esta  sendo  feita  W  em  quilogra- 
mas-metros  (kg  ■  m)  durante  1  minute  de  Icvantamcnto  dc  peso,  O  grafico  i lustra  oconhecido 
fa  to  medico  de  que  o  desempenho  cardfaco  aumenta  com  a  quantidade  de  trabalho,  mas, 
depois  de  atingir  um  valor  de  pico,  comega  a  cair. 


(a)  Use  arelasecante  que  aparece  na  Figura  3. 1 . 1 4a  paraestimara  taxa  media  de  desempe¬ 
nho  cardfaco  em  relagao  ao  trabalho  a  ser  exec  ut  ado  quandoeste  aumenta  de  300  para 
1200  kg '  m. 


(  It  a  u  hinrtjsnfck  Hn  t 1 


do  desempenho  cardfaco  em  relagao  ao  irabalho  que  esta  sendo  execuiado  no  ponto 
onde  elc  c  de  300  kg  ■  m. 


Solu^ao  (a )  Usando  os  pontos  estimados  (300, 1 3)  e  ( 1 200,  1 9\  a  inclinagao  da  reta  sec  an¬ 
te  da  Figura  3.1.14a  6 


19-  13 
1200  -  300 


0,0067 


L 

kg  rn 


Isso  signilica  que,  em  media,  0  aumcnlo  de  I  unidade  no  trabalho  que  esta  sendo  execuiado 
produz  um  aumento  de  0,0067  L  no  desempenho  cardfaco  no  imervalo. 


Sohi^ao  ( h )  Esti  mamos  a  inclinagao  da  eurva  de  desempenho  card  faeo  cm  W = 300  tragan- 
do  uma  reta  que  parece  encontrar  a  eurva  em  W  -  300  com  inclinagao  igual  a  da  curva  (Figura 
3. 1*1 4ft).  Esti  man  do  os  pontos  (0*  7)  e  (900,  25)  nessa  reta,  ob  teni  os 


Trabalho  que  esta  sendo  feito  w  ihg-m) 

(» 

Figura  3.1,14 


25-7 

>r_  Ju-  _ 

3  900  -  0 


0,02-—  M 
kgm 


EXEROCIOS  DE  CQWIPREENSAO  3.1  ( Ver pagina  178  para  respos fas.) 


i*  A  inclinagao  da  reta  (an genie  h  curva  y  -  j{x)  no  porno 
P(xir  f(xj)  6  dada  por 


—  lim 

x  -*  ,V0 


=  lim 

A-*  0 


"7 

2*  A  reta  tangeruc  a  curva  y  =  (a  -  1  r  no  ponto  (-  \ .  4)  tern  cqua- 
gao  4x  +  y  =  0.  Assim.  o  valor  do  li mile 

x2  -  2.V  -  3 


lim 

x  — *■  -*E  JC  -|-  1 


e 


3,  Uma  part  feu  la  se  move  ao  longo  dc  um  eixo  onde  s  esla  em 
metros.  Duramc  os  prime!  ros  5  segundos  do  movimemo,  a  po- 
sigao  da  partial  I  a  6  dada  por 

*  =  IQ-  (3 ■  -r)\  0  <  t  <  5 

U  se  essa  fungao  posicao  para  completar  cad  a  parte. 

(a)  Imcialmente,  a  part  feu  I  a  avanga  uma  distancia  dc _ _ 


tit  no  sent  id  o 


(posit ivo/negativo);  depois  re- 


veite  o  sentido,  percorrendo  uma  di  shine  Ea  dc _ 

m  durante  o  perfodo  de  5  s  rest  ante. 

(bj  A  veloddadc  media  da  partial  la  no  perfodo  de  5  segundos 
d_ _ , 

(c)  A  veloddadc  esealar  media  da  partfcula  no  perfodo  de  5 
segundos  £ , 

4,  Seja  s  =j\t)  a  cquagao  dc  nma  curva  posigao  versus  tempo  para 

uma  partfcula  cm  movimento  ret  it  me  o,  onde  .vestd  em  metros 
e  /  em  segundos.  Suponha  que  s  -  - 1  quando  /  ^  2  e  que  a 
vdoeidadc  instaudnea  da  partfcula  nesse  instante  e  de  3  m/s. 
A  equagdo  da  reta  langente  a  curva  posigao  versus  tempo  no 
instante  t-  2  6  _ . 

5.  Sapon ha  que  v  - u"  +  x< 

(a)  A  laxa  de  variagao  media  de  v  em  relagao  a  x  no  i  ntervalo 

2 < x <56  _ ,* 

(b)  A  taxa  de  variagao  instantanea  dc  y  em  relagao  a  x  em  .v  - 
0  6 
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EXERCICIOS  3.1 


EMFOCANOO  CONCESTOS 


L  A  figura  abaixo  mostra  a  curva  de  posigao  versus  tempo 
para  um  devador  que  so  move  para  cima  ate  60  m  e,  emao, 
descarrega  sous  pass  age  Ems. 

(aj  Estimc  a  velocidade  insiantanea  do  devador  enw  —  10  s. 

(b)  Esboce  uma  curva  de  ve  loci  dado  versus  tempo  para  o  movi- 
mento  do  devador  no  inter  valo  0  <  t  <  20. 


Figura  Ex- 1 


2,  A  figura  abaixo  mostra  a  curva  posigao  versus  tempo  dc  um 
automdvel  durante  um  perfndo  de  10  s,  Use  os  segmentos  de 
ret  a  mostrados  na  figura  para  estimar  a  velocidade  instama- 
nea  do  automdvel  nos  instances  i-  4  s  e i  =  8  s. 


3.  Um  para-qucdista  cai  verticalmente  do  um  aviao.  A  figura 
eui  unexo  mostra  o  gralico  da  distancia  s  cafda  polo  para- 
qucdista  versus  o  tempo  /  desde  o  saUo  do  aviao- 

fa)  Use  o  segmento  de  reta  quo  acompanha  o  gr£lieo  para 
estimar  a  velocidade  c scalar  mstantunea  do  pam-que- 
dista  no  ins t ante  r=  5  s. 

(b)  E  slime  a  velocidade  esc  a  tar  instantanea  do  para-que- 
dista  no  instants  t  -  17.5  s.  O  que  pareee  estar  ocorren- 
do  com  a  velocidade  escalar  do  para-qiiedlsta  ao  Iongo 
do  tempo? 


4.  A  tic nra  abaixo  mostra  a  curva  de  posigao  versus  tempo 
para  uma  cena  pari  feu  la  se  movertdo  ao  Iongo  de  tuna  liuha 
reta.  A  partir  do  gralico,  estime  as  seguintes  quant  [dudes; 

(a)  a  velocidade  media  no  intervale  0  <  t  <  3 . 

(b)  os  va  lores  de  i  nos  quais  a  velocidade  instant  a  nea  ii 
zero. 

( c )  os  va  [  ores  de  r  nos  qu  ai  s  a  vetoci dude  t  n  si  an  to  nea  6  m  £- 
xirna  ou  minima, 

(d)  a  velocidade  instantanea  quando  t  =  3  s. 


0  1  2  3  4  5  6  7  8 

Tempo  {$) 


Figura  Ex-4 


5 »  A  figura  abaixo  mostra  a  curva  de  posigao  versus  tempo 

para  cena  partfcida  movendo-se  sobre  uma  I  inha  reta. 

(a)  Onde  a  part  feu  I  a  se  move  mais  rap  id  a  men  te.  em  q  ou 
q?  Explique. 

(b)  Na  origem,  a  tangente  e  horizontal.  Que  in  form  agio 
sobre  a  velocidade  inicial  da  parti  cu  la  isso  nos  da? 

( c)  A  part  lc  ula  est  a  an  me  ntando  ou  d  i  m  i  nu  i  n  do  su  a  ve  loci- 
dade  escalar  em  |/(r  /r]?Expiique, 

(d)  E  no  intervale  [q ,  q],  sua  velocidade  escalar  est  a  au- 
mentando  ou  dimimiindo?  ExplEquo. 


(?.  Um  automovd.  inicialmente  em  repouso.  eomeca  a  sc  mo¬ 
ver  sobre  um  cam  in  ho  reto.  A  velocidade  aumentu  de  niodo 
uni  forme  aid  que,  dc  repente,  ao  ver  uma  barreira  de  con¬ 
crete,  o  motorists  frda  hrrncmcnte  cm  q.  O  carro  desace- 
lera  rapid  am  ente.  mas  d  muito  tarde  -  ele  se  eh  oca  com  a 
barrel  ra  no  instante  q  e  volt  a  mstantaneamente  ao  repouso. 
Esbooe  uma  curva  do  posigao  versus  tempo  quo  possa  re- 
presentar  o  mo  vi  men  to  do  carro. 


7.  Se  uma  parti  cu  I  a  se  move  com  velocidade  constante,  o  que 
pode  sei  dito  sobre  a  curva  dc  posigao  versus  tempo? 

8*  As  figuras  em  anexo  most  ram  as  curvas  de  posigao  versus  tem¬ 
po  para  quatro  partlculas  diferentes  movendo-se  sobre  linhas 
retas,  Para  cada  particula,  determine  se  a  velocidade  instanta- 
nca  esta  aumentando  ou  diminuindo  com  o  tempo. 
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9-12  SSo  dados  uma  fungao  y  =  fix)  e  os  valores  de  _v0  e  jrr. 

(a)  Encontre  a  las  a  de  variagao  media  de  y  ern  relagao  a  x 
no  intcrvalo  [%,  jt'J. 

( b )  Eneori tre  a  ta  xa  do  va r  i ag ao  inst anta  n  ea  de  v  cm  re!  agao 
a  x  no  valor  especificado  de  x<y 

(e )  E  ncoi  1 1  re  a  la xa  de  variag  So  i  nsianta  nea  de  y  em  re  I  agio 
a  x em  urn  valor  arbitrdrio  de  x{r 

(d)  A  tax  a  de  variagao  media  em  (a)  e  a  inclmagao  de 
uma  cerla  ret  a  secame.  e  a  taxa  de  variagao  inst  a  ma¬ 
ne  a  em  (b)  e  a  inclmagao  de  uma  eeiia  reta  tangente. 
Esboee  o  grafico  de  y  =/(a)  junto  com  essas  dims 
retas. 

9*  y  =  2.v2;  Ap  =  0?  x\  —  1 

£0*  v  —  x ■■ :  A'o  =  I,  x i  =  2 

11.  y  =  \/x\  xq  =  %  A-t  —  3 

12*  y  “  \/x2;  xq  “  1T  jct  —  2 

13-16  Sao  dados  uma  fungaO  y  =J\x)  e  um  valor  de  % 

(a)  E  ne on  l  re  it  it l  a  f6rir mla  para  a  i  ncl  i  nagiSo  d  a  rela  la  n  gen  - 
Le  ao  grafico  de/ em  um  ponto  arbitr&rio  a1  =  x0. 

(b)  Use  a  formula  obi i da  em  (a)  para  encomrar  a  i  ncl in agao 
da  rela  tangente  para  o  dado  valor  de  xt). 

13.  /(.V)  =.V--  i;  .Tf)  =  - 1 

14.  f(x)  ^x2  +  7>x  +  2;  .v0  =  2 

15.  fix)  =  CT'-  *0  —  1 

16.  fix)  =  1/%/x;  .vo  =  4 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


17.  Su  p< >n  h  a  que  ii  a  f  i  g  u r a  a  segu  i  r  es  lej  a  a  e  u  r  va  d  e  te  m  p  era  - 
air  a  externa  em  T  versus  tempo  relative  a  urn  periodo  de 
24  boras. 

(a)  Estcrne  a  tempera  turn  maxima  e  o  instante  no  qual  eta 
ocorre. 

(b)  O  aumenlo  da  temperatura  entre  Hh  e  14h  e  razoavel- 
mertle  linear.  Estime  a  taxa  segundo  a  qua!  a  tempera- 
tnra  esta  aumentanda  durante  esse  periodo. 

(c)  EstEme  o  tempo  no  qual  a  temperatura  decresee  mats 
rapidamente.  Estime  a  taxa  de  variagao  instantanea  da 
tcmperatura  em  relagao  ao  tempo  naquele  inst  ante. 


Fi^ura  Ex- 17 


IS.  A  figura  abaixo  mostra  o  grafico  da  press  ao  p  em  aunosle- 
ras  (atm)  versus  o  volume  V  em  litres  (L)  de  1  mol  de  um 
gas  ideal  a  uma  tcmperatura  const  ante  de  300  K(kelvin). 
Use  as  ret  as  tangentes  mostradas  para  estiniar  a  taxa  do  va- 
ri agilo  da  press  ao  em  re  I  agile  ao  volume  nos  pantos  em  que 
V-  10  L  e  V  =  25  L. 


1 9*  A  f  i  gu ra  abai  xo  m ostra  o  gra  I ico  da  a  1 1 it ra  h  c  m  cent  t met  ros 
versus  a  idade  /  em  anos  de  um  individuo,  desde  o  nasci- 
memo  ate  os  20  anos, 

(a)  Q  u  an  da  a  tax  a  de  erese  i  me  n  to  e  m  ax  i  ma  ? 

( b)  Est  i  me  a  la  xa  de  ere  sei  me  n  t  o  aos  5  a  nos. 

(c)  Apraximadamcnic  cm  que  idade,  entre  10  c  20  anos,  a 
taxa  de  crescimento  ^  maxima?  Estime  a  taxa  de  cres- 
cimento  nessa  idade, 

(d)  Eshoee  um  grafico  aproximado  da  taxa  de  crescimento 
versus  idade. 
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20.  Urn  a  pedra  cai  de  Lima  a  I  mm  de  170  m  em  diregao  ao  solo. 

Em  /  seg  undos,  a  disiancia  percorrida  pel  a  pedra  6  de  s  = 

1 6r  m. 

(a)  Quanios  segundos  apds  o  irrieio  da  qtieda  a  pedra  atinge  o 
solo? 

(h)  Qua  I  6  a  velocidadc  m6dia  da  pedra  durante  a  queda? 

(c)  Qua  I  c  a  velocidadc  mddia  da  pedra  nos  3  primeiros  segun- 
dos? 

{d )  Qua!  e  a  velocidadc  install  la  nca  da  pedra  quando  eta  atinge 
o  solo? 

21,  Durante  os  40  segundos  ini  dais  de  voo,  urn  foguete  6  di spam- 

do  diretamente  para  dm  a.  de  lonna  que  a  alt  lira  atfngkla  eni  t 

segundos  6  de  s  =  rV  vTo  m. 

(a)  Qual  6  a  aUura  atingida  cm  40  s? 

(b)  Qual  6  a  velocida.de  media  do  foguete  dumnte  os  priinei- 
ros  40  s? 


(c)  Q  ua  I  e  u  ve  I  oc idade  nie'd  i  a  do  fogu  ete  d u  mote  os  pri  mei  ros 
L35  m  de  voo? 

Cel)  Qual  d  a  velocidadc  instantanca  ao  fim  dos  40  segundos? 

22,  Urn  iuitomdvel  6  conduzido  ao  longo  de  uma  estrada  ret  a  do 
tal  forma  que,  deeorridos  0  <  t  <  12  segundos,  esta  a  s  =  4,5/" 
metros  de  sua  posigao  inicial. 

fa)  Encontre  a  velocidadc  media  do  carro  no  intervalo  [0.  12]. 
f  b )  Encont  re  a  vel  oei  d  ad  e  i  nsia n  tanea  d  o  carro  aos  /  ”  6  s. 

23,  Uma  pa  rtf  cut  a  move -sc  no  sentido  posit!  vo  de  urn  cixo  de  tal 
forma  que,  apes  t  minutos,  sua disliincia  €s  -  6/:  centimetres 
da  or E genu 

(a)  Encontre  a  velocidadc  media  da  partfcula  no  inter valo 
[2.4]. 

( b )  Encon t  rc  a  ve  l oci dad  e  i  Eista  nta nea  e  m  /  =  2 . 


l/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  3.1 


.  fix)  ~  /Uo)  f(xo  +  h)  -  f(xo)  ,  ,  ,  ,  ...  ,  ,  13  ,  ,  ,  „ 

1.  - 4  - — 7 - —  2.  “4  3,  (a)  9;  positive?:  4  (b)  1  m/s  (c)  —  m/s  4,  s  =  3/  -  7 

-V  -  .Vo  h  5 

5,  (a)  rm  =  8  (b)  r,=  1 


3.2  FUNQAO  DERIVADA 


Nest  a  seqdo  disc  at  i  re  mo  s  o  conceito  de  uma  “de  rivada  ”,  que  e  a  principal  ferramenta 
matemdtica  i  itilizada  para  calc  alar  e  estudar  as  taxas  de  variaqdo. 


M  DEFfNIQAO  DA  FUNQAO  DERIVADA 

Na  ultima  segao  most  ram  os  que  sc  o  IE  mite 


lim 


existe,  entao  podemos  interprcta-lo  ou  como  a  inclinagao  da  rcta  tangente  a  curva  v  =fix)  no 
ponio  .v  -  xif,  ou  como  a  laxa  dc  variagao  in  slant  tinea  de  y  cm  refaeao  a  x  cm  x  -  [ver  Formulas 
(2)  c  (13)  daquela  segao],  Esse  limite  e  tao  import  ante  quo  possui  norugao  especial: 

fix 0  +  d)  -  /(.Vo) 


/  (xq)  -  lim 

h  '"*G 


h 


(1) 


Podemos  pensar  em  /  (que  se  le  “efe  linha'7)  como  uma  funcao  cuja  entiada  e  xn  e  cuja 
safda  e  o  numero  fix,)  que  represent  a  on  a  inclinagao  da  tela  tangente  a  v  -f(x)  ern  a  -  xa,  ou 
a  rax  a  de  variagao  instanianea  de  y  cm  relag  ao  a  x  em  ,v  -  x^.  Para  enfatizar  esse  ponto  de  vista 
funcional,  substitufmos xCi  por  x  cm  (1)  e  cstabelecemos  a  delinigao  a  seguir, 


A  expressao 

fti  +  h)  -  fix) 

h 

que  aparece  em  (?)  &  comum&nt®  cha- 
mad  a  de  c<quocEente  de  dEferengas4 


3,2,1  ]>J4  iNJrAt>  A  ltmgao  f  definidapela  formula 

fix  4-  hf  -  fix) 


f\ x)  —  lim 

/r-^O 


h 


(2) 


c  denoiuinada  derivada  de  f  ern  rektqao  a  x<  O  dornmio  de  /  consiste  eni  todos  os  x  do 
domfnio  de/p  ara  os  qua  is  exisle  o  limite. 
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()  termo  "derivada"  e  us  ado  porque  a  lungao  fr  deriva  da  fungao  /  por  meio  de  uni 
limite. 


►  Hxemplo  1  Encontre  a  dcrivada  em  relagao  a  a  de  /(a) = x“  +  1  c  use-a  para  encontrar  a 
equagao  da  reta  tangente  a  y  =  x2  +  I  em  x  =  2. 

Sofuyao  Segue,  de  (2)  que 

,  r  fix  +  A)  -  f(x)  r  |  (a-  +  A)1  +  1]  -  [a2  +  1 1 

f  (a)  =  hm  - - -  —  lim  - - - 

o  h  //-*<>  h 

a2  d”  2rXh  "H  lt~  ■+■  I  —  a-  ™  1  2a h  ■+* 

—  lim  - — - — — - - — — - -  —  Inn  — - - — — 

ft-»  0  h  h-*Q  h 


=  lim  (2a  +  h)  =  2a 
0 

Assim,  a  indinugao  da  reta  tangente  a  y  =  v'  +  1  cm  a  -  2  <5  f\ 2)  =  4,  Como  y  ~  5  para  a 
a  formula  ponto-inclinagao  da  ret  a  tangente  6 

y-5  =  4(a-2) 

que  podemos  reeserever  no  formato  inclinagao-coite  como  y -4a  +  3  (Figura  3.2, 1  ).  < 


=  2h 


Podemos  pensar  em  j  como  uma  fungao  “que  produz  incli  nagoesd  no  sentido  de  que  o 
valor  dc  /  (a)  cm  a  =  a(>  c  a  inclinagao  da  reta  tangente  ao  g calico  de  /  cm  a = xa.  Esse  aspeeto 
da  dcrivada  estii  ilustrado  na  Figura  3,2.2,  que  mostra  os  graftcos  de  /(a)  -  x~  +  I  e  de  sua 


derivada  f  \x)  =  2x  (ohtida  no  Exemplo  I ).  A  figura  i lustra  que  os  valotes  de  /  (a)  =  2x  em 
.a  —  —2, 0  e  2  conespondcm  as  inclinagSes  das  retas  tangenics  ao  grafico  dc  /(a)  -  a"  4*  1  nes- 


scs  valores  de  a. 


Figura  3*2.2 


Em  geralf  se  f  (a)  esla  definida  em  x  =  a{],  entao  a  formula  ponto-inclmagao  da  equagao 
da  re  la  tangente  ao  gr&fico  de  y  ~  fix)  no  ponlo  (x.{,,  f(x0))  e  dada  pot 


“  /(*,>)  =  f  '(xg)(x  -  Jf„) 

ou,  equivalentemente,  por 


y  =  f(x»)  +  -  A',)) 


ISO  Calculo 


Figura  3.2,3 


£m  cada  ponto,  a  reta 
tangente  tem  me  l  i  nag  so  he 


Figura  3.2,4 


O  resultado  no  Exemplo  3  6  consis¬ 
tent  com  nossa  observagao  anterior 
de  que  a  taxa  de  variagio  de  v  em  re- 
lagao  a  i  ao  longo  da  rata  y  =  rti,v  +  b 
e  constante,  e  essa  constante  e  m. 


►  Exemplo  2 


(a)  Eneonlre  a  derivaefa  em  relagao  a  x  de  f(x)  -  x  -x. 

(b)  Faga  os  gr&ficos  de  f  e  /  juntos  e  discuta  a  relagao  entre  am  bos* 


S&lu^ao  (a) 


f\x)  =  lim 
h  ->  o 


lirn 

A-*0 


Inn 

fi-*0 


lim 
k-*  o 


fix  +  it)  -  fix) 
h 

[(*  -f  Ii)}  -  (x  -f  /j),l  -  [x*  -  ,r] 

h 

Hh  3jc2/i  +  3 xh2  +  hy  -x  -  h  \  -  j.r3  -  ,v  | 

Ji 

3x:h  +  3  xh2  4-  /3  —  /t 

/I 


lim  [3aj  +  3x/i  -h  h~  —  1 1  —  3x“  —  1 
/?  — v  o 


So/wfaa  ib)  lima  vez  que  fXx)  pode  ser  mterpretada  como  a  indinagao  da  reta  tangente 
ao  grMco  de  y  =  fix)  no  ponto  x ,  a  derivada  /  (x)  e  posiliva  ondc  a  reta  tangente  y  =  f{x)  tem 
indinagao  positive,  e  negativa  ondc  a  indinagao  e  negativa,  e  e  zero  onde  a  reta  tangente  c 
horizontal.  Deixamos  para  o  lei  tor  a  veritlcagao  de  que  isso  cstii  cm  con  fonni  dado  coin  os 
gr&ficos  de  fix)  =  x*  ~  x  e  f'(x)  -  3  mOS  trades  na  Figura  3.23.  ^ 


►  Exemplo  3  Em  cada  porno  jc,  a  tangente  a  reta  y  -  mx  +  b  coincide  com  a  propria  reta 
(Figura  3.2.4)  t\  portanto,  todas  as  reins  tangentes  leiu  indinagao  m.  isso  sugere  geonietrioa- 
mente  que,  se  fix)  =  mx  +  lx  entao  f\x)  =  tn  para  todo  x.  Isso  e  conflrmado  pdas  segu  bites 
cfileulos: 


fix)  —  lim 

k  — •  0 


—  lim 

h  —  0 


fix  +  h)  -  fix) 
h 

lm(A-  -f-  h)  +  b]  -  [mx  +  £[ 


=  lim 


mh 


=  lim  m  =  m 

ti  -+  0  h  k^o 


►  Exemplo  4 

(a)  E  neon  ire  a  derivada  em  relagao  a  x  de  f(x)  -  +fx. 

(b)  Eneonlre  a  indinagao  da  reta  tangente  a  y  -  ^fx  em  x  -  9. 

(e)  Eneonlre  os  limiles  de  /'(.v)  quando  x  —$  0+  e  quando  x  — >  +co+  e  explique  o  que 
esses  limiles  dizem  sobre  o  grafico  de  f. 

Soluyao  (a)  Lcmbrc  que  no  Exemplo  4  da  Segao  3. 1  oblivemos  a  indinagao  da  reta  tangem 
te  a  y  =  <Jx  em  x  -  x0  como  sertdo  mls,  -  \/(2s/xq  ).  Assim,  f  (x)  -  I  (2*/x ). 

Solu^ao  (b)  A  incl i nagao  da  reta  tangente  em  ,r  =  9  6  f  (9);  logo,  a  partir  de  (a),  essa  incli- 
na^3o  e  f(9)  =  1/(2^)=  5. 
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Solugdo  (c)  grafic  e  /  x  -  */x  e  e  /  .r  =  1/  2s/x  a  m  Ira  na  Figura  3  2  5 
here  ue  f 'x  >0  e.t>0T  tie  igmfica  net  a  a  reta  tangente  a  grafic  ey-*/x 
tem  inc  inagoe  iii  a  em  I  nl  e  e  inter  a  m 


..  1 
bm  — — 

2/v 


—  +00 


!im  —  =  0 

X->+X  2  y/X 


grafic  c  t  rna  ca  a  ez  mai  ertica  uan  x  — >  0+  c  ca  a  ez  mai  h  riz  nta 

x  — >  +go  M 


nan 


Figura  3.2.5 


■  USANDO  DERIVAOAS  PARA  CALCULAR  VELOCIDADE  IMSTAMJANEA 

Segue  a  F6rmu  a  a  Sega  3  ]  ub  Utuin  f0  r  /  ues  ts—ft  ea  unga  Ic^il 
c  urna  articu  a  em  m  iment  reti  fne  ,  enta  a  e  ci  a  e  in  tantSnea  em  um  in  tante 
arbitral  i  t  6  a  a  r 


V\  =  lim 
^  o 


h 


m  a  ircif  c  ae  uaga  ca  cri  a  a  a  unga  /  c  m  aria  c  in  e  cn  enter  em 
e/  cj  t  egue  ue,  e/ r  unga  iga  e  uma  art  feu  a  em  m  iment  refi  me  , 
enta  a  unga 


t'(0  =  f'iO  —  ,limo 


nt + it)  -  m 

h 


4 


re  rc  enta  a  e  ci  a  c  in  lanlanea  a  articu  a  n 
ue  4  e  a  ftmgdo  velocidade  instantdnea  u,  mai 
articu  a 


in  tante  r  n  e  Oentcmente,  i/em 
im  e  i  no  me,  a  fun$do  velocidade 


a 


►  ExemploS  embre  uc  n 
ria  a  ,  a  unga  iga  e  um 
a  turn  c  1250  e  acima  nf  e 
1250—  1  t2  ui,  /  t  e  me  i 
er  arga  b  et 


E  cm  a  Sega  3  1  im  ue,  b  hi  ote  car 
b  et  arga  a  l  Em  ire  Slate  ui  ing,  e  uma 
urua,  e  er  m  ca  a  ca  unga  iga  s  —  f  t  - 
em  6  acima  m  e  a  rua  e  t,  em  egun  e  i  c 


a  Knc  ntre  a  unga  e  ci  a  e  b  ct 

b  Enc  ntre  inter  a  clem  a  ng  ua  aea  unga  c  ci  a  c 
c  ua  ca  c  ci  a  c  bet  a  atingir  nf  c  a  rua 


Soiu^do  (a)  Segue  c  4  ue  a  unga  c  ci  a  e  c 


/{r  + /i)  - /(*)  [  1 250  —  16{r  4-  h)2]  —  j  1 250 

u(f)  —  lim - —  iim - 

h  0  h  h-f-  0  h 

-16|/2  +  2//i  +h2  -f2]  l  2 th  +  h1 

—  lim  - ~  — 16  I  Um  - 

h-^0  h  \  h  -4  o  h 


16f2] 


=  —16  lim(2r  +  /i)  =  -32/ 


n  ea  uni  a  e  a  e  ci  a  c  a  e  r  egun 

Solu^da  (b)  unga  c  ci  a  ecm  a  e  ai  a  a  artir  in  tante  f-0Tern  ue  be 

t  e  arga  }  ate  in  tante  r^em  ue  bate  n  ,  u  e  a,  uan 

1250-1  /[  =  0  ute  ui  a  entemente*  1  t\-=  1250 
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Reso  Ivendo  para  o  valor  positive  de  rt,  conclufmos  quo  a  fungao  velocidade  c  v&lida  aid  o 
inslantc 


t] 


Saht^ao  (c  )  Para  encontrar  a  velocidade  do  objelo  quando  ufinge  o  solo,  substiUifmos  o 
valor  de  r}  obtkio  cm  (b)  na  fungao  velocidade  vU)  =  -32 1.  Assim,  obtemos 


v(t\)  =  -32  r,  =  -32. 


1250 


16 


-282,8  pes£  < 


Ron  to  de 

tangeneia  vertical 


Figure  3.2,6 


■  DIFERENCIABIUDADE 

E  possfvel  que  o  limite  que  define  a  derivada  de  ujna  funqao/nao  exista  em  certos  ponies  do 
domimo  de  j\  Nesses  pontos,  a  derivada  nao  esta  defmida,  Para  levarem  coma  essa  possibilb 
dade,  introdu/dmos  a  seguime  terminologia. 


3,2.2  DKFJNI^AO 
tc  o  limite 


Dizemos  que  uma  fungao /e  diferencidvel  on  derivdvel  em  xit  se  exis- 


f(x0) 


=  lim 

h  -*  0 


/Uo  +  h)  ~  fix oJ 
h 


Se/e  diferenciavel  em  cada  ponto  do  iniervalo  aberto  (ay  b\  entile  dizemos  que  a  fungao  e 
diferencidvel  em  (a,  b)  c,  anal  ogam  cute,  em  intervales  abertos  da  forma  (a,  +oo)T  (-oc,  b ) 
e  {—oo,  +oo).  Nesse  ultimo  ease,  dizemos  qu a  f  6  diferenci&vet  em  toda  parte. 


Geomelricameme,  uma  fungao /  e  diferenciavel  em  xn  se  o  grafico  de  /possuir  uma 
reta  tango  me  em  a,..  Assirn,  /  nao  e  derivdvel  em  cada  ponto  xlp  em  que  as  retas  sec  antes  pel  os 
pontos  P(xi},  fixj)  e  Q{x,f(x))  distinlos  de  P  nao  tciiderem  a  uma  unica  posigao  limite  ndn- 
verticcd  quando  x  — >  x(].  A  Figura  3,2.6  exibe  duas  situagfics  conums  nas  quais  uma  fungilo 
que  e  contfnua  em  xu  pode  deixar  de  scr  derivavel  em  xiy  Essas  siluagoes  podem  ser  deseritas 
i  n font i  al  m  en  te  co  mo 


•  pontos  com  bieo 

•  pontos  de  tangeneia  vertical 


Em  um  bieo,  as  inelinagoes  das  retas  secantes  lem  limiles  distimos  pela  esquerda  e  pela  direita 
e,  portanlo,  o  limite  bilateral  que  define  a  derivada  nao  ex  isle  (Figura  3.2.7).  Em  um  ponto  de 
tangeneia  vertical,  as  inc  Imagoes  das  retas  sec  antes  tendem  a  +oo  on  -oo  pela  esquerda  e  pela 
direita  (Figura  3.2.8),  portanto,  novamente  o  limite  que  define  a  derivada  nao  existe. 


Figura  3.2,7 


.v 

+- 
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Eastern  oulras  circunstSncla$  nrienos 
6bvias  sob  as  qua  is  uma  ftingao  pode 
deixar  de  ser  diferenctevd.  {V&t.  por 
exempJo,  o  Exerctcio  45 ,) 


Como  i  lustra  a  Figura  3.2,0,  a  diferenciabiJidade  em  x(}  tambdm  pode  sei  descrita  in¬ 
formal  men  (c  em  termos  do  com  porta  men  to  do  gratico  de  /  sob  amplitudes  eada  vez  maiores 
no  ponto  P(x^  /Cvfl)).  Se/d  derivavel  em  xnt  entao  com  amp  liases  sufic  ientemenLe  gnindes 
em  P  o  gratico  parece  ser  uma  reia  nao -vertical  (a  reia  tangente);  se  ocorrer  um  bico  em 
xip  enlao  esse  bico  pcrsislira  cm  qualqucr  ampliaqao,  por  maior  que  seja,  e  o  gratico  nunca 
parecera  uma  reta  nao- vertical;  final  men  te,  se  ocorrer  uma  langencia  vertical  em  am,  enlao  o 
gratico  de/parecera  uma  rein  vertical  com  ampliagoes  sufici  entente  rate  grandes  em  P. 


Nao-diferenciSvel  em  ,v 


Nao-diferenci^vef  em  x 


y  =  1*1 


Figura  3,2*10 


+  >' 


V  =  f(x)  * 


l.  x  >  0 
-1,  A-  <  0 


X 

-> 


►  Exemplo  8  O  gratico  dc  y  -  \x  na  Figura  3.2. 1 0  sugere  quc  ha  um  bico  em  x  =  0,  e  isso 
implies  que  fix)  =  \x\  nao  e  di ferenciavel  naquele  ponto. 


(a)  Prove  que  fix)  -  |a]  nao  e  diferencidvel  cm  x  -  0,  most  ran  do  que  o  limits  na  Detin  ti 
qao  3/2.2  nao  exisle  naquele  ponto. 

( b )  Enc  on  t  re  u  m a  form  u  I  a  p ara  /  (  a  ) . 


Solu^ao  (a)  Da  Formula  (5)  com  x„  =  0,  o  valor  dc  f  { 0),  sc  cxLsiissc,  scria  dado  por 


^  «  /(0  +  A)-/(0)  r  f(h)~m  v  \b\ »  |0|  r  |/!| 

/  (0)  =t  lirii - -  —  hm - - =  lim  - - —  hm  — 

k~*Q  h  h -=■  o  h  h~+Q  h  /f~*g  h 


(6) 


Mas, 


W 

h 


1,  h>  0 
1,  he  0 


porta  nfo 


m  H  = 

h  -*  0  I  t 


e  lim  —  =  1 

A-*ir  ft 


Como  esses  limites  nao  sao  iguais,  o  limite  bilateral  cm  (5)  nao  exisle  e,  coiisequcntcnicnte, 
f(x)  =  \x\  nao  e  di  ferenciavel  em  x  -  0, 

Solumo  (b)  U ma  formula  para  a  derivada  de  f(x)  =  \x\  pode  ser  obtida  eserevendo-se  \x\  por 
partes  e  tratando-se  os  casos  .v  >  0  e  x  <  0  sepamdameme.  Sc  x  >  0,  entao  fix) =.v  e  f  \x)  =  I ; 
e  se  x  <  0,  entao  f(x)  =  -x  e  f  (x)  =  -1 ,  Logo, 


/'CO  = 


1,  x>0 

I ,  x  <  0 


O  gratico  dc  f  6  mosirado  na  Figura  3,2. 1 1.  Observe  que  /  nao  e  euntfnua  em  jr  -  0;  logo, 
esse  cxemplo  mostra  que  a  derivada  de  uma  funcao  que  6  contfnua  cm  toda  parte  nao  precisa 
ser  contfnua  em  toda  parte.  + 


Figura  3.2*1 1 
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Um  teonsima  que  diz  'se  a  afirmacao 
A  £  vordadeirap  tmtao  a  afirmagao  6 
e  vercfadeira"  £  equivalence  ao  teore* 
ma  que  diz  *'se  a  al^ma^o  B  n&o  a 
verdaaetra,  oni£o  a  afirmag^o  A  n3o 
6  vardadaira".  Dizomos  qua  os  dote 
taorennas  e$l£o  em  forma  cantrapo- 
\ifivu  um  ao  outro,  Assim,  oTeorema 
3,2.3  pode  ser  reescrito  na  forma 
contrapositiva  como  "se  a  fungao  / 
jiao  e  conti nua  ene  entao  jf  nSo  e 
diterenciAvel  emjf, 


c  ran  gene  i  a 


■  A  RELApAO  ENTRE  DlFERENClABILIDADE  E  CONTINUIDADE 

a  abem  ue  ungoe  na  a  i  erencia  ei  em  nt  e  m  hie  e  em  nt 
ertica  ro  im  te  renia  m  tra  ue  ungoe  na  a  i  crencia  ei  em  m  e  e  c  n 
tinui  a  e  Pi  arem  i  m  Iran  uet  e/e  i  erencia  e  em  um  nt  s  CiUa  f  C  t  er 
c  ntmua  lie  e  nt 


3*2.3  teorkMA  Se  J  e  diferetwkivel  no  panto  a';p  entdo  f  e  contain  a  etn  _vrr 


dj:monstra(/ao  S  u 
e  i  teee  a  a  r 


Para  m  Irar  ue/ee  ntfnua  em  a()>  e  em  m  Irar  ue  f(x)  —  f(x$),  il  e  ui 

a  entemente, 

im  L/T.v}  -  /(a(I)!  -  0 

X  -Vo 


n  ue  /  e  i  crencia  e  cm  _r0,  tom  e,  a  artir  e  5  ,  ue  f*  x( 


f(Xi)}  =  im 

ff^O 


f(x o  +  A)  -  /( 


h 


*o)  j 


7 


E  re  an  i  em  term  a  aria  e  h  =  x  —  x^  e  em  i  ar  ue 

, im[/C*o  4-  h)  -  /(*<,)]  =  0 
ft  — *  o 

ntu  ,  i  e  er  r  a  u  an  e  7  ,  e  m  egue: 


im  [f(x(i  +  h) 
h— *  0 


/(AO)]  =  im 
ft->  0 


/(■TO  +  h)  -  /(Jto) 
h 


im 


fUn  +  ft)  ~  /(aq) 

/i 


■  i  m  A 


=  f\x 0)  •  0  -  0 


ADVERTtNCiA 


A  recipraca  do  Teorema  3,2,3  4  falsa, 
ou  seja,  uma  tungao  pode  ser  con  to 
nua  em  um  panto  sem  ser  diferena- 
Svet  nele.  Isso  ocorre,  por  exemplo, 
em  bicos  be  tungoes  continuas,  P'dr 
oxomplo,  /  x  =  p|  6  continue  &m 
jc  =  0,  mas  nao-  e  diferenctevel  nesso 
ponto  (Ex&rriplo  6), 


re  aga  enlre  a  c  nlinui  a  c  e  a  i  crcnciabi  i  n  e  tc  e  gran  e  ignifica  hi  to 
rie  n  c  en  imeni  ^  cu  inici  ecu  X  X,  matcmatic  acre  ita 
am  ue,  e  uma  unga  e  ntmua  ri  e  e  limit  nl  e  na  i  ereneiabi  i  a  e,  e  e 

nt  ,  c  m  ente  e  um  err  te,  e  eriam  e  tar  e  ara 


e  iga 


r  egmem 


ecur  a  l  a  Figura  3  2  12  E  ee  uf  c 


e  e  e  berta  ue  c  megamm  em  1  34  a  ue  e  an 


um 


un  utr 
3  emiba  r  uma  <irie 
a  re,  fi  6  e  matematic 


a  emia,  chama 
c  ntmua  ue  na 
nuUemalic  a  ema 


rma  cc  n  truir  uma  unga 


ernhar  ?an  ,  c  c  briu  uma 
e  i  ereneia  e  em  nenhum  nt  ai  tar  e,  cm  l  0,  gran  e 
ar  eier  tra  bi  graft  a  3  3  a  re  ent  u  a  rimeira  6rmu  a  ara 

it  im 


uma  ta  ungS  E  e  griilic  il  im  f  ei  e  er  Lraga  bic  S  ta  numer 

ue  l  a  am  iaga  c  um  egntent  a  cur  a  re  e  a  mai  bic  e  c  berta  e  a 
ungoe  at  bgica  i  im  rtante>  &  rue  i  a  ue  l  m  u  matematic  e  c  nlia  e 

ua  intuigS  ge  meliiea  e  e  igente  era  maternal ica  reci  a  eeentemente,  lai 
uneoc  a  a  ram  a  e  em  enhar  um  a  e  un  amenta  n  cin  c  bet  gc  meiri 

c  en  mina  fractals  racial  re  e  aram  uma  r  em  ara  enornen  natmai  ue 

cram  e  carta  anteri  rmente  e  in  en  a  eatori  c  eaotic 


Figura  3,2  J  2 
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Figura  3,2 .13 


■  DERIVADAS  NOS  EXTREMOS  DE  UM  INTERVALO 

Se  uma  fungao/esti  detinidu  em  um  imervalo  fechado  [a,  b\,  mas  nao  fora  dele,  entao  f  nuo 
esid  definida  nos  extremos  dessc  imervalo  porque  derivadas  sao  1  unites  hi  laterals.  Para  iraiar 
disso  detin Imos  a  derivada  pela  esquerda  e  a  derivada  pela  direita  por 

e,  ,  ,  /(•*  +  h)  ~  fix)  ,  fix  +  It)  -  fix ) 

,/-W=  lim  - - -  e  f+{x)  —  lull  - - - 

h  — ►  a-  h  h 

respectivamente.  Essas  derivadas  sao  chamadas  derivadas  laterals.  Geometrieamente,  fL(x) 
e  o  limitc  das  molinagdes  das  ret  as  sccanies  quando  x  e  apruximado  pela  esquerda  e  f\.{x)  6 
o  3  i  mite  das  inc  Imagoes  das  ret  as  see  antes  quando  aj  e  aproximado  pda  direita.  No  ease  de 
urn  intervale  fechado  \a,  b\t  en  tender  ernes  quo  a  derivada  no  extreme  esquerdo  e  /|(a)  e  a 
derivada  no  extreme  direik)  e  /_(£>)  (Figura  3.2.13). 

Em  geral,  di/emes  que/d diferencidvel  cm  um  imervalo  da  forma  [a,  b ],  [a,  -kx>)s 
(— oo,  h\s  [rt,  b)  on  (a,  b]  so/ for  diferenemvd  em  eada  pome  do  interior  de  intervale  e  se 
ex 3 stir  a  derivada  lateral  apropriada  em  eada  extreme  inelufdo  no  intervale. 

Pode  serprovado  qae  uma  fungao/e  continua  pela  esquerda  naqueles  pantos  em  que 
existc  a  derivada  pela  esquerda,  e  continua  pela  direita  naqueles  ponies  em  que  existe  a  den¬ 
vada  pela  direita. 


Adtante  daremos  signrficados  espe- 
cificos  aos  simboEos  dy  e  dx.  Por  en- 
quanto,  nao  podemos  encarar  dy/dx 
co mo  um  quociente.  mas  tao-somen- 
te  como  um  unico  simbolo,  que  deno 
ta  a  derivada. 


■  OUTRAS  NOTA?OES  PARA  A  DERIVADA 

O  processo  de  encontrar  uma  derivada  e  ehamado  derivaqao  ou  diferenciagaa.  Podemos  pensar 
na  derivagao  como  uma  operaqdo  sobre  1  Lingoes,  que  associa  a  fuiigao  ./ '  a  uma  fungao  f.  Quan¬ 
do  a  variavel  independent  for  a,  a  operagao  de  derivagao  tambem  cost  uma  ser  denetada  por 


/'W  =  — f/Wl  ou  ff(x)  =  Dx\f(x)\ 
ax 

No  case  em  que  tambem  temos  a  variavel  dependents  y  =  fix),  a  derivada  costuma  serdeno- 
tada  por 


fix)  =  fix)  OU  fix)  = 


dy 

dx 


Com  ess  ns  notagoes,  o  valor  da  derivada  em  um  pen  to  nf:  pode  ser  expressa  como 


/'<*  o)  =  -7-1  fix)] 

dx 


.r— Hu 


,  /'tvo)  =  £>,[/(*)J I t=v  AM  =  /On).  /’(.Vo)  =  M 


A— Jffl 


Se  uma  variavel  w  muda  de  um  valor  inieiul  w  paraalgum  valor  final  wr  entao  o  valor 
final  men  os  o  inicial  e  ehamado  de  incremento  em  w,  denotado  por 


Aw  =  uq  —  u^o  (8) 

Os  incremento*  podem  ser  positives  ou  negatives,  dependerufe  tie  o  valor  final  ser  maior  ou 
me  nor  do  que  o  valor  inicial.  O  simbolo  do  incremento  em  (8)  nao  deveria  ser  imerpretado 
como  um  produto;  em  vex  disso,  Aw;  deveria  ser  considerado  como  um  so  smibolo,  que  repre¬ 
sents!  a  variagao  no  valor  de  w. 


Bernhard  Bolzano  (1781-1848)  Bolzano,  fi  I  ho  de  um 
comerciante  de  arles,  nasceu  em  Praga,  Boemia  (Repu¬ 
blics  Tcheca).  Foi  edueado  na  Universidade  de  Praga  e 
acabou  por  ganhar  fama  mate tn alien  suficiente  para  ser 
reco  mend  ado  para  uma  cadeira  naqucla  universidade. 
Porem,  ordenou-se  padre  catdlico  romano  e,  em  1805, 
Ibi  dcsignado  para  uma  cadeira  de  Filosofta  na  Universidade  de 
Praga.  Bolzano  Ibi  um  homein  de  grande  compaixao  tiumana; 
defendeu  abeitamente  uma  reforma  educaeional,  proelamou  os 
direitosda  conaciSncia  individual  sobre  as  exigSncias  do  gover- 


no  e  disciusou  sobre  o  absurdo  da  guerra  e  do  militarismo.  Sens 
pontes  de  vista  acabararu  por  provocar  o  Imperador  Franz  1  da 
Austria,  o  qual  pressionou  o  Areebispo  de  Praga  para  obier  uma 
retratagao  de  Bolzano.  RceusEindo-so  a  fazc-la,  Bolzano  foi  forga- 
do  a  aposeniar-se  em  1824  com  uma  pequena  pensfio.  Sua  grande 
contribuigao  a  Mmem&ica  foi  lilosdfica.  Sen  trabalho  ajudou  a 
convcnccr  os  maiematicos  dc  que  a  Maiem^iica  conjlavel  deve 
se  apoiar  primordialmenle  em  provas  rigorosas,  em  vez  de  no  uso 
da  intuigao.  Aldm  de  Maternal iea,  Bolzano  pesquisou  problemas 
ligados  ao  espago,  k  forga  e  k  propagagSo  de  ondas, 


186  Calculo 


j* 

li  com  uni  considerar  u  vaiiavcl  I>  na  formula  da  derivada 


/'(a)  =  lim 

it  —y  () 


fix  +  h)  -  f(x) 


h 


(9) 


como  am  incremento  Ax  cm  _v  e  escrever  (9)  como 


f  ix)  ^  lim 

A  A-  0 


fix  +  Ax)  -  fix) 
Ax 


(10) 


Alem  disso,  se  y -,/(.v)T  entao o  numerador  em  (10)  pode  ser  conside rado  como  o  incremento 


Ay  =  fix  +  Ax)  -  fix) 


(11) 


eT  nesse  caso. 


dy  ..  Ay  ..  fix  +  A.v)  -  f(x) 

—  =  lim  —  =  lim  - 

dx  Ax  Ax 


(12) 


A  interpretagSo  gcomdtrica  de  Ax  e  Ay  esta  mostrada  na  Figura  3.2. 1 4. 

As  vexes  e  descjavel  express ar  as  derivadas  em  urn  formato  que  nfio  uliliza  incremento 
algum.  For  exemplo,  eserevendo  w  =  x  +  h  na  Formula  (9),  temos  /*  -  w  -  x  e  w  ->  a  quando 
h  —$■  05  de  modo  que  podemos  reescrever  aquela  formula  como 


/'C0  =  Sim 


/<»>  -  /<*> 


U!  — rJ 


w  —  x 


(13) 


(Compare  as  Figuras  3.2, 14  e  3,2*15.) 


-fix) 


y  =f(x) 


fix)  = 


lim 

IrJ  -i.f 


ft  w)- fix) 

W  -  X 


Figure  3.2.14 


Figura  3.2,15 


Quando  utilixamos  letras  dilc  rentes  de  x  e  y  para  as  variaveis  indepen  den  te  e  dependen- 
le,  devemos  ajustar  as  noiagoes  de  derivadas  de  acordo.  Assim,  por  exemplo,  se  .v  -fit)  e  a 
funcao  posigao  de  uma  part  feu  la  em  movimento  retilmeo,  emao  a  funcao  veloeidade  v(t)  de 
(4)  pode  ser  express  a  como 


ds  As  fit  +  AO  -  f(t) 

v(t)  —  —  —  Um  —  —  lim  - — — — - — - 

dt  At  xt-yo  Ar 


(14) 
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EXERClCiOS  DE  COMPREENSAO  3.2  ( Verpagina  190  para  respostas.) 


I.  (a)  A  I'ungao  f\x)  d  dcfinida  pela  formula 

f\x)  =  lim _ 

/!-,  0 

(b)  S  upon  ha  que  /(2  +  /i)  =  3/j  cos  h  -  1  para  lodo  h.  O  valor 
de  f(2)  6 . _ . 

2*  U in  ponto  do  grafico  do  y  —  f x  no  qual  a  reta  tangeme  torn 
inch nag ao  igual  a  coordenada  y  do  ponto  6 _  _ 


3.  Suponhn  qnc  a  re  la  2x  +  3y  =  5  seja  tangeme  ao  grtiftco  de  y  = 

fix)  cm  x  —  L  O  valor  do /(l)  e _ __  e  o  valor  de  /  ( I ) 

e _ . 

4,  Qual  d  o  teorema  que  nos  garame  que  so 

r  + ft)  ~  /(to) 

hm  — — - — — 

/r— j-  0  /i 

ex  i  s lir,  e n Ho  ]  i  m  fix)  —  f Uo  ) '? 

.V  — ■  ,1'm 


EXERClCiOS  3.2  R  Recurso  Grafico 


ENFOCANOO  CONCEITOS 


1.  Use  o  grafico  de  y  -  /(a)  na  Hgura  abaixo  para  estimar  o 
valor  de  f\  I),  /'(3),  /  (5)  c  ff(6). 


tiguni  Ex-1 


2.  Pa  ra  a  fun  gao  cuj  o  gni  i  k<>  e sid  na  I  i  gu  ra  abai  x  o.  antinje  os  ii  u- 

nierosO,  f\— 3),  /*(G),  /(2)c  ./  H(4)  cm  ordem  creseente. 


Figu  ra  Ex-2 


3.  (a)  Se  for  dad  a  run  a  cquagao  da  reta  tangentc  no  porno 
(a.  /{ a))  cm  tuna  eurva  y  -  f(x)f  como  poderiamos 

/F 

(a}'J 

(b)  Dado  que  a  cquagao  da  reta  tangeme  ao  grafico  de  y  = 
fix)  no  ponto  (2,  5)  e  y  -  3x  -  1 ,  determine  /'(2), 

(c)  Para  a  equagao  y  -  /(a)  em  (h)h  qual  e  a  taxa  de  varia- 
gao  instantSnea  de  y  em  relagao  a  x  em  v  -  2? 


4*  Dado  que  a  ret  a  tangente  a  y  =  fix)  no  ponto  (1 .  2)  passa 
pelo  ponto  (-K  -1 J,  encontre  f\  I ), 

5.  Esboee  o  grafico  de  uma  fungao  /  para  a  qual  /{ 0)  —  -L 
f({))  =  0,  fix)  <  0  se  a-  <  0  e  f\x)  >  0  so  a  >  0. 

<k  Esboce  o  grafico  de  uma  fungao  j"  para  a  qual  /( 0)  -  0. 
/  (0)  —  0  c  /  /v)  >  0  se  x  <  0  ou  a  >  CL 


7.  Dado  que  /(3)  -  -1  e  f\ 3)  -  5,  encontre  uma  equagao  para  a 
ret  a  tangeme  ao  grafico  de  y  =  f(x)  no  ponto  onde  x  =  3. 

8,  Dado  quo  /(-2)  =  3  e  //(-2)=  -  4,  encontre  uma  eqttagao  para 
a  reta  tangente  ao  grafico  de  y  =  /(a)  no  ponto  onde  a  —  -  2. 

9-14  Use  a  Definigao  3.2,  l  para  encontrar  f(x),  e  entao  encontre 
.a  reta  tangeme  ao  grafico  de  y  =f(x)  cm  x  =  a. 

%  fix)  =  2a1 2;  =  I  10,  f(x)  =  I/a2;  a  =  ^1 

II.  f(x )  —  x3;  a  =  0  12.  fix)  =  2x3  +  1;  o  =  —  1 

13.  /(a)  =  y.v  +  1 ;  o  =  8  14.  fix)  ~  -fix  Hh  I ;  a  =  4 


1 5-20  Use  a  Formula  ( 1 2)  para  encontrar  dy  1  dx. 


I 

\ 

15. 

14.  y  - 

X 

Jt  +  1 

17. 

2 

y  =  x  —  x 

16.  V  =  X4 

19. 

1 

IK.  V  -  ' 

fx 

s/-v  - 

21-22  Use  a  Delinigao  3.2. 1  (com  a  mudanqa  apropriada  na  nota- 
gao)  para  obtera  dei  ivada  pedida. 

2 1 .  Encontre  /  (0  se  /(/)  =  4 r  + 1. 

22.  Encont  re  dV /  dr  se  V  - 1  ;rr  3 . 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


23.  Combine  o  gralico  das  Id n goes  mostradas  em  (a) a  (fj  com 
os  de  suas  derivadas  em  (A)a(F). 
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28.  (a)  lim 
0 


7t  +  //)  +  I 


A'7  -  I 

(b)  lim  — — 

x  —>■  I  A  —  I 


29.  Eneontre dyl dx\is  L,  sabemlo que y  =  I  -a\ 

30-  Enco mre  dy  I  //a  ] t  _2,  snbe  nd  o  q u  e  v  =  (a  +  2 )/  v. 

F  31.  Eneontre  urn  a  equagSo  para  a  reia  que  d  tangente  ft  curva  v  =  xK 
-  Iv  +  1  no  ponto  (0,  ! )  e  use  urn  recurso  grdfico  para  taxer,  na 
mesma  Ida,  os  gift  I  i  cos  da  curva  e  de  sua  tangente. 

032.  Use  uni  re  cur  so  grullcG  para,  na  mesma  tela,  colocar  a  curva 
y  -  ajZ/4t  a  rela  tangente  a  ossa  curva  c  m  .v  =  1  e  a  reta  sec  ante 
que  passa  pclos  pontos  (0,  0)  e  (2,  1)  da  curva. 


33.  Seja  /( jt)  =  2'Y.  Esrinie  f(  I )  pelos  seguintes  mdtodos: 


(a)  Usando  um  recurso  grail co  para  fa/.er  urn  zoom  em  um 
ponto  apropriado  do  gralico  at 6  que  ele  se  parega  a  uma 
rela  e,  eutiio.  estimandu  a  IncHnagao. 

(b)  U sa ndo  u m  rec u rso  gnl lion  para  csi i mar  o  1  i m i te  tia  to rm Li¬ 
la  (13),  fazendo  uma  tab  da  para  uma  su  Cessna  de  va  lores 
de  w  tendendo  a  I . 


F3  34.  Seja  fix)  -  sen  jr.  Estimc  /' '(  tt/4  )  pel  os  seguintes  melodos: 

(a)  Usando  um  recurso  gralico  para  fazer  uni  zoom  em  um 
ponto  apropriado  do  gralico  aid  que  ele  $e  pareqa  a  uma 
reta  e,  entao.  estimando  a  inclmagao. 

(b)  Usando  um  recurso  grdfico  para  es dinar  na  formula  (13), 
fazendo  uma  tabcln  para  uma  sucessao  de  valoies  tie  w 
tendendo  a  jt/4* 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


35*  Suponha  que  a  custo  da  perfura^ao  de  .*  metros  para  um 

po£o  de  petrdleo  seja  de  C  =  f(x)  dblarcs. 

(a)  Quais  sac  as  uni  dados  de  f\x)l 

(b)  Em  termos  pradcos,  qua  I  c  o  significado  tic  ffx)  ncste 
caso? 

(c)  O  que  pode  ser  dito  quanto  ao  sinal  tie  /V)? 

(d)  Estimc  o  custo  de  perfura^ao  de  um  metro  adidonal. 
commando  a  uma  profiled  id  ade  de  300  metros,  dado 
que  ff0QO)  ~  1000. 

36.  U ma  e in  p  re  s  a  I'abri  c  ante  de  t  i  mas  es  li  m  a  q  li e  pod  e  vende  r 

g  =  fip)  guides  de  tinia  a  um  prcqo  tie p  reals. 

(a)  <3 uai  s  sao  as  on  i  dade s  de  dg  /  dp  ? 

(b )  En i  term  os  p  r;tr  i cos ,  o  que  si  gn  i  li  ca  dg  f  dp  n  est  e  caso? 

(c)  O  q  no  pode  se  r  di  to  q  u  an  to  ao  si  n  al  tie  dg  /  dpi 

(d)  Dado  que  dg / dp\p  t0  -  -100,  o  que-  pode  ser  dito  so- 
bre  o  efeito  de  au  men  tar  o  preqo  de  10  para  1 1  reals 
por  galao? 


27-28  O  limile  dado  re  preset  Ha  f{a)  para  alguma  futiqao  /  e  al- 
gum  mi  mere  a.  Eneontre  f{x)  e  a  em  cat!  a  caso. 


27.  (a)  lim 


s/l  +  Ax  -  1 
Ax 


Jl 


(h)  lim 

.0 


—  9 


3  A't  —  3 


37.  E  fate  que.  qua  ndo  uma  coida  Hexb-ei  6  enrolada  em  um  ci- 
liudro  aspero,  uma  pequena  forbade  magnitude  FV)  em  uma 
ponta  pode  re  si  stir  a  uma  grande  fort;  a  de  magnitude  F  na 
outra  ponta.  O  tamanho  de  F  depen  de  do  angulo  0.  segundo 
o  qual  a  corda  6  enrolada  em  torno  do  cilindro  (veja  a  ligu- 
ra  a  seguir).  Essa  ligura  mostra  o  grdlieo  de  F  (em  libras) 
versus  0  (em  radlanos),  ondc  /■’  6  a  magnitude  da  foirja  a 
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qua]  rcsiste  uma  lory  a  com  i  0  libras  de  magnitude  para 

uma  certa  cord  a  e  uni  certo  ciliudio, 

(it)  Esiime  os  va  lores  de  Fe  de  dF/dO  quando  0  lor de  10 
radian  os, 

(b)  Rode  ser  most  rad o  que  a  fory  a  F  satisfaz  a  cquayao 
dV/dO-  onde  a  const  ante  p  6  denominada  coefi- 
i'icnfc  de  atrito  Use  OS  resLikados  de  (a)  para  esli  mar 
o  valor  de  p. 


F» 


Angulo  0  {radian os) 


38*  A  figura  abaixo  mostra  a  eurva  vdocidade  versus  tempo 
para  um  foguete  no  espayo  extraierrestre,  onde  a  linica  for- 
ya  atuando  sobre  o  foguete  6  a  de  sens  motores,  Rode  ser 
m  os  trade  q  llc  a  mass  a  M(t)  do  fogueie  no  ins  tame  t  (em 
segimdos)  satisfaz  a  equayao 

onde  7  c  o  empuxo  (cm  libras)  dos  motores  do  foguete  e  v  e 
a  vdocidade  (cm  pes/s)  do  fogucle.  O  empuxo  do  primdro 
eslagio  do  foguete  Sat  unto  V 6  de  7  =  7.680*982  libras.  Use 
esse  valor  de  7  c  o  segment o  de  reta  na  figura  para  esli  mar  a 
mass  a  do  foguete  no  instantc  /  =  100  s. 


Tempo  /  (s) 


Figura  Fx-38 


39*  De  acordo  com  a  Lei  do  Resfriamento  de  Newton,  a  lax  a 
de  variayao  da  lem petal ura  de  um  objeto  6  proportion  a!  it 
diferenya  emre  a  sua  temperatura  e  a  do  meio  am  bi  erne,  A 
ligura  a  seguir  mostra  o  grafico  da  lemperatura  f  (cm  grans 
Fahrenheit)  versus  o  tempo  t  (em  m  a  nut  os)  para  Lima  Aicara 
de  calc  initial  metric  a  200°  K  deixada  para  es  friar  em  uma 
sal  a  com  uma  temperatura  const  ante  de  75'JF. 

(a)  Esli  me  7’  e  dT/di  quando  /  -  1 0  min. 

(b)  A  Lei  do  Resfriamento  de  Newton  pode  ser  ex  press  a 
por 

IT 

i-r  =  k(T-m 
at 


onde  k  6  a  constitute  de  proporcionalidade  e  a  tempo- 
ratura  do  meio  ambiente  (constanie,  por  hipdtese),  Use  os 
resultados  de  (a)  para  esli  mar  o  valor  de  An 


Tempo  i  (min) 


Figura  Ex-39 


40.  Bsc  rev  a  um  paragrafo  que  explique  quul  o  significado  de 
uma  funyao  ser  difereiiciavel-  Indua  a  1  guns  exempt  os  tie 
fitnyoes  nai>difcrencitlveis  c  exp] iq lie  a  relay  ao  erurc  d  Me¬ 
re  ncinbiiidade  e  cominuidade. 


41.  Mostre  que  f(x)  =  ^/x  d  eonifniia  em  a1  =  0,  mas  nao-dife- 
renciavel  em  x  =  0.  Esboce  o  graft eo  de  /. 


42*  Mostre  que  fix")  =  (/(x  —  2)-  e  cotitfnua  em  x  =  2,  mas  nao- 
diferenci£vel  em  .v  =  2.  Esboce  o  grafico  de  /, 


43.  Mostre  que 


fix)  — 


.V  +  1  .  X  jz  I 

2a,  a  >  I 


c  cotufnua  e  dilerenciavel  em  a  =  I ,  Esboce  o  grafico  de  /. 
44*  Mostre  que 

V2  +  2.  a  <  3 


fix)  = 


x  4-  2.  a  >  1 


e  cotitfnua.  mas  nao-diferenciavd  em  x  -  1 ,  Esboce  o  grafico 
de  j\ 


45*  Mostre  que 


m  =  ■ 


x  sen(1/  a),  x  ^  0 
0,  x  =  0 


6  coniinua,  mas  uao-diferertcitEvel  em  x  =  0.  Esboce  o  grafico 
de/  ti a  vizinhanya  de  a  =  0.  (Ver  Figura  2.6.6  e  a  observayao 
que  segue  o  Exemplo  6  da  Seyao  2.6.) 


46*  Mostre  que 


/(A)  =  j 


a2  sen  (1/  a),  a  ^  0 

o,  x  =  a 


e  coniinua  e  d  i  fere  n  drive]  em  a  =  0.  Esboce  o  grafico  de  /  na 
vizinhanya  de-A=  0. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


47*  Su  poult  a  que  uma  funyao/  seja  diferenciavei  em  xu  e  que 
/(.vj  >  0.  Prove  que  ex  is  te  um  intervalo  abort  o  contend  o 
.rl|h  tal  que.  m  a,  e  x2  silo  do  is  p<.>ntos  quaisqner  ucsse  imer- 
valo,  com  a,  <  asi  <  x2,  entao  /(a/)  <  /( a„)  <  /(a2). 
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48.  $u  Elba  ue  lima  unga  /  ea  i  erendi  e  em .v(l e  eftna 
g  v  =f  mx  +  b  h  n  emeb  a  c  n  Lante  Pi  e  ue,  e.v, 
£  urn  nt  La  Lie  /ha  ,  +  b  =  a0,  enui  #  x  e  i  erencia  e 
em  a,  e  g  a,  =  mf'  xy) 

49.  Su  nil  a  ue  uina  imga  /  e  a  i  erenctd  e  em  v  =  0  e  m 
/  0  =  /  0  =  0  e  c;i  y  =  /ha,  hi  ^  0.  uma  ret  a  e  a  rigem 

eineinaga  na  nun 

a  Pr  e  ue  e  i  te  um  inter  a  aberL  c  nten  0,  la 
ue,  araca  a  a  ne  e  inter  a  ,  a  ha|/(.y)]  < 
Sugesiao:  me  e  —  \  |mj  e  a  i  ue  a  Definiga  24  1 
a  5  c  nur0-0 

b  nc  ua,  li  an  a  arte  a  e  a  e  igua  a  e  triangu  ar. 
uee  i  teum  inter  a  a  ben  c  nten  0,  ta  ue|/,r| 
<|/.v  - m.x\  araca  a _v ne  e inter  a 


c  E  i  ue  r  ue  re  u  La  hi  i  em  b  e  er 
inter  reta  c  m  ignifican  ue  a  reta  langente  a 
grafic  e/ na  rigem  6  a  me  h  r  a  r  imaga  linear 
e/ na  tie  e  nt 

50.  Su  nha  ue  uma  unga  /  e  a  i  crcncitf  c  em  xtl  \ 
fi  ue  argument  E  ercfci  4  ara  r  ar  ue  a  reta 
tan  genie  a  grille  e/n  m  P  .yc>,  /  xn  rneee  a  me 

h  r;i  r  imaga  iiictir  c/cm/1  Sugesido:  Sn  nha  ue 
y  =  /  a; j  +/w  a— An  6  uma  reta  ua  uer  ue  a  e  e  n 

(  P  xn.  f  .vl(  c  mine  inaga  f  a0  i  ue  a  Del  ini 
g a  2  4  I  a  5  e  m  x  =  xt]  +  h  c  f  =  \  |  /\_ro)  —  m|*] 


%/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICiOS  DE  COMPREENSAO  3.2 

1.  a  '''  +  h)  ~  }  b  3  2. (1/2.  V2/2)  3.1  --  4.  e  rema  3  2  3:  Sc/6 

h  3 


i  erencia  e  em.rr?,  enla  /cc  ntinuaem  am 


3.3  TECNICAS  DE  DIFERENCIApAO 

Na  ultima  segdo  definimos  a  derivada  de  imm  jitngao  f  como  um  limit e  e  usamos  esse  limit e 
para  calc  alar  al pumas  derivadas  simples.  Vamos  desenvolver  agora  alguns  tea  re  mas 
import  antes,  que  nos  possibUitarao  calcufar  denmdas  de  forma  mats  eficiente. 


J 

k.v 

}'  =  c 

T 

J 

1 

'  1 

X 

A  reta  tangente  ao  grSfico./U)  =  c 
tern  inclinagio  n  para  todo  x. 

Fig  lira  33*1 


■  DERIVADA  DE  UMA  CONSTANTE 

ti  mai  im  e  C  ung!I  ea  unga  c  n  tame  fx  —c  m  gralie  e/e  uma  reta 
h  riz  eiLu  e  me  inaglt  0,  a  reta  tangente  a  gralie  e/tem  inc  inaga  Qemea  a  nt  x 

rtant  t  em  er  go  metricamente  ue  ff  x  -  0  Figura  3  3  1  ambem  em  er, 

i  a  gebricamente,  i 


v  fix  +  h)-  fix)  c  —  c  n  n 

f  (a-)  =  inn  - =  I  mi  - =  Imi  0  —  0 

0  H  O  k  h^o 


i in,  e  tabe  ecem  re  u  ta 


egmute 


3*3*1  TEOREMA 

oi  l  i 

l  a 

e  uma  unga  c  n  tantc  c  0  it  6,  e  c 

r  uni  ndiner 

rea  ua  uer,  euta 

~kl  =  o 

1 

d  i" 

►  Exemplo  1 

d 

dx 


d 

dx 


d_ 

dx 


—  0  + 

ax 


[11  =  0. 


[-3.1  =  0, 


[n]  =  0. 
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A  V 


A  reta  tangente  ao  grafico  d  e  /J.v)=.v 
tem  inclinacao  L  para  todo/r. 


Fifiura  3.3.2 


Verifique  que  a  Formula  (2)  6  um  case 
especial  de  (3)  em  pue/i  -  L 


■  DERIVADAS  DE  POTENCIAS  INTEIRAS  DE  x 


O  tipo  mais  simples  tie  fungao  potencia  6J{x)  =  x.  Como  o  grafieo  do/ 6  uma  reta  de  inclina- 
gao  L  segue  do  Exemplo  3  da  Segao  3,2  que  f  \x)  =  I  para  todo  x  (Figura  3.3,2).  Em  outras 
palavras, 


dx 


[x]  =  I 


Essa  formulae  um  ease  especial  do  resultado  mais  geral  seguinte. 


33.2  TEOKEMA 


(Regret  da  Potencia)  Se  ti  for  am  numem  inteiro  positive,  entdo 


h~[ xn\=W,~'  (3) 

dx 


i>kmonstra<;:ao  Seja  f(x)  =  xn.  Eniao,  a  partir  da  definigao  de  derivada  e  do  teorema  do 
hi nondo  para  a  expansao  de  expressoes  do  tipo  (x4-  /i)\  obtemos 

d  r  fll  x  fix  +  h)  -  fix)  (x  +  hf  ~  ,v'f 

dx  h-*  o  h  a  — >  o  h 


=  iim 
h  -  o 


\xl  +  nxn 


~Vi  |  ~  ~  1  ~i  .  >.« 


21 


■x  h  +  •  •  ■  +  nxh“~'  +  It 


—  X 


ft 


—  iim 

!i->Q 


h 

nxfi~lh  +  — - ^x,l2h2  4- - 1-  nxha”1  4-/C 


=  Jim 

!>  ->  0 


nx!l  1  4-  — — - — xrt  2h  4-  ■  ■  ■  +  nxhfl  2  4-  /i"  1 

21 


=  h**-1  +  0  H - +  0  4“  0 


Em  pa  lavras,  a  derivada  de  x  dev  ad  a  a  ama  paten  eta  ini  dm  e  o  produto  do  expoente  in- 
teiro  par  x  elevado  a  potencia  inteira  suhtmfda  de  uma  midade. 


►  b:xemplo2 


— [jc*1  =  4.r\  —  [t^]  =  12  r 

ax  dr 


1 1 


Embora  a  regra  da  potencia  na  Fdrmula  (3)  aplique-se  somente  a  potencias  n  inteiras 
positively  mostraremos  adiante  que  a  mesma  formula  vale  para  qualquer  expoente  real. 
Como  um  primeiro  passo  nessa  diregao,  mostremos  que  a  formula  vale  para  uidas  as  po- 
teneias  n  inteiras. 


3. 3  3  1 1  x  >r  e  m  a  ( Regra  da  Potencia  Estmdida )  Se  n  fo  r  qu  alquer  intei  ro<  entdo 

~  [.v"]  =  (4) 


192  Calculo 


]>i  mons  l  ra(;ao  0  easo  n  >  0  jd  foi  estabelecido.  Se  a  <  0,  entao  seju  w  -  -n;  portanto; 


Entao 


i 


j 


d 

lx 


=  lim 

— o 


(jr  +  A)“  A 


?r? 


J.M 


=  lim 


™  —  lim 
o 


.  (v  +  h)m  -  x"J 


=  —  mx 


=  NA 


w  —  I 


=  —mx 


xm  -  (a-  +  h) 
(x  +  hytxml i 

I 

•  Imi  — — . . 

h-*  o  (a  4-  h)m A 

-w-l 


iw 


L 

Pda  prova  Jo 

—  I 

Teorena  AA2 

o  quc  prova  (4).  Caso  n  =  0,  a  Formula  (4)  sc  reduz  a 

—  [1]  =  0-jr"!  ~  0 
dx 


a  qual  csid  corrcia  polo  Teorema  33,  i 


►  Exemplo  3 


Revisando,  vejnos  que  a  Formula  (4)  tambdm  e  valida  para  n  —  pois  no  Exemplo  4 
da  Scgao  3,2  mostramos  quc 


quc  pode  ser  ex  pres  so  como 


±[Xx\=~-: 
ax  2  y/A 


(5) 


d  y  |/2l  ^  -|/2 

dx  2 


■  A  DERIVADA  DE  UMA  CONSTANTE  VEZES  LIMA  FUNQAO 


A  Formula  (6)  tamtam  pode  ox- 
pro&sa  om!  noia^ao  foncional  por 

(c/y =cfr 


33.4  TEOREMa  (Regra  do  Multiply  Constante)  Se  f  for  difereneidvel  em  x  e  c  for 
urn  mhnero  real  qualquer,  entao  eftambem  e  difereneidvel  em  xe 


4-\cf(x)\  =cfif(x)\ 
dx  dx 
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DEMONSTKA^AO 

d 


dx 


*)1  = 


Jim 

h  “>  0 


=  lim 

h 


—  c  lim 
^  — *■  o 


cfix  +  h)~  cf(x) 
h 

fix  +  h)  -  fix) 


l*[ 


/(.V  +  h  )  -  f{x  ) 

h 


Um  fator  cun  stance  pock  ser 
para  fora  do  siitol  do  Si  mite 


=  C 


dx 


Em  palavras,  urn  fator  constitute  po.de.  ser  movido  para  fora  do  sinal  da  derivada. 


►  Exemplo4 


dx 

d 

Hbc 


|4x8]  =  4— |,v8]  =  4|8.r7I  =  32x7 
dx 

|-x!2|  -  (-])  —  \x'2]  =  ~nx" 

dx 


d_  r*" 

dx  L.t . 


[a-'I  =  jr(— a— 2)  =- 


M  DERIVADAS  DE  SOM  AS  E  DE  DIFERENQAS 


As  Ftirmulas  (7)  e  {flj  lambem  podem 
ser  expresses  como 


</  +  *)'==/'+*' 

<f-sY  =  f  -zf 


3,3,5  tlorlma  (Re gras  da  Soma  e  da  Diferenqa)  Se  f  e.  g  fore tn  diferencidveis  em 

x,  entdo  f  +  g  e  f  -  g  tambem  o  sdo  e 

-1/(a)  +«(jt)|  =  ^-[f<x)\ +  ~[g(xH 
dx  dx  dx 

(7) 

d  d  d 

[  fix)  -  Hi A>!  =  —[/<*)]  -  —  U(A)! 
dx  dx  dx 

(8) 

oi\  ions'  tKA^AO  A  F6rm  u  1  a  ( 7)  pode  ser  de  m  o  n  si  rad  a  co  m  o  segue : 


---l/Cv)  +  g(x)]  =  lim 
dx  h  0 


—  lim 

ft  —  o 


[/{.v  +  A)  +  g(x  +  A)]  -  [/(A)  +  g(jf)] 


|  f(x  +  A)  -  /(A)|  +  {g(x  +  A)  -  g(x)] 


O  linsKcik  until  soma 
c  el  soma  dos  li  miles 


fix  -fit)-  fix)  g{x  +  A)  -  g(x) 

—  1 1 ixi  - —  +  hm  - 

ti-+Q  h  /<-+  D  h 

=  —if  am  +  ~~[g(x)\ 

dx  dx 

A  Formula  (8)  pode  ser  provada  de  maneira  analoga  oil  alternauvamcnte,  escrevendo  fix)  -  g{x) 
como  fix)  +  (“  I  )g(jc)  e,  entao,  aplicando  as  Formulas  (6)  e  (7).  m 


Em  palavras,  a  derivada  de  tuna  soma  e  igttal  a  soma  das  derivadas,  e  aderivada  de  ittna 
diferenga  e  igual  d  diferenqa  das  derivadas. 
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►  Exemplo  5 


—  [2ji-6  +  jT9]  =  — I2,v6]  +  — |x“9]  =  I2xi  +  {-9)jc"10  =  I2x?  -  9*“10 
dx  ax  dx 


\/x 


Vcr  I'frimtla  (5) 


Embora  as  Formulas  (7)  e  (8)  ten  ham  si  do  enundadas  para  somas  c  diferengas  de  duas 
fun  goes,  potlemos  estendg-las  a  um  mlmero  tiniio  qualquer  de  fungoes.  For  exemplo,  agru- 
pando  as  fungoes  e  aplieando  a  Formula  (7)  duas  vezes,  obi  cm  os 

(/  +  ^  +  «,  =  I(/  +  «)  +  A]'  =  (/  +  ^)' +  *'  =  /+/  +  *' 

Como  ilusira  o  exemplo  a  seguir,  a  regia  do  muUiplo  constant  pode  scr  usada  junto 
com  a  ver.sao  estendida  das  resrus  da  soma  e  da  diferenga  para  derivur  polinoinios. 


►  Exemplo  6  Encontre  dy  I  dx  se  y  -  X\'  -  2a*  +  6.x  +  1 . 

Solayao 


dy 

dx 


-  2x5  +  6x  +  1] 


=  4-  [3Jfai  -  +  i~l6x]  +  T-ru 

dx  dx  dx  dx 


=  24  a-7  -  10a4  +  6 


* 


■*i 

►  Exemplo  7  Em  quais  pontos,  se  em  algum,  o  grdfico  de  y  =  x*  -  3x  +  4  tem  tuna  rcta 
t  a  a  z en  t  e  hor  i  zo  n  la  I  ? 

■in- 

SV/Zr/gZ/n  Relas  tangents  horizontals  tem  inelinagao  zero;  portanlo,  devemos  encontrar 
aqueles  valores  dex  para  os  qua  is  y'(x')  =  0.  Derivando,  obtemos 

J 

Ax)  =  4-C  -  3x  +  4]  -  3.0  -  3 
dx 

Assim,  as  re  las  tangents  horizontal  ocorrem  naqueles  valores  de  x  para  os  qua  is  3x2  —  3  —  0, 
ou  seja,  lais  que  x  =  - 1  ou  a  —  1 .  Os  pontos  correspondents  da  curva  y  =  x*  -  3a  +  4  sao  (-1 , 6) 
e  (1*2)  (ver  Figura  3.3.3).  + 


►  Exemplo  8  Encontre  a  £rea  do  triangulo  formado  pel  os  eixos  coordenados  e  a  rcta  tan- 
gen  to  a  curva  y  =  x  1  -  x  no  ponto  (1 > 0), 

Sol u$do  Com  o  a  de  li  v ad  a  de  y  e  m  re  1  ag  ao  a  x  e 


/(*>  -  4~lx~1  --51-  T-U’1 1  -  T-Ul  -  -a:-2  -  1 

dx  dx  dx 

a  inelinagao  da  reta  tangente  no  ponio  (I , 0)  6  y'(l)  =  -2.  Assim,  a  equagao  da  re  la  tangente 
n  esse  ponto  e 

y  —  0  =  “2(a  -  ! )  ou,  equivalentemenie,  y  =  —2a  +  2 

Como  o  code  dcssa  reta  com  o  eixo  y  e  2,  a  area  do  triangulo  formado  polos  eixos  coordena¬ 
dos  c  a  reta  tangente  e  de  1  unidade  quadrada  (Figura  334),  < 


Figura  3.34 
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■  DERIVADAS  DE  ORDERS  SUPERIORES 

A  derivada  /'  de  uma  fungao/  e  nova  me  me  uma  fungao,  que  pode  ter  sua  propria  derivada. 
Se  /'  for  dcrivavel,  entao  sua  derivada  e  de  not  ad  a  por  /"  e  e  dcnoni  i  n  ada  deri  vada  segunda 
de/  Enquanto  tivermos  difereneiabibdade,  podemos  coniinuar  o  proeesso  de  derivagao  para 
older as  derivadas  terceira,  quarta,  quinta,  e  ate  derivadas  superioress  de /  Essas  derivadas  cm 
sucessao  sao  denotadas  por 


f.  /"  =  (/')',  /"'  =  (/")',  /(4)  =  (/")',  /«>  =  . . . 

Sc  v  =  entao  as  derivadas  sucessivas  lambcm  podcm  ser  denotadas  por 


ft 


v  v 

j  i  j  ■* 


y 


v(4),  y», 


Oulras  nolaeoes  comuns  sao 


d  y  (7 


^i  =  7  Lrt*)] 

dv 


V  = 


V 


d2y 

1P- 


diy 
dx 3 


- 1  [$  H  ■ 


d 


dx 1 


im] 


dx  ■ 


Essas  derivadas  cm  .sucessao  sao  ehamadas  dc  derivada  primeim^  derivada  regun  da,  deri¬ 
vada  terceira,  e  assim  por  diantc.  O  mi  mere  de  vezes  q  ue /for  difcrenciavel  c  chamado  de 
ordem  da  derivada.  Uma  derivada  de  enesima  ordem  geral  pode  ser  denotada  por 


drty 


d ,l 


dxn 


-  =  fW(x)  =  ——[/(c)] 


dxa 


(9) 


c  o  valor  de  uma  derivada  de  enesima  ordem  geral  caleulada  cm  urn  panto  especffico  x  =  xa 
pode  ser  denotado  por 


d"  v 
dxn 


—  — 


d" 


r’at>)  =  ^[/Mi 


x=&y 


(10) 


►  Exemplo  9  Se  f(x)  -  3.vJ  -  2a1' + x1  -  Ax  +  2,  entao 

f{x)  =  12x3-6x2  +  2x~A 
f'(x)  -  36a2  -  12a-  +  2 
/"'(*)  =  72x  -  n 
f(4Hx)  =  72 
/<5)(.v)  =  0 

b 

f(nHx)  =  0  (n  >  5) 


A  importance  da  derivada  segunda  e  das  derivadas  su  peri  ores  sera  discutida  em  segbes 


poster  i  ores. 
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EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  3.3  ( Ver pdgina  198 para respostas) 


1,  Em  eada  panic,  determine  /  U), 

(a)  f(x)  =  -x2  -h  jc  +  ™  (b)  f(x )  ~ 


x2  -j-  [ 


X  X 

(c)  f(x )  =  (.v2  +  ! )(a 3  —  I)  (til  fix)  -  737 


2,  A  equa^ao  da  reta  tangente  a  curva  y  =  x“  +  x  +  I  em  a  -  l  6 


4,  A  reia  tangente  ao  graft  co  de  y  =  Ux  no  ponto  (2,  corta  os 

eixos  coordenados  cm  x  = _ e  y  = _ . 

5,  Encontre  lodas  as  solugocs  da  equa^ao  =  /'(.*),  sabun- 
doque  fix)  =  3x ,3  —  3 a' 2  +  a  -f-  I. 


3-  A  reta  y  =  9x  —  5 


,  ,  ^  .  ] 
e  tange  me  a  curva  v  =■  v  +  3x 


no  porno 


EXERCICIOS  3.3  -  Recurso  Grafico 


1-8  Enco  Hire  dyidx. 

1,  y  —  4_v7 

3*  y  “  3. -f  2.t  +  1 
5.  y  =  .T"' 

7*  y  =■ ■— |  (.v7  +  2.v  —  9) 


4.  y  —  |(.t4  +  7) 
y  =  V3*  -§-  (1/  V5) 


S.  v  = 


_V2  +  1 

T~ 


25-26  A proxi me  / '{ 1 )  considerando  o  quoriente  de  di leren^as 

fO+h)-f(\) 

h 

para  valores  tie  fi  peiio  de  0;  depois  encontre  o  valor  oxaio  de  /  J(1 ) 
por  derivable. 

25.  f{x)  -  jc3  -  3*  +  I  2fk  fix)  =  \ 

x 1 


9-16  Encoiure  f\x). 


9.  flx)=x-*  +  f 

X* 

II.  fix)  =  -3a~s  +  2V7 


10.  fix)  —  77  +  - 

X 

12.  f(x)  =  7x~6  -  577 


13.  /(.v)  -  (3a2  +  I)2  14,  fix)  =  (xs  +  2a-)2 

15.  f(x)  =  ax  '  +  bx +  cx  +  d  ( a .  b,  c.  d  constants) 

10.  fix )  =  -  (  a  2  +  7 x  +  c  i  (n,  b.  c  constants) 

«  V  b  ) 


17-18  Encontre  yf(l). 

17.  y  =  5X1  -  3,v  +  1 

IS. 

.v3/2  +  2 

y  = 

X 

1 9-20  Ertco it  t re  dx  I  dr. 

19.  A  =  t2  -  1 

20. 

f2-b  1 

A  ”  3r 

21-24  Enct mere  dy i dx  5> 

21.  y  =  l  +  x  +  a2  +  7  +  x*  +  a5 


1  +A-  +  X2  +  7  +  Jf 4 


+  A’5  +  7 


23.  v  =  (1  —  ,v)(  1  +  .r)  ( 1  +  a 2 ){ I  4-  7) 

24.  y  =  x 24  +  2a-  1 2  +  3.7  +  4.7 


27-28  Use  tun  recurso  grille!)  para  eslimar  o  valor  de  /'(!)  fa- 
zendo  utn  zoom  no  grdfieo  de /;  depots,  compare  sua  estimative  ao 
valor  exato  obi i do  por  derivagao. 


'  27. /(a- , 


A2  +  I 


028,  f{x)  — 


x  +  2a3/2 

7? 


29. 

31.  V '(/■).  onde  V'  =  jt7 


dC  ,  „  „ 

30.  T"-  onde  C  —  Inr 


32* 


dr 

d 

da 


[2a  ' 1  +  a  \ 


33.  Um  balao  esfdrieo  esta  sendo  inti  ado. 


(a)  Encomre  uma  ronnuta  geral  para  a  taxa  de  variatjao  ins- 
tan  tanea  do  volume  V  cm  relaqao  ao  raio  r.  sabendo  quo 
V'  -  |jt7. 

tb)  Encontre  a  taxa  de  varia^ao  de  Kern  relagao  a  r  no  mo 
inenlo  cm  que  o  raio  6  r  -  5. 


34.  Encontre 


d 

dX 


aAq  +  A 
2  —  Aq 


61 


(A„  e  uma  cons  (mite). 


35.  Encontre  uma  equa^ao  para  a  reta  tangente  ao  graltco  tie  y  = 
f(x)  no  ponto  onde  x=  -3  se  /(— 3)  =  2.  c  ff  -3)-  5. 

36.  Encontre  uma  equa^ao  para  a  reta  tangente  ao  graft co  de  y  = 
fix)  ein  jr  =  2  .sc/{2.}  --2  c  ff2)  -  - 1 . 


CapiUiloS  /  ADerivada  19? 


37*  (a)  v  =  7a1  -  5x2  +x 


v 


x+  I 

X 


(b)  v  =  1 2x‘  -  2x  +  3 
(d)  y  =  (5x2  -3)(lx  +x} 


S3*  Seja  A  a  reta  tangente  ao  grdfico  da  equaggo  cubic  a  y  =  ax'  +  bx 
cm  x  =  x,r  Encontre  a  coordenada  x  do  ponto  onde  L  imersecta 
o  grali co  uma  scgunda  vcz. 


38.  (a)  v  —  4_\-?  —  5jt's  +  2x 

,  *  '  -  2 
(c)  V  —  — 

5  A’ 


(b)  y  =  3.c  +  2 

(d)  y  =  (V  -5)(2.i-  +  3) 


39-40  Enconirc  yitf , 

39*  (a)  y  =  ■*■'*  +  jtf5  (b)  v=  1/Jf 

(c)  v  =  ru'!  +  Av  +  r  (a,  br  c  constames) 

40,  (a)  y  =  -  4x  +  7  (b)  y  =  3a  j  +  4x~[  +  x 

(c)  y  ™  avJ  +  bx  +  c  (a,  b,  c  consiantes) 

41.  Encontre 


(a)  (2),  onde  fix)  -  3x2  -  2 


v 

(b)  ^4 

c lx 2 

t  Onde  y  =  6-f"  “  4a" 

fc)  i> 

>-3] 

.1-1 

Encontre 

(a)  y'"(0/  onde  y  =  4.yJ  +  2x'  +  3 

(O  — 

dx4 

,  onde  y  ~  - — ■ 

"  v  4 

X—l  X 

43,  Most  re  que  y  =  j?  +  3x  +  1  satisfaz  yf>  -f-  xyff  —  2y*  =  0, 

44,  Most  re  que,  se  x  ^  0,  entao  y  -  Ux  satisfaz  a  equa^tio  + 
x2yf  —  xy  ~  0, 

45-46  Use  um  rccurso  grafico  para  estimar  a  locaiizacao  das  li¬ 
ft  has  laiigcntes  horizontals.  Depots,  encontre  a  local  iza^ao  exata 
per  direreneia?aa 


S45.  v  =  Ajc3  -  |a--  +  2,v 


h  '46,  y  — 


x1  +  9 


x 


54.  Most  re  quo  o  segments  de  reta  l  an  genie  ao  grdfieo  de  y  =3/.v 
que  e  cortado  fora  pel  os  cixos  eoordenados  e  bisseclado  pelo 
ponio  de  range  nd  a. 

55.  Most  re  que  o  Iri^ngulo  form  ado  por  qualqucr  ret  a  tangent  e  ao 
gra fico  do  v  =  l/.v.  x  >  0,  e  polos  eixcs  eoordenados  lent  uma 
area  do  2  unidadcs  quadradas. 

56.  E nc out  re  c  ondi^  ties  em  a,  b,  c  e  d  para  q  Lie  o  gsat ic  o  do  po  I  i  no  - 
into  f(x)  =  ax  +  bx"  +  cv  +  d  ten  ha 

(a)  exatamente  duas  langentcs  horizontals; 

(b)  ex  at  an  te  n  te  u  m  a  La  n  gen  te  h  on  zon  t  al ; 

(c)  n  ao  ten  ha  langentcs  horizontals. 

57*  A  Lei  da  Gravidade  Universal  de  Newton  ailrma  que  a  magni¬ 
tude  F  da  for^a  exerdda  por  um  porno  coni  niassa  M  sobre  um 
ponio  com  massa  m  e 

QmM 
F=  “ 

onde  G  e  uma  const  ante  c  t\  a  di  stand  a  entie  os  ponio  s.  Supon- 
do  os  pantos  cm  movimento,  encontre  uma  formula  para  a  taxa 
dc  vari^ao  inslaiHanea  tie  F  em  rclacao  a  r. 

58.  No  interval t>  de  temperatura  outre  CPC  e  700°Ct  a  resisteneia 
R  [em  ohms  (Q.)]  de  uni  cerio  termdmeiro  de  resistencia  de 
platiriEi  6  dada  por 

R=  10  +  0.041247’-  1 ,119  x  lOY’ 

onde  F  6  a  lemperatura  variando  enire  0:,C  e  700'  C,  Quando, 
no  Intervale  dc  variacao  da  temperatura.  a  resist cncia  e  mais  e 
menos  sensivcl  a  variaqao  deT?  [Sugestfio:  Considere  o  tama- 
nho  de  dR/dTm  intervale  0  <  /  <  700. J 


59-60  Use  um  rccurso  gmfico  para  fazer  estimativas  grosseiras 
dos  interval  os  nos  quais  jfx)  >  0  e  os  encontre  exatamente  por 
diferencia^ao. 


ENFOCANOO  CONCEITOS 


47,  Encontre  uma  ftingao  y  -  ax1  +  bx  +  c  cujo  grafico  cone  o 
eixo  x  no  ponio  I ,  o  eixo  y  cm  - 2  e  que  ten  ha  uma  ret  a  tan- 
genie  de  inelinagSo  - 1  no  ponio  dc  cone  com  o  eixo  y. 

48.  Encontre  k  se  a  curvay  -  x1  +  k&  tangente  a  reta  y  -  2.v. 

49.  Encontre  a  coordenada  x  do  ponio  no  grdfico  de  _v  -  no 
qual  a  reta  tangenie  e  para  Ida  a  reta  sec  ante  que  corta  a 
curva  cm  x  =  - 1  c  x  =  2. 

50,  Encontre  si  coordenada  x  do  ponto  no  grafico  de  y  =  %/x 
no  qual  a  reta  tangenie  c  para!  el  a  i  reta  sec  ante  que  corta  a 
curva  em  x  =  1  c  x  =  4. 

5 1  *  Encon  tre  as  coorden  ad  as  dc  redos  os  pon  tos  no  gra  tie o  do  y  = 
1  -  .y  nos  quais  a  reta  tangente  passa  pelo  ponio  (2. 0). 

52.  Mostrc  que  qualqucr  par  dc  retas  tangentes  a  parabola  y  = 
ax  \  a  ^  0,  intersects  um  ponto  quo  csla  cm  uma  reta  verti¬ 
cal  pas  san  do  pelo  ponto  mddio  dos  pon  tos  de  E  a  agenda. 


E59,/W  = 


|-  60,  fix)  —  A' '  -  3jt 


61-64  Nestes  exerefeios*  determine  se  a  fun^ao  dada  6  difereu- 
ciiivd  cm  um  valor  x  =  au.  sen  do  quc/csta  definida  por  formulas 
di  fere  rites  cm  lados  diferentes  de  xir  Para  isso.  pode  ser  usado  o 
resultado  seguinte.  que  c  lima  conseqiiencia  doTeorcma  do  Valor 
Medio  (a  ser  di  semi  do  na  Segao  5.7).  Teorema:  Sejaftttm  fitu^do 
continue!  cm  x{i  c  s  upon  ha  que  exist  a  lim  ,  j  '(a-),  Emtio  f  e  dife- 
rencidvet  cm  x.,  c  ff(x()  =  hm,  fix). 


1 


61.  Most  re  que 


fix)  = 


x2  +  x  -h  L 
3.v , 


.v  <  1 
.y  >  1 


6  contfnua  em  a  -  1 ,  Determine  se  j  e  difercncidvel  em.v  -  l .  Se 
fort  encontre  o  valor  da  derivada  nesse  ponto.  Esboce  o  grafico 
de/ 
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62*  Seja 


/CO  = 


i "  —  1  6.r *  .v  <  9 
x  >  9 


f6  contmua  cm  x  =  9?  Determine  se/d  diferendavel  cm  j  =  9. 
*Se  l  or,  encomre  o  valor  da  dcrivada  nesse  ponto. 


63*  Seja 


/<■*)  = 


x\  x  <  1 

*/x>  X  >  I 


Determine  se  /  e  diferendavel  em  a  =  3 ,  Caso  .sc fa,  en centre  o 
valor  da  dcrivada  nesse  ponto. 


64*  Scja 


fix)  = 


+  ±  X  <  I 

1  ’  16 "  ^  i 


4^  ' 


X  >  4 


Determine  se  /£  diferendavel  em  x  =  Caso  seja,  en  con  Ere 
o  valor  da  dcrivada  ncsse  ponto. 


65*  Encomre  os  pontos  on.de  /  nao  6  diferendavel,  Justilique  sua 
resposta. 

(a)  j(x)  =  |3,i  -  2|  (b>  /U)  =  jr  -  4| 

66*  Em  cad  a  item*  calcule  /\  f'rr  e  fm  e,  entao.  estabelega  nma 
formula  para 

(a)  /(*}  =  I/A  (b)  /(*)  =  I/a2 

\SugFstao:  A  expressao  (- 1  /  tern  valor  I  se  n  for  par  c  —  I  se  n 
for  impar,  Use  essa  expressao  em  sua  resposta.] 


67*  (a)  Prove: 

s 


d2 


tf2WWJ.=^  [/(*)] 

d2  ,  d2  ^  d2 

TT[/to  +*£*)  1  =  -7-?  [/CO]  +  77-ifeCx)] 

cm-  a  a-" 


(b)  Os  resnltados  dc  (a)  se  general  izam  para  a  enesi  mu  deriva- 
da?  Justifique  sua  resposta. 

68*  Sen  do  fix)  =  x  -  2x  +  3,  encomre 

f(w)  ~  A 2) 


lim 

u?—  2 


w  -  2 


69*  (a)  Encomre se  f(x)  =  /',  jj  -  1,2,  3, ... . 

(b)  Encontrc  f  >f(x)  se  f(x)  =  a"  e  n  >  k,  ondc  A  6  um  inteiro 
positive* 

(c)  Encomre  se 

fix)  =■  Cii}  +  a |  .1  -f  a2  U  +  ■■+  an A 

70*  (a)  Prove:  sc  f”(x)  ex  isle  para  cada  jeem  (a,  h ),  entao  f  e  ff 
sao  con  Einu  as  em  {a,  b). 

(b)  O  que  se  pode  aHnnar  quanto  a  continuidade  de  /  e  sups 
derivadas  se  f'"ix)  existc  para  cada  v  em  />)? 

71 .  Seja  fix)  —  (mx  +  bf,  ondc  m  e  b  silo  consumes  c  11  e  um  intci- 
ro.  Use  0  re  sill  tad  0  do  Excrete  io  48  na  Segao  3,2  para  provar 
q u  e  / '( x)  =  nmimx  +  b  f  1 .. 


72.  /(.*)  =  (2x  +  3): 


73,  /(.()  =  (3.v  -  l)3 


74-77  Use  0  resultado  do  Exercicio  71  para  calcular  a  dcrivada  da 
fun  cac /(..*-}  dada. 


74.  f(x)  = 


76.  ft A’)  = 


I 


x  -  ! 
x 

-V+  I 


75.  f(x) 


77.  /(.v)  = 


(2„f  +  I  )2 

It  2  ft  4a-  +  3 
A-2  +  2x  +  I 


1/  RESPOSTAS  DOS  EXERCl'CiOS  DE  COIWPREENSAO  3.3 


1.  (a)  f(x)  =  -2.v  +  1  -  4  (b)  /'(*)  =  1  -  /  (c)  f’(x)  ~  4x3  (d)  f(x)  ~  fj-  2.  .v  =  3a  3.  (1,4)  4.  4: 1 


:>* 


1  7 

3"  3 


A 


2  V  a 


3.4  REGRAS  DO  PRODUTO  E  IDO  QUOCIENTE 


Nesta  scedo  desemolveremos  fecnicas  para  dertvar  prod  a  las  e  quocienies  de  /undoes  cujas 
derivadas  sao  conhecidas. 


■  DERIVADA  DE  UM  PRODUTO 

Podcnamos  conjcc turar  quo  a  dcrivada  do  produto  dc  duas  fungocs  scja  o  produto  dc  suns 
derivadas.  Contudo,  um  excmplo  simples  nos  mostra  que  isso  c  fa  Iso.  Considerc  as  fungocs 

f(x)  =  x  c  g{x)  =  x2 


Capftufo  3  /  A  Dcrivada  199 


A  Formula  (1)  tarnbom  potfe  ser  ex- 
pressa  por 

if  ’  £)'  =  /  ■  /  +  ■  f 


O  prod u lo  de  suas  derivadas  £ 


/'(*)/(■*>  =  ( 3 )  (2  a )  =  2a 

mas  sen  produto  6  h(x)  =  f(x)g(x) ~ a*;  portanto,  a  dcrivada  do  prod u to  6 

fiix)  =  3a2 

Assim,  a  dcrivada  do  produto  nao  d  iguul  ao  produto  das  derivadas.  A  relayao  corrcta,  que  6 
creditada  a  Leibniz,  e  express  a  no  teorema  seguinte. 


3.4.1  teorema  (Regra  do  Produto)  Se  f  e  gforem  diferencidveis  cm  x,  entdo  o  pro¬ 
duto  f  g  (am  hem  o  e,  e 

y-L /#)#(*)]  -  f(x)~\g(x)]  +  g(x)^-lf(x)]  (I) 

ax  dx  ax 


demons  tra<;ao  Euquanto  as  provas  das  regras  de  derivayao  da  segno  anterior  cram  apli- 
cagoes  diretas  da  definiguo  de  dcrivada,  esta  prova  utifiza  um  pas  so  crucial  que  envoive 
somar  e  subtrair  a  quanlidade/(A  +  h)g(x)  ao  nu  me  radar  na  definigao  da  dcrivada.  Assini, 
temos: 


~[f(x)g(x)\=  lim 
dx  f*  -*■  o 


—  lim 

h  ->  0 


lim 

h  —  0 


fix  +  h)  ■  g(x  +  h)  -  fix)  ■  g(x) 


fix  +  h)g(x  +h)  —  fix  +  h)g{x)  +  f(x  +  h)g(x)  -  f(x)g(x) 

h 

L  /v  . ;  v  s(* + h )  -  s(?) ,  / ,  fi* + h)  -  my 

m  +  h)  -  -  — - - - + m)  ■  — 


h 


h 


!■  *,  ,  r  Mix  +  /0-  & (X)  f(x  H-  h)  —  f(x) 

Inn  fix '  +  h)  *  lim  - - h  km  g(A)  -  Inn  - 

A  — 0  /?  — s-O  h  /r— ^  0  ^->0  h 


km  fix  +  h)  ~\g(x))  + 
L  h  Q  J  it X 


lim  g(.v)l  ~[f(x)} 
L  A-+G  J  rfx 


=  /U)—U’(A')|  +  s(a)-~[/(j:)] 
s/a  r/A 

[AW  to:  No  ultimo  pas  so,  fix  +  to)  — >  /(a)  quando  /?  — >  0,  pois  /  c  eontinua  cm  a  polo  Tco¬ 
rema  3.2.3,  e  g(x)  — >  g(x)  quando  h  — >  0*  pois  g(x)  n5o  envoive  h  e,  portanto,  permanece 
constante.]  ■ 


Em  pa  lavras,  a  dcrivada  de  um  produto  de  duos  fumades  e  o  produto  da  primeira  ftmgao 
vezes  a  derivada  da  segunda  somado  com  o  produto  da  segunda  fUngao  vezes  a  dcrivada 
da  primehiL 


►  Exempio  1  Encontre  dyfdx  se  y  -  (4a3  -  I  )(7x'  +  a). 


Solu^ao  Pode-se  usar  dois  metodos  para  encontrar  dyfdx.  Podemos  tan  to  usar  a  regra  do 
produto  quanto  efetuar  as  muHiplieagbes  indicadas  na  formula  dc  v  e,  entao,  diterenciar  Va- 
mos  utili/ar  ambos  os  metodos. 
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Metodo  I  (itsando  a  regra  do  produto) 

dy  d  *  i 

—  -  -~l(Ax2-  1)(7a3  +  a)] 
ax  ax 

-  (4a3  -  l)'-f-|7;f3  4-  x]  +  (7*3  +  x)~[4x2  -  1 1 
ax  ax 

=  (4a-2  -  1)(2I  a2  +  I)  +  (7a1  +  a) (8 a)  =  I 40a4  -  9a2  -  1 
Metodo  I)  (primeiro  malupUcando) 

y  =  (4a2  -  I  )(7a3  hp-  a)  =  28a?  —  3a'  —  x 

Assim? 

-X-  -  — [28a5  -  3.V-1  -  x]  -  140a4  -  9a2  -  1 
ax  dx 

quo  e  o  mesmo  result  ado  ohtido  pda  regra  do  produto,  < 


►  Exemplo  2  Encontre  ds  /  dt  so  s  =  ( 1  H-  OVf- 
Aplicando  a  regra  do  produto,  obtemos 


ds 

dt 


=  -[(i+/>Uf] 

—  (i  + 1)  T[v7  ]  +  V? "  U  +  /  ] 
dt  at 

I  + 1  i-  ]  3/ 

+  Vi  =  - - —  -4 


2s/7 


2s ft 


■  DERIVADA  OE  UM  QUOCIENTE 

Assirn  como  a  derivada  do  um  produto  nao  d,  cm  geral,  o  produto  das  derivadas,  tambcm  a 
derivada  de  um  quociente  nao  t,  cm  geral,  oquociente  das  derivadas.  A  relacao  correta  6  dada 
no  teorema  seguinte. 


A  Formula  (£)  tambcm  pode  ser  ex¬ 
press  a  por 


m_xf-rx 

X  8 )  g2 


3,4*2  TEOREMA  (Regra  do  Quocieute)  Sc  J  e  gforem  diferencidveis  cm  x  c  #(a)  ^  0, 
cat  do  fig  e  difcrcticidvd  cm  x,  c 


d 

'/ay 

j?(j0  -t-I/(a)1  -  f(x)f-[g(x)] 
ax  dx 

dx 

.g(x)_ 

IgO)}2 

DEMONSTRAQAO 


d_  j-  fix) 
dx  L«CO 


=  lim 

h-*  0 


f(x  H-  h)  fix) 
g(x±fi)  g(x) 
h 


lim 

;3->o 


f(x  +  h)  ■  g(x)  -  /(a)  ■  g(x  +  h) 
h  -g(x)  ■  g(x  +  h) 
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Somando-se  e  subtruindo-se  ao  numerador  o  termo  /(,v)  •  g(A),  obteremos 

f(x  +  ft )  ■  g(x)  -  fix)  ■  g(x)  -  fix)  ■  g(x  +  ft)  +  fix)  ■  g{jc) 


±\B: 

<ix  [g(: 


fix) 
X) 


=  lint 

fl->0 


ft  -g(x)  ■  g(x  +  ft) 


gix) 


fix  +  ft)  -  fix) 


=  lim  i 

h  —  0 


fix) 


g(.v  +  ft)  -g(x) 
h 


g(.r)  •  gix  +  ft) 


fix  +  ft)  -  fix)  g(x+h)-g(x) 

hm  g(x )  ■  lim  - — r — — —  —  am  fix)  ■  1 1 m  — — — - — 

h  — ►  0  /i  —*  0  h  /j— ‘0  h  — *■  0  fi 


lim  £(.v)  ■  [Em  g (a  4-  h) 
/?  — » o  ft  —>  o 


lim  gix) 
L  ft  ->  0 


— I /CO]  -  lim  fix) 
dx  U-o 


J  ffa; 


lim  g(x)  ■  lim  g(x  H-  /?) 

/■#  — ^  o  a-  o 

g(x)f[  f(x»-f(x)flg(x)} 
ax _ Ja _ 

lg(x)f 

[Veja  a  nota  no  final  da  prova  do  Teorcma  3.4*1  para  explicates  sobrc  a  ultima  passagcm.] 


As  vszes  6  mdlhor  simplilitar  urna 
funeao  do  que  aplicai*  a  regra  do  quo- 
cienle  as  cegas.  Pot  oxamplo,  e  mais 
ftcil  derivar 

+  c 

/(v)  - 

■v.t' 

reescrevertdo  essa  funeao  como 
f(x)  —  x  4-  y* 

do  que  usar  a  regra  do  quociento  na 
primeira  axpress^o. 


X 

/ 

\ 

/ 

\ 

L 

■J 

i-F 

■- 

[-2,5;  2,51  xH,  U 
,rSct  =  UyScI  =  I 


Em  palavras,  a  derivada  de  am  quocicnte  de  duas  /lingoes  e  a  denominadot  vez.es  a  deri¬ 
vada  do  name  radar  menos  o  mane  radar  vezes  a  derivada  do  denominadot;  ludo  divtdido 
pelo  quadra  do  do  denominadot: 


►  Exemplo  3  Encontre  y/x)  para  y 


x*  +  2.v2  -  I 
A  +  5 


Solugdo  Apl icando  a  legra  do  q uociente,  obtenios 


dy  __  d  [~  A"1  -h  2x:  —  I 
dx  dx  x  +  5 


(a  +  5)f[xi  +  2x 2  -  1]  -  (a3  +  2a5  -  l)d-\x  +  5| 
_ dx _ dyy _ 

(x  +  5f- 


(x  +  5)(3a2  +  4a)  -  (x3  +  2a2  -l)(l) 

(a  +  5)2 

(lx3  +  \  9a  2  +  20a)  -  (a3  +  2a2  -  ! ) 

(A  +  5)a 

2a3  +  17a2  +  20a  +  I 

(a  4-  5)2  ^ 


►  Exemplo  4 


x2  —  l 

?rTT' 


(a)  Fa^a  o  grafico  do  v  =  f(x)  c  utilize-o  para  obtcr  as  local  i/agoes  aproximadas  de 
todas  as  rents  tangemes  horizontais. 


(b)  For  dilerenciagao,  enconire  a  local  i/ayao  exala  das  ret  as  tangentes  hoii/onlais. 


Sohtgao  {a)  A  Figura  3.4. 1  mostra  o  gr^fico  dc  y  -  /(a)  na  jane  la  [-2h5 ;  2,5 1  x  [- 1 ,  I  ].  Esse 
grdlico  sugere  quc  as  re  las  langentes  hori/.onlais  ocorrem  cm  x  =  0,  x  -a  1 ,5  e  x  zz  - 1,5. 
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Utilize  essa  regra  para  encontrar  a 
derivada  tie 


fix)  =  — 


1 


rt-  +■  I 


Soiu^ao  \b)  Para  encontrar  a  cxata  localizagSo  das  retas  tangentes  horizontal^,  cJ eve rn os 
deseobrir  os  pontes  nos  quais  dyldx  —  0.  Vamos  cum  egare  neon  trando  dy/dx: 


dy 

dx 


dx 


x2  -  11  _ 

A4-hlJ“ 


(x4  +  l)~[x2  -  II  -  (O-  -  \)~\x4  +  !  | 
dx  dx 


U4  +  l)2 


(jf4+  I)(2v)-(.t2-  0(4.0) 

(x4  +  I  )2 

— 2.vs  +  4.v3  +  2x 


A  diferencia<$oesta  ctnuplm 

o  ristoc  simplific^o 


2x{x4  —  2x~  —  1 J 
(jc4  +  I  )2  __  (-C4+l)2 

Vamos  equaeionar  agora  dy/dx  —  0  c  detenu  inar  as  solugoes  x.  Ob  tot  nos 

2x(x4  —  2x2  —  1) 

(r*+I)2 

As  solugoes  para  essa  equagao  sao  os  valores  de  ,v  que  an u lam  o  numerador: 

2x(x  -2x2  -  1)  =  0 

O  primeiro  iaior  da  lugar  a  solugao  x  0.  Outras  solugoes  podem  scr  encontradas  resol  ven do 
a  equagfio 

X  -  lx1  -1=0 

Essa  pode  see  tratada  como  uma  equagao  quadratic*!  cm  x2  e  resolvida  pela  formula  quadratic 
ea.  Qbtdm-se*  enlao, 

2± 


1 

X  — 


=  1  i  \/2 


Deduza  a  regra  seguinte  para  a  deri- 
vada  do  reciproco  rip  u ma  lungao: 


(>  sinal  me  nos  da  lugar  a  valores  imaginarios  para  a,  os  quais  vamos  ignorar,  pois  nao  sao 
relevantes  para  o  problema.  O  sinal  mais  da  lugar  as  solugoes 

JC  -  dtn/ 1  +  v^2 

Em  resumo,  as  retas  tangentes  horizontals  oeorrem  em 

X=0,  jc  =  yfx  +V2  %  1,55  e  X  =  -Jl  +  Vz  w  -1,55 
que  estao  em  c  on  form  id  ad  e  com  as  aprox  imagoes  obtidas  cm  (a).  * 

■  RESUMO  DAS  REGRAS  DE  DERIVApAO 

A  labels  abaixo  resume  as  regras  dc  derivagao  que  encontramos  ale  aquu 

j  /  j  \  f  i 

“|C|=0  (/+#  =  /'  +  *'  (/■*)'  =  /■«'  +  5  ■/'  f“J  =  “ 

/  f  \  Q  •  f '  “  /  «  £f  (j 

(c/y^cf  (f  -  0  =£■  f  $  (-  =  J  H  —  Ufl|  =nxH~l  (n  um  mteiro) 

V  8  /  8~  dx 
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1-  (a) 

dx 


*  +  11 
—  1 J 


J 

Zr 


[<4“A-3)(je2  +  .t  -  1)1  - 


r/ 


2*  Eneomre  /"l  I )  sabendo  que  /(1)  =  -L  /'< I )  =  2*  g(  1)  =  3  c 

Z0)=-I- 

(a)  F{x)  -  2/(a)  -  3g#r) 

(b)  Fix)  -  [/(a)]2 

(c)  F(x)  -  f(x)gix) 

(d)  F(x)  =  ./U')/Lg(-v) 
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3*  e  iiaga  a  reta  tangente  a  grille  e 

3.r  +  4 


v  = 


.v3  +  1 


em x -26 


4*  Sls  ii  tie/  ea  ua  eze  eri  i  e,ene  ntreuma  6rmu  a 
ara  a  eri  a  a  egun  a  e  g  x  =  f  x  2  em  term  e  f  e 

/" 


EXERCICIOS  3.4  B  Recurso  Grafico 


1-4 

a  cu  e  a  eri  a  a  a 

un^a  f  x  :  a  mu  ti 

ican  e  enta 

eri 

an  ,  e  e  i  b  u  ail  a  regra  1  ut 

crifi  ue  ue 

a  e 

b  a  me  in  re  u 

ta 

]* 

/(.V)  =  Cr  +  1)(2a-  - 

1)  2.  fix)  —  (3 

x2  -  1  )(.v2  +  2) 

3* 

fix)  =  {.v2  +  iK.v2  - 

-  1) 

4, 

fix)  =  (.v  +  l)(*2  - 

,v  4-  1) 

5-1 G 

Enc  litre  f  x 

5, 

fix)  =  (3.v2  +  6)  (It 

-i) 

6.  fix)  =  (2  -  x  -  3x3)(7  +  ,v5) 

7.  /(-v)  =  (x 3  +  7.v2  -  8)(2a-j  +  x~l) 

a  /(.v)  =  ( i  +  ~)  eu-’ +  27) 

9.  /U)  =>  (*  —  2)(x2  +  2x  +  4) 

10.  /(a)  =  {a2+.v)(a2-a) 


11,  V  — 

13,  v  - 
IS*  v  = 


I 


5* -3 
tx  -  1 

TTT 

3  a  +  2' 


12,  V  = 


14,  v- 


3 


+  2 

4rv  +  1 


( 


x 


-V3  —  5 

(.v-i+l)  16.  v  =  (2x7  —x2) 


X 


X  +  f 


a  n.  f(X)  ^ 


x 


X2  +  l 


*8*/W  =  - 


x2-] 


x 2  +  1 


17-18 

e  um  recur 

grade  ara  e  timar  a 

1  e  f  3  u  an 

um 

zoom  n  grade 

e/e,  enta  *  c  in  are 

ua  e  limati  a  a 

a  re 

at  bti  r 

eri  aga 

19,  Enc  ntre  g  4  ,  a  ue/  4  =  3  e  f*  4  = -5 
(a)  g(x)  =  s/x  f(x)  (b)  g{x)  =  42—'. 

20*  Enc  ntre  gf  3  ,  a  ue  /  3  =  “2  e  /'  3  =4 
(a)  gU)  =  3a.2  -  5 fix)  (b)  g(x)  = 

fix) 

21,  Enc  ntre  F'  2,  a  ue  /  2  =  -U  /r  2  -  4,  g  2  -  3  e 
gf  2  a -5 

(a)  F(x)  =  5/(.v)  +  2s  U)  (b)  FU)  -  /U)  -  3s  U} 

(c)  F{x)  =  f(x)gix)  (d)  F(a)  =  /(>)/s(.v) 

22*  Enc  ntre  F'  ;r  ,  a  ue  f  n  =  10.  /'  tt  ^  -1 ,  g  ;r  ~  -3  e 
gT  3T  -  2 


(a)  F(x)  =  6/(-V)  -  5^(v)  (b)  /-  (a)  -  *(/{*)  +  g(x)) 

fix) 


(e)  F(x)  =  2/C.v)g(A) 


(d)  Fix)  = 


4  +  g(.v) 


23-28  Enc  ntre  i  a  re  e,v  n  uai  a  ieta  tangente  i 

cur  a  a  a  ati  az  a  r  rie  a  e  emmda  a 


23.  v  = 

25*  v  = 

24,  y  = 

27,  v  = 

28,  v  = 


a'  4"  2 

J2  +  1 
a-  +  1 
v+3 
x  4-2 

I 

x  4-4 
2x  4~  5 
v  4-  2 


I  1 

h  riz  ma  24*  v  =  - - 4  h  riz  nta 


x  —  I 


ara  e  a  i  ret  a  v  =  x 


er  en  icu  ara  rela  v=.jc 


a  a  e  a  ngem 


c  it  a  ei  v  em  2 


EMFOCANDO  CONCBTQS 


Deiina  ue  e  eria 
tan  em  angu  rei 

ignilicar 

ua  cur  a 

e  inter  ec 

Pr  e  ue  a  ear  a  3 

■  -  t  fx  e  y 

=  If  2  —x 

e  inter  ee 

lam  em  angu  ret 

ntre  1  a  re 

e  a  ara 

uai  a 

cur  a  y- 

af  x  —  I  e  y  =  x2  ~  2x  +  I  e  inter  eclam  em  angu  ret 

31.  Enc  ntre  a  ormu  a  gera  ara  F"  x  e  F  a  —xfx  e/e 
ff  l i  i  e  rend  a  ei  e  m  a 

32,  Su  nha  ue  a  unca  /  e  a  i  creneia  e  em  s  a  arte  c 

ue  F  a  =xf  x 

a  E  re  e  Fm  x  em  term  e  x  e  a  eri  a  a  e  / 
b  Para //  >  2*  c  nectureuma  orrnti  a  ara/  '  ,r 


33,  i  ue  ua  eze  a  regra  r  ut  e  rema  3  4  \  ara 
in  trar  ue  e  /  g  e  h  113111  i  erencia  ei  ,  ema  f-g  h  era 

i  erencia  e  e 

(/  «  S  +  *)'  =  /''  *  g  *  A  +  /  ■  g'  >  li  +  /  ■  S  + 

34.  mbaen  re  u  ta  E  ercici  33,  a^auinac  neemra 
bre  uma  ormu  a  ara  i  erenciar  um  t  ut  cn  un^oe 

35*  ea  omnia  bti  an  E  ercici  33  ara  cue  rnrari 


(a)  £  <?«  +  „( 


I 


(2a  +  I)  |  I  +  ~  )  (.v“J  +  7) 


(I 


(b)  —  f(.v7  +  2i  -  3)s] 

ax 
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36,  U  se  a  f onnu  la  obt  i  d  a  no  Ex  ore  feio  34  para  en  con  t  ra  r : 

(a )  —  [x  {x 2  +  2  \ )  (4  -  3a-  )  ( 2  v 9  +  1 )  ] 
ax 

(b)  ~  Kx2  +  1  f1} 
ax 

37*  Sabendo  que  /  6  uina  fungao  deriv£vel  e  que  a  d  mn  inteiro 
positive,  use  o  resultado  do  Exerctcio  34  para  deierminar  uma 
formula  para  a  derivada  de  g(  v)  -  (/(a))". 

38.  Use  o  res  Lilia  do  do  Exercfcio  37  para  eneonirar  a  derivada  de 

g{A)  =  (A3-I)lc>. 


39  Use  a  regra  do  quociente  (Teorema  3.4.2)  para  deduzir  a 
formula  para  a  derivada  de  f(x)  =  x  ondc  n  6  urn  inteiro 
positivo, 

40*  S upon do  que  h(x)  =f[x)fg{x)  seja  derivdveL  use  a  regra  do  pro- 
duto  para  dedu/ir  a  Formula  (2).  \Sugestdo:  Derive  ambos  os 
I  ados  da  equagao  hix)  ■  g(x)  -  fix)  c  rcsolva  cm  fi(x).  [ 


✓  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  3.4 


I.  (a)  2,~v  (b)  (4  -  xyK2x  +  1)  +  (.r  +  .v  -  1>(-3jt2)  (c) 

(a  -  I)- 

3.  y  ■■  -.v  +  4  4.  If-  +■  Iff" 


2.  (a)  7  (b)  -4  (c)  7  (d)  ^ 

9 


3.5  DER1VADAS  DE  FUNQOESTRIGONOMETRICAS 


O  oh  jet  i  vo  principal  desta  se^ao  e  oh  ter  as  formulas  para  as  derivadas  das  sets  /undoes 
trigonometrical  ha  sic  as.  Se  considerar  necessdrio,  o  letter  pode  consul  tar  a  revisdo  de 
f undoes  trigonometric  as  dada  no  Apendice  A. 


Nesta  segao  vanios  super  que  a  variavel  independente  x  das  funqdes  trigonom&ricas  sen  xf 
cos  a*  tg  a\  cotg  At  sec  a  c  cosscc  a  seja  medida  cm  radianos.  Tam  hem  vanios  preciw  dos  I i mi¬ 
tes  no  Teorema  2.6.4,  reescritos  corn  //  cm  vez  de  a  como  a  variavel  como  segue: 


sen  h  \  —  cos  h 

lim  - =  ]  e  Jim - =  0 

a->o  h  h 


(1-2) 


Comeeemos  com  o  problem  a  de  derivar  fix)  -  sen  a.  Us  an  do  a  definicao  de  derivada, 
obt  cm  os 


ff(x)  =  lim 

A^O 


/(x+/i)--/(x) 

h 


sen(x  +  ft)  —  sen  x 

=  lim  - - 

h  — *■  o  h 


—  Jim 

A  —>  0 


sen  x  cos  h  4-  cos  a  sen  h  —  sen  a 


Pel-i  formula  dn  adi^ao  do  seno 


=  J 

A 


ini  set 

->*L 

=  lim  cos  x  I 
A^0[  \ 


I  cos  h  —  I 

V  h 


sen.  /L' 


+  cos  X 

I  -  cos/i 


^sen  h  ^ 
\~ ) 


—  sen  x 


h 


Reorgom  algcbrica 


sen  h  \  -  cos h 

—  Jim  cos  a  ■  Imi - lim  sen  a  ■  lim - 

A^O  A“>0  h  /i-+  0  /?  — f  0  h 


—  (  lim  cos x )  (1)  —  f  lim  sen  a)  (0) 
Va^o  /  \ii^o  / 


Formulas  (l>e  (2) 


lim  cos  a  —  cos  a 
A->0 


cos x  n3o  envoi vc  a  vjsridvcl  ft  c.  ponnmo,  scr 
EraLado  como  mm  conscanic  no  cilculodo  I  mute 
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Refbrgamos  que  as  formulas  das  de- 
rivadas  das  fun^oes  trigonometricas 
sao  v^lidas  some  rtf  e  se  x  (or  medi- 
do  em  rad  ia  nos.  Ver  no  Exercicio  47 
como  essas  formulas  mudam  se  x  for 
medido  em  graus. 


Assim,  mostramosque 


d 

~  I  sen  a-  f  =  cos  a 
dx 


Nos  exercicios  o  leitor  ser/i  convidado  a  uiilizar  o  mesmo  meiodo  para  derivar  a  formula  se- 
guinte  para  a  derivada  de  cos  a: 


d_ 

dx 


[cos  a]  —  —  sen  x 


►  Exemplo  1  Encontre  dy  I  dx  se  v  -  x  sen  a  . 

S&fttgdo  Usando  a  Formula  (3)  e  a  regia  do  piodiilo,  obtemos 

d  y  d 


dx  dx 


\  x  sen  x  1 


—  a  —  i  sen  a  1  4-  sen  a  —  [x  ] 

dx  dx 

—  a  cos  a  +  sen  x  < 


►  Exemplo  2  Encontre  dy  / dx  se  v  — 


sen  aj 


l  4-  cos  x 


Sofuyao  U  sa  n  do  a  reg  ra  d  o  q  u  oc  i  e  nte  j  u  nto  com  as  \  onn  u  I  as  ( 3 )  e  (4 ),  ob  te  m  os 


dy 

dx 


d  d 

( 1  +  cos  a)  ■  - — |  sen  x  ]  —  sen  a  «  — [  I  4-  cos  x  \ 
_ dx _ _ dx _ _ 

( I  +  cos  a)2 

(1  +  cos  a) (cos  a)  —  (sen  x)(  —  sen  a) 


( I  +  cos  a)- 


■y 

cos  a  H-  cos  a  +  sen”  a  cos  a  4-  I 


[ 


(1  +  cos  a)2 


(1  -Fees  a)2  ]  -F  cos  a 


As  fdrmutas  das  dedvadas  das  fun' 
goes  trigonometricas  deveriam  ser 
memo  riza  das.  Urn  auxfiio  mnemcnioo 
^  dado  no  Exercicio  48. 


As  derivadas  das  denials  fungocs  trigonometricas  sao 


dx 


[tg  a  |  —  sec  -  x 


dx 


| sec  a]  —  sec  a  tg  a 


(5-6) 


(7-8) 


Todas  essas  formulas  podem  ser  obtidas  usando  a  defmiqao  dc  derivada,  mas  e  mats  facil 
utilizer  as  Formulas  (3)  e  (4)  e  aplicar  a  regia  do  quociente  as  relagdcs 

sen  a  cos  a  1  1 

t£  A  —  - *  COt£  A  —  - *  sec  A  =  - .  COSSeCA  —  - 


COS  X 


sen  a 


COS  A 


sen  a 


Por  exemplo: 


d  d  f  sen  rl 

=  —  -  = 

dx  d  x  L  cos  x  J 


cos  a  ■  —[sen  a  |  -  sen  a  ■  —[cos  a:] 


dx 


dx 


COS2  A 


:os  a  ■  cos  a  —  sen  x  ■  (—  sen  a)  cos2  a  +  sen"  a 


=  sec  “  a 


COS2  A 


COS2  A 


COS2  X 
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►  Exemplo  3  Encontre  /"(jr/ 4)  sc  /( x)  -  see  x. 


Quando  quisermos  obter  o  valor  do 
uma  derivada  em  um  f>on[o  espeeffi- 
co  x  =  ,v„ ,  e  important  substituir  ,v, 
depols  do  obticta  a  dertvada,  Assim, 
no  Exemplo  3.  tizemos  a  substitute 
,v  =  st/4  dapois  do  calcufar  O  que 
teria  aconteddo  se  tivbssemos  substi- 
tuido  x  -  nr/4  incofretamenie  em  f'(x) 
antes  do  calcular  /"? 


Assirn, 


/'(a)  =  sec  .v  tg  a 

/'■(a)  —  sec x  ■  — [tgA]  +  IgA  -  — [sec a] 

d  x  d  x 

=  sec  x  ■  sec2  a  +  tg  x  sec  a  IgA 
=  sec3  a  Hh  see  a  tg2  A 


/"(jt/4)  —  sec3(jr/4)  4-  see(jr/4)  tg2  (tt/4) 


Figura  3.5.1 


=  (v^)1  +  {V2>(1)2='372  -< 


►  Exemplo  4  Suponha  que  o  Sol  nascente  passe  diretartiente  sobre  um  predio  de  30  me¬ 
tros  de  altura  e  seja  B  o  Angulo  de  elevagao  do  Sol  (Figura  3,5.1);  Encontre  a  taxa  segundo 
a  qua!  o  coniprimento  x  da  soinbra  do  predio  esta  variando  em  relagao  a  $,  quando  0  =  45c\ 
Expresse  a  res  post  a  em  metros/graus. 


Soluqdo  As  variaveis  v  e  $  estao  relaeionadas  per  tg  9  =  30/a,  ou,  de  forma  equivalents, 

a  =  30  cotg  0  (9) 

Se  0  for  medido  em  radian  os,  enlao  a  Formula  (7)  e  aplicdvel,  resultan  do  em 

dx  * 

—  —  —30  cossec  0 
dO 


Figura  3.5.2 


que  e  a  taxa  de  variagio  do  coniprimento  da  sombra  em  relagao  ao  angulo  de  elevagao  em 
metros/radian  os.  Quando  0  —  4  5-i  (on,  de  forma  equivalence,  0  —  tt/4  radianos),  obtemos 


dx 

dB 


=  —30  cossec2  (tt/4)  =  —  60  in  etros /radianos 


k?=jf/4 

Convene  ndo  radianos  (rad)  para  grans,  obi  cm  os 

71  m 


in  n  rad 
-60  —  - 


- 1 .05  tn/grau 


rad  1  HO  gratis  3  grays 

Assirn,  quando  B  —  45  °t  o  coniprimento  da  south  ra  esta  dec  re  seen  do  (devido  ao  sinal  men  os) 
a  uma  taxa  aproximada  de  1,05  m/grau,  com  o  aumento  do  angulo  de  elevagao,  4 


►  Exemplo  5  Con  forme  i  lustra  a  Figura  3.5.2,  suponha  que  uma  massa  presa  na  ponta 
de  tuna  mola  seja  espichada  3  cm  alem  de  sen  ponto  de  repouso  e  largada  no  instante  t  —  0. 
Supondo  quo  a  funcao  posigao  do  topo  da  massa  presa  a  mola  seja 

s-- 3  cos  f  (10) 


onde  x  esta  em  centimetres  e  /  em  segundos,  encontre  a  lunqao  velocidade  e  discuta  o  movi 
men  to  dessa  massa. 


Solugdo  A  f u nqao  ve  I  oci  d  ade  e 


ds  d 

v  —  — ■  —  —  [—3  cos  f  |  —  3  sen  t 
dt  dr 


A  Figura  3.5.3  tnosira  o  grafico  das  fun  goes  posigao  e  velocidade.  A  ftmgao  posigao  nos  diz 
que  o  topo  da  massa  oscila  entre  um  ponto  minimo  de  s  —  -3  e  um  ponto  maxi  mo  de  s  —  3,  com 
uma  oscilagao  com  pie  ta  ocorrendo  a  eada  2jt  segundos  |  o  periodo  dc  ( 10)].  O  topo  da  massa  se 
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O  ropo  da  massa  aiinge  sua  veEoci- 
dade  escalar  maxima  quartdp  passa 
pelo  ppnto  de  repouso.  Per  que?  Qua  I 
e  essa  velocidade  escalar  maxima? 


move  para  cima  (o  sentido  positive  tie  s)  quando  v  €  positiva,  para  baixo  quando  v  d  negativa 
e  esta  no  ponto  maxi  mo  ou  mfnimo  quando  v  =  0.  Assim,  por  exemplo,  o  topo  da  massa  se 
move  para  cima  do  tempo  t  =  0  ate  0  tempo  t-jr,  quando  atinge  o  ponto  maxtmo  $  =  3 1\  emao, 
se  move  para  baixo  ate  o  tempo  /  -  2tt,  quando  atinge  o  ponto  mfnimo  s  =  -3.  C)  movimento 
entSo  se  repete  pcriodicamcnte.  *4 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  3.5  (Ver paging  20$  para  respostas .) 


E  Encontre  dy!  dxr 

(a)  y  =  sen  x  (b)  y  —  cos  x 

(e)  y  =  tgx  (d)  y  =  sec  x 

2.  Encontre  /'(a)  c  /'(tt/3)  sejfjr)  =  sen  x  cos  x 


3.  Use  u  i na  derivada  pa  ra  ca  I  cu  lar  cad  a  I  i  m  i  le . 

sen(?  +h)  -  I 
(a)  lim  — ^ - — — ■ 

t>  -*  o  h 


(b)  lim 

h  o 


cossee(x  +  h)  —  cosscc  a 
h 


EXERCICIOS  3.5  El  Recurso  Grafico 


1-18  Encontre  fix). 


1-  fix) 
3.  fix) 
5*  fix) 

1 .  fix) 
9,  fix) 

It.,  fix) 

U  fix) 
15*  fix) 

17*  fix) 


—  4  cos  a  +  2  sen  a 

—  — 4a2 cos a 
5  —  cos  a 


2*  f(x) 
4*  fix) 
6*  fix) 


5  +  sen  a 
see  x  —  V2  tg  x  8.  fix) 
4  cos  see  x  —  cotg  x  10.  fix) 

12.  fix) 

14.  fix) 


see  x  tg  a 
cola  x 


5 

—t  +  sen  x 

r V 

2  sen" x 
sen  x 

x 2  +  sen  x 
(a2  -h  1 )  see  x 
cos  x  —  x  cosscc  x 

cosscc  x  cotg  x 
sec  a 


I  +  cos  sec  a 
sen2  x  -t-  cos"  x 


sen  x  sec  x 


I  +  tg  x 


I  4-  x  tg  v 


16*  fix) 
18*  fix) 


sec"  a  —  tg"  a 

(A2  +  i)  COtg  A 
3  —  COS  A  COSSCC  A 


2  2 

1 9-24  En con  tre  d  "y  /dr 

19.  y  =  A  cos  a  20.  y  =  cos£ecA 

21.  _y  =  x  sen  x  -  3  cos  x  22.  y  -  x2  cos  x  +  4  sen  x 

23.  y  =  sen  x  cos  x  24.  v  -  tg  x 

25.  Encontre  a  equagao  da  re  la  tan  genie  ao  grafico  de  tg  a  nos 

pontos 

(a)  a  =  0  (b)  x  -  nf4  (c)  x  -  -tz/4 

26.  Encontre  a  equa^ao  da  rcta  Uingcnte  ao  grafico  de  sen  x  nos 

pontos 

(a)  a  -  0  (b)  a  —  jr  fc)  a  =  tt/4 

27*  (a)  Mostre  quo  y  -  x  sen  x  e  uma  sot  tig  ao  dc  y"  +  y  =  2  cos  a. 

(b)  Mostre  que y  =  a  sen  x  €  nma  solugao  da  equaqao y'J '  +  yif  = 
-2  cos  x 

28*  (a)  Mostre  que  y  =  cos  a  e  y  -  sen  x  sao  sol  u  goes  da  cquacao 

y7  +  y  -  0. 

(b)  Mostre  que  _y  =  A  sen  x  +  B  cos  x  6  Lima  solugao  da  oqua- 
gao  y'  +v  =  0  para  qualqucr  valor tlas  constantcs  A  e  B. 


29*  Encotitrc  todos  os  pontos  no  Entervalo  |~2tt,  2tt|  nos  quais  o 
gratico  de  /  tern  uina  rcta  tangent c  horizontal, 

(a)  fix)  =  sen  a  (b)  f(x)  -  x  +  cos  a 

(c)  /(a)  —  tg  a  (d)  fix)  —  sec  x 

r'M  39.  (a )  U se  u  in  reenrso  gra  ti  co  para  fa zt resti  mat i  vas  rud  i  m  en  ta¬ 
res  dos  pontos  no  intervalo  [0.  2tt]  nos  quais  o  grafico  de 
y  =  sen  x  cos  x  tern  uni  a  rcta  tan  genie  horizontal. 

(b)  Encontre  a  exala  Local!  zagao  dos  pom  os  onde  o  grafico 
lent  uma  ret  a  tangente  horizontal. 

31.  Uma  escada  de  3  m  estil  apoiada  em  uma  parede  cm  um  Sngulo 
0  com  a  liorizontaK  eon  for  me  mostra  a  figura  abaixo.  A  parte 
mais  alta  da  escada  esia  a  x  metros  do  solo.  Se  a  base  da  escada 
for  eiupurrada  em  diregao  a  paiedc.  encontre  a  taxa  segundo  a 
qual  a  varia  em  relagao  a  0  quando  0  -  6Qf\  Espresso  sua  res- 
posta  em  metros/gram 


32.  Um  a  viiio  esta  voando  a  1 .  .100  m  de  allmx  con  forme  a  figura 
ahaixo.  Qual  e  a  tax  a  dc  variagSo  da  di  stand  a  entre  o  aviao  e 
o  ponto  lixo  P  ctn  relaqao  a  0  quando  0=  30"?  Expresse  sua 
rasp  os ta  em  metros/grau. 


208  Calculo 


33*  CJm  ho  l  o  tote  linnet  um  facho  de  luz  sob  re  Lima  parede  disLante 
SO  m  dele,  eonfbrme  n  fjgura  abaixo,  Encontre  a  taxa  segundo  a 
qual  a  disiancia  D  csia  variando  com  0  quando  0  =  45".  Exprcs- 
se  sua  res posta  cm  metros/grau. 


1  SUM  Ki  1 

1W  i  { 

>y 

B  ■ 

r 

'ji 

o 

3 

m  n  » 

£S 

P  ■ 

B  ■ 

> 

n 

ii 

l-p 

_ 

Q  Ml  W 

W  ■ 

Figura  Ex-33 


34*  Uni  said  tie  de  observagao  pode  ver  somente  uma  pane  da  su- 
perficie  da  Terra.  Ele  tem  sensores  de  borixonte  que  perm  item 
ealeular  o  angulo  0 *  o  qual  pode  scr  visto  na  Jigura  abaixo.  Sti- 
ponha  que  a  Terra  (esfdiica)  ten  ha  raio  r  e  que  a  dm  tin  da  do 
saldlite  a  partir  da  superficie  dela  seja 

(a)  Most  re  que  h  =  r  (cossee  0  -  1 }. 

(b)  Considerando  r  —  6.378km  e  s  upon  do  que  o  satelite  se 
aproxima  da  Terra,  encontre  a  taxa  segundo  a  qual  It  esta 
variando  em  relagao  a  0  quando  0  =  3£F,  Express  sua  res- 
posta  em  qui  Id  metros/grau. 

[Adaptado  do  Space  Mathematics.  NASA,  1 985.] 


Figura  Ex-34 


35-36  Faga  uma  conjectura  sohre  a  derivada,  calculando  algumas 
del  as  e  observandoo  padiao  resuliante. 


dm 

<b> 


37,  Seja  f(x)  —  cos  x.  Encontre  todos  os  inteiros  positives  n  para  os 
quais/,r '(a)  =  sen  v. 

38*  Seja  7(a)  =  sen  a.  Encontre  todos  os  inteiros  positives  n  para  os 
quais  pix)  -  sen  a1. 


35.  (a) 


d*1 
d. LS7 


[sen  x ] 


.  d 17  . 

36.  [x  sen  x] 
dxtf 


ENFOCANDO  CONCEiTOS 


3l>*  Em  cada  item,  determine  onde  /  6  di IbrencidvcI. 
(a)  fix)  =  sen  a  (b)  /(a)  =  cos  a 


(e)  f(x)  =  tg* 
(e)  /(a)  =  see  x 

(g)  /<*)  = 


I 


(d)  f(x)  -  eotg  x 
(0  fix)  =  cossee  x 

(111  /(*)  =  1 


sen  a  cos  x 


1  -fcos.v 

„  v  cos  a 

(1)  f(x)=- - 

2  —  sen  x 

40,  (a)  Dedu/a  a  Formula  (4)  Lisando  a  definigao  de  derivada. 

(b)  Use  as  Formulas  (3)  e  (4)  para  obiei'  (7). 

(c)  Use  a  Formula  (.4)  para  obter  (6). 

(d )  U  se  a  For  mu  t  a  (3 )  para  obt  er  ( 8) , 

41  *  Use  a  Formula  ( I ),  o  formato  altemativo  para  a  definigao  de 
derivada  dado  na  Formula  ( 1 3)  da  Scgao  3.2,  ou  seja* 

/( t«)  -  f(x) 

f  (x)  =  hm  - - - - 

w  —  x 

e  a  idemidade  da  diferenga  dos  sen  os 

_  .  a  “  p  \  (a  -f  p 

sen  a  —  sen  p  =  2  sen  t  -  —  ■  )  cos 


para  mosirar  que  — [sen  a  J  =  cosxs 

dx 

42*  Seguindo  a  orientagao  do  Excretcio  41 ,  use  a  idemidade  da 
diferenga  dos  cos  sen.  os 

a  -  p\  (a  +  P 
cos  a  -  cos  p  —  —2  sen  |  — : —  !  sen 


para  mostrar  que  —  [cos  a]  —  -  sen  a  . 

dx 


43*  (a)  Most  re  que  Jim 


tg^ 


=  I* 


h  -v  0  // 

(b )  Use  o  result  ado  d  e  (a)  cot  no  au  x  fl  i  o  na  ded  ug  ao  d  a  f<5  r- 
rruda  para  a  derivada  de  tg  x  din&tamente  da  delmigao 
de  derivada. 

44.  Se  in  usar  identidades  trigonometric  as,  encontre 

^  l gjx  -i-  y)  -  Ig  y 

.r-tO  X 

[i Stigesfdo :  Relacionc  o  limite  dado  com  a  detinigao  de  deri¬ 
vada  de  uma  fungao  apropriada  dc  y. ] 


45*  M  ost  re  q ue,  se  k  6  u m a  constattte*  ent ao 


■ — [cos  kx]  =  —k  sen  kx 
dx 


46*  Uma  mass  a  presa  na  ponta  de  uma  mol  a  e  espichada  4  cm  abai¬ 
xo  de  sen  ponto  de  rep  on  so  e  largada  no  instante  t  =  0,  Depois 
de  iargada,  a  mass  a  se  move  ao  I  on  go  dc  um  eixo  vertical*  em 
quo  consideramos  o  sent  i  do  positive  como  sen  do  para  cima  e 
a  ort  gem  localizada  no  topo  da  mass  a  quando  a  mola  esta  na 
posigao  de  repouso.  Suponhaque  a  fungao  posiqao  do  topo  da 
rnassa  seja  s  =  -4  cos  m,  onde  s  estd  em  ceruimetios  e  /  em 
segundos  medidos  a  panir  do  instante  ein  quo  a  mass  a  6  Jar- 
gada.  Use  o  resultado  do  Exercfeio  45  para  eneontrar  a  fungao 
veiocidade  da  massa.  Qual  d  a  velocidade  da  mass  a  em  sua 
primeira  passagem  polo  ponto  de  repouso? 

47.  As  formulas  das  deiivadas  de  sen  x,  cos  ,v.  tg  a*  colg  a*  sec  x 
e  cossee  x  foram  obt  i  das  sob  a  It  i  pot  esc  de  que  x  seja  mod  ido 
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em  radianos.  Usando  os  resulted  os  dos  Exercicios  69  e  70  da 
Scgao  2,6.  prove  quo,  sc  x  for  medido  cm  gratis,  entao 


■ — -  L sen  x] 
dx 


T 


COS  X 


d  jT 

—  I  cos  x  1  —  —  - —  sen  x 
dx  ISO 


48.  Yarn  os  chamar  as  fun  goes  cos  x,  cotg  .v  e  cos  sec  x  de  cofun* 
0es  de  sen  a,  tg  x  c  sec  a;  respcctivamente,  Convenga-sc  de 
que  a  derived  a  de  quulqucr  cofungao  pode  ser  obtida  a  parti  r 
da  derivada  da  fungau  correspondente  pe!a  introdugau  de  um 
sinal  do  men  os  c  substiunndo  cad  a  fungao  na  derivada  por  sua 
co Ibnc a o.  Memorise  as  derivadas  de  sen  x,  tg  a-  e  sec  x  e  use  a 
observagao  acima  para  dedti/ir  as  derivadas  das  cofungoes. 


l/  RESPOSTAS  DOS  EXERCIC10S  DE  COMPREENSAO  3.5 


1.  (a)  cos  x  (b)  —sen  a  (c)  sec2  a  (d)  see  a  ig  a  2.  ff{x)  =  cos2  x  —  setr  a,  /'(st/3) 


X  (a)  — [sen  x] 
ax 


d 

—  0  (b)  —  [cossee  x  1  =  —  cossec  x  cmg  x 

x=x/2 


3.6  REGRA  DA  CADEIA 


Nesta  sefdo  deduziremos  uma  formula  que  expresse  a  derivada  de  uma  composigdo  f  og  em 
termos  dm  derivadas  de  f  e  de  g.  Essa  formula  nos  permit  ini  derivarf undoes  compikadm 
usando  derivadas  defungdes  mats  simples. 


■  DERIVADAS  DE  COMPOSigOES 

Considers  o  problem  a  de  calcular  a  derivada  dc 

d 


dx 


f(.v2+  l),€0] 


(1) 


As  duas  my  ircims  de  que  dispomos  ate  aqui  para  essa  derivagao  sao  expan  dir  (x~  +  1  )l!"  pel  a 
formula  do  bindmio  c  dcrivar  temio  a  termo  ou  apliear  a  deEinigao.  Ejii  a  mhos  os  casos?  as 
comas  serao  pro  lb  divas  e  devemos  ten  far  uma  nova  abordagerru  Seja  h(x)  =  (x2  +  I Nossu 
eslfylegizi  sera  escrever  /*  como  uma  com  post  a  de  fungoes  mais  simples  que  sabenms  dcrivar 
facilmcnte  c  entao  expressar  (1)  cm  te nines  das  derivadas  dcssas  fungoes  simples.  Por  exem¬ 
pt  o.  expressemos  h(x)  como  a  composigao 

h(x)  -  ( fog)(x )  -  f(gW)  onde  g(x)  -  x2  +  1,  f(x)  -  x100 
Como  sabemos  que 

^'(x)  =  2x  e  fix)  =  I  00a" 

basta  eneontrar  unia  maneirade  expressar  h'{x)  em  termos  dessus  duas  deri  vadas  conhecidas. 
A  ehave  para  issoe  a  inlrodugao  das  variaveis  dope n dentes 


y  -  ( X -  +  l)100  C  II  =  g (x)  =x-+l 


das  quais  segue 


v  —  it 


sik:i 


Assim,  qtieremos  asm  as  derivadas  conhecidas 


—  =  100«"  c  ±  _  2, 
dti  dx 


(2) 


pat  a  eneontrar  a  derivada  de  scon  heel  da 


dy  =±[(x2  +  !)100] 


(3) 


dx  dx 

Para  isso,  pensemos  nas  derivadas  em  (2)  e  (3)  como  taxas  dc  variagao.  Assim,  queremos  uti- 
li/ar  as  taxas  de  variagao  dyldit  e  dufdx  conhecidas  para  eneontrar  a  taxa  de  variagao  dyfdx 
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A  Formula  [4}  e  facil  de  lembrar  por- 
que  o  lado  esquerdo  e  exatamenie  o 
que  resultaria  se  “cancelassemos”  os 
dois  ihi  do  lado  direfto,  Esse  "cance- 
lamento'  fornece  uma  boa  maneira 
de  obter  a  forma  correta  da  regra  da 
cadeia  quando  uttlizamos  vari4veis 
diferenles.  For  exemplo,  se  >v  4  uma 
fungao  de  .v  e  x  e  uma  fungao  be  s, 
entao  a  regra  da  cadeia  toma  a  forma 

tlw  dw  (lx 


dt  dx  dt 


►  Exemplo  1  Encontre  dy  / dx  se  v  =  eos(.v\ 

Soluqdo  Tomamos  u  -  x '  e  expressamos  y  como  y  -  cos  it.  Aplieando  a  Fornni la  (4),  obtemos 

dy  dy  d  it 

dx  du  dx 

d  d 

=  —[cosh]  •  —  [.v  j 
d  u  dx 

=  (—  sen  «)  *  (3jt) 

=  (—  scit{jc3))  ■  (3aj2)  —  — 3jrsentrt)  A 


►  Exemplo  2  E neon  Ire  dw/dt  se  w  =  tg  x  e  x  =  4 1  +  f. 

Sotuqao  Neste  ease,  a  coma  da  regra  da  cadeia  toma  a  forma 

dm  dw  dx 
dt  dx  dt 

=  — [Ig.vl-  ^-[4rl  +  /| 
dx  dt 

=  (sec2  x)  ■  (12/2  +  1) 

=  (sec2 (4/ 3  H-  /  ))  >  (12/2  +  l)  =  (12 12  +  1)  see2(4r3  +  /)  m 


Confirms  que  (S)  &  uma  ver$So  alter¬ 
native  de  (4)  toman  do  y  -  j^U})  e 
it  =  s-M'h 


m  UMA  VERSAO  ALTERNATIVA  DA  REGRA  DA  CADEIA 

O  use  da  Formula  (4)  para  a  regra  da  cadeia  pode  dear  desajeiLado  cm  alguns  problemas 
porque  envoi  ve  mu  i  las  variaveis.  A  medida  que  o  lei  tor  fiear  mats  a  vontade  com  a  regra  da 
cadeia,  pode  querer  dispensar  o  uso  das  variaveis  dependences  iniermedi arias,  expressando 
(4)  na  forma 


~[f(g{x))\  =  (/og)'(.v)  =  f'(g(x))g'(x) 
dx 


(5) 


Capftuio  3  /  A  Derivada 


Uma  maneira  convenient^  de  lembrar  essa  formula  cons  isle  cm  chamui  /  a  “fungao 
de  fora?>  eg  a  “fungao  de  deniro"  ua  composigao  f(g(x))  c*  entao*  expressar  (5)  cm  pa  lavras 
como; 


A  derivada  de  f(g(x))  e  a  derivada  da  fungao  de  fora  caladada  na  fungao  de  dent  to  vezes 
a  derivada  da  fungao  de  dent  tv. 


dx 


lf(g(x))]  -  f(g{x))  gf M 


Derivada  da  fiingao  de 
fara  calciriada  sia  iiirtfan 
dtf  itc  11  tro 

_ 

iXirivada  da 
fungao  dc  deniro 

►  Exemplo  3  (Revisao  do  Exemplo  1)  Eneomre  hf(x)  se  h(x)  —  cos(x  ). 

Solugdo  Podemos  pen sar  em  h  como  a  compos igao /(#(*))  em  que  g(x)  -  x'  e  a  fungao  de 
deniro  e  fix)  —  cos  x  e  a  limgao  de  fora.  Ass  ini,  a  Formula  (5)  fornece 


h,W  =  f(g(x))-g,(x) 


Derivada  da  dc 

_ i  i 

Deri  vada  da 

fora  calculada  na 
do  deniro 

-  /'(*3)  ■  3x2 

fungao  de  deniro 

=  —  sen  (  v ' )  ■  3.v2  —  —3a  2 sen (a  v) 
que  con  fere  com  o  resultado  obtido  no  Exemplo  1 .  + 


►  Exemplo  4 


[(tg  a)2]  —  (2  tg  a)  ■  (see 2  a)  =  2  tg  a  see 2  a 


■  FORMULAS  GENERALIZADAS  DE  DERIVAgAO 

Exisle  uma  terceira  variante  da  regra  da  cade  i  a  que  e  intermediaria  enlre  as  Formulas  (4)  e 
(5).  To  man  do  tt  ~  g(x)  cm  (5),  podemos  ree  sc  rover  aquela  fdnrtulaeomo 


[/(h)]  -  /  (!<)' 

dx  dx 


(0) 


Esse  resultado,  denominad  o  formula  generatizada  da  derivada  de/  fornece  uma  maneira  de 
usar  a  derivada  d  c/a)  para  produ/ir  derivadas  d  e/a),  quail  do  it  6  uma  fungao  do  x.  A  Tube  I  a 
3.6.1  da  alguns  exemplos  de  aplicagao  dessa  formula. 
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Tk belli  3,6.1 


Formulas  g  era  liz  a  das  dl  dlkivacao 


-±  [j;n]  _  mtn~l  —  {n  um  intetro) 
dx  dx 

4  |  sen  u  |  -  cos  u  *  ;• 
dx  dx 

~  [tg  -  see  4/  -i 

(BPS  (f-X 

-f  [sec  w]  -  sec  u  la  u  (~~ 
dx  dx 


f/  f  r—l  _  1  dll 

</.v  v  l  "2 VS  J.r 
-/»  [cos  if]  =  -sen  u  ^ 

<7A  dX 

4 1  cote  u  |  =  - cossec 2  a  ~ 
dx  "  ax 

4  [cossec  it]  -  -cossec  a  cote  u 

77\  £JA 


►  Exemplo  5  Encontic 


(a)  ■■  [soti(2.v)]  (h)  2-[ig(0  +  I)] 

dx  dx 


(d)  —[(I  +  -C  cotg x )' s  |  (e)  ~ 

dx 


(c)  — [  \fx-x  +  cossec  a] 


rfjc 


r _ i _ 1 

U3  +  2x  -  3j 


So/wftftf  (fi)  Tomando  u  =  2x  na  formula  gen  ora  It /.ad  a  de  derivagao  de  sen  a,  obtemos 

—  [sen (2^)1  =  —[sen  u  1  =  cosw  —  —  eos2x  ■  —  [2a]  —  cos  2  a  ■  2  =  2  cos  2  a 
ax  dx  dx  dx 

Solugao  (b)  Toman  do  u  —  a2  +  I  na  rtjrmula  general] /ada  de  derivag&o  de  tg  u ,  obtemos 


—  [tg(AZ+  1)1 
dx 


d  2  du 

—  [tgif]  =  sec  a  — 
dx  dx 


sec2(jc2  +  I )  •  U2  +  I  j 
dA 


sec" (a"  +  1)  *  2a 


2a  see2  (a  3  4-  I) 


So/wffio  (c)  Tomando  a  =  a  '  +  cossec  x  na  formula  general izada  de  dcrivagao  de  ^47, 
obtemos 


d 

dx 


[Vx*  -h  cossec  a] 


I 

2  \/v  ■■  +  cossec  x 


dx 


[A3 


+  cossec  a] 


— ■■  =  -  ■  (3a  “  —  cossec  x  cotg  a)  — 

2  v  a3  4-  cossec  a 


3 A"  —  cossec  A  cotg  A 

•u.- 

2\/x}  4-  cossec  a 


Sohi^do  (d)  Tomando  tt  —  1  +  x  cotg  a  na  formula  general  i/ada  de  derivacao  de  if  ,  obtemos 

~1(i  +Ccotg.,r3]  =  4f«_s]  = 

dx  dx  dx 

=  —8(1  4-  as  cotg  a:)-9  ■  —  [1  4-  A5  cotg  a] 

dx 

—  -8(1  +  a5  cotg  a)“9  ■  (x5{—  cossec2  a)  4-  5a4  cotg  a) 

=  (8a5  cossec "  x  —  40a4  cotg  x){  1  4-  a5  cotg  a)-9 
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QQMINIO  DATECNOLOGIA 

Se  o  lesJor  d isp user  de  uni  CAS,  use-o 
para  efeluar  a  deriva^ao  em  (7). 


Sohtgdo  (e)  Tomando  it  =  x '  +  2x  -  3  na  formula  gencralizada  da  derivada  com  it  \  ob- 
tenios 


dx 


a3  +  2x  -  3 


-  -|(.v3+2.v-3)-,|  =  —  [«-'] 
dx  dx 

=  =  -(a3  4-  2,x  —  3r24-\x3  +  2x  -  31 

dx  dx 


=  ~{xi  +  2x  -  3r3(3.t2  +  2)  = 


3  a- 3  +  2 


(a3  +  2x  -  3J- 


\ 

As  vezeSj  precisamos  fazer  ajustes  na  notag  ao  ou  aplicar  mais  dc  uma  vez  a  regra  da 


eadeia  para  calcular  uma  derivada. 


►  Exemplo  6  Encorure 

(a)  —  [sen (Vl  4-  cos x )] 

dx 


(w  const  ante) 


Solugdo  (a)  Usando  w  —  V 1  4-  cos.r  na  formula  gencralizada  de  dcrivagao  dc  sen  it, 
obtemos 

d  f -  d  da 

- —  I  sen  w  1  +  cos  x )  \  —  ~[  sen  u  \  —  cos  u  - — 
dx  dx  dx 


—  cost  y  I  +  COS  A  )  *  - I  y  3  4-  cos  v  | 

dx 


=  cos(y  J  +  cost) 


-  sen  x 


U\  +cos.v 
sen  x  cosfyi  4-  cos  x) 


2VTT 


COS  V 


Uiamos  ft  form  ft  general]  zftdft  de 
dtriiracii(j  psira  >Jii  com  ir  l  -ftosA 


Solugdo  (b) 


df.l 

dt 


—  sec 


Usitrnos.  ;i  forma  general  Lzaicb  dt: 
(tert  v;igS(.i  para  see  id  com  tt  —  PtoS 

Usamo^a  fonna  general  iMda  dc 
derivagao  para  v/!7  coin  a  —  t&l 


M  DERIVANDD  COM  SISTEMAS  ALGEBRICOS  COMPUTACIONAIS 

Alguns  calculus  cfe  derivadas  podem  ser  muiio  cansa lives  quando  leitos  a  mao,  mesmo  usan¬ 
do  a  regra  cla  cadcia  c  as  outras  regras  dc  dcrivagao,  Para  derivadas  complicadas,  os  enge- 
nheiros  e  eientisias  freq  Lie  memento  utilizam  algum  sistema  algdbrieo  computational  (CAS), 
tal  como  0  M&theniotica,  o  Maple  ou  o  Derive.  Por  exemplo,  embora  tenhamos  to  das  as 
ferramentas  malernalicas  ncecssarias  para  calcular 


d_ 

dx 


(AJ+  l)l0sen3(VA) 


1  + 


cossec  x 


(7) 


a  mao,  esse  caleulo  e  suficientemenie  complcxo,  a  ponio  de  ser  mais  eliciente  (e  menus  sujei- 
to  a  erro)  usar  urn  sistema  algebrieo  computaeionai. 
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EXERClCiDS  DE  COM  PREENS  AO  3.6  (Verpagina  217  para  respostas .) 


1.  A  regra  da  cade  i  a  alirma  que  a  derivada  da  com  post  a  de 

duas  tangoes  d  a  derivada  da  ftrngao  de _ cal- 

culada  n a  fungfio  do  vezes  a  derivada  da  fungao 

de  . 

2.  Sc  yd  uma  liingSo  dcrivavel  de  it  c  u  6  uma  fung^o  derivdvel  dc 
v.  cniao 

dy 

dx  '  ' 


3.  Encontre  dyfdx. 

(a)  y  —  (a-~  +  5),a  (b)  y  =  V I  +  6a 

4.  Encontre  dyfdx, 

(a)  y  —  sen (3a-  +2)  (b)  y  —  (a~  tg a)4 

5.  Snponha quc /(2) =  3,  f{2)  =  4  ,  g(3)  =  6 e  gf(3)  =  -5.  Calcule 

(a)  h\ 2),  onde  h(x)  —  g(f(x)) 

(b)  k'( 3).  onde  *(*)  =  /(£*{*)). 


EXERClCIOS  3.6  Recorso  Grafico  \£}  CAS 


1 .  Dado  c |  no  j  '(0)  -  %g  (0)  =  0  e  yr(0)  -  3 ,  en centre  ( /  o  g )  r(0 ) , 

2.  Dado  quc  ff( 9)  =  5,  g(2)  =  9  c  g(2)  =  -3,  encontre  (/ o g )r(2). 

3.  Sejam  /(a)  —  a5  e  t;  (a)  -  2a  -  3, 

(a)  E  nc  on  i  re  { /  o  g  )(.v)  e  ( /  o  %  VU) . 

(b)  Encontre  (g  o  /  )(x)  e  (g  o  f  Ha). 

4.  Sejam  / (a)  =  5^/a  e  “  4  +  cos  a. 

( a)  E  nc  on  ire  ( /  o  g  )(,v)  e(/o  g  y  (a)  . 

(b)  Encontre  (g  *  /  )(a)  e  (g  o  /  )\x). 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


5.  Dada  a  tabcla  a  segnir,  cnconire  as  dcrivadas  in  die  ad  as  cm 
(a)  e  <b). 


X 

fix) 

fix) 

SX) 

g(X\ 

3 

5 

-2 

5 

1 

5 

3 

^1 

12 

4 

(a)  F‘{ 3),  onde  F(x)  =/g(x)). 

(b)  G'(3),  onde  G(x)  =  g(/Tr)). 

6.  Dada  a  Tabcla  abaixo.  encontre  as  derivada*  indicadas  cm 
(a)  e  (b). 


X 

/(a) 

fix) 

g(x) 

g'ix) 

-1 

2 

3 

2 

-3 

2 

0 

4 

\ 

-5 

(a)  F(-l),onde/'(x)  =  /<g(x)) 

(b)  G'(-I),  onde  G(x}  =  g(/(x)) 


7-26  Encontre  fix). 

1.  f{x )  =  (,vJ  +  2.vl37  8.  /(.v)  =  Ox2  +  2,v  -  1  )6 


9.  fix)  =  -  2 

11.  fix)  4 

,3.  fix )  =  v'4  +  Tlv 


1 


(3*  2  -  2x  +  1)J 


10.  fix) 

12.  fix) 

14.  /(a  )  =  i/x  (=  JT/x ) 


(.Vs  -  X  +  1  )‘J 

V.v*  —  2x  +  5 


15.  f{x)  =  sen 


16.  fix)  =  Ig  Va 


4  cos1’  x 


17.  f{x) 

19.  /(a) 

21.  /(a)  —  2sec2(.v7) 


i5  A 

cos“(3a/a. 


IS.  /(a)  =  4a  4-  5 sen1  a 
20.  fix) 


~  MTV) 


22.  f{x)  —  cos 


(t+t) 


23.  ./(a) 

25.  /(a) 

26.  /(a) 


V cos(5a )  24.  J\x) 

[a  -f  cosscc(a 3  4-  3)]“ 1 
| a4  -  sec (4a 3  -  2)]”4 


=  v3a  —  sc 


sen  (4a) 


27.  v=  a*  sen 2  (5a) 
29.  y  —  scc(1/a) 
31.  y  =  cos  (cos  a) 
33.  v  =  cos 4  (sc  ii  2a) 


sen  a 


28.  y  =  -VA  tg3(v^) 

30.  y 
32.  y 
34.  v 


see  (3  A  +  1 ) 
sen(tg  3a) 

1  +cosscc(a2) 


1  —  cotg(.v2) 


35.  y 

37.  y 


< 


(5a  +  8) 7  ( 1 

j 


A  -  5 


39,  y  = 


2a  4~  1 
(2x  +  3)3 
(4x2  -  1  )s 


Va)  5  36.  y 

38.  v 


(x  ^  4-  a)s  sensA 

■K  17 


,2 

I  + 


5) 


1  —  A 

40.  v  =  [1  +  sen’t.v3)]1- 


[c]  4  j ,  v  =  i  x  sen  2.v  +  tgJ  (x7)  Js 


@42.  v  =  tg1*  [  2  + 


(7  -  x)  VX1  +  5 
x}  T  sen  x 
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43-50  Enconire  a  equagao  da  reta  tangenie  no  grafico  no  ponio 
cspcdficado. 


43.  y  =  x  cm  3.v ,  x  —  7t 

44.  y  —  sent  1  +  a1).  x  =  —  3 


45.  y  —  see '  ^  ^ 

-  4 , . 

7Z 

~2 

),x  =  2 

47.  y 

=  lg(4jr‘),  x  =  Ox 

48,  y  ~  3  cotg4 

■■  1 

J- 

i-; 

II 

49.  y 

—  x2\/5  -  .vX  X  =  1 

50.  v- 

x  -  0 

VI  —  x2 


51.  y  —  x  cos  (5.1')  —  sen  2  a  52.  v  =  sen  (3a2) 

1  +  x 


53.  v  = 


]  —  x 


54.  v  —  x 


55-58  Eneontreaderivada  indieada. 


x  d  y 

55.  v  —  cotg'  (tt  — 9 ):  enco litre  _ 

d9 

(au+bX^  dX 

56.  A  —  l  - — — —  I  ;  enconire  —  (a,  b,  c,  d  consiantes) 

\Cll+dJ  du 

(i  ■j  1 

57.  —  | a  cos-  rut)  H-  b  seir  (a.  b  consumes) 

a  to 

2  / 71  \  dx 

58.  x  —  cosscc  | - v  );  encoiure  ■ — . 

V  3  *  ay 

59.  (a)  Use  urn  recurs o  computational  para  obter  o  grafico  da 
fungao  fix)  —  xV4  —  xl. 

(b)  Use  o  erdfico  de  (a)  para  fazer  um  esbogo  do  grafico  de 

/  ■ 

(c)  Enconire  /XU  e  veritique  sen  trabalho  em  (b)  usando  o 
rceurSO  computational  para  obter  o  grdfieo  de  f'. 

(d )  En eon  t  re  a  eq u  agio  da  re  t  a  ta  nge nte  ao  grd fi co  de  /  em . v  =  a 
e  faga  o  grafico  de  /  junto  com  o  da  rota  tangente. 

60-  (a)  Use  urn  recurso  computacioual  para  obter  o  grafico  da  fun- 
gao  fix)  =  sen  x"  cos  a-  no  interval©  j-^/2.  ni 21. 

(b)  Use  o  grafico  de  (a)  para  fazer  um  esbogo  do  grafico  de  f 
no  intcrvalo, 

(c)  Enconire  f\x)  e  verilique  sou  trabalho  em  (b)  usando 
0  recurs o  computational  para  obter  o  grdfico  dc  f'  no 
imervalo. 

(d)  Enconire  a  equagao  da  re  la  tangente  ao  grafico  de  /  em 
x  =  1  e  faga  o  grille©  de  /  c  da  range  me  juntos  no  inter¬ 
val  dado. 

61.  Um  objeto  suspense  por  uma  mola  sofre  um  pequeno  dcsloca- 

mento  vertical  c  depois  6  abandonado.  5e  forem  ignored  as  a 


resist  end  a  do  ar  e  a  mnssa  da  mola,  eniao  a  oscilagiio  do  objeto 
6  chamada  de  movimento  harmonica  simples.  Sob  condi goes 
apropriadas*  o  deslocamento  y  do  cquilfbrio  em  termos  do  tem¬ 
po  t  c  dado  por 

y  =  A  cos  (u  t 

ondc  A  6  o  dcsJocamemo  initial  cm  /  ~  0  c  o>  6  uma  con  startle 
quo  depende  da  massa  do  objeto  e  da  rigidez  da  mola  (ver  fi  gu¬ 
ru  abnixo).  A  constants  \A\  c  dcncmimdii  amplitude  do  movi¬ 
mento  c  to.jrequencia  angular. 

(a)  Most  re  que 

d1  V  , 

—  —or  y 


dr¬ 


ib)  O  periodo  T6  o  tempo  necessario  para  fazer  uma  oscilagao 
comp]  eta,  Mo  sire  que  T  =  2i\iw, 

(c)  A  jreqMncia  f  da  vibragao  <5  o  nil  mere  de  oscilacbes  por 
unidadc  dc  tempo.  Enconire  /em  termos  do  periodo  7". 

(d)  Enconire  a  amplitude,  o  periodo  e  a  frcquencia  de  um  obje¬ 
to  exeemando  um  movimento  harmonico  si  tuples,  dado  por 
v  =  0.6  cos  3  5/,  onde  /  esia  em  segundos  e  y  em  centfmetnos, 

a  r 


figura  Ex-61 

62.  Enconire  o  valor  da  cons lante  A  de  forma  que  y  =  A  sen  3t  sa- 
tisfaga  a  cquagao 

f /’  v 

— -  +  2v  =  4  sen  3 1 
dr- 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


63.  Con  side  re  a  lungao  /  cujo  grdfico  esut  na  figura  abaixo. 
Caleu  le 


yx  +  /u)] 


.V  =  -I 


-  Figura  Ex-63 

64.  U  sand o  a  fu  ng  ao  /  do  Ex  ere  fc  i  o  63 .  ca  I  cul c 


—  [/(2  sen  a-)1 
ax 
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65,  A  tlgm  a  abaixo  most  r a  o  grafico  da  pressao  almusfdrica  /;  (li- 
bras/pol'2)  versus  a  altitude  h  (milfias)  acima  do  mvel  do  mar. 

(a)  A  part  i  r  do  graft  eo  c  da  rcta  tangente  cm  h  -  2  mostrados 
no  gr^lico,  es time  os  valores  de  p  e  dpi  dh  a  uma  altitude 
de  2  mil  has. 

(b)  Sc  a  altitude  de  urn  vciculo  espaeial  an  merit  a  a  uma  taxa 
de  0,3  mil  has/s  quando  ole  esta  2  mil  has  acima  do  mar 
com  que  rapidez  a  pressao  variant  em  rela^ao  ao  tempo 
neste  instante? 


Figure  Ex- 65 


66,  A  forga  /■'  (quilogramas)  agindo  em  um  angulo  0  com  a  ho¬ 
rizontal  necessaria  para  arrastar,  ao  Ion  go  de  uma  super  fide 
horizontal  e  a  uma  veloddade  constunte*  um  calx  ole  que  pesa 
Wquilos  e  dad  a  por 

cos  9  4“  }.i  sen  0 

onde  u  e  uma  con  statue  denommada  coeficiente  de  atrito 
de  escorregamento  entre  o  caixoie  e  a  superffeie  (ver  flgura 
abaixo).  Suponha  o  caixoic  com  70  kg  e  p  =  0,3, 

(a)  Encontre  a  dF/dO  quando  0  =  304  Express^  stia  resposta 
em  kg/grau. 

(b)  Encontre  dFidt  quando  9  =  30",  se  9  csta  diminuindo  a 
uma  taxa  de  0,57s  uesse  instante. 


Figurn  Ex-66 


67,  Lembreque 


~(UI)  = 

ax 


U  A’  >  0 

—  I,  A  <  0 


Use  esse  result  ado  e  a  regra  da  cadet  a  para  eneontrar 

(| sen  x\) 


dx 


para  x  dife rente  de  zero  no  interval o  (-jt,  jt). 

68,  Use  a  formu la  da  derivada  de  sen  x  e  a  identidade 


cos  rv  =  sen  “  —  .v  j 


para  obter  a  formula  da  derivada  de  cos  a\ 


fw 


i 

x  sen  —  * 
x 

0, 


x  ^  0 
x  —  0 


(a)  Mostre  que  /  e  contmua  em  x  -  0, 


70, 


(h)  Use  a  Defmit’ao  3.2, 1  para  mostrar  quo  fr{[))  n&o  cxiste. 

(c)  Encontre  f'U)  para  x  &  0. 

fd)  Determine  se  lim  f  '(x)  existe. 

jr  -*  Q 


fix) 


x 2  sen 


x 


0, 


jt  0 

x  =  0 


( a)  M  os  I  re  q  ue  /  e  eoi  u  mua  ei  n  .r  =  0, 

(b)  Use  a  Definleao  3.2,1  para  eneomrar 

(c)  Encontre  fr( x)  para  x  =  0. 

(d)  Mostre  que  /'  nao  e  coni  mua  em  x  =  0. 
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I  )ada  a  Tabela  abaixo.  encontre  as  derivadas  indicadas  cm  (a) 
e  (b). 


X 

f(x) 

f(x) 

2 

1 

1 

H 

5 

■3 

(a)  gf (2),  onde  g(x)  =  [f(x)f 

(b)  fi\2F  onde  h(x)  -  /(xl) 

72*  Dado  que  ff(x)  =  \/?>x  H-  4  e  g(x)  -  x"  -  1 .  encontre  Ff(x)  se 

F(X)  =  /(g(A». 


76. 


X  r 

Dado  que  f%\)  =  -  y  -  -  e  g(x)  -  ^/Xx  —  i ,  encontre  F'(x')  se 

Fix  )  =  m  ^  A  _  + 1 


Encontre  f  f(X )  se  —  [f<X)\  =  x 

dx 


Encontre  —  [K.x)  \  se  — 
dx  dx 


x  \ |  -  hx. 


Lembre  que  uma  funqao  f  e  par  se  f{-x)  =  fix)  e  impar  se 
fi-x)  =  -  para  todo  x  no  dommio  de  /.  Supondo  que  /  e 
d  i  fere  nc  i  a vel ,  prove  que: 

(a)  /'  e  impar  se  /  for  par, 

(b  )  f*  6  par  se  /  for  fin  par. 


77*  Fag  a  al  gu  n  s  es  boqos  para  i  lu  strar  os  res  u  i  tados  do  Exercfc  io  76 
e  esc  rev  a  um  par  agrafe,  dan  do  uma  explicagao  informal  sob  re 
o  porque  de  os  res ul tados  serem  verdadeiros. 


78.  Sejam  v  -  it  -  J\(  u),  v  -  /?{w)  e  v-  =  fj.x)-  Expresse  rfyf  dx 

cm  Eermos  de  dyfdu,  dw/dx,  dufdv  e  dvfdir. 

79*  Encontre  uma  formula  para 

dx 
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*/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  3.6 


1.  de  fora;  <3e  densre;  <Ie  demro  2.  —  3.  fa)  10(.v2  +  5)''  ■  2v  =  2(h(.r+  f<f  (hi 

i hi  dx 


-6  = 


2  %/  1  +  6.v  v^l  -b  6.v 

4.  (a)  3  cos  (3.V  +  2)  (b)  4(rtgx),(2.vig.v  +  .r:sec;.v)  5.  (a)  s'(/<2))/'(2)  =-20  (b)  /'Qg(3)J  ■  ig'(3)  =  -y 


3.7  TAXAS  RELACIONADAS 


Nest  a  se^do  estudaremos  problemas  de  taxas  relacionadas,  Nesses  prohletuas,  ten  tamos 
e  neon  tear  a  taxa  segitndo  a  tfiutl  certa  quantidade  estd  variando  em  relayao  a  outras ,  ettjas 
taxas  de  variagao  sdo  conhecidas. 


v 


h 


Figure  3.7.1 


■  DERIVANDO  EQUAQOES  PARA  R EL ACIONAR  TAXAS 

A  Figura  3,7. 1  moslra  um  Ifquido  escoando  at  raves  de  uni  li  Itro  cdnico.  A  medida  que  o  If¬ 
quido  escoa,  svu  volume  Vy  a  altura  h  e  0  raio  r  suo  fungocs  do  tempo  decorrido  ry  e  em  cada 
inslante  essas  variaveis  eslao  relacionadas  pela  cquagao 


t/  =  -r2h 
3 


Se  estivgssemos  interessados  em  encomrar  a  laxa  de  variagao  do  volume  V em  relagao  ao  tempo 
L  podenamos  comcgar  diferenctando  am  bos  os  I  ados  dessa  cquagao  em  relagao  a  t  para  oblei 


dV 

~dt 


~ r 
3 


r 


dh 

7t 


4*  h  f  2  r 


dr 

dr 


) 


ji 

3  1 1 


dh 

~di 


4“  2 rh 


dr 

dt 


Assim,  para  encomrar  dV/dt  em  um  inslante  especifico  t  a  pailir  dessa  equagao,  precisanamos 
ter  os  valores  de  t\  ht  dhidt  e  dr! dt  naquele  inslante.  Esse  tipo  de  problems  e  chamado proble¬ 
ms  de  taxas  relacionadas  porque  o  objetivo  e  encomrar  uma  taxa  de  variagao  desconhecida 
relackmando-a  a  on  Iras  varidveis  eujos  valoies  e  taxas  de  variagao  no  inslante  t  sao  eonheci- 
dos  ou  podeni  ser  cn  con  trades  de  aiguma  manciru.  Comecemos  com  um  exempt  o  simples. 


►  Exemplo  1  Suponha  que  x  e  y  sejain  1  ungues  di  fereneMveis  de  t  relacionadas  pela  eq  ua- 

eao  y  =  x\  Encontre  dy/dt  no  instante  t  -  I  se  ,v  =  2  e  dxfdt  =  4  no  inslante  /  =  I. 

Sohtgdo  Usando  a  regi  a  da  cadeia  para  derivar  ambus  os  lados  da  eq  cacao  y  =  x  em  rela¬ 
gao  a  t,  obtemos 

dy  d  ,  3  dx 

dt  dt  dt 

Assim,  o  valor  de  dy/dt  no  instante  t  =  I  e 


dy 

dt 


T=\ 


n  ~  >  dx 

-  3<2>  37 


=  12-  4  =  48  < 


t=i 


>  Exemplo  2  Suponhamos  que  o  oleo  derramado  atraves  da  ruptura  de  um  naviodanque 
se  espalhe  em  uma  forma  circular  cu  jo  raio  cresee  a  uma  taxa  cons  I  ante  de  2  pds/s.  Com  que 
vclocidadc  a  drea  do  deiramamento  csul  crescendo  quando  sou  raio  for  de  60  pds? 

Sohtgdo  Sejain 

t  -  segundos  decon  idos  a  pat  lit  do  instante  do  derramamenlo 
;■  =  raio  do  dcnamamciito  cm  pest  depots  de  t  segundos 
A  ~  area  do  derramamemo  em  pes  quadrados,  depots  de  t  segundos 
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tileo 

espathado 


r 


Figura  3.7.2 


ADVERTENCIA 


A  pa  lavra  “Depote”,  no  passo  5,  foi  e$- 
crila  ern  italtco  porque  e  urn  erro  co¬ 
mum  substiluir  os  valores  num^ricos 
antes  de  efetuar  a  derivagio,  Assim, 
no  Exemplo  2,  se  tivbssemos  subsli- 
tufdo  o  valor  conhecldo  de  f  -  60  em 
{1)  antes  de  derlvar,  teriamos  obiido 
ilA/di  -  0,  obviamenle  errado. 


Base  do  batedor 

Figura  3.7.3 


(Figura  3.7.2),  Sabemos  a  laxa  segundo  a  qual  o  raio  esiu  crescendo  e  queremos  enconirar 
aquela  na  qual  a  area  eski  crescendo  no  instante  cm  que  r  =  60;  isto  et  queiemos  enconirar 


dA 

~dt 


r~60 


dr 

dado  que  -  -  =  2  pes/s 


isso  sugere  que  procuremos  uma  equagao  relacionando  A  a  r  que  possamos  derivar  em  rela- 
cao  a  t  para  obter  uma  relagao  outre  dAIdt  e  dr  I  dt.  Mas  A  e  a  area  dc  um  circulo  de  raio  r, 
portanto 

A  =  jT  r2  (1) 

Deri  van  do  am  bos  os  I  ados  dc  ( 1 )  e  m  relagao  a  tr  obtemos 

dA  dr 

—  —  2nr — 
dt  dt 

Assiny  quando  /■  =  bO,  a  area  do  dcrraniamenio  esia  crescendo  a  laxa  de 

dA 


(2) 


dt 


—  2jt(60)(2)  —  240?r  pcs~/s  154  pds'/s 


r=h  0 


Corn  variaqbes  mini  mas,  o  mdtodo  usado  no  Exemplo  2  pode  ser  utili/ado  para  resol¬ 
ver  uma  variedade  de  problcmas  de  laxas  relaciortadas,  O  metodo  consiste  em  cinco  passes, 
espeeificados  a  seguir. 


Uma  Estrategia  para  Resolver  Problemas  de  Taxas  Relacionadas 


Passo  1  Associc  uma  Ictra  a  cada  quanddade  que  varia  com  o  tempo  e  as  demais  que 
possum  ser  relevantes  ao  problcma.  De  uma  definig&o  para  cada  letra, 

Passo  2  Idcmi  flque  its  taxas  dc  variagao  que  sio  conheddas  e  a  tax  a  dc  variagao  que  deve 
ser  encontrada.  Interpretc  cada  laxa  como  uma  dcrivada. 

Passo  3  Encontre  uma  equagao  que  rdacione  as  varidveis  cujas  taxas  dc  variagao  forum 
idenlificadas  no  Passo  2.  Para  isscy  muilas  vc/es  e  convenieute  esbogar  uma 
tigura  dev  Ida  men  to  etiquetada  que  i  lustre  as  relagoes. 


Passo  4  Derive  am  bos  os  I  ados  da  equagao  oh  Lida  no  Passo  3  cm  relag  ao  ao  tempo  para 
obter  uma  relay  ao  entre  as  laxas  de  variagao  conhecidas  e  a  laxa  de  variagao 
descon  hecida. 


Passo  5  Depots  dc  completar  o  Passo  4t  substitua  todos  os  valores  conhecidos  das  laxas 
de  variagao  e  das  variaveis,  e  so  entao  resolva  a  equagao  para  a  taxa  de  variagao 
desconhecida. 


Exemplo  3  Uma  quadra  dc  beisebol  e  um  quadrado  cujos  lad  os  medern  90  pes  (Figura 
3.7,3).  Suponha  que  um  jogador  correndo  da  segunda  para  a  terceira  base  tenha  uma  veloci- 
dade  de  30  pes/s  no  mstante  cm  que  esin  a  20  pes  da  terceira  base.  Qual  e  a  taxa  de  variagao 
da  distancia  do  jogador  a  base  do  baiedor  naquele  instanie? 


Solttgao  E  dada  uma  veloeidade  consLante  com  a  que  o  jogador  sc  aproxima  da  terceira 
base,  e  queremos  encontrar  a  taxa  de  variagao  da  distancia  entre  o  jogador  e  a  base  do  baiedor 
ern  um  dado  instante.  Ass iiry  Lomamos 


/  -  seg undos  deeorridos  desde  quo  o  jogador  deixou  a  segunda  base 
x  =  distancia  do  jogador  at 6  a  terceira  base  (em  pes) 
y  =  distancia  do  jogador  ate  a  base  do  baiedor  (em  pes) 
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A  quamidade 

dx 

7i 

e  negative  porqu&.v  e  decrasoente  em 
rela^oa  t. 


Assim,  queremos  eneontrar 


dy 

dx 

.¥=213 

dt 

subendo  que 
,=20  dt 

■30  pes/s 


a  =20 


Coni  or  me  sugere  a  Figura  3.7.4,  uma  equagao  relaeionando  as  variaveisa  e  y  pocle  ser  obi  i  da 
a  partir  do  Teorema  de  Pitagoras: 

jr3  4-  902  =  v2 


Dcrivando  am  bos  os  I  ados  dcssa  cquagao  cm  rclagao  a  6  obtcmos 


do  quo  segue 


.  dx 

dy 

2x  — 

-  2v— 

dt 

dt 

dy 

x  dx 

dt 

v  dt 

Quando  x  =  20,  lem-se  a  panic  de  (3)  que 

y  ~  v202  +  W2  =  08500  =  IOv/85 

assim,  (4)  resulta  em 


dy 

dt 


20 


y=20 


IOV85 


(-30)  = 


60 


—6,51  pes/s 


(3) 


(4) 


O  sinal  ncgativo  na  rcspostu  nos  dizque ye  dcereseente,  o  que  fisieamente  fazsemido  a  partir 
da  Figura  3.7,4.  < 


Camera 


►  Exeniplo4  Na  Figura  3.7.5  mostramos  uma  camera  montada  cm  um  ponto  a  3.000 
pes  da  base  de  uma  plaiafonna  de  langamemo  de  um  foguete.  Se  o  fogueie  esliver  subindo 
vertical  menic  a  880  pes/s  quando  estiver  4.000  pes  acima  da  p  lata  form  a  de  laucamcmo,  quao 
rapido  deve  mudar  o  angulo  do  elevagao  da  camera  naquele  instante  para  que  se  rnamenlm 
aponfada  para  o  foguete? 

Soluqaa  Scjam 

t  =  seg undos  decorridos  a  partir  do  instante  do  iangamento 
d  -  angulo  de  devagfio  da  camera  em  radianos,  apos  /  segimdos 
h  =  altura  do  foguete  em  pes,  apos  r  seg undos 

(Figura  3.7.6).  Em  eada  instante,  a  laxa  segundo  a  qual  o  angulo  de  elevaqao  da  camera  deve 
variar  6  d$/dt ,  e  a  tax  a  segimdo  a  qua!  o  fogueie  esia  sub  indoc  dh/dt.  Queremos  e  neon  tear 


d<p 

h=Mm 

A  partir  da  Figura  3.7.6,  vemos  que 


dh 

dado  one  — 
dt 


h 


—  880  pes/s 


ft  =4000 


tg  (p  =  - - 

v  *  3000 


(5) 


Derivando  am  bos  os  I  ados  de  (5)  em  re  I  agio  a  t  oh  tern  os 


/  1  dh 
(s  ec“©i  — ■  — - 

dt  3000  dt 


(6) 


Quando  /:  =  4000,  segue  que 


(sec  ^);i_40QQ  — 


5000 

3000 


5 

3 


Figura  3-7.6 
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(ver  Figura  3,7,7),  de  mode  que,  pur  (6), 


4000 


0  mesmo  volume  foi  drenado,  mas  a 
variagaa  em  altura  £  maior  prOxFma 
da  base  do  que  prdxima  do  topo. 


Figure  3.7*9 


5 

3 


“  <i<p 

i 

_  -7 

dt 

3000 

h  3=4000 

d<j> 

22  9 

dt 

ft =4000  ^5  ^5 

■  880  = 


22 

75 


66 

625 


0.  J 1  rad/s  ^  6.05  gratis /s 


►  Example  5  Suponha  que  urn  Ifqukio  deva  ser  purifieado  por  decantagao,  at  raves  de 
um  iiltro  conico  cam  16  cm  de  altura  c  raio  de  4  cm  no  topo  (Figura  3,7.8).  Suponha  lain- 
hem  que  u  Ifquido  seja  forbade  a  escoar  para  Fora  do  cone  a  umu  taxa  constant  de  2  cm 7 

min, 

(a)  A  profundidade  do  Ifquido  ira  decrcsCCr  a  uni  a  taxa  constants?  De  um  argumento 
informal  que  justifique  sun  eonchisao, 

(b)  Encontrc  uma  Formula  que  expresse  a  taxa  de  variagao  da  profundidade  do  I  tqui- 
do  cm  termos  de  profundidade  e  use- a  para  determinar  se  sua  conclusao  cm  (a) 
esta  co  n  et 


(c)  Com  que  taxa  esta  variando  a  profundidade  do  Ifquido  no  instante  em  que  a  profun¬ 
didade  for  de  8  cm? 

Soltt^ao  (a)  Para  que  o  volume  do  Ifquido  dec  rose  a  por  uma  quanrklade  fixeu  requer-se 
um  maior  decrescimo  em  profundidade  quando  o  cone  esta  quase  vazio  do  que  quando  esta 
quase  chclo  (Figura  3.75)).  Is  so  sugere  que,  para  o  volume  decrescer  a  uma  taxa  constants  a 
profundidade  deve  decrescer  a  uma  taxa  creseeme, 

Solugao  (b)  Sc  jam 

r  =  tempo  decorrido  a  parlir  da  observagao  inicial  (min) 

V=  volume  do  Ifquido  no  cone  no  instante  de  tempo  t  (cm3) 
y  —  profundidade  do  Ifquido  no  cone  no  instante  de  tempo  t  (cm) 
r  -  raio  da  superffeie  do  Ifquido  no  instante  /  (em). 

(Figura  3.7,8).  Em  cada  instante,  a  taxa  segundo  a  qua!  o  volume  de  Ifquido  esta  variando  e 
dVf  dU  c  a  taxa  segundo  a  qual  a  profundidade  esta  variando  c  dyfdu  Queremos  expressar 
dy/dt  em  lermos  de  y,  dado  que  dVfdt  lem  um  valor  eonstame  de  dV/dt  =  -2,  {Devetnos  usar 
o  sinal  me  nos  aqui  porque  V  dec  re  see  quando  f  cresce.) 

A  partirda  formula  para  o  volume  de  um  cone,  o  volume  V,  o  raio  re  a  profundidade  y 
estao  relacionados  por 

V  =  \nr2y  (7) 

Se  difcrenciarmos  ambos  os  I  ados  de  (7)  cm  relaqao  a  t ,  o  lado  direito  ira  envolver  a  quanti- 
dade  drfdt:  Uma  vez  que  nao  temos  uma  informagao  direta  sobre  drfdt,  6  desejavel  eliminar 
r  de  (7)  antes  de  diferendar.  Isso  pode  ser  teito  usando  seinelhangas  de  tnangidos.  A  partir  da 
Figura  3.7.8,  vemos  que 

r  4  i 

7  =  tt  ou  r  =  -  y 
y  1 6  4 

Substituindo  essa  expressao  em  (7)  obtemos 


V  =  —  v* 

48" 

Di  fere  nei  undo  a  mhos  os  lad  os  de  (8)  em  rclaguo  a  t,  obtemos 


(8) 


dV 


71 


d  V 


—  =  —  3  v  -T- 


di  48 


dt 
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Oil 


dy  = 
dt  n  v2  dt  7i  v2 


16  dV  16 

=  — (-2)  = 


32 


a 


(9) 


a  qua!  cxprcssa  chi  dr  cm  termos  dc  y,  O  siua!  dc  menos  nos  diz  qua  y  decresce  com  o  tempo, 


c 


<iy 

fir 


32 


JTV- 


nos  diz  o  quao  rap  i  do  y  dec  re  see,  A  pari  ir  dessa  formula,  vcmos  quo  \dy/dt\  ere  see  quando  v 
dccrcsee,  o  que  confirnia  nossu  conjCCluraem  (a)  dc  que  a  profuudidadc  do  liquido  dcercscc 
a  Lima  tax  a  crcsccme  quando  clc  escoa  airavds  do  liltro. 

Sohtcfio  (c)  A  tax  a  say  undo  a  qua!  a  profundidadc  csta  variando  quando  for  dc  8  cm  pode 
scr  obtida  dc  (9)  com  y  -  8: 


d  v 

It 


)‘=8 


32  1 

— —  =  -0,16  cm /mi  n  M 

7 r(82)  2jt 


EXERCICIOS  DE  CGMPREENSAO  3,7  ( Ver pagina 224  para  respostas.) 


*  „  2  dx  dA 

1.  Se  A  -  v  c  —  =  X  encontre  — - 

dt  dt 


A- io 


.  „  .  z  dA  .  dx 

2,  Sc  A  =  a  e  —  =  3,  encontre  — 
dt  dt 


A  - ID 


3,  Uma  escada  dc  3  m  csta  apoiada  cm  urn  chao  horizontal  c  uma 
parede  vertical  Use  a  para  denotar  a  distancia  ao  longo  do  chao 
da  parede  at  6  o  pc  da  cscada,  c  y  para  denotar  a  dislaneia  ao 


longo  da  parede  do  chao  ate  o  topo  da  esc  ad  a,  Se  o  |  >6  da  escada 
6  arrastado  para  tonge  da  parede,  enconire  uma  cquagao  que 
relacione  as  taxas  de  variagao  de  a  c  dey  eiti  relagao  ao  tempo, 

4.  Suponha  que  um  bloco  dc  gclo  com  forinato  dc  cilindro  cir¬ 
cular  reio  derrela  de  la!  modo  que  mantdm  sua  forma  ci 3 fn- 
drica.  Encontre  uma  equagao  que  relacione  a  taxa  dc  varia- 
g  ao  do  volume  (V),  a  altura  (ft)  c  o  raio  (r)  desse  bloco  do 
gclo, 


EXERCICIOS  3,7 


1-4  Ambos  x  ty  denotam  fungoes  de  t  que  estao  relacionadas  pda 
equagao  dad  a.  Use  essa  equagao  e  a  in  formag  ao  sobre  a  derivada 
para  encomrar  a  derivada  es pec ifieada, 

L  Equagao:  y  =  Xx  +  5. 

(a)  Dado  que  dxfdt  -  2,  enco nt re  dyfdt  quando  x  -  1 . 

{ b)  Dad  o  q ue  dyfd t  =  - 1 ,  e  ncont re  dxl dt  < \  u  ando  x  —  0, 

2,  Equagao:  x  +  4y  =  3, 

(a)  Dado  que  dxfdt  =  1  *  encontre  dyfdt  quando  x- 2. 

(b)  I >ado  i | ue  dyfdt  -  4,  ei ico litre  dxfdt  quando  a  =  3. 

X  Equagao:  Ax1  +  9y~  =  1. 

{ a)  Dado  q  ue  dxfdt  =  3 ,  enco  nt  re  dyfdt  qu  an  do 

( b)  l  Dado  q  ue  dyfd t  =  8  *  encontre  dxfdt  q  u  an  do 

(•*»  v)  =  (5. 

■1 

4+  Equagao:  tC  +  y  =  2c  +  4y. 

(a)  Dado  que  dxfdt  =  -5,  encontre  dyfdt  quando  (a;  v)  =  (3,  I ). 


(bj  l Dado  q li  e  dyfdt  =  6,  enco n  ire  dxfdt  q  u undo 
(x,  }')  =  (1  +  V2.2  +  V3), 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


5.  Seja  A  a  area  de  urn  quadrado  cujos  I  ad  os  tern  compri  niento 
x  e  suponha  que  x  varic  com  0  tempo  /. 

fa)  Faga  uma  figura  do  quadrado  com  os  dados  A  c  x  colo- 
cados  apro  pi  i  ad  amenie. 

(b }  Esc  re  va  u  m  a  equ  agao  que  rel  ac  i  0  ne  A  e  ,v , 

(c)  Use  a  equagao  dc  (b)  para  enconirar  uma  equagao  que 
relacione  dA/dt  e  dx/dt: 

(d)  Em  um  eeito  instame.  os  I  ados  medeni  3  cm  e  crescein 
a  uma  taxa  em  2  cm/min.  Com  que  rapideK  a  area  estd 
crescetido  naquele  insante? 

6.  Em  (a)  a  (d) ,  seja  A  a  urea  dc  um  cireulo  de  raio  r  c  su ponba 
que  r  eresga  com  o  tempo  t. 

(a }  Faga  uma  figu  ra  do  c  v reu  I  o  col  oca  ndo  A  e  r  a  props  i  ad;  i^ 
mente, 

( b )  Esc  re  va  u  ma  eq  u  ag  ao  q  ue  rel  ac  i  0  ne  A  e  r. 
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(c)  Use  a  equagfio  de  (b)  para  encontrar  uma  equa^ao  que 
rcladone  dA/di  c  drfdt. 

(d)  Em  certo  instante,  o  raio  65  cm  e  esia  crescendo  a  uma 
tax  a  tic  2  cm/s.  Com  que  rapidez  a  Area  estd  crescendo 
naquele  ins  tame? 

7.  Seja  V  a  volume  do  urn  cilindro  de  almra  h  e  raio  t\  e  supo- 
ti ha  title  h  c  r  variem  com  o  tempo. 

(a)  Como  cstao  relacionadas  dV/du  dhfdi  c  drfdt'} 

(b)  Em  ccrto  instante,  a  all ura  e  de  6  cm  c  esta  crescendo  a 

1  cm/s,  enquanto  o  raio  e  dc  10  cm  c  estil  decrescendo 
a  ]  cm/s,  Com  que  rapidez  o  volume  csi&  variando  na- 
quele  instante?  O  volume  estd  crescendo  ou  decrescen- 
do  naquele  ins  tame? 

8.  Seja  /  o  compri  men  to  da  diagonal  de  Lim  retAngulo  cujos 
I  ados  tern  compri  memos  a  e  yh  c  suponha  quo  x  e  y  variem 
com  o  tempo. 

(a)  Como  estao  relacionadas  di/dt,  dxfdt  e  dy/dil 

(b)  Se  x  esta  crescendo  a  uma  tax  a  constante  de  i  cm/s  e  y 
estd  decrescendo  a  uma  taxa  constante  de  ^  em/s,  com 
quo.  rapidez  o  compri  memo  da  diagonal  estara  variando 
quando x = 3  cftiey-4 cm?  A  diagonal  est -A  crescendo 
ou  estd  decrescendo  naquele  ins  tame? 

9.  Seja  9  ('em  radianos)  urn  angulo  agudo  de  urn  triSngulo  re- 
tagulo,  e  sejam  a  e  ym  respect!  vamente.  os  compri  memos  dos 
lados  adjacente  c  oposto  a  9.  Suponha,  tambem,  que  x  e  y 
variem  com  o  tempo, 

(a)  Como  se  relacionam  dO/dtT  dx/dr  e  dy/dt? 

(b)  Em  urn  ceito  instante.  x -  2  un i  dudes  e  estil  crescendo  1 
unidade/s,  enquanto  y  -  2  umdadese  estA  deereseendo 

2  unidade/s.  Com  que  rapidez  9  estara  variando  naque¬ 
le  instante?#  estd  crescendo  ou  deereseendo  naquele 
instante? 


10,  Suponha  que  z  -  ,v'y",  onde  x  e  y  estao  variando  com  o  tempo. 
Em  um  ccrto  instance,  quando  .v  =  I  e  y  =  2, x esta deereseendo 
a  uma  tax  a  de  2  unidadcs/s  e  y  estd  crescendo  a  uma  taxa  de  3 
unidades/s,  Com  que  rapidez  r,  estara  variando  naquele  instan¬ 
te?  z  e  crescente  ou  decrescente? 

11,  O  ponteiro  dos  minutes  de  um  relogio  tern  4  cm  de  compri- 
memo,  Comeqando  do  momentoem  quo  estA  apontandodire- 
tatnente  para  citna.  com  que  rapidez  estara  variando  a  area  do 
setor  que  6  varrido  por  do  durante  uma  revolu^ao? 

12,  Uma  pedra  jogada  em  um  lago  produz  uma  onda  circular,  cujo 
raio  cresee  a  uma  taxa  constante  de  I  m/s.  Com  que  rapidez 
estara  variando  a  Area  cnglobada  pc  I  a  onda  crc  scenic  ao  final 
de  10  segundos? 

13,  Pda  rapt uia  de  um  navio-taiique.  uma  maucha  dc  61  eo  espalha- 
se  cm  forma  dc  um  cfreulo  cuja  area  ere  see  a  uma  las  a  cons- 
tante  dc  6  km7h.  Com  que  rapidez.  estara  crescendo  o  raio  da 
mane  ha  quando  a  area  for  dc  9  km2? 

1 4,  U  tn  balao  esfdrico  6  in  11  ado  dc  tal  forma  que  sen  volume  eresee 
a  uma  taxa  de  3  cm  Zinin.  Corn  qtre  rapidez  o  dia  metro  do  balao 
estara  crescendo  quando  o  raio  lor  de  E  cm? 


15.  Um  balao  esferico  e  esvaziado  de  lal  forma  que  seu  raio  de- 
crcscc  a  uma  taxa  constante  de  1 5  cm/m  in.  Com  que  taxa  o  ar 
estara  sen  do  removkio  quando  0  raio  for  dc  9  cm? 

16,  Uma  eseada  dc  l  .7  m  esta  apoiada  em  uma  paretic.  Se  sua  base 
for  puxada  ao  Ion  go  do  chao,  a  fas  tan  do- sc  da  pa  rede  a  uma 
taxa  constante  dc  0.5  m/s.  com  quo  rapidez  o  topo  da  esc  ad  a 
estara  se  movendo  para  baixo  na  pa  rede  quando  estiver  0,8  in 
adma  do  solo? 

17,  Uma  eseada  de  1 .3  m  esta  apoiada  em  uma  parede.  Se  sen  topo 
desliza  sob  re  a  parede  para  baixo  a  uma  taxa  dc  0,2  m/s.  com 
que  rapidez  a  base  da  eseada  estara  se  afastando  da  parede 
quando  o  topo  estiver  0,5  in  adma  do  chao? 

18.  Uma  prancha  de  10  m  esta  apoiada  em  uma  parede,  Se,  em  um 
certo  instante,  sua  base  estd  a  2  m  da  parede  e  sendo  empurrada 
em  direqao  a  esta  a  uma  taxa  de  0.5  m/s.  com  que  rapidez  estara 
crescendo  o  angulo  agudo  que  a  prancha  faz  com  o  solo? 

19.  Uma  quadra  dc  softball  c  um  quadrado  cujos  lados  modem  60  pcs 
dc  compri  me nto.  Suponha  que  um  jogador  correndo  da  primeira 
para  a  segunda  base  tenha  uma  vclocidadc  dc  25  pes/s  no  instante 
cm  quo  estA  a  10  pc;s  da  segunda  base.  Com  que  taxa  estara  va¬ 
riando  a  distancia  do  jogador  a  base  do  batedor  naquele  instante? 

20,  Um  foguete  subindo  verb  cal  menle  6  acompanhado  por  uma 
estagao  de  radar  no  solo  a  5  km  da  rampa  dc  I angame nto.  Com 
que  rapidez  o  foguete  estara  subindo  quando  sua  altura  for  de  4 
km  c  sua  distancia  da  cstacao  do  radar  estiver  crescendo  a  uma 
taxade  2000  km/h? 


21.  Para  a  camera  e  o  foguete  da  Figura  3.7.5,  a  que  taxa  estara 
variando  a  distancia  entre  camera  e  foguete,  quando  ele  estiver 
a  4.000  pcs  dc  altura  c  subindo  vert  i  cal  men  te  a  880  pcs/s? 


22.  Para  a  camera  e  o  foguete  da  Figura  3.7,5,  a  que  taxa  estara 
subindo  o  foguete  quando  o  angulo  dc  devagao  for  dc  tt/4  ra¬ 
dianos  e  se  estiver  crescendo  a  uma  taxa  de  0.2  rad/s? 


23.  Um  satelite  esta  em  uma  orb  ha  di  plica  em  to  mo  da  Terra,  A 
sua  distancia  r  (cm  milhas)  do  centra  da  Terra  6  dad  a  por 

4995 

1  +  0. 1 2  cos  0 

onde  0  6  o  angulo  medido  do  porno  da  6rbua  mais  proximo  da 
superffeie  da  Teira  (veja  a  figura  abaixo), 

(a)  Encomre  a  altitude  do  satdlite  no  peri  gen  (porno  mais  pro¬ 
ximo  da  superffeie  da  Terra)  e  no  apogett  (ponto  mais  dis- 
tanre  da  superffeie  da  Terra),  usando  3.960  milhas  eomo  o 
raio  da  Terra. 

(b)  No  instante  cm  que  9  for  120y,  o  Angulo  dcsta  crescendo 
a  uma  taxa  dc  2,7°/mtn.  Encomre  a  altitude  do  sate  If  to  e 
a  taxa  segundo  a  qual  a  altitude  estara  variando  naquele 
instante.  Expresse  a  taxa  cm  unidades  de  milhas/min. 


Apogeu 


Perigee 


Figura  Ex-23 


Capitufo  3  /  A  Derivada  22 Z 


24.  Um  aviao  esta  voando  horizontalmente  a  lima  altitude  cons¬ 
tant*;  de  4.000  pds  acima  de  um  panto  de  obscrvagao  (ixo  (vcr 
ligura  abaixo).  Em  urn  certo  instante.  o  anguio  dc  elevagao  06 
de  30°  e  esta  dccrcscendo*  enquanto  a  vdocidade  do  aviao  6  de 
300  milhas/h. 

(a)  Com  quo  vc  loci  dude  e  slant  0  decrescendo  naquele  instan- 
te?  Expresse  o  res  u  I  tad  0  em  grans  por  segundo. 

(b)  Com  quo  rapidez  eslari  variando  a  di  skin  da  entre  o  aviao  e 
o  porno  de  observagilo  naquele  Enstante?  Expresse  o  resti3- 
trtclo  em  pes/s.  Use  I  milha  =  5.280  pcs. 


* 


Fijpira  Ex- 24 


25*  Um  tanque  de  agua  eonieo  com  o  vcYlice  para  baixo  tern  um 
raio  de  10  m  no  to  pa  e  uma  altura  de  24  to.  Sc  a  agua  Huir 
dentro  do  tanque  a  uma  taxa  de  20  m  Vmin,  com  quo  vdoddade 
Sua  profit  ei  did  ade  estara  crescendo  quando  da  liver  16  m  de 
profundidade? 

26*  Graos  caem  de  uma  calha  de  escoamento  a  uma  taxa  de  8  m'Vmin. 
lonm  an  do  uma  pilha  conica  cuja  altura  e  sempre  a  dobra  de  sen 
raio.  Com  quo  rapidez  a  altura  da  pilha  estara  crescendo  no  me¬ 
mento  em  que  sua  aim  in  for  de  6  m? 


27*  Areia  cai  de  uma  calha  dc  escoamento  I'ormando  uma  pilha  c6- 


a  uma  tax  a  cons  tan  te  de  5  pcs/ min,  a  quo  tax  a  a  arcia  cstara 
eseoando  quando  a  pilha  liver  10  pds  de  altura? 

28*  T  rigo  esta  saindo  at  raves  dc  uma  calha  dc  escoamento  a  uma  tax  a 
de  1 0  pes'Vmm  c  caindo  cm  Lttna  pilha  cbnica  cujo  raio  da  base  c 
sempre  a  metade  da  altura.  Com  que  rapidez  estard  aumentando  a 
circunferenda  da  base  quando  a  altura  da  pilha  for  de  8  pcs? 

29.  Um  aviao  esia  suhindo  a  um  anguio  de  30°  com  a  horizontal. 
Com  que  rapidez  o  aviao  estard  ganhando  altura  sc  sua  velod- 
dade  lor  dc  500  millias  por  bora? 


39*  U  m  bote  d  puxado  para  uma  doca  por  mdo  dc  u  ma  cord  a  ligada 
a  uma  poiia  na  doca  (ver  ftgura  a  baixo).  A  cord  a  esta  ligada  a 
proa  do  bote  em  um  ponto  10  pes  aba  ixo  da  polla.  Se  a  corda 
for  puxada  atraves  da  polia  a  uma  taxa  de  20  pds/min,  com  que 
taxa  csvard  o  hate  sc  aproximando  da  doca  quando  icstarcm 
1 25  pcs  de  corda? 


Polia 


31  Para  0  bole  do  Exercfcio  30,  com  que  rapidez  deve  a  Corda  ser 
puxada  se  quisemios  que  o  bote  se  a  pi  oxime  da  doca  a  uma  taxa 
de  1 2  pds/min.  no  instante  em  que  restare m  125  |>cs  de  corda? 

32*  Um  homcm  com  scis  pes  de  altura  esta  caminhando  a  uma  taxa 
de  3  pes  por  segundo  cm  diregao  a  um  poste  de  iluminaqao, 
com  18  pds  de  altura  (ver  figura  a  seguir). 


(a)  A  que  taxa  esta  variando  o  com  pi  i  memo  da  sombra? 

(b)  Com  que  rapidez  cstd  se  movent! a  a  extremidade  dc  sua 
sombra? 


Figura  Ex-32 


33*  Um  faro  I  faz  uma  rcvolugao  a  cad  a  10  s  c  esta  local  izado  em 
um  navio,  ancomdo  a  4  km  de  uma  prala  rcta.  Com  que  rapidez 
o  facho  de  luz  do  faro  I  eslartl  sc  movendo  ao  Ion  go  da  prala* 
quando  lizer  com  da  um  anguio  de  45  J? 


34*  Um  aviao  est<t  voando  a  uma  altitude  cons  tame  e  com  uma  ve- 
locidade  constanre  de  600  km/h.  Um  mfssil  antiadreo  d  dlspa- 
rado  cm  uma  linha  reta  perpendicular  a  trajet6ria  de  voo  do 
aviao,  dc  ial  forma  que  ira  atingido  em  um  ponto  P  (ver  figura 
aba  ixo),  No  i n slant c  em  que  o  aviao  esta  a  2  km  do  ponto  de 
impacto*  o  mfssil  esia  a  4  km  dele  u  voando  a  E  .200  km/h.  Na¬ 
quele  instante,  com  que  rapidez  estara  decrescendo  a  di  stand  a 
cm  re  o  inissil  e  o  aviao? 


Figura  Ex-34 


35*  Resol va  o  Exercfcio  34  considerando  a  hipdtese  dc  que  o  an¬ 
guio  entre  as  duas  trajetorlas  de  v6o  seja  dc  120%  em  vez  de 
perpendicular,  \Sugestdo:  Use  a  lei  dos  cossenos,] 


36*  Um  hehedptero  esld  voando  em  diregSo  ao  none  a  100  km/h 
e  a  uma  altitude  eons  tame  de  0*5  km.  Abaixo,  um  carro  via]  a 
para  o  oesie  cm  uma  cstrada  a  75  km/h.  No  m  omen  to  cm  que  o 
helieoptera  cruza  a  cstrada.  o  carro  esui  2  km  a  Icsle  dele, 

(a)  Com  que  vdoddade  estara  mudando  a  di  stand  a  entre  o 
carro  e  o  heliedptero,  no  momento  em  que  o  helicdptero 
cruza  a  estrada? 

(b)  Naquele  momento,  a  d  i  stand  a  entre  o  carro  e  o  helicoptero 
estara  crescendo  ou  dceiescendo? 


37.  Uma  par  tfcul  a  move-se  ao  Ion  go  de  uma  curva  cuja  equagao  6 


1  +  .V2  5 


Sup  on  ha  que  a  coordenada  a  esteja  crescendo  a  uma  taxa  de 
6  uni  dudes  por  segundo*  quando  a  part  feu  la  e  sliver  no  ponto 
(1,2). 

(a)  Com  que  taxa  cstara  variando  a  eoordenada  v  do  ponto  na¬ 
quele  instante? 

(b)  Naquele  instante,  a  pamcula  estard  subindo  ou  descendo? 

38.  Um  ponto  P  move-se  ao  longo  de  uma  curva  cuja  equagSo  6 
y  =  \rP  +17.  Quando  P  esta  em  (2,  5),  y  esta  crescendo  a 
uma  taxa  dc  2  unldades  por  segundo.  Corn  quo  rapidez  x  csta 
variando? 
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Uni  ponto  P  esia  movendo-se  ao  longo  de  uma  ret a  cuja  equa- 
gao  6  y  =  2.v,  Com  quo  rapidcz  estara  variando  a  di  stand  a  cmrc 
P  c  o  panto  (3,  0)  no  instante  cm  que  P  estivcr  cm  (3,  6)  sc 


x  estivcr  decrescendo  a  uma  taxa  dc  2  uni  dudes  por  segundo, 
naquele  ins  tame? 


41).  Um  porno  P  move-se  ao  longo  dc  uma  curva  cuja  equagao  c 
y  =  v^-  Suponha  que  x  esteja  crescendo  a  nma  taxa  dc  4  uni- 
dudes  por  segundo  quando  .v  =  3, 

(a)  Com  que  rapidcz  estara  variando  a  dixrimcEa  enirc  P  e  o 
ponto  (2.  0)  naquele  instante? 

(b)  Com  que  rapidcz  c  star  a  variando  o  angulo  dc  inclmagao  do 
segmento  dc  rcta  dc  P  a  (2, 0)  naquele  instante? 

4 1 .  V  ma  part  ecu  la  move- sc  ao  longo  da  Curva  v  =  ,v/(u"  +  1 J.  Kn  cen¬ 
tre  lodes  os  valores  dc  x  nos  qua  is  a  tax  a  dc  variaqao  de  x  cm 
rclacao  ao  tempo  c  tr&s  vczes  a  de  y.  [Stiponha  que  dxldt  nunca 
6  nula.] 

j  I 

42.  Uma  particula  movc-se  ao  lojigo  da  curva  1 6.v"  +  9_v;  =  144. 
Encomrc  todos  os  pontos  {x,  v)  nos  qua  is  as  tax  as  de  variagao 
de  a  c  de  y  cm  relagSo  ao  tempo  sao  iguais.  [Suponlia  que  dxldt 
c  dyfdi  nunca  stio  mi  I  as  no  mesmo  ponto.] 


43.  A  equagdo  das  lenten  fitias  cm  Ffsica  6 

1  I  1 
s  +  s  “  / 

ondc  s  d  a  distancia  do  objeto  a  kmc,  S  6  a  distancia  da  imagem 
a  lento  c  /  c  a  distancia  focal  da  lento.  Suponha  que  uma  certa 
lente  tenha  um  comprint  ento  focal  dc  6  cm  c  que  um  objeto  sc 


move  em  diregSo  a  el  a  a  uma  taxa  de  2  eni/s.  Coni  que  rapidcz 
estar£  variando  a  distancia  da  imagem.  no  instante  em  quo  o 


objeto  estivcr  a  10  cm  da  lente?  A  imagem  estara  ulastando-se 
on  api'oximando-se  da  lente? 


44.  Aguti  esta  sendo  armazenada  cm  um  reservaidrio  cOnico  ( Veni¬ 
ce  para  baixo).  Supondo que  a  dgua  evapora  a  uma  taxa  propor- 
cional  a  area  da  superficie  exposta  ao  ar,  mostre  que  sua  pro¬ 
fund  idade  ird  decrescer  a  uma  tax  a  constants  que  nao  depende 
das  dtmensoes  do  reservatdrio. 


45.  I- m  meteor!  to  entra  na  atmoslcra  da  Terra  e  queima  a  uma  tax  a 
que,  cm  cada  instante.  c  proporcional  l\  area  de  sua  superl'icie. 
Supondo  que  o  meteor ito  6  sempre  ester ico,  mostre  que  o  rai-o 
dec  re  see  a  nma  tax  a  comtante. 


46.  Em  um  re  logic,  o  pontd ro  dos  minutos  tem  4  cm  de  compri- 
mento  c  o  das  boras.  3.  Com  que  rapidcz  e start!  variando  a  dis¬ 
tance  c ntnc  as  extrcniidades  do  ponteiro  hs  9  horas? 

47.  Cafe  esta  sen  do  dcuamado  a  uma  tax  a  uni  forme  de  20  cm  Vs 
cm  uma  xicara  em  forma  de  cone  trunoado  (ver  figura  a  baixo). 
Sc  os  raios  superior  c  inferior  da  vicar  a  forem  de  4  e  2  cm  c  a 
altura  for  de  6  cm,  com  que  rapidcz,  estara  subindo  o  nfvel  de 
cafe  quando  dc  estivcr  na  metade  da  xicara?  [Sugestao:  Esten- 
da  a  xicara  para  baixo  para  formar  um  cone,] 


Figura  Ex-47 


RESPOSTAS  DOS  EXERC1CIOS  DE  COMPREENSAO  3.7 


1.  60 


dx  dx 
3.  x—  -r  v 


di 


dt 


^  ,  dr  -ydh 

=  iTzrh - b  Trr  — 

dr  dt 


3.8  APROXIMAQAO  LINEAR  LOCAL;  DIFERENCIAIS 

Nesta  segao  mostravemos  coma  as  derivadas  podem  scr  utilizadas  para  apwximar  f lingoes 
nao -line arcs  por  f undoes  line  a  res.  Ate  aqui  interpretamos  dyfdx  vomo  nma  unica  ent  idade 
que  re  present  a  a  derivada.  Nesta  seqdo  defituremos  as  quantidades  dx  e  dy  por  si  sds, 
pennitindo,  ass  inn  interpretar  dyidx  coma  uma  razdo  autinfica. 


Lcmbre,  da  Seqao  3.2,  que  sc  uma  fimqao/for  difcrcnciavel  em  jc,Jt  entao  uma  porqao  suficicn- 
tem elite  ampliada  do  grafico  de / centrada  no  ponto  P(xuJ{xci)  tem  a  apaieneia  de  uni  segmento 
tic  rcta,  Isso  e  ilustrado  na  Figura  3.8.1  cm  varies  pomos  do  grafico  de  v  =  a  +  I .  Por  essa  razao, 


COS  Luma- SC  dizer  que  uma  fun^So  diferenciavci  cm  .v,,  e  locaimente  linear  cm  xlh. 

A  rcta  que  melhoi  aproxima  o  grafico  de /na  vizmhanga  de  a;,))  e  a  rcta  tangenie 
ao  grafico  de/ em  .v(Jt  dada  pda  equagao 


V  =  fix o)  +  fix o)(x  -  Xo) 


[ver  Formula  (3)  da  Segao  3.2  j.  Assim,  para  valores  de  a  prdximos  de  x0,  podem  os  aproximar 
os  valores  da  fix)  por 


fix)  ^  fix o)  H-  fix  o)(jt  “  xQ) 


(I) 
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Ampliando  partes  do 
grSftco  de  v  =  ,r  +  1 


Figura  3.8,1 


Figura  3.S.2 


Os  Exemplos  1  e  2  ilustram  ideias 
im  porta  ntes  e  rtao  tern  o  objelivo  do 
s-uqerir  quo  devamos  usar  aproxima- 
goes  lirieares  locais  para  caiculos  quo 
uma  calculadora  faga  com  faciEidade. 
A  principal  apticagao  da  aproximagao 
linear  focal  reside  nos  problemas  de 
modelagem  em  que  e  util  para  subsli- 
tuir  fungdos  compticadas  por  fuogctes 
mais  simples. 


Figura  3.8,3 


Isso  C  etc  ti  on  i  in  ado  aproximagao  linear  local  de/e  m  x.r  Essa  formal  a  tamb£m  pode  ser  ex- 
pressa  em  term  os  do  incremcnto  Ax  -  x  -  jc0  como 

f(x0  +  Ax)  &  /(Xq)  4-  f(x q)Ax  (2) 


►  Exemplo  1 


(a)  Encontre  a  aproximagao  linear  local  de/U)  =  h/y  cm  „vn  =  3 . 

(b)  Use  a  aproximagao  linear  local  obtida  cm  (a)  para  aproximar  vTT  c  compare  sua 
aproximagao  com  o  rcsultado  oblido  com  uma  calculadora. 


Sola  {"do  (a)  Como  f{x)  = 
local  de  yfx  no  ponto  .rr!  e 


3/{2^/v)5  Lem-se,  a  parti r  de  (1)t  que  a  aproximagao  linear 


sf*  ^  s/*0  +  77=(^  “  -to) 


Assim,  a  aproximagao  linear  local  em  xa  -  1  e 

V7  ^  1  +  |(a  -  1) 


(3) 


Os  grafieos  de  y  -  s/x  e  da  aproximagao  linear  local  y  =  1  +  \(x-  1}  aparecem  na  Figura 
3.8.2. 

Solugao  (b)  Aplieando  (3)  com  x  =  EE  obtemos 

v/TT  ?»  i  +  i(u  - 1)  =  i,05 

Como  a  rcia  tangente  y  =  I  +  l(x  -  1 )  na  Figura  3.8.2  esta  acitna  do  gra 
podenamos  esperar  que  essa  aproximagao  e  ueii  poueo  grande  dernais. 
con  (i  rmada  pcia  aproximagao  vET  ^  1,04881  dadapcla  calculadora.  < 


de  fix)  =  Jx, 
cxpectativa  c 


►  Exemplo  2 

(a)  Encontre  a  aproximagao  linear  local  de  f(x)  =  sen  x  em  jq,  =  0. 

(b)  Use  a  aproximagSo  linear  local  obtida  em  (a)  para  aproximar  sen  2°  e  compare 
sua  aproximagao  com  o  re  suit  ado  oblido  diretamente  com  uma  calculadora. 

Soluqao  {a  l  Uma  vex  que  f\x)  —  cos  x,  tcm-sc,  a  partir  de  (1),  que  a  aproximagao  linear 
local  dc  sen  x  no  ponto  a,,  e 

sen  x  55  sen  x(i  +  (cos  .v„)(,v  -  .v0) 

Assim,  a  aproximagao  linear  local  em xi}  =  0  e 

sen  x  w  sen  0  +  (cos  0)(jc  -  0) 

que  simplifies  para 

sen  x  zz  x  (4) 


Soluqdo  {b)  Em  (4)*  a  vari.avcl  a  esta  medida  cm  radianos*  Assirm  devemos  primeiro  con 
verier  2"  para  radianos,  C  somente  depots  aplicar  essa  aproximagao.  Como 


2°  =  2(  -•  )  = 
V  180/ 


X 

90 


0,0349066  rad  ia  nos 


segue  por  (4)  que  sen  2°  w  0,0349066.  Com  pa  rand  o  os  do  is  gra  fie  os  na  Figura  3,8.3,  pode- 
r/amos  esperar  que  essa  aproximagao  e  urn  pouco  malordoque  o  valor  exato.  A  aproximagao 
sen  2H>  as  0,0348995  dada  pel  a  calculadora  rnostra  que  isso  real  monte  ocorre.  < 
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■  ERRO  NA  APROXIMAGAO  LINEAR  LOCAL 

Como  uma  regra  genii,  a  precisao  da  aproximagao  linear  local  de  fix)  em  .vL1  se  deteriora  a 
mcdida  quc  a  sc  aiasta  de  xa.  Para  ilustrar  isso  com  a  aproximagao  sen  a  ■--  a  do  Excmplo  2, 
fagamos  o  grafieo  da  fungao 

E(x)  =  | sen  x  -  x\ 

quc  e  o  valor  absolute  do  erro  na  aproximagao  (Figura  3.84). 

G  grafieo  na  Figura  3.84  mostra  coma  ercsce  o  erro  na  aproximagao  linear  local  de  sen 
x  quando  jc  avanga  mais  para  longe  de  0,  lanlo  no  sen  lido  posilivo  qua  nlo  no  senlido  negative. 
O  grafieo  lambem  nos  diz  quo,  para  os  valores  de  x  entre  as  duas  linhas  tracejadas  verticals, 
o  erro  absolute  e  menor  do  quo  0,01.  Assim,  por  excmplo,  podenamos  usar  a  aproximagao 
linear  local  sen  x  jc  para  lodos  os  valores  de  a  no  inlervalo  -035  <  jc  <  0,35  (em  radianos) 
com  a  certeza  de  quc  a  aproximagao  estara  entre  ±  0,01  do  valor  exalo. 


A  V 


■  DIFERENC1AIS 

Quando  Newton  c  Leibniz  publicaram  suas  descobei  tas  de  Calculo,  ulilizarani  notagoes  dislin- 
tas  e,  assim,  acabaram  criando  uma  grande  divisao  noiacional  entre  a  Gra-Brctanha  e  o  conti- 
nente  europeu,  que  din  ou  mais  de  50  a  nos.  A  notagao  de  Leibniz,  a  saber,  dyfdx,  acabou  preva- 
lecendo  por  natural mente  sugerir  formulas  eorretas,  como,  porexemplo,  a  regra  da  cadeia: 

dy  dy  du 
dx  du  dx 

Aid  este  porno,  seinpre  imerpre tamos  dyldx  eomo  uma  tin  lea  entidade,  represents ndo  a 
derivada  de  y  em  relagao  a  a  ;  os  sfmholos  “dy”  e  '\ix\  quo  sao  denominados  diferenciais,  nao 
tinhain sentido algum  assoeiado.  Nosso  proximo  objetivoedefinir  esses  sfmbolosde  lal  modo 
que  dyldx possa  set  tratado  como  uma  amcntica  razao.  Para  isso,  vamosconsiderar  que  /  seja 
di  fere  lie  iavel  em  urn  ponto  x>  definirdx  como  variavel  independente  que  possa  ter  qualquer 
valor  real  c  vamos  defimedy  pel  a  formula 


dy  -  fix)  dx 

Sc  dx  ^  0,  entao  podemos  dividir  am  bos  os  I  ados  de  (5)  por  dx  para  obter 

dy 

~  =  /  <*> 
dx 


(5) 


(6) 


Assim,  alcangamos  nosso  objetivo  de  definir  dy  e  dx  de  tal  forma  que  sua  razao  seja  /  (  v). 
Eieva^io  =  dy  Dizemos  que  a  Formula  (5)  expressa  (6)  em  forma  diferenciaL 
Avango  =  d* Para  interpretar  (5)  geometricamcnte,  observe  que  fix)  e  a  indinagao  da  reta  tangente 

_ l  ao  gralico  dc / cm  x.  As  difcrenciais  dy  e  dx  podem  ser  vistas  como  uma  cones  pondcnlc  ele- 


,r 


a  +  dx 


Figura  3,8,5 


vagao  c  avango  dess  a  reta  tangente  (Figura  3,8,5), 


►  Exemplo  3  Expresse  a  derivada  em  relagao  a  x  de  v  -  x  em  forma  dilerencial  e  discuia 
a  relagao  entre  dy  e  (lx em  x=U 

Solugdo  A  derivada  de  y  em  relagao  a  x  6  dyfdx  -  2a,  que  pode  ser  expressa  em  forma  di- 
ferencial  por 

dx  -  2a  dx 

Toma ndo  x  =  3 ,  resulta 

dy  -  2  dx 

Isso  significa  que,  se  percorrermos  a  reta  tangente  a  curva  y  —  x2  em  x  —  I ,  entao  uma  variagao 
de  dx  unidades  em  x  pmduz  uma  variagao  de  2  dx  unidades  cm  y.  Assim,  por  exemplo,  um 
avango  de  dx  =  2  unidades  produz  uma  el e vagao  de  dy  —  4  unidades  ao  longo  da  reta  tangente 
(Figura  3.8,6).  ^ 
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E  important^  compreend^r  a  distinqSo  enlre  o  incremenlo  Ay  e  a  diferencial  dy. 
Para  ver  a  diferenga,  vamos  atribu i r  as  variaveis  indepcndentes  dx  e  Ax  o  mcsmo  valor, 
logo  dx  =  Aa\  Eiuao,  Ay  representa  a  variaqao  ocorcida  em  y  quando  comeqamos  em  x  e 
nos  move  m  os  ao  ion  go  da  ettrm  y  =  /(a),  aid  quo  sejam  percorridas  A  a  (-  dx)  unidados 
na  diregao  a.  Ja  dx  representa  a  vanacao  em  y  quo  ocorre  quando  comcg  am  os  em  a  e  nos 
movemos  ao  longa  da  reta  tan  gen  to  ate  que  dx  (=  A  a)  unidades  tenham  sido  percorridas 
na  direqaov  (Figura  3.8,7). 


►  Exemplo  4  Seja  y  -  yfx*  Encontre  dy  e  Ay  cm  x  -  4  com  dx  =  Ax  -  3,  Faga,  entao,  urn 
eshogo  de  y  =  ^fx,  most  ran  do  dye  Ay  na  figura 

Solugao  Com  fix)  =  */xt  obtemos 

Ay  =  f(x  +  Ax)  —  f(x)  —  yfx  -f  Ax  —  J a  =  \/7  —  s/4  0,65 

Se  y  =  v/'at  emtio 

£  =  57 r  “**  j3S0,“  J”a,s 

A  Figura  3,8.8  mostra  a  curva  y  =  ^/a  junto  com  dy  e  Ay  ^ 


■  APRGXtMAQAO  LINEAR  LOCAL  DO  PONTO  DE  VISTA  DIFERENCIAL 

Mesmo  que  Ay  e  dy  sejam  geralmente  diferenles,  a  dilcrencial  dy  e  uma  boa  aproximagao  de 
Ay  no  caso  em  que  dx  -  Ax  esteja  proximo  de  0.  Para  isso,  lernbre  da  Secao  32  que 


fix )  —  lim 


Av 


A.l  -+0  A  A 

Segue  que,  se  Ax  estiver  peno  de  0,  entao  teremos  f\x)  ^  Ay/ Ax  ou,  equivalemcmente, 

Ay  ft*  f\x)  Ax 

Se  concord  armos  em  to  mar  dx  =  Ajt,  eniao  podemos  reescrever  isso  como 

Ay  ft*  f  (x)  dx  —  dy 


(7) 


Em  palavras,  isso  afirma  que,  para  valorem  de  dx  prdximos  de  zero,  a  difereneial  dy  aproxima 
muito  born  o  incrememo  Av  (Figura  3.8.7).  E  dare  que  isso  deve  ser  esperado,  pois  o  grafieo 
da  reta  la  age  me  e  a  aproxi  maqao  linear  local  do  grafieo  de/. 


■  PROPAGApAO  00  ERRO  EM  APLICAQOES 

Nas  apiicagbes,  pequenos  erros  ocorrein  invar iavelmentc  quando  quantidadcs  sao  medidas. 
Quando  ess  as  quantidadcs  for  cm  usadas  em  computugoes,  aqueles  erros  serao  propagados 
para  as  quanlidades  eomputadas  e  isso  e  chamado  de  propaganda  de  erros.  Vamos  mostrar, 
agora,  como  usar  a  aproximagao  linear  local  para  esiimar  o  erro  em  uma  quanlidade  com- 
putada  a  parlir  das  estimalivas  de  erro  nas  quanlidades  medidas.  Para  essa  tinalidade,  vamos 
super que 


,y.  6  o  valor  exato  da  quanlidade  sendo  medida 
yrt  =/(a())  e  o  valor  exato  da  quantidade  sendo  calculada 
x  e  o  valor  medido  de  jc(, 
y  -fix)  e  o  valor  calculado  de  y 


Definimos 


dx  (=  Av)  =  x  ~  Ay  como  o  erro  de  medium  de  ,v 
Ay  —  fix)  —fi x{))  como  o  erro  propagado  de  y 
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Observe  que  o  erro  cfe  medico  ser£ 
positive  se  o  valor  medido  for  maior 
do  que  o  valor  exato,  e  negative  se  for 
menor  do  que  o  valor  exato.  O  sinal 
do  erro  propagado  transmite  uma  in¬ 
fo  rmagao  semelhante. 


Segue  de  (7),  irocando  x  par  xip  que  o  erro  propug udo  Ay  pode  ser  aproximado  por 

Ay  &  dy  —  f\xo)dx 


Intel  ixmente,  ha  uma  dilieuldade  pralica  na  aplieagao  dessa  formula,  y&  que  6  descon heeido 
o  valor  de  x0.  (Lembre  que  o  pesquisador  somente  conhece  o  valor  medido  a.)  Por  causa 
disso,  e  pratica  comum  na  pcsquisa  usur  o  valor  medido  a  em  vez  de  xti  cm  (8)  e  usar  a  apro- 
ximagao 


para  o  eri’o  propagado. 


Ay  ^  dy  —  f{x)  dx 


Expfique  por  que  6  razo£vel  uma  esti- 
mativa  de  erro  entre  ±  ^  <fe  centime¬ 
tre  para  uma  rdgua  que  d  callbrada 
em  decimps  de  cent  [metros. 


►  Exemplo  5  Suponha  que  com  uma  regua  megamos  o  lado  de  um  quadrado  como  sen- 
do  de  10  cm,  corn  urn  erro  de  medigao  entre  ±  ~  cm.  Estime  o  erro  na  area  calculada  do 
quadratic, 

T- 

Sohigdo  Seja  x  o  valor  exato  de  um  lado  e  v  a  area  exata,  de  modo  que  v  -  x~.  Segue  de  (9), 
com  f(x)  ~  x~t  que,  sc  dx  6  o  erro  de  medigao,  entao  o  erro  propagado  Ay  pode  ser  aproximado 
por 

Ay  ss  dy  —  2x  dx 


Substituindo  o  valor  medido  x  =  10  nessa  cquagao*  obtemos 

dy  —  20  dx 

Dizer  que  o  erro  de  medigao  estii  emre  ±  ~  sign  ilk  a  que 

1  i  1 

- <  dx  <  — 

20  "  “  20 

Mtiltiplieando  essas  desigualdades  por  20  e  aplicando  (10),  obtemos 

20  (  — 4i  )  -  dy  <  20  (^q  )  ou,  equivulentemenlc,  —  I  <  dy  <  1 

p  ^  ^ 

Assirti,  estimamos  o  erro  propagado  no  valor  calculado  da  area  entre  ±  I  cm".  <4 


Se  o  valor  verdadeiro  de  uma  quantidade  6  qf  e  uma  medida  ou  um  c&lculo  produz  um 
erro  Aq,  entao  Aqlq  c  chamado  dc  erro  relative  na  medida  ou  no  calculo,  Quando  ex  pres  so 
como  uma  percentage™,  Aqfq  6  chamado  de  erro  percentual  Na  prdtiea,  o  valor  verdadeiro 
q  6  gcralmcnte  desconhccido;  assim,  cm  vcz  disso  e  usado  o  valor  medido  ou  calculado  dc  q, 
e  o  erro  relative  e  aproximado  por  dqfq. 


A  Formula  (11)  nos  diz  que.  g/osso 
motfo.  o  erro  perceniua!  no  volume 
calculado  de  uma  esfera  6  aproxima- 
damente  tres  vezes  o  erro  percentual 
no  valor  medido  do  raio  dessa  esfera. 
Em  termos  vagos,  qual  e  o  erro  per- 
tentual  na  3rea  calcutada  de  um  qua- 
drado  em  retagao  ao  erro  percentual 
no  valor  medido  de  um  lado  desse 
quadrado? 


►  Exemplo  6  O  raio  dc  uma  esfera  6  medido  com  tint  erro  percentual  entre  ±0X 
me  o  erro  percentual  no  volume  da  esfera  calculado  com  o  raio  medido, 

>  ^ 

Sohtgdo  O  volume  V  da  esfera  £  V  —  far ,  ponanto 

dV 


Vc.  Esti- 


dr 


—  Attv 


e  segue  que  dV  =  4 nr"  dr.  Assim,  o  erro  relative  em  V  e  aproximadamente 

dV  4  nr2  dr  y  dr 

~  =  ijrr3  = 


(ID 


O  erro  rdativo  na  medigao  de  rests  entre  ±0,04%*  o  que  signifies  que 

-0,0004  <  —  <  0,0004 
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Multiplicando  essas  dcsjguuldudes  por  3  e  aplicando  { 3 1 ),  resulta 

dV  dV 

3 (—0,0004)  <  —  <  3(0.0004)  ou,  equi  vale  memento,  -0,0012  <y<  0?CX>  1 2 

Assim,  estimamos  o  erro  pereemual  no  valor  calculado  do  V  dentro  de  ±0. 1 2%,  * 


m  MASS  NOTAQAO;  FORMULAS  DIFERENCIAIS 

O  sfmbolo  df  6  uma  oulra  notagito  canuim  para  a  difcrcncial  de  nma  fungao  y  =f(x).  Por 
exemplo*  no  fix)  =  sen  n\  entao  p  otic  m  os  e  sc  rover  df ==  cos  x  dx.  Tam  be  in  podemos  interpretar 
o  sfmbolo  "V”  co  mo  inn  operadorq  ue  age  so  hie  am  a  fangao  para  produzir  a  difcrcncial  eor- 
respondente.  Por  exemplo,  d[x?\  —  2x  dx,  r/|sen  x]  -  cos  x  dx\  e  assiin  por  diante.  Tod  as  as 
regras  gerais  de  derivagao  t£m,  cniao*  versoes  diferenciais  correspon denies: 


FORMULA  PARA  DERIVADA 


FORM  U  l  -A  PA  R  A  D I F ER  ENG  A ! „ 


■aM ' 0 

iw -ft  *s| 


d 

/ 1 

gTx~fTx 

1/1 

dx 

IB 

C" 

tt 

Is 

rf[c]  =  0 
4*/]  =  cdf 
4  f+g]=df  +  dg 
d[fg]  ~  fdg  +g  df 

gdf-fdg 


Por  exemplo, 

d[x2 3  sen  v|  =  (x2  cos  A'  +  2.v  sen  a)  dx 

—  a- (cos  a  dx)  4-  (2.v  dx)  sen  a 
=  aj-c/|  sen  x  I  +  (sen  x)  d[x2\ 

i!  u  sira  a  vers  So  difcrcncial  da  regra  do  prod  in  o. 


^  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAQ  3,8  (Verpagina  232 para  respostas.) 


1,  A  aproximagao  linear  local  dc / cm  jtI(  usa  a  reut  _ _ _ _ 

ao  graft  co  de  v  -fix)  em  x  =  a,,  para  aproximar  os  vale  res  de 
_ _ _  por  vakires  de  x  prdximos  de _ _ . 

2,  Bn  com  re  until  equagao  para  a  aproximagao  linear  local  de 
v  =  5  -  x  em  xQ  =  2. 

■> 

3,  Seja  v  —  5  —  xX  EncofHre  dy  e  Av  em  x  —  2  corn  dx  —  Aa  -0,1. 


4.  A  intertsidade  dc  luz  de  uma  fonic  luminosn  c  uma  fungilo  /  = 
fix )  da  d  island  a  x  dti  fome  luminosat  Suponha  qne  a  disiancia 
de  uma  pequena  pedra  ate  a  fome  seja  de  10  m,fi  10)  ~  0,2  W/m“ 
e  /'( 10)  =  “0*04  W/m\  Se  a  distaneiu  x=  10  m  foi  obi i da  com 
urn  erro  de  medigao  dentro  dc  ±0.05,  estime  o  erro  peicemual 
na  imensidade  da  fome  luminosa  calculada  na  pedra. 


EXERC1CJOS  3.8  Recurso  Grafico 


1*  (a)  Use  a  Formula  ( I )  para  obter  u  ma  a  pros  e  magao  linear  I  oca  I 
de  a  cm  —  I . 

tb)  Use  a  Formula  (2)  para  reese  river  a  aproximagSo  obiida 
em  (a)  e  m  lermos  de  A  a; 


(c)  Use  o  result  ado  obttdo  em  (a)  para  aproximar  (1,02)’  e 
conH  rmc  que  a  for  r  mi  hi  obtida  cm  (b)  produz  o  mesmo  rc- 
suliado. 
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2.  (a)  Use  a  Formula  (!  )  para  obter  a  aproximagao  li near  local  de 
Ux  em  =  2, 

(b)  Use  a  Formula  (2)  para  recserever  a  aproximagao  obtida 
em  (a)  em  lermos  de  Ay. 

(e)  Use  o  resultado  oblido  em  (a)  para  aproximar  l/2h05  e 
eon  fir  me  que  a  formula  obtida  cm  (b)  produz  o  mesmo 
resultado. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


5.  (a)  Encontre  a  aproximagao  linear  local  da  fungao  /(a)  = 
/I  H-  _t  em  xu  =  0  e  use-a  para  aproximar  V(19  e  -s/TTT. 

(b)  Fag  a  o  gralko  de/e  de  sua  rcta  tangente  em  a(,  e  use -os 
para  tlitslrar  a  rclagao  entre  os  va  lores  exatos  e  as  apro- 
xi  m  agues  de  V 0,9  e  VTj~. 

4*  (a)  Encontre  a  aproximagao  linear  local  da  fungao  fU)  = 
]/'Jx  cm  a0  =  4  e  use- a  para  aproximar  3/V3.9  e 

uJU. 

(b)  Faga  os  graiieos  de  /  e  de  sua  tangente  em  xt)  e  use -os 
para  Eluslrar  a  rclagao  entre  os  valorcs  exatos  e  as  apro- 
ximagoesde  1/V34)  e  I/V5T. 


5-8  Confirms  que  a  formula  dad  a  6  a  aproximagao  linear  local 
em  xti  =  0. 


5,  ( 1  +  x)1%  ss  [  +  1 5x 
7.  tgAfss.c 


,  1  ,  * 

^  I  H"  “AT 

VI  —  -v  2 


8. 


1 


1  -j-  X 


I  —  ,v 


9-12  Continue  que  a  formula  dada  6  a  aproximagao  1  inear  local  de 
/  em  A',,  -  1 ,  onde  Ax  =  x  -  1 . 


9, 

10. 


fix)  =  V:  (1  +  A  a)4  fa  l  +  4  Ax 
fix)  =  Vx;  Vi  +  A  v  ^  1  +  ^  Aa 


/CO  = 


1  1  1 
_ .  _  _ 

2  +  a  7  3  +  Aa  3 
f(,K)  =  ( 4  +  .V)3;  (5  +  A.r)3  s 


125  +  75  A  a' 


13-16  Co ti ft r me  que  a  formula  dada  e  a  aproximagao  linear  lo¬ 
cal  em  .Vj,  =  0  e  use  um  recurso  eompuiacional  para  estimar  uni 
interval o  tie  valones  de  a  no  qua)  o  eiro  na  aproximagao  6  de*  no 
maxi  mo,  ±QJ . 


■  ■■■•  13.  V a  4-  3  x/3  4-  -——a  O'i  14 


2VT 


•■--■•15.  tg  2.i  ft;  2  a 


1.11 

"XX  4"  """’A 

Vy^x  3  54 

016. - —  -  -  1  -  l  Ox 


(1  +  2  a)' 


(h)  Como  deve  ser  eseolhido  x(]  para  aproximar  sen  44p? 

(c)  A  proximo  sen  44"  e  compare  a  aproximagao  ao  rest: Undo 
produzido  direr  am  erne  por  sou  recurso  coinputadoiial, 

18.  (a )  U  se  a  a  prox  E  n  mg  ao  I  i  near  I  oe;  1 1  de  lg  x  e  m  xn  -  0  pa  ra  apro  - 
ximar  tg  2°  e  compare  a  aproximagao  ao  re  suit  ado  produzi¬ 
do  diretamente  por  seu  recurso  eomputaeional. 

(b)  Como  deve  ser  escolhido  x()  para  aproximar  tg  6 1 "? 

(c)  A  prox  i  me  tg  61"  e  compare  a  aproximagao  ao  resultado 
produzido  diretamente  por  seu  recurso  eomputaeional 


19-27  Use  uma  aproximagao  linear  local  para  estimar  o  valor  da 
qua  mid  ade  dada. 


19.  (3.02)J  20.  ( 1 ,97)*  21.  Vfi5 

22.  755  23.  24.  736.03 

25.  sen  0,1  26.  tg0,2  27.  cos  31 " 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


28.  A  aproximagao  (1  +  xf  =  1  +kx6  frequentememe  usada 
por  engenheiros  pa™  ealculos  rapidos, 

(a)  Deduza  esse  resultado  e  use-o  para  fazer  uma  estimati- 

1*7 

va  grosscira  de  (1 .001)’  . 

(b)  Compare  sua  csbmaiiva  com  aquela  produzida  di reta¬ 
iner]  le  por  seu  recurso  eomputaeional. 

( c )  M  os  l  re  q  Lie  ess  a  form  ul  a  prod  u  /.  u  in  a  esl  i  mati  va  m  ui  to 
mini  de  ( 1,1)'"  e  expJique  por  que  isso  ocorre. 

29.  (a)  Seja  y  =  a".  Encontre  dy  c  Ay  em  x  -  2.  sendo  dx  =  A  a  -  l . 
(b)  Esboee  o  gratleo  de  y  =  x\  mostrando  dy  e  Ay  na  figura. 

30.  (a)  Seja  y  -  a\  Encontrc  dy  e  Ay  cm  x=  1,  sendo  dx  ~  Ax  ~  I . 
(b )  Esboee  o  g  id  11  co  de  v  =  .r\  most  ran  d  o  dy  e  Ay  na  i)  gu  rn . 

31 .  (a)  Seja  v  =  I  fx,  Encontre  dy  e  Ay  em  x  -  L  sendo  dx  =  Ax  = 

”0*5. 

(b)  Esboee  o  grafieo  de  y  —  17a,  mostrando  dy  e  Ay  na 
figura. 

3 2.  (a)  Seja  y  =  *fx ,  Encon ire  dy  e  Ay  em  x  =  9,  sendo  dx  =  Ax=  -3 

(b)  Esboee  o  gralico  de  y  =  V/T.  most  ran  do  dy  e  Ay  na 
figura. 


3  3  -3  c  Encon  ire  as  I  brm  a  f  as  para  dy  e  Ay. 


33.  y  =  X 

r 

34.  y  —  8.r  -  - 

35*  y  =  x2-  2x+l 

36*  y  —  sen  a 

37-40  Encontre  a  difereneial  dy. 


17*  (a)  Use  a  aproximagao  linear  local  de  sen  a  em  jrlt  =  0  obtida 
no  Exemplo  2  para  aproximar  sen  r  e  compare  a  a  prox  i- 
magao  ao  resultado  produzido  diretamente  por  sen  recurso 
eomputaeional. 


37.  (a)  y  =  4.t’  -  lx1 

38.  (a)  y  =  l/x 

39.  (a)  y  —  x  V 1  —  x 


(b)  y  =  v  cos  a 
(b)  y  -  5  tg  x 
(b)  y  =  (1  +  x) 
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40,  (a)  v  = 


41-44  Use  a  di  fere  nda!  dy  para  aproximar  Ay  de  acordo  torn  as 
mud  an  gay  de  x. 


41,  y  =  V3.V  —  2;  dc  v  —  2  para  x  —  2,03 


42.  v  =  V-i'2  +  &;  de  a  =  I  para  x  —  0,97 

x 

43.  y  —  “ - ;  de  x  =  2  para  x  =  1 ,96 

X"  +  1 

44.  y  =  x%/$x  +  1,  de  a  =  3  para  x  -  3  ,05 


45.  O  lado  de  um  quadrado  mede  aproximadamente  10  m,  com 
cito  possfvcl  de  ±0,  ]  m. 

(a)  Use  diferenciais  para  estimar  o  erro  na  area  calculada. 

(b)  Estime  o  erro  pereeniual  no  lado  e  na  Area. 

46,  O  lado  de  am  cubo  mede  aproximadameiile  25  cm,  com  erro 
possfvel  de  ±1  cm 

( a)  U se  d  i  ferenc  i  ai  s  pa  ra  esl  i  m  ar  o  e  rro  no  vo  1  u  me  calc  u  I  ado . 

(b)  Estime  os  crros  percentuais  no  lado  e  no  volume. 

47.  A  hipotenusa  de  uni  triSngulo  reiangulo  mede  exaiamente  10 
cm,  e  um  dos  Angulos  agudos  mede  30'\  com  erro  possfvd  de 
±1°. 

(a)  Use  diferenciais  para  estimar  os  erros  nos  I  ados  oposto  e 
adjacente  ao  angulo  modi  do. 

fb)  Estime  os  enos  percentuais  nos  3 ados, 

48,  Uin  lado  de  uni  triangulo  retangulo  mede  exatamenie  25  cm. 
O  Angulo  oposto  a  esie  lado  mede  60'\  com  erro  possfvcl  de 
±0,5*. 

(a)  Use  diferenciais  para  estimar  o  eiro  no  lado  adjacente  e  na 
hipotenusa, 

(b)  Em  me  os  e  rro  s  perce  nt  u  ai  s  no  I  ado  adj  aeon  tc  e  na  hi  pote- 
nusa. 


49,  A  resislencia  eletrica  R  de  urn  fio  e  dada  por  R  =  k/r  ,  onde  k  e 


nma  constants  e  r,  o  raio  do  fio.  Supondo  qne  o  raio  tenha  am 
erro  possfvcl  de  ±5%,  use  diferenciais  para  estimar  o  erro  per¬ 
ceptual  em  R  (supondo  k  exato). 


50,  lima  escada  com  12  m  esta  apoiada  em  uma  parede  e  la/  um 
angulo  6  com  o  chao.  3e  o  topo  da  escada  exla  a  nma  allura  de 
h  m  na  parede.  exp  res  se  h  em  termos  de  6  e.  entao.  use  dh  para 
estimar  a  variagao  em  ft  se  &  variar  dc  60*  a  59y. 


51, 


A  area  de  um  tri  angulo  ret  angulo  com  uma  hipotenusa  H  6 

F  «-ji 

calc  uJad  a  pda  formula  A  —  | H~  sen  20,  onde  0  6  um  dos 
Angulos  agudos.  Use  diferenciais  para  aproximar  o  erro  no 
calculo  de  A  se  H  =  4  cm  (exatamente)  e  0  -  30*  coin  erro 
possfvel  de  ±15', 


52,  O  lado  de  um  quadrado  6  medido  com  um  possfvel  erro  perce tn 
tual  de±l%.  Use  diferenciais  para  estimar  o  erro  percent  uni  na 
area. 


53.  O  lado  de  um  cubo  e  medido  com  um  erro  pereeniual  possfvcl 
de  ±29£.  Use  diferenciais  para  estimar  o  erro  percent ual  no  vo¬ 
lume. 

54.  Q  volume  de  uma  esfera  e  eomputado  a  panir  do  valor  medido 
de  seu  raio.  Estime  o  maxi  mo  erro  pereeniual  possfvel  na  mc- 
dida  se  o  erro  pereeniual  no  volume  dove  scr  mantido  etn  nao 
mais  de  ±3%  (V-  ?Jrr  e  o  volume  de  uma  esfera  de  raio  /■). 

m? 

55.  A  area  de  um  eirculo  e  com  pu  tad  a  a  paitir  do  valor  medido  de 
seu  di  a  metro.  Estime  o  erro  percent  ual  maxi  mo  permilido  na 
mcdklu  sc  o  erro  percent  ual  na  area  deve  scr  mantido  etn  nao 
mais  tie  ±1%. 

56,  Um  cubo  de  ago  com  I  em  de  lado  6  coberto  com  0.01  em  de 
cobre.  Use  diferenciais  para  estimar  o  volume  tie  cob  re  na  co- 
bertura.  [Sugestdo:  Seja  AV  a  variagao  no  volume  do  cubo.] 

57.  Uma  barra  de  metal  medindo  1 5  cm  de  comprimento  e  5  cm  de 
diAmeiro  esia  coberm,  exeeio  nas  pontas,  por  uma  camada  dc 
isolante  com  uma  espessura  de  0.1  cm.  Use  diferenciais  para 
estimar  o  volume  do  isolante,  [  Sages  (do:  Seja  AV  a  variagao  no 
volume  da  barra  ] 

58,  O  tempo  necess&iio  para  uma  oscilagao  complcm  dc  um  pen- 
dulo  6  denominado periodo.  Sc  o  comprimento  L  do  pcndulo 
e  a  oscllagao  forem  pequenos.  entao  o  pei  uxlo  sera  dado  por 
P  =  2i Tyjt/gy  onde  g  e  a  aceleragao  eons  tan  te  dev  i  da  a  giavi- 
dadc.  Use  diferenciais  para  mostrar  que  o  erro  pereeniual  em 
P  c  aproximadamenle  a  metade  do  erro  pcrccntual  em  L 

59,  Sc  a  temperntura  T  dc  uma  barra  dc  metal  medindo  L  de  com¬ 
primento  variar  por  uma  quant idade  AT,  entao  o  comprimento 
ira  variar  por  uma  quantidade  A L  =  aLA'f\  onde  a  6  denomi  un¬ 
do  coeficiente  de  expansdo  linear,  Para  variag5e$  moderadas 
na  tempcratuia,  cr  pode  ser  con  si  dorado  con  si  an  to. 

(a)  Suponha  que  a  barra  tern  40  cm  tie  comprimento  a  20°  C 
e,  quando  a  lemperaiura  passa  a  ser  30°C,  o  comprimento 
eneontrado  6  de  40.006  cm.  Encontre  a, 

(b)  Se  um  poste  de  alumfnio  tem  um  comprimento  de  I  SO  cm 
a  15,‘:'C,  qual  sera  seu  comprimento  sc  a  lemperatura  for 
devada  para  40°  C?  [Tome  &  =  2*3  x  10  /°C,| 

60,  Se  ti  temper  atura  7'de  um  soli  do  ou  Ifquido  com  volume  for 
alter  ad  a  por  uma  quant  idade  AT,  entao  o  volume  irfi  variar  por 
uma  quant  idade  AV  =  ft  VAT,  onde  ft  6  denorninado  cmfitiente 
de  expansdo  voiiunitrica*  Para  variagdes  model  ad  as  na  lom- 
peraiura,  ft  pode  ser  conxiderado  const  ante.  Suponha  que  um 
caminhao-tanque  carregue  4.000  galfies  de  alcool  etflico  a  uma 
lemperatura  dc  35'  C  c  ent regno  sua  carga,  mais  tardc.  a  uma 
lemperatura  de  15QC.  Usando  ft  =  7,5  x  10  ?'€  para  o  alcool 
etflico.  encontre  o  numero  de  galdes  enlregues. 
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*/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  3.6 


i.  Cange iHe;  fix):  xti  2,  y  -  1  +  (— 4>(_r  -  2)  ou  y  =  -4x  +  9  3,  Jj?  =  -0.4;  Ay  —  -0.4 1  4.  entre  ±  I  % 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPITULO  H  Recurso  Grafico  EH  CAS 


1 ,  Ex  p  I  iq ue  a  di  fere n  ya  e  w ire  t  ax  a  de  vari  ag  ao  inddi  a  e  ins  ui  a  La nea 
e  d  i  sen  in  come  el  as  podem  ser  ea  lent  ad  as. 

2,  Complete  cad  a  pane  para  a  limgao  v  —  |.v2. 

(a)  Encomre  a  laxa  de  variayuo  media  dey  em  relagao  a  x  no 
intervale  [3t  4|. 

f  h )  Enc  on  tre  a  tax  a  de  vari  ay  ao  E  3  ist  anianea  de  y  e  m  relag  ao  a  x 
em  x  ~  3. 

(c)  E  nc  on t  re  a  taxa  de  vari ay ao  i  nsr antanea  de  v  e  m  relayao  a  x 
cm  urn  valor  qualquer  de  a. 

(d)  Esboce  o  grafico  de  v  —  kx2  junto  com  o  da  ret  a  secante 
cuja  indinayao  6  dad  a  pelo  res  u  I  lad  o  de  (a)  e  indique  gia- 
Ikamente  a  inclinayao  da  ret  a  tangente  que  corresponds  ao 
result  ado  obi  i  do  em  (b). 

3,  Complete  eada  parte  para  a  funyao  fix)  =  .v"  +  I . 

(a)  Encontre  a  inclinagao  da  ret  a  range  tile  ao  grafico  de/  em 
um  valor  qualquer  tie  jr, 

( b)  E  n  co  m  r  e  a  i  nc  1  i  nay  a  o  da  rota  l  a  nge  n  tc  ao  grdli  co  d  c  /  em 
x  =  2. 

4*  Urn  Cano  percorre  Lima  estrada  rela  com  120  km  de  compri- 
mento.  Nos  primeiros  100  km.  ele  tern  uma  velocidade  mddia 
do  50  km/h.  Most  re  que,  nlo  importando  a  rap  i  do?,  com  que 
percorre  os  ultimas  20  km,  de  nao  podem  ter  utna  velocidade 
media  de  60  km/h  para  todo  o  percurso. 

5 ,  No  ins  tame  r-  0,  um  carro  ultra  pass  a  urn  caminhao  lento.  A 
vdoeidade  media  do  carry  de  i  -  1  a  t  —  l  +  h  6 

3  (A  +  I)’5  +  580/t  -  3 

t'm"  10A 

Estime  a  velocidade  in  stun  tinea  do  carro  em  t  =  I .  onde  o  tem¬ 
po  esta  om  sog undos  c  a  distaneia  em  pds. 

-•  6*  Uma  para-quedlsta  pula  de  um  aviao.  Suponha  que  a  distdnda 
que  de  cat  durante  os  primeiros  /  segundos  antes  de  abrlr  o 
para-quedas  e  de  fit)  =  976{(0,835)r  -1)4-  3  76r,  onde  s  esta 
om  pe.s.  Pay  a  o  g  rail  co  do  .¥  versus  I  para  0  <  ;  <  20  e  usc-0  para 
estimar  a  velocidade  install  la  nea  em  i  =15. 

7*  Uma  parlfcuia  move -so  sobre  uma  linha  reladc  La  I  modoque, 
depois  de  /  boras,  esid  a  s  -  3r  +  /  km  de  so  a  posiyao  ini  dal. 

(a)  E  nc  on  t  re  a  vel  oc  i  d  ade  m  dd  i  a  d  a  p  ail  feu  I  a  sob  re  o  i  nlerva  l  o 
[1*3]. 

(b)  Enc  on  tre  a  velocidade  instantanea  em/  =  I . 

8*  De  a  defi  nigao  de  deri vada  o  duas  i  nierpretagbes  para  da. 

9*  U  sc  a  do .11  ni  y ao  do  do  ri  vada  pa  ra  en con  E  ra  r  dy/dx  c  veri  1 1  q  uc  $ u  a 
resposta  calcuhuido  a  deri  vada  at  raves  tie  formulas  apropriadas. 


(a)  y  -  -  Ax 


(b)  y  — 


x 


1 0*  S  u  pon  ha  q  i  k  fix )  ™ 


k(x  -  1), 


Para  qua  is  valores  de  k  f  d 


x  <  I 
x  >  1 


(a)  contmua? 


(b)  diferenciivel? 


1L  A  ftgura  abaixo  mostra  o  grafico  de  y  =  fix)  para  uma  tuny  ao 
nao-especilicada  f. 

(a)  Para  quais  valores  de  x  a  curva  y  -  f(x)  tem  uma  ret  a  Ean- 
«ente  horizontal? 

%-r 

(b)  Sobre  quais  imervalos  a  cui  va  y  =  f  Uj  tem  reins  tangentes 
com  inciinaySo  positiva? 

(c)  Sobre  quais  intervalos  a  curva  y  =  f(x)  tem  rctas  tangentes 
com  inclinayao  negative? 

( d)  Dad  o  que  g(„v)  =  / (.v)  sen  x,  e  tic  on  l  re  g  "(0) 


12.  Esboce  o  grille  o  de  uma  funyao/lal  que  /(0)  =  I,  f(  0)  -  0. 
ff[x)  >  0  so  x  <  0,  e  fix)  <  0  sc  x  >  0. 

13*  De  aeordo  com  o  Bureau  do  Ccnso  dos  EUA,  a  populayao 
mondial  N  (em  bilboes)  estimada  e  projetada  para  os  meados 
dos  an  os  de  1 950,  1 975,  2000,  2025  e  2050  &  respective  memo, 
2,555;  4.088;  6,080;  7,841  c  9J04.  Einbora  o  crcsci memo  pa¬ 
pulae!  onal  nao  seja  uma  funyao  contmua  do  tempo  L  podemos 
aplicar  a  iddia  de  deri  vada  desenvoivida  na  Seyao  3.2  se  con- 
cordarmos  em  aproximar  <>  grifico  de  N  versus  /  por  uma  curva 
com  i  mi  a,  coma  a  da  fig  Lira  a  seguir. 

(a)  Use  a  j'eLa  taogente  em  t  ~  2000  mostrada  na  figurn  para 
aproximar  o  valor  de  dNUti  nessc  porno.  Intcrpi  ete  o  rcsul- 
tado  como  uma  taxa  de  vari  ay  ao. 

(b )  A  Uixu  tie  crescimenti}  i  n  sta n  la  nca  e  defi  n  ida  por 

dN/dt 

N 
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Use  a  resposta  tie  (a)  para  aproxiinar  a  laxa  de  c  reset  memo  ins- 
tantanea  no  infcio  do  ano  2000.  Exprcsse  o  result  ado  como  Lima 
percentagem  e  inclua  as  unidades  apropriadas. 


Tempo  Manas)  Figura  Ex-13 

14. 1  [se  um  recurso  computational  para  1’axer  o  grail  to  da  fungao 


fW  =  I  A'  4  -  A  -  1|  -•  A 


e  estime  os  valores  do  x  o.nde  a  derivada  dost  a  fnngao  nao  existe. 


15-18  (a)  Use  um  CAS  para  eneontrar  fix)  usando  a  Definigao 
3,2,  H ;  (b)  eonfira  o  resultado  on  eon!  ran  do  a  dcrivada  a  mao;  (c) 
use  uni  CAS  para  encontrar  f\xf 


[c]  15,  f(x)  —  x2  sen  x 

2  a- 2  — 1  a  -J-  5 


ill  /(.V)  = 


3,v  +  2 


f(x)  —  -Jx  +  cos2  V 
But.  fix)  = 


tgA 


1  +  X 


19*  A  quant  idade  de  iigua  em  um  l  an que  t  minulos  apos  de  co  me¬ 
ga  r  a  ser  esvaziado  6  dad  a  por  W=  \00U  -  15)'  litres. 

(a)  Com  que  tax  a  a  agua  estd  fiuindo  no  final  de  5  minutes? 

(b)  Qua  I  6  a  laxa  media  segimdo  a  qua]  a  dgua  11  ui  durante  os  5 
primeiros  misnitos? 

20*  Use  a  formula  V  =  f i  para  o  volume  dc  um  cubo  de  lado  /  para 
en  contrar 

(a)  a  taxa  media  segundo  a  qua!  o  volume  do  cubo  varia  com  / 
q  nan  do  /  ere  see  tie  2  para  4. 

(b)  a  taxa  de  vanncao  in  slant  anea  segundo  a  qua  I  o  volume  de 
u  m  cubo  varia  com  /  quando  /  -  5. 

21-22  Faga  um  zoom  do  gridico  de/em  um  i  liter valo  con tendo 
x  =  x0  ate  que  o  gralieo  parent  uma  linha  rota.  Estime  a  inclina- 
gao  dcssa  rcta  e.  entao,  vcrilique  sua  resposta*  c  neon  Iran  do  o 
valor  ex  a  to  dc  / '(.%) 


'■21*  (a)  fix )  =  x2  -  1,  .ro  =  I, 


(b)  fix )  - 


X 


x  —  2 

3  ..2 


AO  =  3*5 


0 22*  (a)  f{x)  -■  a-'  -  a  +  1,  An  —  2t3 
(b)  fix)  =  ■  /  ■>  ao  =  -0,5 

A"  +  1 

23*  S  upon  ha  que  uma  fungao/seja  difereneiavel  em  x-  1  e 

..  /a  i  *>)  , 

lim - =  5 

ft  ^  c>  h 

Eucontrc  _f( J )  e  /'(l). 


24.  S upon ha  que  /  tenha  a  propriedade  fix  +  v)  -  fix)f(y)  para 
lottos  os  valores  de  x  c  y  e  que  /(0)  =  /  (0)  =  I .  Most  re  que  / 
6  di  fcrcnciavcl  c  fix)  =  fix).  \  Sugestao:  Comccc  expressando 
f(x)  como  um  I  im  iie.] 

25.  Encontre  as  equates  de  lodas  as  reias  que  passam  pel  a  origem 
que  sao  langetues  a  eurva  y  =  j?  -  9.x1  -  I  6a, 

26,  Encontre  tod  os  os  valores  de  x  para  os  quais  a  reta  tangente  a 
v  =  2a'  -  x1  e  perpendicular  a  rcta  .v  +  4y  -  10. 

27,  Seja  fix)  -  a”.  Most  re  que,  para  todos  os  valores  distintos  de  a 
e  b *  a  indinagao  da  rcta  tangente  a  v  =  fix)  cm  .v  =  |  io  4-  h)  e 
igual  £k  indinagao  da  reta  sccantc  que  passa  pclos  ponies  (a,  a2) 
e  {bf  b2).  Faga  uma  figura  para  iUistmr  esse  resultado. 

2H,  Em  cada  pane,  calcule  a  ex  press  ao.  dado  que  /( 1 )  =  L  g(  1 )  -  -2. 


{a)  ~[f(x)g(x)] 
ax 

<c>  t,  y™ 


(b) 

r/wi 

x=i 

if  X 

L  §(■»■)  J 

j=i 


(cl)  —|/(!)fi’(l)| 

(IX 


-3 


2‘J.  (a)  fix)  =  .v55  —  3*/7  +  5-V 

(b)  fix)  =  (2.v+  l)l<>l(5.v:  - 

(c)  fix)  =  V3jc  +  1  (x  -  i)2 

(d)  fix)  - 


3.r  4-  1 


A" 


30,  (a)  fix) 
(b>  fix) 


2cosJ 

(1  +  sec  a) (a 2  —  tg,v) 


sen  a  -f-  2  cos  a 


/  cossee  2a 
(c)  /(*)  =  eotg(  — 


3  4  5 


(d)  fix)  = 


I 


2a  +  sen3  a 


31  -32  Encontre  os  valores  tic  a  nos  quais  a  eurva  y  =  fix)  tern  uma 
reta  tangente  horizontal. 

31.  f(x)  =  (2.v  +  T)\x  -  21s  32.  f{x)  =  ~~ 

x1  +  2a 

33.  Encontre  tod  as  as  reias  que  sao  simultaneamente  tangenies  ao 
grdllco  tie  y  —  v  -f  1  e  ao  grafieo  de  y  =  -  r"  -  1 . 

34.  (a)  Seja  n  um  mimero  hiteiro  positive  par.  Generalize  o  resul¬ 

tado  do  Exercicio  33  encontrando  tod  as  as  rctas  que  sao 
simultaneamente  tangente*  ao  grafico  de  y  =  x1  +  n  -  1  e  ao 
grab  co  de  y  —  -  x*'  —  n  +  1  * 

( b)  Se] a  it  u  m  n  ii  me  ro  l  n  te  E  ro  pos  E  Li  vo  i m  pa r.  Ex  i  sic m  i  ct as  q  uc 
sao  simultaneamente  tangentes  ao  gr^lico  dc y  =  /'  +  n  —  1 
e  ao  grafico  de  y  -  -,vr‘  -  n  +  17  Explique. 

35.  Encontre  todos  os  valores  de  x  para  os  quais  a  reta  que  e  tan- 
gente  a  y  =  3t  -  tg  .v  6  paralela  h  reta  y  -  a  =  2. 
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■  36.  Aproxime  os  va  tones  de  _v  nos  quais  a  ret  a  tangente  ao  grdlieo 
de  y—x3  -  sen  a  c  horizontal 

37*  Suponha  quo/ (a)  =  M  sen  x  +  N  cos  x  para  certas  eonstantes  M 
c  A:.  Se/{?r/4)  =  3  e  /,r(rr/4)  =  I .  cncontre  uma  equagao  para  a 
rcta  tangente  a  y  -  /(a)  cm  a  =  3tt/4. 

38*  Suponha  que /(a)  =  M  ig  x  4  A'  sec  a  para  eertas  eonstantes  M 
e  Af.  Sc/(jt/4)  =  2  a  J  f(ir/4),  e Eicon t re  uma  equagao  para  a  rcta 
tangente  a  y  =  /(a)  cm  a  =  0. 

39*  Suponha  que  f\x)  2x  f(x)  e/( 2)  -  5. 

(a)  E ncom re  g'(nf3)  sc  g{x)  =/( sec  a). 

{ b)  Encontre  ft  (2)  se  ft  (a)  =  [/(x)/(.v  -  l  )J 5, 

40.  Sob  eertas  condigdes,  o  periodo  fdo  pSndulo  de  uni  relogio 
(is to  d,  o  tempo  neccssdrio  para  urn  mo vi memo  de  Ida  e  volta)  6 
dado  ern  termos  de  sen  coin  pitmen  to  L  por  T  =  2kJ  Lfg*  otide 
g  6  a  con st ante  gravitational. 

(a)  S  upon  do  que  o  comprimento  do  pendulo  possa  variar 
(por  exemplo,  devido  a  variates  na  temperatura),  en¬ 
contre  a  taxa  de  variagSo  do  periodo  T  em  relagao  ao 
compri  memo  L. 

(b)  Sc  L  estiver  cm  metros  c  T cm  scgundos,  quais  sao  as  uni- 
dades  para  a  taxa  de  variagao  em  (a)? 

(c)  Se  o  pendulo  estiver  atrasando,  sou  comprimento  dove  ser 
aumemado  on  diminuido  para  corrigir  o  prohlema? 

(d)  A  constante  g  deeresee  com  a  altitude.  Se  mudarmos  o 
reldgio  a  partir  do  ravel  do  mar  para  altitudes  ma lores,  o 
pendulo  andard  mais  rapido  on  mais  devagar? 

(e)  Stipondo  que  o  comprimento  do  pendulo  seja  constante, 
cnconlrc  a  taxa  de  variagao  do  periodo  T  em  relagao  a  g. 

(0  Supondo  que  Testd  em  segundos  e  g  em  metros  por  segu  ti¬ 
de  por  segundo  (m/s")*  encontre  as  uni  dados  para  a  taxa  de 
variagao  em  (e). 

41*  Uma  maneha  de  blco  em  urn  I  ago  estd  eereada  por  uma  E>ame  ira 

K 

de  contcticSo  circular  Hutu  ante.  A  medida  quo  a  barreira  c  en- 
colhida,  a  area  circular  da  nianeha  diminui  por  bombeamento. 
So  a  baiTeira  osla  sen  do  encolhida  a  uma  taxa  de  5  metros  por 


mi  mi  to,  a  que  taxa  estara  diminui  ndo  a  area  da  nianeha  quando 
essa  area  tiver  uni  diametro  de  100  m? 

42*  A  hipotenusa  de  um  tiling  til  o  redngulo  ere  see  a  uma  taxa 
constante  de  a  ten  if  metros  por  segundo  e  um  cate  to  deeresee  a 
uma  taxa  constante  de  b  centimetres  por  segundo.  Qua!  6  a  taxa 
dc  variagao  do  angulo  formado  pel  a  hipotenusa  c  o  outro  catcto 
no  ins  tame  ctn  que  a  in  bos  os  caletos  medein  3  cm? 

43*  Em  cada  parte,  use  a  informaqao  dada  para  cncomrar  Ax .  Ay  c 

dy. 

(a)  y  -  I  fix  ~  I ):  a  deeresee  dc  2  para  1.5, 

(b)  _v  =  ig  x ;  x  ere  see  dc  -jr/4  para  0, 

(c)  y  -  V'25  —  x* :  x  crcscc  tic  0  para  3. 

44*  Use  uma  aproximaqao  linear  local  adequada  para  Estimar  o  va¬ 
lor  de  cotg  46 &  c  compare  sua  resposta  com  o  valor  obtido  com 
u  m  recu  rso  co  m  pu  lac  ional, 

45.  A  base  da  Grande  Pir&mide  dc  Giza  e  um  quadrado  com  230  rn 
de  I  ado. 

(a)  Con  forme  ilustrado  na  figura  abaixo.  stiponliaque  um  ar- 
quedlogo  em  p6  no  centra  de  um  3 ado  mede  o  iinguio  de 
elevagSo  do  dpice  de  =  51°,  com  um  erro  de  ±0.5°,  O 
que  e  razoavei  que  o  arqueblogo  diga  sobre  a  alt  Lira  da 
pir^mide? 

(b)  Use  difcrcnciais  para  estimar  o  erro  perm  it  id  o  no  anguto 
de  elevagao  que  resultara  em  um  erro  na  altura  de.  no  ma¬ 
xi  mo*  ±5  m. 


Figura  Ex-45 


Expandindo  o  Horizonte  do  Calculo 


Na o  seria  o  maximo  sc  dispusessemos  dc  um  rob 6  que  exccutasse  todas  as  tiossas  tare- 
fas  e  obrigagdes  Msicas  mas  enfadonhas,  de  modo  que  puddssemos  nos  con cen liar  em 


estudar?  Quao  facii  seria  projetar  um  tal  robo?  Para  aprender  mais  sobre  a  matcmatica 


da  robdlica,  c  lanibcm  apliear  o  quo  foi  aprendido  ncslc  capifulo,  visile 


www.bookman.com.br 


c  a  p  i  t  u  I  o 


q  u  a  t  r  o 


Quern  mo  ficou  maravrfhado 
tio  apreiufer  que  a  funcdti 
y  =  e\  como  uma  fettix 
renascendo  das  cinzas,  e 
sua  propria  derivada? 

— -Frartgois  it  Liomtais 

Etisafekt  Cicnftfico  e 
Mess  re  de  Xadrez 


FUNQOES 
EXPONENCIAIS, 
LOGARITMICAS  E 
TRIGONOMETRICAS 

INVERSAS 


este  capita  lo  discutiremos  tangoes  determine  das  por  equagoes  em  xe  y  que  sao  difP 
ceis  ou  impossiveis  de  resol  ver  algebrfcamente  para  y  em  term  os  de  x  IWostraremos 
como  derivar  esses  fungdes  usando  uma  equagio  em  vez  de  aiguma  formula  explici- 
ta  para  a  propria  fungao.Tambem  voltaremos  ao  estudo  de  fun  goes  in  vers  as,  com  o  objetivo 
de  estabefecer  uma  relagao  entre  a  derive  da  de  uma  fungao  e  a  derivada  de  sua  inversa,  Essa 
conexao  nos  permitira  desen volver  algumas  novas  formulas  de  derivadas,  que  incluem  as 
derivadas  de  fungdes  logaritmicas,  exponenciais  e  trigonometncas  inverses.  Por  fim,  discutc- 
remos  a  regra  de  L'Hopitel,  uma  poderosa  terrain  enta  para  cafcular  ] unites. 


Foto:  O  crescimento  e  o  declinio  de  populates  animats  e  recursos  naturals  podem  ser  modelados  usanda /lingoes  es~ 
tudadas  no  Cdlculo. 

4.1  DEFMVAQAO  IMPLICITA 

Ate  aqui  estivemos  ocupados  com /lingoes  diferencidveis  que  cram  dados  por  equagoes  da 
forma  y  “  fix'd  Nesta  segdo  cons  idem  rentes  metodos  para  diferenciar /lingoes  para  as  quais 
e  inconveniente  ou  impossivel  a  expressdo  dessa  forma. 


■  FUNQOES  DEFINIDAS  EXPLIC1TA  E  IMPLICITAMENTE 

Di/emos  que  uma  cquagao  da  forma  y  =  fix)  define  y  explicitamente  como  uma  fungao  de 
x,  pois  a  variavel  y  aparece  sozinlta  de  tun  l ado  da  equagao.  EnLretanuy  algumas  vexes,  as 
fmtgoes  sao  definidas  por  equagoes  nas  quais  y  nao  esta  sozinho  de  uni  lado;  por  exempted  a 
eq  uagao 


yx  +  yf\=x  (I) 

nao  esta  na  forma  v  =  fix).  Contudo,  aindn  define  y  como  uma  fungao  de  x,  uma  vez  que  pode 
ser  recserila  como 


x  -  1 
x  +  ! 


Assim,  dizemos  que  (1)  define  y  implicitamente  como  uma  fungao  de  a,  sendo  essa  fungao 


x  -  1 

x  +  1 
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,r  +  v“  =  I 


=  -Vi  -v2 


Figura  4*  Li 


■■v 

Flgura  4.1 .2  O  gr&fico  de  x  =  y~ 
nao  passa  no  teste  da  reta  vertical, 
mas  on  de  y  =  Jx  e  v  =  -yG7 
passain. 


Uma  equagao  em  x  e  y  pode  implieiiameme  deftnir  trials  de  uma  fungao  de  a,  Is  so  pode 
ocorrcr  quando  o  gralico  da  equagao  nao  pnssa  no  teste  da  reta  vertical  c  pot  tan  to  nao  c  o 
grail co  de  uma  fungao*  Por  exempky  se  resol  vermos  a  equagao  do  cfreulo 


■T  ,  2  I 

X~  +  V  =  I 


(2) 


para  y  cm  term  os  dev.  ohlcmos  y  =  1  —  rv2;  assim,  c  neon  tram  os  duas  fa  agues  que  cstao 

delinidas  implieiiameme  por  (2),  islo  e: 


f\  (x)  -  v  3  -  x2  e  h(x)  -  -V  I  -  x2 


(3) 


Os  gratia  os  dcssas  fun  goes  sao  os  semicfrculos  superior  e  inferior  do  cfrculo  v“+y  -  1  (Figu 
ra  4,1,1),  Isso  nos  leva  a  definigao  seguinte. 

4,1.1  m  i  l n if  ao  Di/emos  que  uma  dada  eq uagao  em  x  e  y  deli ne  a  fu ncao  /  implkita- 
mente  se  o  gralico  de  y  =  f(x)  coincidir  com  alguma  porgao  do  gralico  da  equagao. 


►  Exemplo  1  O  grafieo  da  equagao  x  =  )r  nao  6  o  gralico  de  uma  fungao  de  v,  pots  nao 
pas.sa  no  icslc  da  reia  vertical  (Figura  4. 1 .2).  Coniudo,  resol  vendo  essa  equagao  para  y  em 
tertnos  de  a,  ohiemos  as  equagoes  y  =  ^fx  e  y  =  —  ^/x ,  cujos  gralicos  passam  no  leste  da  reta 
vertical  e  sao  porgoes  do  grafieo  de  x  =  y2  (Figura  4. 1 ,2).  Assim,  a  equagao  x  —  y2  define  im¬ 
plicit  ament  e  as  f ungdes 

AOc)  =  Xx  e  Mx)  U—Jx  < 


Embora  lenha  sido  elemental  resolver  a  equagao  v  =  y2  do  ultimo  cxcmplo  para  y 
em  term  os  de  v,  para  outras  equagoes  isso  pode  serdilTcil  ou  impossivel  Por  exemplo,  a 
equagao 

jc3  -f  y3  =  3 xy  (4) 

pode  set  resol  vi  da  para  vem  term  os  de  x,  mas  as  formulas  resul  tames  sao  por  denials  com  pi  i- 
cadas  para  ter  alguma  utilidade  pratiea.  Outras  equagdes,  tais  eomo  sen  (xy)  -  y\  nao  podem 
ser  resoh  idas  para  y  cm  terrnos  de  a  por  quaisquer  metodos  elementares.  Assim,  embora  uma 
equagao  possa  deftnir  uma  ou  mais  fungous  de  x,  pode  nao  ser  posstvel  ou  prallco  encontrar 
formulas  explfcitas  para  essas  fungous, 

Felizmente,  programas  CAS  como  o  Maihemauca  e  o  Maple  tern  eapaeidade  para 
tragar  '‘graft  cos  impKdtos’l  com  o  quo  conscguem  csbogar  gra  lie  os  de  equagoes  como  (4), 
O  grafieo  dessa  equagao,  denominada/tffrV;  de  Descartes,  esta  esbogado  na  Figura  4.1.3c;. 
As  partes  (h)  e  (c)  dess  a  figura  most  ram  os  graft  cos  em  a/.ul  dc  duas  fungoes  definidas  im- 
plicitarnente  per  (4). 


(«)  (h)  (e) 


Figura  4.1.3 
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■  DIFERENCfAQAO  IMPLICITA 

Em  geral,  niio  e  necessario  resolver  uina  equagao  de  y  em  termos  de  x  a  tim  de  diferendar 
as  fungoes  definidas  implicit amente  por  cla,  Para  ilustrar  isso,  consideremos  a  cquagao 
simples 

xy  =  i  (5) 


Uma  maneira  de  encontrar  dy/dx  e  reescrevendo-a  como 

I 


v  = 


da  qua!  tem-se  que 


X 


dy_ 

dx 


x 


(6) 


(7) 


Coniiido,  ha  uma  outra  maneira  de  obter  cssa  derivada.  Ptxiemos  ditereneiar  am  bos  os  lados 
de  (5)  antes  de  resolver  para  y  em  termos  de  jit,  l  rat  an  do  v  como  uma  fimgao  (per  enquanto 
nao-espechieada)  diferenciavel  de  x.  Com  essa  abordagerri,  oblemos 

y-E xy]  ~  ~[l  | 
dx  dx 

d  d 

x  —  LvJ  +  y— UJ  =  0 
dx  dx 

dy 

x—  +  y  —  0 

dx 


dy 
d x 


v 

x 


Se  agora  substhuinnos  (6)  na  ultima  expressao,  oblemos 

dy  _  £ 

“  -2 


dx 


X 


o  que  esta  de  aeordocom  (7).  Esse  metodo  paraobterderivadas  e  denoni  inado  diferenciaqao 
ou  derivagao  implicit#* 


►  Exemplo2 


Use  a  difereneiagao  implicit  a  para  encontrar  dy/dx  sc  5v 


■  +  sen  y  =  x2. 


d  7  +  d  j 

— f5v-  +  sen  v]  =  y-[jr| 
dx  dx 

5-7~lj2l  +  -7-Lsen  v|  -  2x 
dx  ax 


5  ( 2y y-  j  +  (cos  >’)  y-  =  lx 
\  dx  /  dx 

dy  dy 

1 0  y  — — ’  -J-  (cos  v)  —  -  2x 
dx  dx 


A  regra  hJll  cadesa  foi  usadft  aqui 
l>opquc  y  e  uma  Suncao  de  x 


Rene  Descartes  (1596-1650)  Descartes*  urn  abstocrata 
Irances*  era  HI  ho  dc  urn  oficial  do  govern 0.  Graduou- 
se  em  Direito  na  Universidade  de  Poitiers  aos  20  anos. 
Apds  experi  inentar  brevemente  os  prazeres  de  Paris,  tor- 
nou-se  engenheiro  mililar,  primeim  para  o  Principe  de 
Nassau  e,  depois,  para  o  Duque  da  Bavaria,  Foi  durante 
sen  service  como  so  Id  ado  que  Descartes  comccou  a  dedicar- se 
seriamente  a  Matematica  c  a  dcscnvolver  sua  Geomctria  Anali- 
tica,  Apds  as  guerras,  re  torn  on  a  Paris,  onde  se  exibiu  excentri- 
camente  com  uina  espada  na  dnitira  e  urn  chapdu  emplumado. 


Levava  uma  vida  despreoeupada*  raramente  levamando-se  an¬ 
tes  das  1 1  Eioras  da  manlia  e  dedicando-se  amadori  streamer!  te  a 
Fisiologia  hum  ana.  a  Filosofia,  as  gdeiras,  aos  meteoros  e  aos 
arco-fris.  Posted  ormente,  mudou-se  para  a  Holanda,  onde  pu¬ 
blican:  o  Disc  unto  sob  re  0  Metodo-  e  final  me  nte  para  a  Sudeia, 
onde  morreu  enquanto  trabalhava  como  professor  particular  da 
Rai  n  Em  Cri  st  i  na.  Descartes  e  con  si  de  rado  11  m  gent o  de  pri  me  i  ra 
grandeza,  A lem  da  grande  eomribuigao  para  a  Matematica  c  a 
Filosofia,  c  conslderado,  junto  com  William  Harvey,  0  fundador 
da  Fisiologia  modemn. 


238  Calculo 


Re  solve  ndo  pura  dy/dx,  obtemos 


d  v 


2v 


d.x  lOy  +  cos  _v 


(8) 


Note  que  essa  formula  envoi  ve  am  bos  x  e  y.  A  fim  cle  obter  uma  formula  para  dy/dx  que  envoi- 
va  apenas  a,  tenamos  dc  resolver  a  equagao  original  para  y  cm  termos  de  act  entao,  substituir 
em  (8).  Erdretanto,  issoe  impossivel  de  ser  feiio;  assim*  somos  forgados  adeixar  a  formula 
dy/dx  cm  termos  dc  .v  c  y\  < 


►  Exemplo  3  Use  a  difereneiagao  implieita  para  enconlrar  dyfdf  se  4,U -  2 >“  =  9. 
Solugdo  Diferenciando  ambos  os  I  ad  os  de  4x2  -  2y2  “  9  implicitameiue,  obtdtn-se 

dy 

8a -4 v—  =  G 
dx 


dc  onde  obtemos 


dy  2x 
dx  y 


(9) 


Diferenciando  ambos  os  lados  de  (9)  implidtamente,  obtenvse 

d2y  ( v) (2)  -  (2a ) (dy/dx ) 


dx 


■2 


■  r 

r 


(10) 


Substiluindo  (9)  dentro  de  (10)  e  simplificando,  usando  a  equagao  original,  obtemos 


d2y  2  y  —  2x(2x/y)  2  v2  —  4a2 


9 


dx  2 


v2 


Nos  Exemplos  2  e  3,  as  fdrmulas  resullantes  para  dy/dx  envoi  vein  ambos  x  e  v.  Em  bora 
seja  usualmente  mass  desejdvel  ter  a  formula  para  dy/dx  express  a  sememe  em  termos  de  v,  te¬ 
la  em  termos  de  x  e  y  nao  e  uin  impedimemo  para  eneontrar  as  i  tie  I  in  agues  e  as  equagGes  das 
retas  tangentes,  desde  que  as  coordenadas  x  e  y  do  ponto  de  tangcncia  sejant  eonheeidas.  Isso 
esta  ilusirado  no  exemplo  seguime. 


►  Exemplo  4  Encontre  as  inclinagoes  das  retas  tangentes  nos  pontes  (2,  -1)  e  (2,  3 )  da 
eurva  y~  —  x  +  1  =  0. 


Sohtyao  Poderianios  p recede r  resol vendo  a  equagao  para  y  em  termos  de  x  e,  entao,  cal- 
eulundo  a  derivada  de  v  -  Va  —  I  em  (2,  I )  e  a  derivada  de  v  =  —  Va  —  I  em  (2,  —  1 )  (Figura 
4.1.4),  Entretanto,  a  difereneiagao  implicit  a  c  mats  efieiente,  uma  vez  que  da  as  indinagGes  de 
ambus  as  retas  tangentes.  Diferenciando  implieitatneme,  resutia 


Em  (2,-1)  tern  os  y 
pontos  sac 


Tdy  ~ 

2-iri  - 

dx 


*  +  ]]-4r°] 

dx 

dx  dx 


d-m 

dx 


dy  I 
dx  2y 

—  [  e,  em  (2,  1),  y  —  1;  logo,  as  inclinagbes  das  retas  tangentes  naqueles 


dy 

dx 


i.  — I 


1 


2 


c 


•T:  '2 

,I=J 


1 

2 
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►  Exemplo  5 

(a)  Use  a  dU’crenciagao  implicita  para  cneomrar  dy/dx  para  o  Fblio  de  Descartes 
x*  +  _v3  “  3a  v. 

(b)  Encontre  uina  equagao  pi i i^i  a  reta  tangente  ao  Folio  do  Descartes  no  ponto  *)■ 

(c)  Em  quais  pontos  do  primeiro  quadrante  6  a  reta  langcnie  ao  Folio  de  Descartes 
horizontal? 


Solu^do  (a)  Di  Fere nci undo  am  bos  os  ludos  da  equagao  dada  implicHumentet  obtemos 

i  d 
— [x  *  +  y-  i  -  - 


d  x 


dx 


t  d  v  d  v 

3x2  +  3y2~  =  3x  “  -r  3  v 
dx  dx 

2  ,  2  dy  dy  . 

X  _|_  y-  —  X - l  y 


dx 


dx 


/  2  \  2 

t>  -  x)~r  =  y  -  x 

dx 

dy  _  y  -  x2 
dx  y2  —  x 


01) 


Solugao  ib)  No  ponto  (4,  femos  x  =  4  c  y  -  assim,  a  partir  de  (II.),  a  inclinagao 
da  reta  tangente  tiesse  ponto  e 


= 


dy_ 

dx 


_  (3/2)  -  (3/2)2 

_  onr-  -  (3/2) 


Assim,  a  cquaqao  da  rota  tangente  no  ponto  i'| ,  |)  c 


y  —  2  =  - 1  (x  —  ou  x  +  >■  =  3 


q tie  esta  em  con  form  idade  com  a  Figura  4. 1 ,5. 


Sofiujdo  (c)  A  reta  tangente  e  horizontal  nos  pontos  em  que  dy/dx  -  0,  e  a  partir  de  (II)  isso 
ocorre  sotnente  quando  v  -  x2  -  0  ou 


V  s=  X ' 


Subsliluindo  ossa  expressao  para  v  na  equagao  V+  v'1  =  3xy  da  eurva,  obtemos 


(12) 


A'3  +  (X2)'  =  3x3 
.v6  -  20  =  0 
x'(.v3  -  2)  =  0 


cujas  soluqoes  sao x  =0c  a  =  2I;\  Por  (12),  as  soluqoes x  =  0ex  =  2i:  fornecem  os  pontos 
(0, 0)  e  (2 1 '  \  2-'1),  respect  ivamente.  Desses  dois,  apenas  (21”,  2"' v)  esta  no  primeiro  quadrante. 
Subslituindo  x  =  2V'  e  y  =  2^'  em  (II),  obtemos 


dy 

dx 


0 


SS  ‘  2«-2**  ° 


l/l 

Conclmmos  que  (2  2  )  ss  (1,26;  1,59)  e  o  unieo  ponto  do  Folio  de  Descartes  no  primeiro 

quadra  me  em  que  a  reta  tangente  6  horizontal  (Figura  4. 3 .6),  < 
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A  Formuta  (11)  nao  pode-  ser  aplieada 
m  (0,  0]  Q,  porianto,  ri^o  fornece  in- 
formagao  alguma  sob  re  a  natures  do 
Fblio  de  Descartes  na  orrgerri,  Com 
base  nos  grificos  da  Firjura  4.1.3, 
o  quo  podeniGs  dizer  sob  re  a  di  fe¬ 
re  nciabilfdade  das  (undoes  daffnidas 
impNeitamente  e  esbo^adas  em  azul 
nas  partes  (b)  e  (c)? 


■  DIFERENCIABIUDADE  DE  FUN£OES  DERNIDAS  IMPLICITAMENTE 

Ao  differencial*  implieitamente*  supoe-se  que  v  representa  uma  fungao  diferenciavel  de  x.  Se 
nao  for  assim,  ontao  os  calculos  resultarues  podcm  nao  ter  sentido.  Por  exemplo,  se  difercn- 
ciamios  a  equugao 

A-3+y3+]=  0  (13) 

obtemos 

x 
y 


dy  dy 

2x  4-  2v—  =  0  ou  ~ 
'  dx  dx 


Contudo,  ess  a  derivada  carece  de  sentido  porque  nao  existem  valores  reals  de  x  e  de  y  que  sa- 
tisfagam  ( 13)  (por  que?).  Isso  nos  di /.  que  (13)  nao  possui  gralico  real  e,  porianto,  ceilamentc 
nao  define  qualsquer  I  Lingoes  implieilamente. 

A  conclusao  scm  sentido  dess  as  eontas  transmite  a  ini  port  find  a  de  saber  se  uma  dada 
equagao  em  v  e  v  que  clever  a  ser  derivada  implieilamente  de  fato  define  implidtamerue  al- 
guma  fungao  diferenciavel  de  a.  InfeLizmcnte,  isso  podc  ser  um  prohiema  diffciL  port  am  o 
deixamos  a discussao disso  para  disciplinas  mats  avangadas  de  Amitise  Matemdtiea. 


■  DERIVADAS  DE  POTENCIAS  RACIONAIS  DE  x 

No  Teorema  3 ,3.3  e  nadiscussao  que  o  segue,  mostramos  que  a  formula 


—  [xn]  -  nx>1^ 
ax 


(14) 


6  veil  id  a  para  todos  os  valores  inteiros  dc  n  e  para  n  -  ^  Usaremos  agora  a  difereneiagao 
implfeita  para  mostrar  que  ess  a  formula  e  valida  para  qualquer  expoente  rational.  Mais  preci- 
samenle,  moslraremos  que,  se  r  for  um  numero  rational,  entao 

d . 

(15) 


X  |  _  -r-1 


dx 


lx1  |  -  rx 


sempre  que  f  c/  !  estiverem  definidas.  Por  ora,  admitirenios  setn  prova  que  a  o  diferencia¬ 
vel;  a  jusiificativa  para  isso  sera  dada  posted ormente* 

Seja  y  =  x\  Uma  vcz  que  r  e  um  numero  rational pode  ser  expresso  como  uma  razao  de 
inteiros  r  -  m/n*  Assiirn  y  =  x  =  x'y,i  pode  ser  e  scrim  como 


/  -  JC™ 


logo  -y  [  v”  I  =  ~  [.tw] 
dx  dx 


Difereneiando  implieilamente  em  relagao  a,v  e  usando  (14),  obtemos 

dy 


Mas 


v 


fif-1—  =  mx*“l 
dx 


,tf-3  _ 


(16) 


Dessa  forma,  (16)  pode  ser  escrita  como 


dy 


logo 


ux„>-Un!n)J_  _ 
dx 


dx  n 


o  que  demon stra  ( 1 5). 


►  Exemplo  6  A  purlir  de  (15) 


—  |  y4^]  ==  -  v(4/5)“'  =  l  v  “ 1  d 

dx 1  5'  5 
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—  lx-"*]  =  --X 

dx  8 


"ra 


-f[^i  =  ful"]  =  ^2/3  =  -i= 

dx  3  3^2 


Sc  w  for  uma  funggo  dil’crcnci^vc!  de  v  e  r  for  um  numero  rational,  cnluo  a  rcgta  da 
cadeia  da  lugar  a  scguintc  general izagao  dc  (15): 


07) 


►  ExempioZ 


^  r  2  i  tiV4 

[x  —  x  +  2] 


dx 


— I  (sec  7tx)“4,/5]  — 
tfX 


=  -{x2-X  +  2)-,/4  -  -y-[x*  -  A-  +  2] 
4  tfx 

=  Aa2  -a  +  2)“'M<2*-  f) 

*T 

—  “  (sec  jtx)-^5  ■  ~  |  sec  Ttx  \ 


dx 


4 


—  -  (sec  jtx)  9/5  ■  sec  ttx  \g  ttx  -  tt 

Atx  > 

(sec-  7TX  )  “ 4y  5  tg  TtX  < 


5 


EXERC1C10S  DE  COMPREENSAO  4.1  {Vet pagirta  243  para  respostas,} 


1.  Encontre  dyfdx. 


(b)  y  = 


(b)  Conti rrae  que  o  resultado  cm  (a)  con  fere  com  o  rcsultado 
obtido  resol  vendo  a  equagao  dada  paray  como  uma  fungao 
de  x  c  ctvu'u)  derivando. 


(C)  v  =  f/4x  -  I  (d>  y  =  ftg’  a)“ 

2.  A  equagao  xy '  =  1  define  y  implici  laments  eoino  uma  fungio 
de  x. 

(a)  Derivando  a  equagao  implicitamente,  obtemos 
dyfdx  =  ,  ,  _  . 


3.  Enconlre  dyfdx  per  derivagao  i  mpiicita, 

(a)  x2  -  y1  -  xy  (b)  sen  x  cos  y  -  ig  y 

4.  A  equagao  da  rota  tangente  ao  gralico  de  x  +  y  +  xy  =  3 

no  porno  (L  I )  e _ . 

5.  Use  derivagao  imp]  icita  para  encontrar  d  yfdx'  para  sen  y  =  .v. 


EXERC1C10S  4.1  fc]  CAS 


1  -8  Bn  eo  n  Lie  dyi dx. 

■ 

1 1  -20  Enconire  dyfdx  por  derivagao  implfcita. 

1, 


3* 


5+  y  =  ,"\5x2+  1 )  ^ 
7.  y  =  [sen(3/x)f2 


2,  y  —  v  2  +  Ig(x2) 


A'2  +  I 

A’2  “  5 
y/2x  -  1 

r  X 

8-  y  =  [cos  (x?)]  lc 


4.  v- 


6*  v  = 


9-10  (a)  En  con  ire  dy/r/x  per  derivagao  implfcita,  (b)  Resol  va  a 
equagao  para  3- corn  o  uma  fungao  de  x  e  obtenha  dyfdx  dcssa  equu- 
gao.  (c)  ConEinne  quo  os  dois  resultados  slo  consistentes  expres- 
sando  a  derivada  de  (a)  como  uma  funguo  somcnle  de  a. 

9.  x  +  xy  -  2x!  -  2  10.  -Jy  —  sen  x  —  2 


11.  x3  +  y2  =  100 

M_ 

'■d‘ 

r; 

II 

r  a 

+ 

13.  x"y  +  3,vy'  -  x  =  3 

i4.  A-y  -  5.y. v + a  =  1 

IS.  +  —  1 

V*  Vy 

16.  x*-:X  +  y 

x  —  y 

17,  stm(xV)  =  x 

IS.  eos(xy2)  =  y 

!9.  ig\xy"  +y)  =x 

20.  tv''  =i+y 

1  4-  sec  y 

2 1  -26  Encon  Ere  d  2yldx 1 

por  derivagao  implfcita. 

21.  lx2  -  3/  =  4  22.  a-'  4-  y  =  I 

23.  xV  “4  =  0  24.  xy  +  v”  =  2 

r  r  r 
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25,  v  +  sen  y  =  x  26.  x  cos  y  =  y 

27-28  Encontre  a  liidina^o  da  reia  tangenie  a  curva  nos  ponios 
dados  de  duas  maneiras:  primeiro,  resolvendo  para y  em  lermos  de 
x  e  dcrivEmdo;  depots,  por  dcriva^ao  impha  ta. 

27.  .V2  +  V2  =  L;  (1/2.  ■Si 2),  (1/2,  -S/2) 

28.  v2  -x  +  l=  0;  (10.  3).  (10.  -3) 

29-32  Use  diibrenciagao  im  pil'd  la  para  encontrar  a  incitna^ao  da 
reta  langente  h.  curva  no  ponio  especilkadoe  verilique  sc  sua  res- 
posia  esid  de  acordo  com  o  grdfico. 


(a)  Use  a  eapaeidade  de  plotagem  implfdia  de  uin  CAS  para 
fazer  o  grafko  da  cub  tea  bi  part  Ida  \?  =  x{x  -  ]  ){.v  -  2), 

(b)  Em  quais  pontos  da  cum  cm  (a)  passa  uma  reta  langente 
horizontal? 

(c)  Resol  va  a  equaqao  de  (a)  para  y  em  term  os  de  x,  e  use  o 
nesultado  para  exp! [car  por  quo  o  gralico  const ste  cm  dims 
partes  sc  pa  rad  as  (i.e,,  bi  part  id  a), 

(d)  Fa^a  o  gralico  da  equa^ao  de  (a)  sein  usar  a  eapaeidade  de 
plotagem  implfdia  do  CAS. 


39-40  Estes  exerefeios  traiam  da  el  ipse  girada  C  de  equate 

1  2  i 

x  —  xy  +  y  —  4. 


29,  x4  +  y4  =  16;  (l.v'TS)  [qudrtka  especial  de  ixuni] 

30,  y  +  yx2  +  x2  -  3yJ  =  0:  (0. 3)  f trissectriz  1 

31,  2(x"  +  y~)~  =  25(.x~  -  y“);  (3.  1)  [lemniscata \ 

32,  ,v:’"  +  y  '  =  4;  (“  ] ,  3  vUV)  [hipockUtede  de  quatro  disputes] 


Pigura  Ex-32 


33-36  Use  dtfcrencia^ao  implfdia  para  encontrar  a  dertvada  es- 
pecilicada. 


39.  (a)  Use  o  reeurso  dc  tra^ar  grdficos  implfcitos  de  urn  CAS  para 
esbo^ar  a  graft  co  de  C. 

(b)  Use  o  grafko  para  eslimar  as  coordeuadas  x  de  todos  os 
pontos  onde  o  grafico  tem  uma  reta  langente  horizontal 

(c)  Encomre  os  valores  exatos  das  coordenadas  x  em  (b). 


[cl  40,  (a)  Use  o  reeurso  dc  imgur  grdficos  iinplfcilos  de  urn  CAS  para 
esbogar  o  grafico  dc  C. 

(b)  Use  o  graticc  para  eslimar  as  coordenadas  x  de  todos  os 
ponios  onde  o  grdfico  tern  uma  reta  langente  vertical. 

(c)  Encomre  os  va lores  ex  a i os  das  coordenadas  x  em  (h). 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


41-42  Estes  exerefdos  traiam  da  el  ipse  girada  C  de  equagao 

2  2m 

x  -xy+v  - 4. 


41.  Moslre  que  a  re  la  v  =  x  intersect  a  C  em  dois  ponios  Pc  Q  c 
que  as  re  las  tang  ernes  a  C  em  P  e  Q  sao  pa  raid  its. 

42.  Prove  que.  se  Piyu  h)  6  inn  ponto  em  C,  emao  tambdm 
QA-cl  -b)  6  urn  ponio  em  C  e  que  as  re  las  tangent  es  a  C 
por  Pc  Q  sao  paralelas. 

43.  Encontre  os  valorcs  dc  act  para  a  curva  dc  cquagao 

2  *1. 
x  y  +  af  -  b  para  que  o  ponto  (1,3)  esteja  no  grafico  dessa 

curva  e  para  que  a  reta  langente  em  (1,  l)  tenha  a  equagao 

4.v  +  3y  -  7 . 

44.  Em  que  ponto(s)  d  a  reta  langente  a  curva  v*  -  2x"  perpendi¬ 
cular  a  reta  x  +  2y  -  2  -  0  ? 


33,  aA  -  tA  =  6 a2n  da/di  34,  %/u  +  %/v  =  5;  dttfdv 

35.  tfwr  +  If} P  -  1  (a.  b  const  antes);  dw/dX 


36,  v  -  sen  x;  dx/dv 

t  r 


37.  (a)  Use  0  reeurso  de  tracer  grade  os  imp!  kilos  de  um  CAS  para 
esbo^ar  0  grade  0  da  cquaglo  y4  +  y2  =  x(x  -  1 1 


(b)  Use  dertva^ao  implicit  a  para  ajudar  a  ex  pi  1  car  por  que  o 
grail co  em  (a)  nao  tern  reins  tangenlcs  horizontal s, 

(c)  Resolva  a  equagao  y  +  y"  =  x(.x  -  l )  para  ,v  em  lermos  de 
ye  ex  pi  iq  ue  por  que  o  grafico  em  (a)  eons  isle  em  dtias 
parabolas. 


038.  As  curvas  com  equacoes  da  forma  y2=x(x  -  a){x  -  b),  nas  quais 
a  <  b  sao  ehamadas  dc  at h teas  hipartidas. 


045.  (a)  Use  o  reeurso  de  tra^ar  grdficos  iinplfcilos  de  um  CAS  para 
eSbo^ar  o  gnilico  da  curva  C  cuja  equagao  e  x'  -  2ry  +  y  =  0. 

(b)  Use  o  griifico  de  (a)  para  estimar  a  coordenada  x  de  um 
ponto  do  prime! ro  quadrants  que  esid  em  C  e  no  qua]  a  reta 
langente  a  C  d  paralda  ao  cixo  a\ 

(c)  Encontre  o  valor  exato  da  coordenada  x  cm  (b  ). 


046,  (a)  Use  o  reeurso  de  traQar  gr  a  fie  os  implfcitos  de  um  CAS  para 
esho^ar  o  grail co  da  curva  C  cuja  equagao  6  x  -  Ixy  +  y  =  0. 

(b)  Use  0  grdfico  de  (a)  para  dar  um  pal  [site  sohre  a  cooidena- 
dax  dc  um  ponto  do  pt  i  metro  quadrantc  que  csEii  cm  C  c  no 
qual  a  reta  tangentc  a  C  c  paralda  a  reta  y  -  -x. 


(c)  Use  ilerivagao  impUcita  para  verificar  a  conjectura  cm  (h). 
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ENFOCANDO  CONCEITOS 


47,  (a )  U sc  Go  ome tri a  A m  \  ft  i  ca  para  e neon!  ra r  as  equagoes  de 

duas  retas  pda  origem  quo  sao  tangemes  ao  circulo  de 

"T  "7 

equagao  a"  —  Ax  +  y“  +3  =  0. 

(b)  Use  derivagao  implfcita  para  encontrar  as  retas  solicit  a- 
das  em  (a), 

48,  E  neon  I  re  as  equag oes  de  duas  reta  s  pe  I  a  or  i  gem  que  s  ao  t  an- 
gentes  ii  e lapse  de  equagao  lx1  —  4.v  +  y"  ■+  l  =  0- 

4*>,  Sejam  n.  bee  const  antes,  com  h  ^  0,  e  seja  r  urn  nilmero 
rational  nao-nuto,  Use  derivagao  implfcita  para  inostrar  que 
a  reta  langente  a  curva  ax  +  by  =  c  em  (am,  ylh)  e  dad  a  por 
m;,  x  +  hyit  y-(\ 

50,  Prove  que,  para  qualquer  mi  mem  Factorial  nao-mtlo  r.  a 
rela  tangents  ao  gralieo  de  x  +  _vr  =  2  no  ponlo  (1 ,  I )  tern 
inclinagao  -! . 


51,  E  nc  On  Ire  dy/dx  se 

2yV  +  r\v  =  1  c 


dt 

dx 


\ 

cos/ 


SX  (a)  Most  re  q  ucj(x)  -  xi?L  6  difeTenci&vel  em  0,  mas  nao  t*  duas 
ve/es  diferenciavei  em  0. 

lb)  que  f(x)  -  .r" "  €  duas  vezes  di  lerenciuvel  em  0,  mas 

nao  e  tres  vezes  difeienciavel  em  0. 


Enc  outre  o  expoente  k  tal  que  f(x)  =  xk  e  n  -  1  vezes  clife- 
rencidvcl  em  0,  mas  nao  n  vezes  difcrenri&vei  cm  0. 


53-54  En  centre  tod  os  os  vat  ores  racionais  de  r,  tais  que  v  =  xr 
satis  faga  a  equagao  dada. 


53,  3a'2_v^  q-  Axyr  —  2 y  —  0  54.  16.tr  y"  -P  24. ty'  +  y  —  0 


55-56  Dizemos  que  duas  curvas  sao  orfogonais  se  snas  retas  tan- 
gen  tes  forem  perpendicu  lares  em  cada  ponto  de  iiitersecgao,  e 
dizemos  que  duas  famflias  de  curvas  sao  trajetorim  ortogonais 
urn  a  da  outra  se  cada  membro  dc  mna  famfEia  tor  ortogonal  a  cada 
membro  da  outra.  Ess  a  lerminologta  6  usada  nesies  exercicios. 


55,  A  Figura  Ex -55  mostra  a  1  guns  membros  tipi  cos  das  fa  m  bias 
dos  circulos  x'  +■  (y -  c)2  =  c  (curvas  cscuras)  e  (x  -  kf  +  y~  =  k~ 
(curvas  cinzas).  MostTC  que  essas  curvas  sao  Lrajetdrias  orto- 
gonais  uma  da  outra.  [Sitgestao:  Para  as  retas  tangent es  serum 
perpend ieul ares  em  um  ponto  de  interseegao.  as  inclinagoes 
dessas  retas  tangentes  devem  ser  recfprocas  negalivas  uma  da 
outra  f] 


56.  A  Figura  Ex-56  mostra  alguns  membros  tipicos  das  famflias  de 
bipdiboles  a  v  «  c  (curvas  pretas)  e  x:  -  y2'-  k  (curvas  cinzas), 
onde  c  s  0  e  k  &  0.  Use  a  sugestao  do  Exercfcio  55  para  mos- 
trar  que  cssas  famflias  sao  lrajetdrias  ortogonais  uma  da  outra. 


ky 


Figura  Ex-55 


Figura  Ex-56 


I /  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  4.1 


1.  (a) 


2.  (a) 


dy 

dx 

dy 

dx 


\x  1/3  (b)  y- 

3  dx 


dy  4  m  ,  , 

—  =  (c)  — 

3  dx 


=  -(4jt  -  I)""3  (d)  —  =  12 (tg*)7^ sec2  a 
3  dx  5  k 


dy 


i 


§m..m -~*~m  - 

3.v  ax  3 


■1/3 


V 


3a 


3.v 


3.  (a> 


d  v  2v 


dx 


+  3  y': 


v  .  dv 
(b) 


errs  v  cos  v 


dx  see-  v  +  sen  x  sen  y 


4.  V  =  2  -  x 


5. 


d2x 


dx 


,2 


—  sec"  y  tg  y 


4.2  DERIVADAS  DE  FUNgOES  LOGARITMICAS 

Nesra  seydo  obteremos  formulas  dm  dermulas  de  ft  my  oes  logaritmicas  e  explicate  mo  i  por 
que,  em  Cdicuto,  a  fstuedo  iogantmo  natural  e  prefenda  em  detriments  dos  logon (nt os  de 
out  ms  bases. 


M  DERtVADAS  DE  FUNpOES  LOGARITMICAS 

Esiabelecercmos  qu cf(x)  -  In  x  c  diferenciavel  para  x  >  0  aplieantki  a  delimgao  dc  derivada 
a  fix).  Para  calcular  o  linn  to  resuliantc,  aiilizarcmos  o  fato  dc  que  In  x  6  com  in  ua  em  a  >  0 
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(Exempt o  2  da  Segao  2 ,6)  e  tambdm  que  o  limite 

lini  (I  +  v)]/v  ~  e  (]) 

13  0 

Esse  limite  pode  ser  obtido  dos  f iniites  (7)  e  (8)  da  Segao  2.3  fazendo  a  subsiiiuigao  v  -  1/a- 
e  usando  o  fa  to  de  que  v  — ¥  0+  quando  x  +  oo  e  u  — *  0"  quando  a  — *  -  oo.  Isso  produz  dots 
linmes  laterals  que Juntos,  implicam  (1)  (ver  Exerefeios  7 1  e  72  da  Scgao  2,3), 


—  llnjc]  =  lim 
dx  A  ->  G 


ln(jt  +  h)  —  In  x 


1 


—  lim  -  In 
0  h 


h 

.v  4-  h 
x 


.. .  ilnfl  +  i 

=  lim  —  3n(l  H-  i?) 

t>-*0  UJf 

1  I 

=  —  lim  —  In  (I  4-  u) 

X  u->0  V 


I 


=  -  lim  ln(1  +  u)I/l’ 

JC  u-*0 

=  —  In  r lim  (l  +w)l/d 
jc  Ltf  — >  o  J 


=  —  In  e 
x 

I 

X 


A  propriodade  do  quodcmo  dos 
loguritmos  iioTeoreina  I  ,fi.2 


Scja  i?  -  hix  e  note  quo 
v  ->  0  quando  A  — >  0 


a  osta  liso  nessa  conta,  portanlo  I  fa  pode 
ser  movklo  atraves  do  sinal  do  Hnile 


A  propi  iedade  da  pot£nda  dos 
logaritmos  doTeorema  1 .6.2 


la  .v  e  cotufiHia  om  (0,  +oe  },  portanto  podemos 
mover  o  limite  airav^s  do  simbolo  da  fun^ao 


Pois  In  c  ~  I 


Assim, 


—  [In  x]  —  -s  .v  >  0 
c/a:  a: 


Lima  formula  da  derivada  da  fungao  logaritmo  gera!  log,,  a  pode  ser  obtida  de  (2)  usando  a 
Formula  (8)  da  Segao  L6  para  esc  re  ver 


Segue  disso  que 


1  n  x 
In  b 


I  n  b  dx 


[In  jc] 


d_ 

d^ 


[log^  .y] 


I 


x  In  b 


AJ  >  0 


y  =  In  x  com  reias  tungontes 


Observe  que,  dent  re  todas  as  passive  is  bases,  a  base  b  =  e  e  a  que  produz  a  formula  mats 
simples  para  a  derivada  de  log,,  a.  Essa  6  uma  das  razocs  pelas  quaLs  o  logaritmo  natural  6 
preferi do  aos  outros  cm  Cdleulo. 


►  Exemplo  1 

(a)  A  Figura  4,2.1  mostra  o  gralieo  de  v  -  In  x  e  suas  relas  tangentes  nos  pontos  v  -  I, 
1,3c  5 .  Enco  ntre  as  mclinagoes  dess  as  ret  as  tail  genres. 


Figura  4.2.1 


O  eriUko  de  y  —  In  x  tern  alguina  reia  tangente  horizontal?  Use  a  derivada  de  In  x 
para  just i bear  sua  resposla. 
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Solugao  (a )  A  par! i r  de  (2)t  as  i nd i nagaes  das  rctas  tange  ntes  nos  pontos  a  =  \ , 
1/a  =  2,  1  ,  |  c  respeeuvumeme,  o  quc  esl4  dc  acordo  com  a  Figura  4.  2.  L 


1 T  3  c  5  sao 


Solugao  (b)  A  panic  do  grafieo  dc  y  -  In  jc,  nao  parece  haver  qualquer  s  eta  tangentc  hori¬ 
zontal.  Isso  e  con  ft  cm  ado  pek>  lato  de  que  dy/dx  =  \/x  nao  e  igual  a  zero  para  qualquer  valor 
real  dc  x.  < 


Se  u  lor  Lima  lungao  diferenciavel  de  x  e  se  u(x)  >  0,  entao  a  aplieaqao  da  regra  da  cadeia 
em  (2)  e  (3)  produz  as  seguintes  formulas  general izadas  da  derivada: 


d_ 

dx 


[In  u]  =  -  ■ 
u 


du 


A 

dx 


I 

u  I  a  b 


du 

dx 


(4-5) 


►  Exempk>2  Encontre  —  [ln(.y2  +  I)]. 

dx 

Sohigdo  A  panic  tie  (4)  com  it  =  a2+  1 ,  obtemos 


—lln(x2  +  1)!  - 
dx 


1  d  ,  2  .  n  1 

*  ■  ~r~  I  v  +  1 1  —  "~r~ T 

x 2  +3  dx  x-  +  ] 


2a  — 


2.v 


a’2  +  I 


Q  a  an  do  possfvel,  as  propriedades  dos  logariimos  do  Teorema  1 .6.2  devem  see  usadas 
para  convener  prodmos,  quodentes  e  expoentes  em  somas,  diferengas  e  nutliiplos  de  cons- 
tantes,  antes  de  difcrenciar  urn  a  ftingao  envolvendo  logariimos. 


►  Exemplo3 


d 

d  " 

dx 

Wi+JJ 

1 

i — 

1 

2  In  x  4-  In  (sen  x)  —  —  In  (I  +  x) 


1 


2  cos  x 
x  sen  x  2(1+  x) 

2  1 

=  -+COlgJC  -  — — 

A'  2  +  2a 


A  Figura  4.2/2  mostra  o  grafico  dc  f(x)  =  In  |a|.  Essa  fungao  c  import  ante  por  *+c  slender” 
o  domfnio  da  fungao  logariuno  natural  no  sentido  dc  os  valores  de  In  \x\  c  In  x  serem  ok  rnes- 
mos  para  a  >  0,  mas  In  |a|  csla  dednido  para  todos  os  valores  nlonulos  dc  a,  en  quanto  In  x  so 
estti  definido  para  valores  posit ivos  dc  a. 


Figura  4.4.2 
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A  derivada  do  In  \x\  para  x  ^  0  podc  scr  obtida  considerando  os  cases  x  >  0  c  jc  <  0  sc- 
puradaniente* 


Caso  x  >  0  Nesse  case,  \x\  =  x;  logo 

d  d  I 

—  Un  Uc|J  =  — lliurj  =  — 
dx  dx  x 

Caso  x  <  0  Nesse  ease,  \x\  -  -  v;  logo,  a  partir  de  (4),  temos 


■7-fln  Ml  =  -^-(ln(-Jt)]  =  — ! — 

dx  dx  (-X)  dx 


4-l~x}=  - 

X 


lima  vez  que  resulta  a  mesma  formula  cm  ambos  os  eases,  mostramos  quo 

-=[ln  \x\]  —  —  se  x^  0 

dx  x 


►  Exempio  4  A  partir  de  (6)  0  da  regra  da  cade i a, 

d  1  d  cos x 

—  [In  |  sen  jc  jj  =  — —  -  —  [sen  a]  —  ■ - =  cotgA  < 

dx  sen  x  dx  sen  a 


■  DIFERENCIA?AO  LOGARITMICA 

Considcremos  agora  uma  teenica  c  ham  ad  a  diferenciagdo  (ou  derivacdo)  logaritmica  *  que  e 
uit I  para  derivar  funqoes  compostas  de  produlos,  quocienles  e  poiencias. 


►  Exempio  5  A  derivada  de 


x* 1  i/lx  -  14 
(1  4-  *-)4 


c  rclativamente  di  licit  desercaleulada  direiamente,  Contudo,  sc  primeiro  tomarnios  o  logarit 
mo  natural  de  ambos  OS  lados  e,  enlao,  usarmos  suas  propriedudes,  podemos  e  SC  never: 


In  v  =  2  3n  4- 1  In  {lx  —  ]  4)  —  4  In 0  +  x2 *  ) 

Diferenciando  ambos  os  lados  em  relagao  ax,  resulta 

i  dy  _  2  7/3  8a 

y  dx  x  lx  ■  14  ]  +  x2 

Assim*  resolvendo  para  dy/dx  e  us  and  0  (7),  obi  ernes 


dy  _  x2  </lx  -  14  l~2  1  8.v  ~ 

dx  ( i  4-  x2)*  [x  +  3x  -6  1  +  x2  _ 


Como  In  y  esta  definsda  somente  para  y  >  0,  05  calculos  no  Exempio  5  sao  va lidos  somente  para  x  >  2 
(verifique),  Contudo,  como  a  derivada  de  In  y  £  iguat  a  de  hi  |y|-  e  como  In  [y|  esta  definida  tanto  para  y  <0 
como  para  y  >0,  segue  que  a  formula  obtida  para  dyidx  £  vblida  tanto  para  x<  2  como  para  x  >  2.  Em  geral, 
sempre  que  obttvermos  uma  derivada  dyfdx  por  derivagao  logaritmica,  a  formula  da  derivada  que  resultar 
ser&  valida  para  todos  valores  de  x  para  os  quais  y  ^  0.  Nesses  ponies  Lamb£ m  poder£  ser  valida,  mas  isso 
n&o  pode  ser  garantido. 
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■  DERIVADAS  DE  POTENCIAS  IRRAClONAfS  DE  x 

Pel  a  Formula  (\5)  da  Segao  4.1,  sabemos  que  a  formula  de  difereneiagao 


d_ 

dx 


[xr]  =  rx 


r-l 


(8) 


6  vaiida para  valores  racionais  de  t\  Agora  usaremos  a  difereneiagao  logarftmiea  para  mostrar 
que  es$a  form  Lila  e  vtflida  se  r  for  qualquer  niimero  real  (racionai  ou  irrational),  Em  no$$OS 
calculus,  vamos  supor  que x  e  uma  fuiigao  difereneiavel  c  que  as  leis  conhccklas  dos  expoen- 
ies  sfio  validas  para  os  expoentes  reals. 

Seja  v  -  x\  onde  r  e  urn  numero  real.  A  derivada  dy/dx  pode  ser  oblida  por  difereneia- 
gao  logaiitmicacomo  segue: 

In  \y\  —  in  |,vr|  =  rln  [jej 

d  d 

—  lln  \y\]  =  —  [rln|* 


dx 
1  dy  r 

v  dx  x 

dy  r 
dx  x  ^ 


dx 


-xr  =  rx1 


►  Exempio6 

d 


dx 


[x71  I  =  7TX 


.  jT—  ] 


d  r  dl]  R  dl-\  d 
“r-[*  1  =  v 2.v  ~{x  = 

dx  dx 


ex 


EXERCICIOS  DE  COM  PREENS  AO  4,2  [Verpagirta  248  para  respostas.) 


*$ 

1,  A  cquagao  da  rcta  tangente  ao  grafico  de  y  -  In  x  cm  x  =  e 

3,  Use  derivagao  logaiitmica  para  enconlrar  a  dcrivada  de 

€ 

2,  £  neon  Ere  dyfdx. 

*Jx  -F  1 

/('•)  =  TF= 

■V-V  —  \ 

3E- 

’■<! 

II 

is 

CTi 

_c 

II 

(c)  y  =  ln^/7 

(<!)  )'  =  log(l/|.x!> 

A  r  !n(l  4-  /i) 

4,  lim  - -  = 

EXERCJCIOS  4.2 

h  — i,  0  /? 

1  -26  En  eon  t  re  dyfdx. 


I,  y  =  In  5a 
X  y  -  In  1 1  +  a] 
5 ,  y  =  In  \xJ  -  I 


7,  y  =  In 


9,  y  -  En  x2 
11.  >'=  yf\nx 


13,  v  =  jclny 

15,  y  =  .i"  log2  {3  -  2>v) 


)'  =  !■>- 

4,  y  =  ln(2  +  */x) 

6,  y  —  In  \x  -  7v3  -  3 1 

v  i  I  +  v 

5,  v  =  En - 

i  -  ry 

10,  y  =  (liiA)3 

12,  y  =  In  ^fx 
14,  y  =  .v dnx 
16,  y  ~  .v  |  log,  (x2  -  2v) 


E  +  log  .v 
19.  y  —  ln(lnjr) 

21,  y  =  ln(tg  x) 

2X  y  =  cos(ln  x) 
25.  y  -  log(sen2  x) 


IS,  y  = 


F>g  x 
1  -Flog  a 


20,  y  —  ln(ln(ln  x)) 


22,  y  =  In  (cos  .v) 

24,  y  =  sen  '(In  x) 

■) 

26.  y  -  )og(  E  -  sen"  x) 


27-30  Use  o  metodo  do  ExempJo  3  para  aj udar  a  efetuar  a  deri v a- 
g5o  indicada. 


11  ■  ~\M(x  -  l)3fcr  -I-  I)4) I 
dx 

1 

28,  J _  [ [n{ (cos2  x ) y  1  +  ,v4)J 
dx 
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29* 


dx 


In 


cos  .v 


JA  —  5x2m 


AO.  — 

dx 


in 


*x  -  I 

7TT 


31*  v  =  x Vl  +  x2 


dx  —  1 

“'-Jr 


33*  v  = 


(.V2  -  S^'V*3  +  1 

,v6  -  7.v  +  5 


34.  v  = 


+  I 


sen  .v  cos  a  tg  ■'  x 


</v 


35*  Enconirc  /'(a)  $e  /(a)  =  x'  36*  Encomre— —  scy  = 


37*  Ene  outre 


d: 


v 


-  d  to 


.V 


(a)  3- [log,,  e] 
dx 


(b)  —[log,  2] 


dx 


44.  E  x  pi  iqu e  por  que  o  pon  to  do  c  orie  no  c  i  xo  v  d  a  reta  ta  ngen  le 
a  curva  y  —  In  x  deve  ler  unia  unidade  a  me  nos  do  que  a  co- 
ondenada  y  do  ponto  de  tango ncia, 

45 .  Eneom  r e  u  mu  fdrmu la  pa r a  a  dre a  A  ( w)  do  t  ri  an  gu  1  o  del  i  m  i  - 
iado  pel  a  reia  tangente  ao  graiko  do  v  =  In  x  cm  P(w.  In  tc), 
a  reta  horizontal  por  P  e  0  eixoy. 

46.  Enconlre  uina  fdnnuUl  para  a  area  j4(u;)  do  Erianguta  defiini- 
tado  pela  reta  tango  me  ao  gralko  do  _v=  In  x  cm  P(w,  In  ur), 
a  reta  horizontal  por  P  e  0  eixo  y. 


47,  Verifique  que  y  =  In  (.v  +  e)  satisfaz dy/dx -  e  \  com  y  -  I  quan- 
do  x=  0. 

48*  Verilique  que  y  “  -3nO~  -  a)  satis  I  az  dy/dx  =  e,  com  y  =  -2 
quando  x  =  0. 


38*  E tic  outre 
c/ 

(a) 


(W  ktlOg,|„t)(Tj 


49*  Encontrc  uma  fit ncao / tal  que  y  -  fix)  satisfaz  dy/dx  =  e  .  com 
y  =  0  qtiando  x  =  0. 

50.  Encontrc  uma  funglo/tal  quo  y  =  fix)  satisfaz  dy/dx  —  e\  com 


41*  -  ln(-v);  x9  =  -c 


ENFOCANOO  CONCEIT0S 


42,  fix)  =  ln|4;  Jf0  =  “2 


,  ..  1n(e2 -f  Aa)  -  2  \nw 

51*  (a)  liiti  - - -  (b)  hm  - - 

Ax  0  A  A'  y;  ]  tt?  —  I 


43*  Encontrc  a  equagao  do  uma  reta  pc  I  a  origem  que  seja  tan- 
gentc  ao  grdfico  de  y  =  In  a. 


„  /  v  r  In  (cos  a) 
s2*  (a)  iim  ■ — - - 

A'  —>  0  A" 


(h)  Uni 

h-*i) 


(i  +h)^~  1 


ft 


53*  Modifique  a  dedugao  da  Equagao  (2)  para  obter  outra  prova  da 
Equagao  (3)* 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  4,2 


X 


L  y  =  —  4-  3 


(  d*nt _ 

#F=U2C* 


dy  r~  ji  t  i  a  y 

2.  (a)  f-  =  V3A-5-1  <b)  —  =  -  (c)  — 
dx  dx  x  ax 


dy 


dy 


I  dy 

(d)  -f- 

2a  dx 


\ 


+  1)  3{a  —  I ) 


4*  I 


1 

TTrTTo 


4,3  DERIVADAS  DE  FUNQOES  EXPONENCfAIS  ETRIGONOMETRICA3 
[NVERSAS  

Nesta  sayfitOy  estabeleceremos  condigoes  sob  as  qua  is  a  inversa  de  uma  funyao  injetom 
diferencidvel  lambent  e  diferencidve/  e  most  rat  emos  coma  a  derivada  de  ttmafim^do  injetom 
pode  ser  usada  para  obter  a  derivada  de  sua  inversa.  Isso  nos  permit/ rd  obter  formulas 
para  as  de.rhadas  de  f undoes  exponentiate  a  partir  das  formulas  das  derivadas  das  futuydes 
logo  nt  micas  e  formulas  para  as  derivadas  de  fun  odes  trigonomeirkas  inversus  a  partir  das 
formulas  das  derivadas  de  funeoes  trigonometrical 


Ver  a  Segao  1 . 5  para  uma  iwisao  de 
funeoes  injetoras  e  inversas. 


Nosso  primeiro  objetivo  nesta  segao  e  esrabelecer  condigoes  sob  as  quais  a  inversa  de  uma 
fungao  injetora  diferencidvel  tamhem  sera  diferencidvel*  Geomeiricanienie,  uma  fungao  £ 
diferencidvel  naqueles  pon t os  em  que  sen  gidfieo  tem  uma  reta  tangeme  nao- vertical  e,  como 
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Ret  as  horizontais  se 
refietem  cm  retas  verticals 


Figura  4.3,1 


o  gi  afico  de  y  =/"'(*)  d  a  rellexuo  do  gr&fico  do  y  =  /f.v)  pc  I  a  reta  y  =  x>  decorre  que  os  pontos 
em  que/  1  nao  e  difeiencmvel  sao  rcflcxdes  dos  pontos  cm  quc  o  grafico  de/tem  uma  reta 
tangente  horizontal  (Figura  4.3, 1 ).  Enunciado  algebricamente>/_1  deixa  de  ser  diTerencidvel 
em  um  ponto  (/y  a)  de  sen  grafico  se  f(a)  =  0. 

Supondo  que/seja  difcrenciavel  no  ponto  (ti,  h)  e  que  ff(a)  s  0,  tcntenios  cncontrar 
uma  relagao  entre  a  mclinagao  da  reta  tangente  no  ponto  (a,  h)  do  grafico  de/e  a  indinagao 
da  reta  tangente  no  ponto  (b,  a)  do  grafico  de/  c.  Sabemos  que  a  equagao  da  reta  tangente  ao 
grid co  de/no  ponto  (a,  b )  e 

y  ~  b  -  /V)(*  -  a) 

Uma  equagao  da  redcxao  dess  a  reta  pel  a  relay  -  a  pode  see  obtida  pela  troca  de  x  por  y,  por- 
tanto.  segue  que  a  reta  tangente  ao  grafico  de/”1  no  ponto  (b%  a)  e 

x  -b-  f(a)(y  -  a) 

que  pode  ser  reescrita  como 

1 


v  -  a  — 


™  I  .  ""  J 

Essa  equagao  diz  que  a  indina^ao  (f  )  (b)  da  rela  tangente  ao  grafico  de/  no  ponto  ( b,  a)  e 

1  ...  .  ,  .  .  I 


/'(«) 


(x  -  b) 


."1 


(f  Y(b)  —  ■ - -  ou7  cquivalcntcmcntct  (f~'Y(h)  — 

f'(a ) 


f(f-Hb)) 


(Figura  4,3.2),  Resumindo,  temos  o  resultado  seguinte. 


4,3,1  TEOREMA  (DiferenciabiUdade  da  Funqdo  Inverse)  Suponha  que  odominiodc 
u mafungao  j  seja  um  intervale  aberto  /  e  que/seja  diferencidvel  e  mjetora  nesse  interva¬ 
le.  Entdo,f  e  diferencidvel  em  qualquer  ponto  da  imagem  clef  no  qua  l  f'(f  *(x))  «£  0  e 
sua  derivada  e 


4~lf  ‘(joi  =  .. 

dx  fU  (x)) 


A  Formula  (1)  pode  ser  express  a  de  uma  forma  menos  imponentc  introduzindo  a  van- 
avel  depen  dente  y  =  f~\x)  e  reescrevendo  essa  equagao  como  x  =f(y).  Os  do  is  lados  de  (1 ) 
podem  enlao  ser  escritos  como 


d 

~d~x 


S/_,(.OJ  = 


dy 

dx 


1 


I 


1 


e 


/'(/’’  GO)  ff(y)  dx/dy 


Assiny  obtemos a  seguinie  versao  alternativa  da  Formula  (I); 


dy  =  1 

dx  dx/dy 


►  Exemplo  1  Confirms  a  Formula  (2)  para  a  fungao/U)  =  x*  +  1 . 


Sofugao  Mostramos  na  Segao  ]  .5  que,  resohendo  y  — /(.v)  -  x*  +  1  para  x  cm  tennos  de  y, 
obtemos  a  =/~3(y)  =  tyy  —  1 .  Assiny 


y-  =  -—[X}  +  1]  =  3  A 2 
dx  a  x 


dx 


r/v  d\ 


-  I]  = 


—  [(y-  l),/JJ  =  -(y-  I) 
r/v  3 


I 


-m 
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A  V 


Figure  4.3.3  O  grftlico  de  uma  fun- 
gao  crescente  t>u  decrescente  £  cona- 
do  no  miixiEHO  Lima  vez  |K)r  qualquer 
reia  horizontal. 


Em  geral.  uma  vez  estate  I eci do  que 
/  e  diferenciavel.  temos  a  opgao 
de  calcular  a  derivada  de/-1  ou  pelo 
uso  das  Formulas  {1J  ou  (2)  our  erv 
tao,  por  derivagao  implfcita,  como  no 
Example  2. 


Substittiindo,  agora,  *  =?  \/y~ T  na  expressSo  dc 

dy 


—  xr  VT 


dx 


dyfdx,  obternos 
I 


y  -  I  )2  =  3(y  -  1)2/1  = 


dx  /dy 


que  confirma  a  validade  de  (2)  nesse  ease,  < 


M  FUNQOES  CRESCENTES  OU  DECRESCENTES  SAG  INJETORAS 

No  Exemplo  I,  eonseguimos  encontmr  uma  formula  explicit  a  para/-1  resolvcndo  a  equaqao 
y  ™  /(a)  para  x  em  Iermos  de  y.  Contudo,  a  verdadeira  imporlancmdas  Formulas  (1)  e  (2)  apa- 
reee  nocasoem  que  sabemos  que/e  uma  funqao  dilerenciavd  injeiora  mas  nao  eonseguimos 
resolver  v  -  fix)  para  x  cm  iermos  de  v.  Nesse  case,  podemos  usar  a  Formula  (1 )  ou  (2)  para 
obter  propriedades  de/  1  sem  iermos  uma  formula  explicit  a  dessa  inversa.  Nosso  objetivo  6 
desen  volver  um  leorema  que  nos  pemiita  fazer  is  so. 

Se  o  grdfico  tie  uma  funqao/ e  sempre  crescente  on  sempre  decresceme  no  dominio  de 
/’  entao  uma  rela  horizontal  eortara  o  grafieo  de  /cm  no  maximo  um  ponto  (Figura  4,3.3), 
de  modo  que/ deve  ter  uma  funqao  inversa.  Uma  manelra  de  verifkar  se  o  grafieo  de  uma 
fungaoe  crescente  ou  decresceme  em  um  iutervaloc  examinando  sua  inclinagao,  Provaremos 
no  proximo  capfiufo  que/  d  crescente  cm  qualquer  iniervalo  no  qua!  fix)  >  0  (pois  o  era  lie  0 
tem  inclinagao  posit  iva)  e  que  f  6  dec  rest' ente  em  qualquer  iniervalo  no  qual  fix)  <  0  (pois 
0  grafieo  tern  incEinagao  negativa).  Essas  observances  inluilivas,  junto  com  o  Ten  re  mu  4.3*  1 , 
sugerem  o  leorema  seguinle,  que  enunciamos  sem  prova  formal. 


4.3.2  tjorkma  S  upon  ha  que  o  domfnio  de  uma  fungdo  f  seja  um  iniervalo  aberto  I  no 
quid  f(x)  >  0  ou  no  qua!  f(x)  <  0.  Entdofe  injeiora,/  (a)  e  dife rend dvel  em  cade t  valor 
x  da  image  m  defe  a  derivada  de  f~\x)  e  dada  pel  a  Formula  (I). 


►  Exemplo  2  Considere  a  lungao  /(a)  =  x*  +  x  +  1 . 

(a)  Motive  q  ue  /  e  i nj  e  t o ra  n  o  i  n ter  v  a  1  o  (— oo ,  +  oc ) . 

(b)  M  os  Ire  que/"1  e  dilercnciavel  no  interval  o  (-oc,  Too). 

(c)  Bncontre  uma  formula  para/  !  usando  a  Formula  (2). 

_  ■ 

(d)  Bncontre  uma  formula  para/’  usando  denvagao  implfcita. 


So  I  it  yd  o  (a)  Como 


f'(x)  =  5.1- 4  +  1  >  0 


para  todos  os  valores  reals  de  a,  segue  pelo  Teorema  4,3.2  que/ 6  injeiora  no  iniervalo 
(“OO,  +oc). 

Sotuydo  (b)  Como /e  um  polinomio  de  grau  fmpar,  sua  imagem  e  (-oo,  +oo).  (Por  que?) 
Assim,  segue  pelo  Teorema  4,3.2  que/-1  6  difereneidvel  no  iniervalo  (/oo,  +oc). 


Soluydo  (c)  Tom  an  do  >*=/  '{a):  obtemos 

jr  =  f(y)  =  y5  +  >■  +  ! 
do  que  segue  que  dxidy  -  5y 4  +  I .  Entao,  pel  a  Formula  (2), 

dy  1  1 


(3) 


(4) 


dx  dx/dy  5y 4  -h  I 

Como  nao  sabemos  resolver  (3)  para  y  em  term  os  de  x,  prcci  samos  deixar  (4)  em  iermos  tie  y 


Capitulo  4  /  Fun^oes  Fxponenciais,  Logaritmicas  eTrigonometricas  In versa s  251 


Na  Sefao  1.6  alirmamos  que  t  —  t  & 
a  unica  base  para  a  qual  a  inclinacao 
da  reta  tangents  k  curva  >■  -  t/  em 
qualquer  ponto  F  da  curva  6  a  coor- 

denada  >■  cf§  F  (v&r  pdgina  68).  Vertli- 
que  ossa  afrrmapSo. 


Sofugao  (d )  Dilerenciando-sc  (3)  inipl iciiamentc  cm  rciaQao  a  x,  resulta 

7-Ui=  7 -[/+ v-i-  1] 

ax  ax 

I  =(5  /+  1)^- 
dx 


dy 


dx  5  v4  +  ! 


que  esta  dc  acordo  com  (4).  < 


M  DERIVADAS  DAS  FUNQOES  EXPONENCIAIS 

Nosso  proximo  objelivo  6  m  os  mar  que  a  funqao  exponential  geral  b'  (b  >  0,  b  ^  1 )  e  diferen- 
ciavel  cm  toda  pane  e  encontrar  sua  derivada.  Para  isso,  usaremos  o  i'atode  que  bx  e  a  inversa 
da  funquo  f(x)  =  IogA  x.  Vamos  sapor  que  b  >  !  e  deixar  o  caso  cm  que  0  <  b  <  !  eomo  uin 
exerefcio  [Exeretcio  6(d)]  *  Com  ossa  hi  pdf  esc,  tern  OS  in  b>  0  e,  porta  nto, 

f(x)  ~  —  [log,  x]  —  — ! —  >  0  para  todo  x  no  intervale  (0,  +  oo) 
dx  x  I  n  b 

Segue  do  Te  ore  in  a  4.3.2  que/”1  tv)  =  by  6  difereneiavel  cm  cada  x  da  im  age  m  de/fA)  =  log,  x. 
Mas,  pel  a  Tabela  1  A3t  sabemos  que  a  imagem  de  log,,  x  e  (-oo,  +oo);  portauto,  esiabelece- 
mos  que  //  6  diferenciivei  cm  toda  parte. 

Para  obter  Lima  formula  para  a  derivada  de  t>\  leescrevcnios  y  =  Oconto 


x  =  y 

c  dlferenciamOxS  implicitamemc  usando  a  Formula  (5)  da  Seqao  4.2  para  obter 

I  I  dy 
y  In  b  dx 

Resol  veil  do  para  dyfdx  e  substituindo  v  por  b\  obtemos 

dy 


dx 


—  v  In  h  —  b  In  b 


Ass  ini,  foi  i  nos  trade  que 


—  lbx]  =  bx  In  b 
dx 


(5) 


No  caso  especial  eni  que  b  -  e,  teinos  In  e  -  1;  assini,  (5)  torna-se 


— mi  =  e’ 

dx 

Alcm  disso,  se  u  for  uma  flmqao  difereneiavel  de  v,  emao  tcm-sc  a  partir  de  (5)  e  (6)  que 


(6) 


d  du 

-  [//]  =  //  In/?- 

dx  dx 


d  ,  „  du 

dx  dx 


(7-8) 
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E  imporiante  distinguir  enire  a  derive 
da  de  urn  a  lun,gao  exponential  hx  (ex¬ 
po  ante  vari^vel  e  base  constants)  e 
urn  a  luncao  poiencia  a1'  (base  variavel 
e  expoente  constante).  Por  example, 
compare  a  derivada 

~|.v3l  =  2x 

f/.T 

com  a  derivada  do  21  no  Example  3, 


►  Exemplo  3 


Os  calc  ul  os  a  seguir  us  am  as  Formulas  (7)  e  (8>* 
d 


dx 


[2X  |  =  2*  In  2 


~[e  2t]  —  e  2x  ■  —  f — 2a-1  =  —2e^ 
dx  dx 


d  _  xa 


dx 

d 

dx 


[ex  ]  —  ex  ■  -^-[x*]  =  3x'e 


*  X* 


dx 


[*MSJC  |  =  f> 


cos  x 


dx 


[eosx]  -  —(sen x)e 


COP  A 


Fungoes  da  forma /(a)  -  u\  em  q  Lie  it  e  v  sac  fungoes  ndo  constantes  de  x,  nao  sao  nem 
fun  goes  exponenciais  nem  fun  goes  po  tend  as.  Fungoes  dess  a  forma  podem  ser  dcrivadas  com 
dcr  i  vagao  1  ogarr  t  rn  i  oa . 


►  ExempSo  4  Use  dcr i vagao  logariLmiea  para encontrar  —[(a:-  +  1  )*"  x\> 


Soluqdo  Toma  ndo  >'  -  (x"  +  1 T  \  obtemos 


In  y  =  1n[(x2  +  1)™]  =  (senx)ln(x2+  I) 


Deri  van  do  am  bos  os  lados  cm  relag  ao  a  v,  obtemos 

I  (f  y  d 

=  —  [(sen  a)  In (x 2 4-  1)1 


Ass  im. 


y  dx  dx 


—  (sen  x) 


I 


x  2  4-  1 


)  4-  (cosx)  In (x2  4-  I) 


dy 

dx 


=  >’ 


2x  sen  x  _  ^ 

4-  (cos  .v)  ln(x~  4-1) 


x2  4-  1 


=  (x2  +  1) 


pci)  x 


2x  sen  x 
x2+  1 


+  (cosx)ln(x2  +  I)  ^ 


] 


■  DERIVADAS  DAS  FUNQOES  TRIGONOMETRIC  AS  INVERSAS 

Para  invest igar  a  dilerenriabitidade  das  fungoes  trigonometricas  inversas  e  para  obter  as  for¬ 
mulas  de  suas  derivacJas,  utiEizaremos  algumas  das  idemidades  dadas  nas  Formulas  (10)  a 
(16)  na  Seeao  1.5.  Em  vez  de  memorizar  essas  idemidades,  rec  omen  dam  os  Lima  rev  is  an  da 
"tecniea  do  lri3ngulo”  que  foi  usada  cm  sua  obtengao. 

Comecemos  invesugando  a  diferenciabilidade  da  fungao  arc  sen  x.  Tom  a  ndo /(.v)  =  sen  x 
(-ji/2  <  x  <  x/2),  segue  do  Tcorema  4.3 .1  que  f"\x)  =  arc  sen x  sera  diferenciavel  cm  cada  ponto 
x  em  que  cos  (arc  sen  x)  0.  Isso  e  equivalents  a  condigao 

,  7T  71 

arc  sen  x  5= - c  arc  sen  x  5=  — 

2  2 


de  modo  que  arc  sen  xe  diferenciavel  no  interval®  (~U  1)- 
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Obs&rve  que  arc  sen  x  $6  e  dlferenci- 
civel  no  inter  va  jo  (-1.  n,  mesnrto  que 
seu  dotnfnio  seja  |~t,  I ].  tsso  ocorre 
porque  o  gralico  de  >■  -  sen  x  tern  re 
tas  taogentes  horizontals  nos  pantos 
(it/ 2,  ] )  e  (~jrf2,  -\ ),  de  modo  que  o 
grdfico  de  arc  sen  x  tem  retas  tangen- 
tes  verticals  am  x  -  JrL 


VI  -  ? 


cos  (arc  sen  x)  —  Vl  -x' 


Figura  4.3,4 


Uni  a  derivada  para  arc  sen  x  cm  (-1,  1)  pode  ser  obtida  usando  a  Formula  (1)  ou  (2) 
ou,  entao,  derivando  implicitameiite  a  equagao  3  =  arc  sen  w  Ulitizaremos  esse  metodo,  Re- 
escrevendo  a  equagao  y  =  arc  sen  x  eomo  x  =  sen  y  e  derivando  implicitamenie  cm  relagao  a 
x,  ohtemos 

d  .  .  d 

j-UI  =  — -Lscnyl 

dx  dx 

.  dy 

I  =  COS  v  ■  — 
dx 


dx 


I 


I 


dx  cos  y  cos  (arc  sen  x) 

Aid  este  porno,  fonaos  bem-sucedidos  em  oh  ter  a  derivada;  pom£m,  essa  formula  de  derivada 
pode  ser  simp]  id  cad  a  aplieando-se  a  identidade  indicada  na  Figura  4,3.4,  rcsultando: 

d  v  1 


dx  yrr 


Assim,  mostramos  que 


d  ! 

- — -[arc  sen  x\  —  , 

dx 


(-1  <  x  <  I) 


Mats  geralmenle,  se  u  for  uma  fungao  dtferenciavel  de  xt  entao  a  regra  da  cadeia  produz  a 
seguintc  versao  general izada  dessa  formula: 

d  1  du 

—  [arc  sen  it J  =  - -  — -  (“I  <  a  <  I) 

dx  Vl  -u-  dx 

O  meiodo  us  ado  para  obter  essa  formula  pode  tambem  ser  usado  para  obter  fdrmulas  genera- 
lizadas  de  derivadas  das  demais  fungocs  trigonometricas  inversas,  A  seguir,  apresen  tamos  a 
list  a  com  pi  eta  dessas  fdrmulas,  cad  a  uma  das  quais  v&Uda  no  domtnio  natural  da  fungao  que 
multiplica  duidx* 


d  I  du 

— I  arc  sen  u]  =  ,  — 

dx  dx 


d  1  du 

— [arc  cos  u]  —  — ■  -  — 

dx  sfl-u2dx 


(9-10) 


d 

dx 


[areig  u]  = 


1  du 
J  +  a~  dx 


dx 


[arc  eolg  u]  — 


I  du 


I  Hh  u  ~  dx 


(11-12) 


d  l  du 

— [are  sec  til  — - , _ — 

dx  |n|V« 2  -  1  dx 


d  r  ,  I 

— [arc  cossec  u]  =  - - 

dx  \u\y/li2  -  I  dx 


du 

—  (13- 14) 


►  Exemplo  5  E  neon  tie  dy/dx  sc 


■..r, 


(a)  y  =  arc  senU  ) 


(b)  y  -  arc  sec(V) 


Solu^do  (a )  A  part  ir  de  (9), 

dy 


dx  y  j  -  (  V,): 


*>  3.v 

(3ar)  = 


Solugao  ( h )  A  panic  dc  ( f  3), 

d  v 


(ex)  = 


dx  e1  J(ex)2  -  1  Ve1'  -  I 
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EXERClCiDS  DE  COM  PREENS  AO  4.3  (Verpagina  256  para  respostas.) 


1.  S  upon  ha  que  uma  funqao  injetora/tenha  urn  a  reta  can  genie 
v  -  5.x  +  3  no  ponto  ( J ,  8).  CalcuJe  if  l/(&). 


2*  Em  cada  caso,  usando  a  dada  derivada.  determine  se  a  flmgao / 
e  invertivel. 


(a)  Av)  =  r+  I 

(c)  f\x)  -  sen  .v 


(t>)  /'(.V)  =  /  -  I 

(0)  fix)  =  ^  +  arc  ig  ,v 


3.  Caleule  a  derivada 
0>  —  k’| 


dx 


(b)  —  f7v] 


(c) 


f CG£(rf  I )  | 


(d) 


dx 

d 


J.v-2 


I 


dx  dx 

4.  Seja/U)  =  e  '  \  Use  f  \x)  para  verificar  s e/d  injeiora. 


EXERCICIOS  4.3  Recurso  Gr&fico 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1*  Seja./U}  =  .d  +  x*  +  a:. 

( a)  M ostre  q ue  f  c  i  nj etora  c  c on  fi nne  qu e  j{  1}  -  3. 
(h)  Eneontre  (/‘"1),(3). 

2,  Sej a j(x)  =  x*  +  2e\ 

( a )  M os tre  que  /  e  i nj e tora  e  c on f i i  rr ie  q ue  ft 0)  =  2 . 
(h)  Eneomre  if  V(2). 


3-4  Eneontre  if"  V(a)  usando  a  Formula  ( !. )  e  eon  lira  sua  resposta 
deri  vaiido  d  i  retainente  /  1 . 


3.  fix)  =  2/(x  +  3) 


4.  fix)  =  In  (2a  -f  1) 


5,  (a)  fix)  ~x"  +  8a  +  I 

(b)  ftx)  =  2x*  +  *'  +  3x  +  2 
(e)  fix)  =  Zx  +  sen  x 
(d)  j\x)^(\y 

6,  (a)  ,/lv)  -  F  +  3  a"  -  8 

(b)  ftx)  =  Xs  +  +  2v  -  ] 


(d)  ^A)  =  l0gfrA, 

0  <b<  1 

7-10  Eneontre  a  derivada  dc  /  1  usando  a  Formula  (2)  c  contira 

scu  resukado  com  derivagao  implicita. 

7.  JU)  =  5xf  +  x-  7 

9.  fix)  =  2x-  +  Xs  +  1 

8.  J[x)  =  I  hr. 

A  >  0 

10,  fix)  =  5a  -  sen  Zv, 

7T  7Z 

“  7  <jr<  7 

4  4 

1 1  -22  Eneontre  dy/dx. 

r"'ij 

n 

m 

P**N 

■ru 

40 

II 

# 

rl 

13.  y  =  xe 

14.  v  =  eVl 

15.  v  =  - 

ex  +  e-* 

16,  y  -  sen  (f) 

17.  y  =  c/*' 

ex 

18.  v  =  - - 

In  x 

19.  y  =  e{l"'u> 

20.  y=  exp(Vl  -h  5x^) 

21.  y=  In  (f  -xf"') 

22,  v  =  In  (cos  e) 

23-26  Eneontre  /'(a)  pcla  Formula  (7)  c,  entao,  por  difcrenciacao 
loganlmica. 

23.  fix)  =  2l 

24.  f(x)  -  y* 

25.  fix)  ^ 

26.  fix)  = 

27-30  Eneontre  dy/dx  usando  o  mdtodo  da  diferenciagSo  loga- 
ntmiea. 


27,  v  =  (/  -  2x)lnJ!  28.  y  =  a”1* 

29.  y  =  (In  xfT  30,  v  =  (x2  +  3)'nx 

3 1 ,  Eneom  re  f"\x)  sc  / (a)  =  x  *\ 

32,  (a)  Ex  pi  iq  tie  por  que  a  Formula  (5)  nao  pode  ser  usatia  para 

encontrar  (dfdx)[x']r 

(h)  Eneomre  esxa  derivada  por  diferenciagao  logaritmica. 


33-48  Eneontre  dyfdx. 


33.  y  -  are  sen  (3a) 

35.  y=  arc  sen  (1 /a') 

37.  y  =  are  ig  (x ) 

39.  y  =  (tg.r)‘: 

41,  y  =  e  are  sec  a 
43,  y  —  are  sen  x  +  arc  cos  x 
45.  y  -  arc  see  a  +  arc  cos  see  x 
47,  v  =  arc  cotg  {*/x) 


34,  v  =  are  cos 


x+  ] 


36,  y-  arc  cos  (cos  v) 
38,  y  =  are  sec  (a5 6) 

4«,  v  = — 1 — 

are  tg  x 

42,  y  =  ln(arccosA) 
44,  y  -  .F(arc  sen.  xf 
46,  y  =  arc  cossec(c  ) 
48.  y  -  V are  cotg  x 


49.  (a)  Use  o  Teorema  4.3.1  para  pravar  que 


-—[arc  cotg  a] 
dx 


jr=0 


I 
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(b)  Use  parte  (a)  anterior,  a  parte  (a)  do  Exercicio  50  na  Se- 
gao  1.5  c  a  rcgra  da  cadcia  para  mostrar  quo 

d  f  I 

[arc  cotg  x\  —  — 


r lx 


\  +  A 


para  —do  <  x  <  +00. 

(c)  Conclua  da  pane  (b)  quo 

[arc  cotg  u  |  = 


1  iht 


dx 


1  4-  u~  dx 


para  -  x  <  a  <  -kxj. 


50,  (a)  Use  a  parte  (c)  do  Exercicio  50  na  Secao  1,5  e  a  regia  da 
cadcia  para  mostrar  que 

d  1 

—  [arc  cos  sec  jtl  — - -  ■ 

&x 

para  I  <  [v|. 

(b)  Conclua  da  parte  (a)  que 

d 

[are  cos  see  nj  — 


du 


dx 

para  1  <  jw|. 


|  u  1  V'n-  —  1  d  x 


5 1 ,  x*  +  x  arc  tg  v  ™  e  S2.  a rc  sen  (xy)  ■=  arc  co s  (a  -  y ) 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


53,  (a)  Mostre  que  f(x)  ~  x*  -  3  a2  +  2x  nao  e  injetora  em 

(-oo,  +00}. 

(b)  Encontre  o  maior  valor  dc  A,  tal  que/e  injetora  no  in- 
lervalo  (~k,  k). 

54,  (a)  Mostre  que /U)  =  a4  -  lx'  nao  e  injetora  em  (-00,  +00), 

(b)  Encontre  o  inenor  valor  dc  L  tal  que / e  injetora  no  in¬ 
tervale  [A\  +no), 

55,  Sej  a  fix )  =  ,vJ  +  x*  +  1 1 0  <  x  <  2 , 

( a)  M  ostre  q  m  f  e  i  nj  etora. 

( b)  Sej  a  %  (a)  =/  !  (a)  e  do  ii  na  /(a)  -f  2  g  (a)  },  En  centre  u  ma 
equagSo  para  a  rota  tangente  a  y  =  Fix)  em  a  =  3. 

56,  Seja^=^p(4~A.t>0- 

A 

(a)  M  ost  re  que/e  i  nj  e  tora. 

(b)  Seja  g(A)  =  f '  1(a)  e  dclina  Fix)  =  /T[gOc)]U.  Encontre 

57,  Sej  am/  (a)  =  e;'eg  (.v}=  e tl"  Encon  ire 

(a)  fX a)  (b)  /\a) 

58,  Encontre  z/y/dr  sc  y  -  c  y  </l  sen  ou  +  B  cos  onde  A,  R  X  e  tt> 
sat)  const  antes, 

59,  Encontre  /'(a)  se 


60 .  M  ost  re  que,  para  q  u  aisq  u  er  const  antes  A  e  k,  as  fu  ngoe  s  y  =  Ae  ' 
sat  is  faze  m  a  equagao  dy/dt  -  Ay, 

61 .  Mostre  quo,  para  quaisquer  conslanles  A  e  B,  a  limgao 

y  =  Ae1'1  +  Z?c“4a 


satisfaz  a  equagao 

y"  +  2/  -  8  y  =  0 

62,  Mostre  que 

(a)  y  =  xef  satisfaz  a  equagao  xy1  -  ( 1  -  x)y. 

(b)  y  —  xe  ! satisfaz  a  cquagao  xyr  =  (1  - x?)y 

63,  Mostre  que  a  taxa  de  variagao  de  y  =  KXk  "‘l  em  i  clagao  a  a  e 
proporctonal  a  y. 

64,  Mostre  que  a  taxa  de  variagao  de  v  “  3(S  l ' 1  '4'  ^ '  em  relagao  a  a 
6  proporcional  a  y. 

65,  Mostre  que 

60  .  .  dy  /  v  \ 

V  =  - - -  satistaz  =  r  1  —  —  J  v 

5  +  7i?“?  dr  V  Kr 

para  cert  as  const  a  tiles  /-  c  K ,  e  determine  o  valor  dess  as  cons- 
tantes, 

■■  66.  Suponha  que  a  populagao  de  bacterias  aerdbicas  em  mu  peque- 
no  lago  seja  modelada  pel  a  equagilo 


60 

5  +  7t?-f 


onde  P(i)  e  a  populagao  (em  bilhoesj  /  dias  depois  da  observa- 
gao  inieial  no  tempo  /  =(/ 

(a)  Use  um  recur  so  computational  para  fazer  o  giabco  da 
fungao  Pit). 

(b)  Desereva  o  tpie  acontece  com  a  populagao  no  deeorrer  do 

tempo,  Verillqne  sua  conelusao  encomrando  P(i). 

(c)  Dose  re  va  0  que  aco  niece  com  a  taxa  do  e  reset  memo  po¬ 
pulation  a  I  no  decoirer  do  tempo.  Verdi  que  sua  conclusao 
fazenda  0  giiilieo  de  P'(t), 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


67-72  E  neon  ire  o  1  Smile  dado  interpret  undo  a  expressao  como 
uma  derlvada  apropiiada. 


,,  ..  10"  - 1 

67.  lim  - 

h^O  h 


68,  lam 

a— 0 


are  tg  (1  +  h)  -  jr/4 


h 


69.  bm 

At  0 


are  sen 


a+4. 


—  7T 


A  A 


70. 


(2  +  Ax)®+m  -  4 
lim  - — — — ^ — — - — 

At  -f  0  A  A 


3  arc  sec  to  —  jt 
71.  Inn  - - - 

if— ^  2  U?  —  2 


72  [im  4~ilrC  tg  u^'''  ~  w 

fen  — ►  L  —  1 


onde  p  e  a  sao  constant es  e  o  ^  0. 
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^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  4.3 

1.  i  2.  (a)  st in  (b)  nao  (e)  n3o  (d)sim  3.  (a)/  (b)  7 'In  7  (c)  -d sen(/  +  1 )  (d) 
4,  fix)  =  /+T  ■  (3jT  +  f )  >  0  para  todo  a. 


4.4  REGRA  DE  L’HOPITAL;  FORMAS  INDETERMINADAS 


Nesta  segdo  cl  is  entire  mas  um  metodo  genii  de  usar  derivadas  para  ohter  (Unites.  Esse  metodo 
ini  nos  capacitor  a  estabelecer,  com  certeza,  li mites  que  ate  aquifomos  capazes  apenas  de 
conjectural ;  usando  evidencias  num  ericas  ou  grdficas.  0  metodo  que  discut  nemos  nesta 
secao  e  uma  fen  amenta  muito  pod e  rasa,  tisada  internamente  por  dire  isos  pro  gramas  de 
computador  para  cakidar  van  os  tipos  de  Unities. 


■  FORMAS  INDETERMINADAS  DOTIPO  0/0 

Lembre  que  um  limite  no  formato 

m 


Jim 

-v_>£'  gW 


(1) 


cm  que  fix)  ->  0  c  g(x)  0  quaitdo  a  — *  a  6  den  o  in  i  n  ado  forma  indeterminada  do  tipo  0/0. 

Alguns  exemplos  visios  anteriormente  sao: 


2  i 

lim  I_L 

-r  -*  3  X  ~  I 


sen  a 

—  2,  lim  -  —  1, 


i  1-eOSA  _ 

lim  -  —  0 

x  0  X 


x-+0  X 

0  primeiro  limite  foi  calculado  algebricamcnte,  fatorando  o  numerador  c  cancclando  o  fator 
comum  de  .v  -  i}  e  os  dois  oulros  limites  lor  am  obtidos  usando  mekxlos  geomeCrieos.  ConLu- 
dot  ha  mu  it  as  formas  in  determ  in  ad  as  nas  qua  is  netn  os  metodos  algcbricos  nem  os  gcometri- 
cos  produ/em  o  limite,  de  modo  que  preei  samos  desen volver  um  metodo  mais  gcraL 

Para  motivar  um  taf  metodo,  s  upon  ha  que  (1)  seja  uma  forma  indeterminada  do  tipo  0/0 
em  que  f  e  gf  sao  eon  tiny  as  eni  x  =  a  e  g'ia)  ^  0.  Como/e  g  podem  scr  muito  bem  aproxi- 
inadas  por  suas  api'ox imagoes  lineares  locals  perto  de  a,  6  razoavel  esperar  que 


,  fix)  r  f{a)  +  f\a)(x-a) 
gW  x^(l  gUt)  +  -  a) 

Como  estamos  supondoque  ff  c  gf  sao  eontmuas  cm  x  -  a,  temos 

lim  ff(x )  =  f{a)  e  lim  g'(x)  =  g(a) 


m 


X  — * 


X  <■  if 


X  ■  ■  ■>  ii 


e  como  a  difeieneiabilidade  de/e  g  cm  x  -  a  impliea  a  eonlinuidade  de/C  g  em  x  =  a,  res  alia 

f(a)  —  Jim  fix)  =  0  e  g(a)  =  lim  g(x)  =0 

x  —*  a 

Assim,  podem  os  recserever  (2)  como 

lim  - 


r  f(a){x-a)  r  f(a)  (.  f(x) 
—  Um  -  =  Inn  - =  lim  - 

x  (i  g  (a  )  x  gf  (a  )  (a  —  a )  v  -»  <t  g f  (a )  x  it  g 1  (a  ) 


(3) 

Esse  resuliado,  eonhecido  como  regra  de  UHopitaL  convene  a  forma  indeterminada  dada  em 
um  limite  envolvendo  derivadas,  que  muilas  vexes  6  mais  Mcil  de  calcular. 

Embora  tenhamos  motivado  (3)  supondo  que/ e  g  tenham  derivadas  eontmuas  em  x  =  a 
c  que  gf(a)  -/-  0,  o  resuliado  e  vcrdadciro  sob  condi  goes  mais  brand  as,  bem  como  para  limit  es 
tatcrais  e  limites  cm  +oo  e  -ou  Omitircmos  a  prova  do  enunciado  prcciso  da  regra  de  L’  H  dpital 
seguinic. 
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4. 4. 1  i  ¥i)  r  h\  i  \  (Regra  de  UHopita  l  para  a  Indeterm  inaqm  0/0}  Si  (pot  i  It  a  que  f  e 
g  sejam  f undoes  diferencidveis  em  urn  tmermlo  aberto  que  contenim  x  -  a,  e.xceto,  passi¬ 
ve  Imen  re,  em  x  =  a *  e  que 

im  f(x)  =  0  c  im  g(jt)  =  0 

j  “>  a  x  i! 

Se  existe  ini  [  ff(x)/gf(x)]t  on  se  esse  limit e  e  +oo  on  -oo,  entdo 

.  m  .  nx) 

im  — —  =  im  —  — 

x^e  g(x)  ■*-*«  g(x) 

Aiem  disso ,  essa  afirmagao  tambem  vale  no  caso  de  um  linute  quando  x  — >  a  ,  x  —>  a +, 
X  — *  — OOj  on  x  +oc 


ADVERTENC1A 


Note  que  na  regra  de  CHopital  o  eu- 
merador  e  o  denomifiadoi'  sao  dife- 
renciado*  separatism  ente.  o  que  nSo 
d  o  mesmo  que  dif&rendar  /  x x 


m  im  c  cm 
c  tre  d  ; 


,  a  icarcm  a  regra  c  '  o  ita  u  an 


eguiiitc  r  ce 


Aplicando  a  Regra  de  UHopUal 

Passo!  eriii  ue  ue  im  f  x  Ig  x  €  uma  rmain  etermina  a  li  0/0 
Passo  2  Di  erencie  e  ara  amente  f  e  g 

Passo 3  Enc  litre  imite  ef'xfg'  x  Sec  c  imite  r  Unit  ,+oo  it  -oe, etna  cc 
6  igua  a  imite  e  /  A‘  Ig  x 


G  I  imite  no  Exemplo  1  pode  ser  inter 
prelado  como  o  limite  de  uma  ceria 
derivada,  Use  essa  dewada  para  cal- 
cularo  (imite. 


►  Exempio  1  Enc  nice  imite  u  an  a  regra  c  *  6  ita  c  e  nfira  re  u  ta 

at  raga 

2  A 

lim  A  "  4 


-V  ->  2  X  —  2 


Sofugao  numera  rc  en  mina  rtCmuni  imite  zer  rtant  , 
in  etermina  a  li  0/0  iean  a  regra  e  T  6  ita ,  biem 

d 

x2  -  4  ~T 

lim  -  —  =  lim 
.v  — *■  2  X  —  2  x  2  d 


U  -  4]  2x 

=  lim  —  =4 
.r-2  I 


dx 


[X  -21 


c  n  ere  c  m  ca  eu 


mule  e  uma  rina 


-r2  -  4  (x  -  2)(x  +  2) 

lim  - - —  =  Inn  - - - -  =  lim  (x  +  2)  =  4  M 

x->2  x  —  2  *—2  x  —  2 


x  — >  2 


Guillaume  Francois  Antoine  de  I/Hopital  (1661- 
1704)  atematic  ranee  4  6  ita  na  ceu  e  ai 
a  a  ta  n  hieza  ranee  a  e  tinba  litu  e  ar  ue  e 
Sainte  e  me  mte  ’  utremem  ein  ee  m  tr  u 
ta  ent  matemaric  e.  a  3  5  an  .re  eu  um  ifcl 
r  bcmac  ca  rPaea  bre  cic  <5i  e  uan 
em,  er  tu  bie  ementec  m  ficia  a  ca  a  aria,  ma  e  i 
tiu  r  er  mi  e  anh  u  ama  em  en  tern  e  in  ant  r 
rimeir  i  r  ub  ica  bre  a  eu  Di  crenel  a  ,  tf  Analyse 
des  infi tit  me  nfe  Petits  pour  P  Intelligence  des  Lig/tes  Courbes 


1  regra  e  *  6  ita  a  arcecu  e  a  rimeira  cz  ne 

c  I  r  a  er  a  e,  tanl  a  regra  e  ’  6  ita  c  m  a  mat  r 

arte  materia  i  r  bre  a  cu  erain  e  ant  ria  e 

Im  ern  u  i,  ue  i  r  e  r  e  5  6  tla  :  6  ita  e 
t  tin  e  eu  an  e  um  i  r  bre  ca  cu  Integra  uan 
eibniz  in  rm  u  he  ue  tambem  iriae  ere  er  bic  a  un 
t  7  0  ita  era  a  arentementegener  ebema  e  a  ,e 

cu  mil  ti  e  ntat  c  m  im  rtantc  m atematic  rncce 

ram  um  cfeu  ara  i  eminaga  a  gran  e  ec  berta 
a  cu  r  t  a  a  Eur  a 
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►  Exemplo  2  Em  cada  parte,  coniinne  que  o  limite  e  uma  forma  iiideterminada  do  tipo 
0/0,  c  calcuJe-o  usando  a  regra  d c  L  Hopital 


(a)  lim 


sen  2x 


x  ->  0  x 


(d)  lim 


to  r 


.T  0  X 


-2 


(b)  lim 

.IT  “+  ttll 

(e)  1  i  m 


I  —  sen  x 


)SA 

cos  x 


(c)  lim 


-  1 


;t  -v  0  X 


i:— 4/3 


x  — >  0 


X“ 


(0  lim 


^  +*  sen(  J/  x) 


So/wfaa  (tr)  C)  numerador  c  o  dcnominador  tcm  limite  zero,  dc  inodo  que  o  limitc  e  uma 
in  determ inaguo  do  tipo  0/0.  Aplicando  a  regra  tie  L’  Hopital,  obtemos 


[sen  2x)  2  cos  2  A' 

- =  lim  - - ? - ~  2 


sen  2.V  dx 

lim  —  —  lim  — — j 

r-*0  X  j-*0  <1 


dx 


[Al 


J!  —  0 


] 


Observe  que  esse  rest]  I  ratio  concorda  com  o  o  hi  i  do  por  substituigao  no  Exemplo  4(h)  da  Se- 
gao  2.6, 


ADVERTENCIA 


Podemos  obter  resultados  incorretos 
se  aplicarmos  a  regra  de  L'HdpitaE  a 
limited  que  nao  sao  formas  indetermi- 
nadas.  Por  exemplo,  a  conta 


d  . 

— U  +  6 1 


Hm  ■ —  ==■  lim  ~ - - 

x^ox  +  2  ^«±u  +  2i 

tlx 

=  lim  -  =  I 

.t  I 

nao  e  valida,  pois  o  limits  nao  6  uma 
forma  indeterminada,  O  resultado  COr- 
reto  e 


x  +6  0  4-6 

Inn  - -  =  —  -  =  3 

x  —*■  (i  x  Ht  2  0  4’  2 


Solu^ao  ( b )  ()  numerador  e  o  dcnominador  tern  limitc  zero,  de  mode  que  o  I i mile  e  uma 

indeterminagao  do  tipo  0/0,  Aplicando  a  regra  de  V  Hopital,  obtemos 


d 


1-senx  cjx 

hm  - =  lim 

x-*ff/2  COS  X  ,v  ,t/2  « 


j  i  —  sen  x  \ 


dx 


[cos  a] 


-COS  A  0 

=  hm  - —  —  =  0 

x  jt/2  —  sen  x  —  1 


Solu^do  (c)  O  numerador  e  o  dcnominador  tern  It  mite  zero,  de  modo  que  o  I  i  mile  e  uma 
in  deter  mi  nag  no  do  tipo  0/0,  Aplicando  a  regra  de  V  Hopital,  obtemos 


e 


?X  _ 


lim 

i-*0  A-1 


1  =  lim  dX 


-U-1  -  1] 


,.V 


—  3im 


x^0 


dx 


[A3] 


■o  3x2 


=•  4-oc 


Solugao  id)  ()  numerador  e  o  dcnominador  tern  limitc  zero,  de  modo  que  o  limitc  e  uma 
tndeterminagao  do  tipo  0/0,  Aplicando  a  regra  de  V  Hopital,  obtemos 


IgA  r  sec2  A 

hm  - — =  hm  “ —  =  — ^ 


x  -a  0-  x  - 


o-  2,v 


Sohi^do  (e)  O  numerador  c  o  dcnominador  tcm  limite  zero,  de  modo  que  o  lim  he  e  uma 
in  detenu  inagao  do  tipo  0/0,  Aplicando  a  regra  de  L'  Hopital,  obtemos 

1  —  cos  a  sen  a 

hm  - — -y  s=  hm 


i-'O  x£ 


o  2a 


Ja  que  o  novo  limitc  c  outra  forma  iiideterminada  do  tipo  0/0,  ap I i cantos  novamente  a  regra 
de  L'  Hopital: 


1  —  cos  a  sen  a  cos  a 

hm  - — —5 -  —  3 1 in  -  —  hm 


x-»0  A’“ 


x  -*  o  2a 


X 


■o  2 


! 

2 


So lu^&O  if)  O  numerador  e  O  dcnominador  tern  limitc  zero,  de  modo  que  o  limite  d  uma 
indetenninagao  do  tipo  0/0,  Aplicando  a  regra  de  L'  Hopital  obtemos 


lim 


x 


--4/3 


—  lim 


_4„-7/3 

3- 


4  ,.-l/3 
-  lim  3 


0 


x +■*  sen ( 1/  a  )  x +x  (—  l  /a2)  cos(  I  fx )  -v +*  eos(  I  lx )  1 


0  < 
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■  FORMAS  INDETERM1NADAS  DOTIPO  oo/oo 


Quando  qucrcmos  indicar  que  o  limitc  (ou  limitc  lateral)  de  Lima  funqSo  e  +oc  ou  — oo,  sent 
sermos  especi'ficos  sobre  o  sinaL  diremos  quc  o  limite  c  oo.  For  exemplo: 


lim  fix)  =  x 

signifies 

lim  fix)  =  q-x 

OU 

lim  fix)  =  -x 

X  —y  (l* * 

lim  fix')  —  x 

signifies 

lim  fix)  =  +» 

OU 

Jim  fix)  =  — x 

X  “+  -hot 

x  -h* 

X  — >  -J-K 

lim  fix)  —  oc 

X  — '*  fJ 

significa 

lim  /(a)  =  ±x 

x  a  ■ 

e 

liin  f{x)  —  ±x 

X  -V  cl 

O  3  i  mile  da  ra/ao  f{x)fg(x)i  no  qual  o  n  a  me  rad  or  tem  3  i  mile  oo  e  o  denominador  lent 
limite  oo,  6  c  ham  ado  de  forma  indeterminada  do  tipo  oo/oo.  A  versao  seguinte  da  regra  de 
UHopital,  quc  enundamos  som  prova*  pode  frequenlemcnie  scr  usada  para  ealeular  I i mites 
desse  tipo. 


4.4,2  TEGREMA  (Regra  de  UHdpital  para  a  hide  term  iaacao  oo/oo)  Suponha  que 
f  e  g  sejam  fitngdes  diferencidveis  em  urn  interval o  aberto  que  con  ten  ha  a  -  a.  excel  o , 
possivelmente,  em  x  =  a,  e  que 


!im  fix)  ~  x  e  lim  g{x)  =  x 

Jt  X  tl 

Se  existe  lim  l  f'ixVgix)],  ou  se  esse  limite  e  +oo  ou  -  oo,  eutdo 


.V  a 


lim  m  _  Iim  m 
‘-“«M  g'(x) 


A  lem  disxo,  e ssa  afirma^ao  tambem  vale  no  caso  de  urn  limite  quando  x  — >  a  ,  .v  — >  a*, 
x  — >  — oo  ou  x  —> 


►  Exemplo  3  Em  eada  parte,  continue  que  o  limite  e  Lima  forma  indeterminada  do  tipo 
oo/oo  c  apt i que  a  regra  dc  UHopital. 

,  v  Inx 

(a)  hm  —  (b)  lim 

A-  J  -I-0+  COSSCC  A 


Solugao  (a )  O  nu  me  radar  e  o  de  n o m  i  n  ador  tern  limite  +oo ;  1  og  o,  te m os  u  m  a  form  a  i  n  de- 
terminada  do  tipo  oc/oo.  Aplicando  a  regra  dc  UHopital,  obtemos 

lim  —  =  lim  “  =  0 

*  +*  ex  .r-v+K-  £* 


So/wf/fo  (ft)  C)  numerador  tem  limitc  -oo  c  o  denominador  tem  limite  +oc;  logo,  tern  os 
uma  forma  indeterminada  do  tipo  oc/oo.  Aplicando  a  regra  de  UHdpitaf  obtemos 


I  n  x 

hm  - 

r-»-0*  COSSCC  A 


lim 


.V  —  0  ■  —  cosscc  X  cotg  X 


Esse  ultimo  limite  e  ouEra  vc /  uma  forma  indeterminada  do  tipo  oo/oo,  Alem  disso,  qualquer 
aplicagao  adicional  da  regra  de  UHopital  resuliaia  cm  potencias  de  1/x  no  numerador  e  ex- 
prossdes  envoi vendo  cosscc  x  e  cotg  x  no  denominador;  assim,  aplicagdes  repetidas  da  regra 
simplesmente  produzem  novas  formas  indeterrmnadax.  For  tan  to,  devetnos  ten  tar  ontra  coisa. 
O  ultimo  limite  em  (4)  pode  ser  reescrito  como 


sc  II  X 


lira  igx  =  — ( I  )(0)  —  0 

x  -*■  0_ 


lim 

.¥-►0+ 


X 


X 
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A$sim, 


t  f  In  x 

Jim  - 

-v  -  -  o+  cossee  _v 


=  0  < 


m  ANALISAMDO  O  CRESCIMENTO  DAS  FUNQOES  EXPONENCIAIS  USANDO 
A  REGRA  DE  LHOPITAL 

Se  n  for  qualquer  inteiro  positive,  emao  a"“*+co  quando  x  — »-hx>.  Tais  potencias  irneiras  de 
x  sao,  as  vezes,  usadas  como  “padrao  do  medida”  para  descrever  o  quao  rapidamenie  outras 
fungoes  c  re  seem,  Por  exemplo,  sabemos  que  /--4+ooquando  x  -M-oce  que  o  ereseimento  de 
c  6  muito  rapido  (Tabcla  1 ,6,5);  entretamo,  o  ereseimento  de  x*6  tambein  rapido  quando  n  for 
grande;  logo,  e  ra/oaveJ  perguniarse  alias  potencias  de.v  ere  seem  mais  ou  me  nos  rapidamenie 
do  que  /.  Uma  maneixa  de  investigar  isso  e  veiiiicar  o  eomportamcnto  da  razao,v'/<?' 1  quando 
x— >4-00.  Per  exemplo,  a  Figura  4.4.1a  moslra  o  graft  co  de  y  =  x'/e  .  Esse  graft  co  sag  ere  que 
x  fe*  -A  0  quando  x  — >+oo>  e  isso  i  in  plica  que  o  crescimenlo  da  fungao  e  e  sulieientemente 
rapido  para  que  os  seus  valores  aleancem  aq tides  de  e  e  force m  a  razao  eni  diregao  a  zero. 
En  unci  ado  in  forma  I  me  me,  V  cresce  mais  rapidamenie  do  que  v ’f  A  mesmaeonclusao  potlc- 
ria  lev  sido  alcangada  coloeando  e  em  cima  e  examinando  o  comporiamento  de  e/x'  quando 
x—*+oo  (Figura  4.4.1//).  Nesse  caso,  os  valores  de  e  a  I  can  gam  os  de  /  e  forgam  a  razao  em 
diregao  a  -Hex?.  Mais  «  era  I  m  ante,  podemos  usar  a  regra  de  L'Hopital  para  mostrar  que  e'  cresce 
m tiis  rapidamenie  do  que  qualquer  potencia  inteira  positiva  de  x,  isto  e: 


lim  —  —  0 


ex 

e  lim  —  —  +» 

X  +»  Xfi 


(5-6) 


Am  bos  l  i  miles  sao  formas  in  determ  inadas  do  tipo  oo/ooque  podem  ser  calc  id  ad  as  usando  a  regra 
dc  V Hopilaf  Por  exemplo,  para  estabelecer  (5),  neeessiiarcmos  upbear  a  regra  de  L'Hopital  u 
vezes.  Para  isso,  observe  que  us  di fere n dagoes  sucessivas  de  /  reduzem  o expoente  em  .1  aeada 
vez,  produzindo,  assim,  uma  constants  na  enesima  derivada.  Poi  exemplo,  as  sucessivas  deriva- 
das  de  x*  sao  3a\  6a  e  6.  Em  gcral,  a  enesima  derivada  de  x6  a  constants  n(n  - 1  )(n  -2)  *  -  I  =  nl 
(verifique).*  Assim,  aplieando  a  regra  tie  L'Hopital  n  vezes  a  (5),  obtemos 

xil  ti  l 

lim  : —  —  lim  —  —  0 

.v  — ?  x  —*  +»  ex 


O  I  i  mile  (6)  pode  ser  provado  analogameme. 


■  FORMAS  INDETERMINADAS  DO  TIPO  0  *  oo 

Ate  agora  discutimos  formas  in  determ  inadas  do  tipo  0/0  e  oo/oc*  Contudo,  essas  nao  sao  as 
unicas  possibilidadcs;  cm  gcral,  o  limitc  dc  uma  ex  pres  sao  que  tem  uma  das  formas 


fix) 

g(x)' 


f(x)  ■  i’(-v). 


/u)  -  M-O,  f(x)  +  g(x) 


6  chaniado  de  forma  mdaerminada  so  os  I  i  mites  dc  fix)  c  s(jc)  iiidividuaimente  exereem  in- 
flueneias  coni] i tanles  no  limitc  de  toda  a  expressao,  Por  exemplo,  a  1  i mile 


lim  \  I  n  a 

x  —*  O"5" 


e  uma  forma  indeierminada  do  tipo  0  *  oo?  pois  o  limitc  do  primeiro  fator  e  0  e  o  do  sc- 
gundo  e  — oo?  sen  do  que  amhos  exercem  induencias  conOilantes  sabre  o  praduto.  Por  outro 
lado,  o  limitc 

lim  |  Jx{\  -  j:2)] 

-V  +K 

nao  e  uma  forma  indeterminada,  pois  o  primeiro  fator  tem  o  limite  +oc  e  o  segundo,  -oc,  sen- 
do  que  essas  influencias  trahai  ham  juntas  para  produzir  um  limite  -oopara  o  produto. 


*  i  ^mhre-se  dc  <jnc,  u  >  I,  a  expi^ss^lo  tC.  c  licki  cohijO  fatoriut  di-  ti  c  denotii  o  proUulo  dos  primdrus  n  imeiros  po.siiivos. 
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As  formas  in  deter  mmadas  do  tipo  0  -  oopodem,  as  vezes,  ser  ealculadas  reescrcvendo 
o  produto  eomo  uma  razao  e  aplicando  a  regra  de  UHGpila!  para  formas  indeterminadas  do 
tipo  0/0  ou  oc/oc. 


ADVERTENCIA 


E  tentador  argumenlarque  uma  forma 
indeterminada  do  Eipo  0  -  x  term  o  valor 
0,  uma  vez  quo  "zero  vezes  qualquer 
coisa  £  zero".  Coniudo,  teso  &  engano- 
so.  uma  vez  que  0  ■  x  oao  £  produto 
de  nymenos;  em  vez  tfisso,  6  uma  alii-’ 
ma^o  sobre  limites.  Porexemplo,  os 
iimiios  soquimos  sao  n  -  *, ,  mas  n!o 
s^o  zero: 


lim  l  =  1 

.r  — ►  0 


iim  ~  ]  = 

x-+n\  X  / 

lim  (  ^  ■  ~  1  —  Hm  f  —L  \ 

X  •  ■  0+  V  X  /  -r  ->  0+  V  VT  / 


—  +t« 


►  Exenrcplo  4  Cat  cute 

(a)  lim  A'  In  *  (b)  Iim  ( l  —  tg  jr)  sec  2jc 

.v  — *■  0+  ,t  “f  jtJ 4 

Solugdo  (a)  O  fator  x  tern  um  It  mite  0  c  o  fator  In  a  tern  o  Simile  -oo;  logo,  o  probiema 
dado  e  uma  forma  hideierminadado  lipo  0  ■  oo.  Existent  duas  possfveisabordagens:  podemos 
escrever  o  limite  eomo 

..  In  a  x 

hm  ou  1 1  in  -  - 

.t-j-0^  \/x  rt-*0+  I  /In  x 

a  prime  ira  sendo  uma  forma  hide  term  inada  do  tipo  oc/oce  a  segunda,  uma  forma  mdelermi- 
nada  do  tipo  0/0.  Comudo,  a  prime  ira  forma  sera  a  escolha  preferida,  pois  a  derivada  de  1/a  e 
inenos  eompllcada  do  que  a  derivada  de  !/!n  x.  A  partir  dessa  escolha,  obtemos 

iim  xlnx—  lim  =  lim  —  lim  (— x)  =  0 

x  -+  0+  a  -*  0+-  I  fx  x  —  (+  —  i  jx  -  x  0+ 


Sohigfio  (h)  C)  probiema  dado  6  uma  forma  indeterm  in  ad  a  do  tipo  0  ■  oo,  Vamos  convcrte- 
la  para  uma  forma  indeterm inada  do  tipo  0/0: 

,  ,,  ,  -x  r  1-tgA  1-tgx 

lim  (I  —  tgjc)sec2x  =  Inn  y  -  -  =  hm 

x  — ►  tt/ 4  pc — s-  ji/4  1/  SCC  2.V  .v  — ^  tt/>4  COS  Z,V 


,,  “SCC- A 

=  Iim  — - — 

.r  v-r/4  -2  sen  2x 


-2 

=  —  =  I  < 
-2 


■  FORMAS  1NDETERM1NADAS  DO  TIPO  oo- no 

Um  probiema  de  limite  que  leva  a  uma  das  expressoes 

(+oo)  -  (+oo)f  (-O c)  ”  (-oo), 
(+oo)  +  (— 00  )T  (-oo)  +  (+00  ) 


e  ehamado  de  forma  indeterminada  do  tipo  oo-  oo.  Tais  li  miles  sao  indeterminados,  pois  os 
dois  termos  exereem  inilueneias  confidantes  na  expressaot  um  empurra  na  direqao  posilivae  o 
outro,  na  negafiva.  Ent retain oT  os  problemasde  limite  que  levam  a  uma  das  expressoes 


(+oc)  +  (+oo),  (+oo)  -  (-oo), 

(-00)  +  (-00 )*  (-00 )  -  (+00 ) 


nao  sao  hide  term  inados^  uma  vez  que  os  dois  termos  trabalbam  na  mesma  direqao  (os  que 
eslao  aeima  produzem  um  limite  +ooe  os  abaixo,  — oo). 

As  formas  indeterminadas  do  tipo  oo  -  oopodem,  as  vezes,  ser  ealculadas  combi  nan  do¬ 
se  os  termos  e  martipulando-se  o  resultado  para  produzii  uma  forma  indeterminada  do  lipo 
0/0  ou  oq/oo. 


►  Exemplo  5  Calcule  lim  |  - - •}. 

x  o+  \  x  sen  x  / 

Sofuqdo  Am  bos  os  termos  tern  limite  +oo;  logo,  o  probiema  dado  e  uma  forma  indetermi¬ 
nada  do  tipo  oo-  oo.  Combinando  os  dois  termos,  obtemos 


lim 

x  --  0+ 


sen  x . 


senx  —  x 

“  km 

a  sen  a 
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que  €  uma  forma  indeterminada  do  lipo  0/0,  Aplicando  a  regra  de  L'HopHul  duas  vezes,  ob- 
tcmos 


lim 

x^Q+ 


..  cos  x  —  1 

lim  - 

.v  —  o+  sen  X  +  A'  cos  A' 

—  sen  x 

lim  - - 

v  -  0+  cos  a:  4-  cos  x  —  x  sen  x 


< 


■  FORMAS  INDETERMINADAS  DOTIPO  0°,  oo\  1™ 

Os  iimites  da  forma 

lim  f(x)^x* 

duo  origem  &  formas  imfeterminadas  do  tipo  0,  oo"  e  1*  (O  sign  i  fie  ado  desses  sfmholos 
deve  estar  claro.)  For  exemplo,  o  1 1 mile 


lim  ( I  -i-  x) 

jf-^04 


\h 


cujo  valor  sabemos  ser  c  [veja  a  Fdnmila  (1)  da  Se^fio  4.2],  e  uma  forma  indeterminada  do 
tipo  I  .  E  indeterminada  porque  as  express oes  I  +  x  e  1  /x  exercem  duas  inlludicias  confliian- 
tes:  a  primeira  tende  a  1 ,  o  que  leva  a  expressao  em  dlregSo  a  L  e  a  segunda  tende  a  +oc,  o  que 
leva  a  expressao  cm  dire^ao  a  +oo. 

As  formas  indeierminadas  dos  tipos  (f.  oo°  e  l01"  podem,  as  vezes,  ser  calculadas  mtro- 
duzindo  prime iro  uma  variavel  dependente 

y,  =  f(x)e'x] 

et  enlao,  ealeulando  o  I i mite  de  In  \\  Como 

Iny  =  ht[/(A-)K<,t)]  =  g(x)  •  ln[/(jc)] 

o  lhnitc  de  In  v  sera  uma  forma  indeterminada  do  tipo  0  ■  oo  (veril'iqiie),  que  pode  ser  calcu- 
lada  pelos  m&odos  que  ja  desenvolvemos-  Uma  vez  eonhecido  o  limits  de  In  v,  o  limite  de 
v  =  gcralnientc  pode  scr  obtido  com  facilidade,  conforme  tlustrarcmos  no  proximo 

exemplo, 


►  Exemplo  6  Mostre  que  jim  (l  4  x)Ux  —  e- 

x-±0 

Solti  qao  C  om o  d  i  scu  1  i  do  ac  i  m  a,  co  meqarnos  1  n  t rod  u  zi  ndo  u  1  na  van  ave  I  dope  nde  n  tc 

y  =  (i  +x)lh 

e  to  ma  ndo  0  logaritmo  natural  cm  am  bos  os  I  ados 


Assim, 


In  v  =  ln(l  =  —  ln( I  +  x)  =  ^  +  4, 

X  X 


lim  In  v  = 


lim 

X  —  0 


in(j  +  jr) 
X 


o  que  e  uma  forma  indeterminada  do  tipo  0/0;  logo,  pda  regra  de  L'Hopital: 

ln(l  +  x)  1/(1+*)  , 

lim  In  v  —  imi - —  hm  - =  1 

.  c  — *  0  '  x  — *■  0  X  x  — *  Q  | 

Uma  vez  que  most  ram  os  que  In  v  — >  1  quando  x  — »Q,  a  eominuklade  da  fungao  exponeneial 
implies  que  e"y— >  e  quando x  ->0,  0  que  implica que  v  -» e quando x  — *0.  Assim, 


lim  ( I  +  =  e  M 

.r->  0 
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EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  4,4  f  Verpagina  265 para  respostas.) 


1 .  Em  cada  parte,  verifique  se  a  regra  de  L’H&pital  6  aplicSvel  ao 
limitc  dado. 


(a)  hm 


2x  -  2 


(c)  lim 


a  f  x ?  +  .v  —  2 
e2x  —  I 


(b)  lim 


cos  x 


x  0  x 


A  *■  0  t£X 


2.  Calc  u  If  cad  a  urn  dos  I  i  mites  do  Exercfcio  I  - 


-A 


3.  l.Jsando  a  regra  dc  L  Nopital,  Hm 


■*'-*+“  500jfa 


EXERCICIOS  4.4  0  Recurso  Grafico  (c]  CAS 


1  -2  Caiculc  o  limitc  dado  sem  usar  a  regra  dc  L'Hopital  e  depots 
use- a  para  confer] r  sua  resposta. 


1*  (a)  lim 


x2  -4 


2 .  (a)  lim 


2  x2  +  2x  -  8 
sen  x 


.  2x  -  5 

(b)  hm  - 

3.v  -F  7 


X  -+  0  lg  X 


(b)  Hm 


v2  -  I 

v—  ]  X 3  —  1 


3 “4  Dados  as  fungdes/U)  e  g(x)  c  o  ponto  especilicado  a:  (a)  Ve- 
rifique  que  lim,  _h  fl  /C-ti/gU-)  e  uma  forma  indeterminada  do  tipo 
0/0.  (b)  Encontre  as  aprox  imagoes  lineares  locals  T,(.\)  e  7.  (x)  das 
fungbcs  J{x)  cg(x').  Fcspcctivamcnte,  cm  x  -  a.  (c)  Sem  usar  a  regra 
de  L'Hopital.  veriHque  que 


..  fU) 
hm  — - 

x~fJ  g(  x  ) 


lim 


Tj(x) 


y  - «  T,  (x) 


3.  fix)  =  x~  —  I,  g(x)  —  a'  —  x  —  2.  a  =  —  1 

4.  fix)  =  cos  a,  £  (a)  =  cotgA,  a  =  nil 


5-36  Encontre  o  Jimite. 


5*  lim 


I 


6.  lim 


sen  2.v 


wo  sen x 
lg0 


7*  lim 


*^o  6 


8.  li 


x  -*■  o  sen  5x 
tcJ 


mi 


t  — *■  o  I  —  e! 


9. 

-X 

luu  — — 

.v  “■>  .T  *'  X  —  7T 

In  a 

10. 

lim 

A  -4.  0H 

1 1 

A“ 

r 

11, 

um  — 

.l-v+jo  x 

12. 

lim 

A  +» 

13* 

cotg  X 

hm  — ~ 

t4. 

lim 

i  - 

a  — *  o4  In  a 
,100 


X 


15.  lim 

arc  son  2x 

17.  lim  - 

A  ”+  0  A" 

19.  lim  xe~x 

,T  -++■?-- 


A  ->  o+  C 

In  (sen  a  ) 


E6.  lim 


18.  lim 

.v  —  0 


-w0+  In(tg.v) 
x  —  arc  te  x 


A'- 


21.  lim  x  sen  — 

x  -+  x 

23.  lim  see  3x  eos  5a 

A  — >  Jf/ 2 


20.  Hm  (v  —  jt)  tg  A  a 

A  jT-  * 

22.  lim  ig  .v  In  a* 

A  — >  0H 

24.  lim  (a  —  tt)  cotg  a 

A'  -4"  JT 


25.  lim  (I  -3/a)1 

X  — *  n-Vr 

27.  Iim(r*  +  x)l/j 
*“>  0 

29.  lim  (2  -  a)®1^2*1 

T  — >  1 

31.  lim  (cossec  x  —  I  fx) 

x  — >  0  ' 


26.  lim{l+2tr3/x 

.V  —  0 


28.  lim  (1  -p  cif x ) 

x— *■  -f=t 


ft.v 


A- 


33.  lira  (v'a2  +.r  -  a) 

X  — > 

35.  lim  [a  -  In  (a2  +1)1 

\  ^  ^.oc 


30.  lim  [cos(2/.r)j 

.V  — *  -\-y; 


{  I  cos3a 

32.  lim  —  —  — r- 

.i-^o  \  x2  x 2 


34.  lim 


-x— o  \  v  ex  —  1 
36.  lim  [In  x  —  ln(l  +.r)| 


HJ37.  Use  urn  CAS  para  veil  Hear  as  respostas  ohtidas  nos  Bxerctcios 
3 1  a  3b, 


38.  Mostre  que,  para  todo  n  inteiro  posit ivo; 


„  In  x 

(a)  Inn  — -  =  0 

x  —>+3!  x11 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


X 


(b)  lim  ■ — ■  ™  +oc 
a-^+w  in  x 


39.  (a)  Encontre  o  e no  no  segui me  o£lculo: 


x"  —  .v"  +  a  “1  3a  ^  —  2x  +  1 

hm  —  -  =  hm 

A  f  [  X  —  A 


““  v2  a  — >  t  3 .v 2  —  2a 


=  lim  ^  =  I 
a  i  6a'  —  2 

(b)  Encontre  a  resposia  eorreta. 

41 ).  (a }  En  cont rc  o  c mi  no  segu  i  n te  fa  IculO' 

,3 aj  -  ]  2 A-i- 1 2  12) 1  ~ 1  1 2 


lim 


€ 


-  =  Hm  - 

1 6  x  -►  2 


a^2  A’4  “16  .w2  4a_ 

(b)  Encontre  a  resposta  correta. 


—  0 


41-44  Faga  um  a  conjectura  sob  re  o  limitc  tragando  o  g  calico  da 
fun ga(>  envoi vida  com  um  recurso  computational:  verifique  sua 
conjectura  its  undo  a  regra  de  L'Hopital. 


fy4L  lim 


In(lnjf) 


■v  -*  -*-w 
h- 43.  lim  (sen  x)'"  1,1 

.v  —*  O'1' 


[~  42.  lim  a 

,V  —f  o+ 

Q44  lim 


4  te  x 


x->vrft r  1  +  sec  a 
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45-48  Riga  uma  conjecture  sobre  as  equagGes  das  assmttstas  ho¬ 
rizontals.  sc  homer,  atravds  do  grafieo  da  equagao  obi  i  da  por  urn 
recurso  com  put  ad  on  a!;  verilique  sua  resposta  usando  a  regia  de 
L'  Hopiial. 


'v  45.  y  ~  In  x  -  e‘ 

-  47 .y  -  (In  x)IA 
49.  Limitesdolipo 

0/aC.  =c/0, 

+«  -  (— acV 


p-  46.  y  =  jt  -  In  (I  +  2cjA) 

0  %  3C  ■  3G,  4-OC  4-  (-j-oc), 

—  *  +  (— oo),  — oc  —  (-hoc) 


A/WV 


Xflkr 


Figtira  Ex-55 


56.  (a)  Mostreque  lim  (jt/2  —  .v)  tg  x  —  I. 

X  ->  inr/  - 


(h)  Most  re  que 
lim 


I 


.v^tt/2  \  7r/ 2  —  X 


—  l£  x  1  —  0 


nao  sao  formas  in  determ  in  ad  as,  Encontre  por  inspegao  os  se- 
guintes  I i mites: 


(a) 

(c) 


lim  — — 

In  a 

lim  (eos.v)1- A' 
a-hjt nr 


lim 


(b) 

(d) 


lim  — 

x  — >  -f’K  (_>■  ~X 

lim  (Inx)cotgx 


(1)  lim  (x  +  vQ 

x  — *  — * 


5i).  Hil  uin  mi  to  que  circula  emre  os  que  comeg  am  estudar  Calculo 
de  que  todas  as  formas  indetennmadas  dos  tipos  0U.  c*Jl  e  I  v 
sao  iguais  a  L  pois  “qualquer  coisa  elevada  a  zero  e  I"  c  "I 
a  quaJquer  potcncia  e  V\  O  engano  esta  em  quo  0*1.  oJ'  e  I  " 
nao  sao  pot  end  as  de  nd  meres,  mas  descrigoes  de  I  i  mites.  Os 
seguitiEcs  cxcinplos,  que  foram  sugeridos  pelo  Prof.  Jack  Staib, 
da  Urexel  University,  most  ram  qvte  la  is  formas  indeterminadas 
podem  assunrir  qualquer  valor  real  positive. 


(a)  lim  [.,;<1,'“>A>+1.u>j  =  a 

x  — >  0  * 

(b)  lim  [x<lndJ/(14‘!jl*J]  =  a 

A— S-+K 

(c)  lim  | a-  +  I  jCnfO/jf]  _  a 

X  -*  0 


(tipo  0°) 
(tipo  tc°) 
(tipo  P) 


Verilique  esses  result  ados. 


51-54  Verilique  quo  a  regra  de  L'Hopital  nao  ajuda  a encontrar  o 
lim  ite;  se  de  exist  in  encontre- o  por  outre  m&odo. 


51. 


53. 


lim 

x  — +"j^ 


lim 

■V->  +K 


x  -f  sen  2a 


52.  lim 


2a  —  sen  a 


A 


A  (2  +  sen  2a) 
a  +  I 


54. 


tf  — » -H»  3 x  +  sen  x 
x  (2  -f  sen  x ) 


lim 
x  —*  +y. 


X2  +  I 


55.  O  diagrama  esquematieo  apresentado  represent*!  urn  circuilo 
ddtrico,  o  qua  I  consists  cm  uma  forga  eletromotriz  que  pioduz 
uma  voltage m  V.  um  resistor  com  resistericia  R  e  um  indutor 
Com  indutancia  L  A  teoria  dos  circuitos  eletricos  mostra  que  se 
Lima  voliagem  lor  aplicada  no  instants  t  -  0.  entao  a  eorrente  / 
que  percoiTe  o  cireuito  no  Instants  t  6  dada  per 

/  =  2(]  -e-«'r!  ) 


Qua  I  e  o  efeito  sob  re  a  eorrente  em  um  dado  tempo  t  hxo.  se  a 
resisteneia  lender  a  zero  (isto  d,  R  — >0 Q? 


(e)  Segue  de  ( b)  que  a  ap toxi magao 

1 


IgA’  ^ 


,t/2  —  A 


deve  se]’  boa  para  valores  de  x  prbximos  de  tt/2.  Use  uma 
calculadora  para  enconirar  tg  .v  e  i/i>/2-a)  para  a  =  l  .57: 
compare  os  rcsultados. 

057.  (a)  Use  um  CAS  para  mosirarque.  se  k  for  Lima  consulate  po¬ 
sit  iva,  entao 

Hm  x{kUx  -  1)  =  ln/t 

(b)  Conti  s' me  esse  result  ado  usando  a  regra  de  L'Hopital , 
[Sugestao:  Expresse  o  limite  cm  term  os  de  /  -  l/.v.J 

(c)  Sc  ft  for  um  i ntci ro  positive,  enlao  segue  per  (a)  com  x  -  u 
que  a  aproximagSo 

n(Vk—  I)  ==  hit 


deve  ser  boa  para  ft  grande.  Use  esse  rcsultado  e  a  led  a  da  raiz 
quad  rad  a  de  uma  calculadora  para  aproximar  os  valores  de 
In  0,3  e  In  2  com  n  =  1024,  e  entao  compare  os  valores  obtidos 
com  aqueles  do  iogaritmo  gemdos  direiamente  da  calculado¬ 
ra.  [Sugeslao:  Cada  raiz  enesima  na  qual  n  6  uma  potcncia  de 
deis  pode  scr  obtida  come  succssivas  raizes  quadradas.] 

58.  Encomre  tod  os  os  valores  de  k  e  L  tais  que 

„  k  +  cos  lx 
hm  ~ - -  -4 

-V  ^  o  X 2 


ENFOCANDO  COMCEITOS 


R  59.  Scja  /(a)  =  x"  sen (1 /Al¬ 
fa)  Q  s  I  i  m  i  tes  i  i  m  K  ^  {h+  /(a)  e  1  i  m  x  rr  /  (a)  sa  o  for  mas  i  nde- 
terminadas? 

(h)  Use  ii m  reenrso  eomputacional  para  gerar  o  grafico  do 
/  c  use  o  gr  Slice  para  fazer  conjee  turns  sobre  os  li  mi¬ 
les  em  (a). 

(c)  Use  o  Teorema  do  Con  fr  on  to  (2,6,3)  para  con  Hr  mar 
que  suas  confect  mm  em  (b)  estao  con  eias. 

60.  (a)  Lxpliquc  por  que  a  regrade  L’Hopital  nao  sc  aplica  ao 

problem  a 

x2  sen  (1  /a) 

lim - - 

a  -*  o  sen  x 

(b)  Encontre  o  limite. 

x  sen(l/,v)  .  . 

6 1 ,  hrt  co nt  re  3  \  m  - - .  se  ex  i  stir. 

x  o-  sen  x 
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62.  Su  nha  ue  a  ungGe  /eg  e  am  E  erencia  ei  em  a  =  #  e 
ue/d  =  gd  ^0  Sc^a  =  0.  m  tie  ue 


im 

,r— < '  a 


fix) 

g(x) 


fjf) 

(?'(«> 


era  u  ar  a  regra  e  ’  6  ita 
e  on  mina  r  e/.WgA 
fa  c  eg' a 


Sitgesfoo:  Di  \  a  numera  r 
r  x  -  a  e  u  e  a  etini^oe  e 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  4.4 

L  a  im  b  m  c  ini  2.  a  ^  b  na  e  i  te  c  2  3.  +x 

(/  EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPtTULO  0  Recurso  Grafico 


1.  y  =  +W  -  5 

3 

2.  _y  —  v'.t  ”  +  A 

(3  -  2x 

li  1' - - 

“  ’  Vr  +  2/ 

1 

AJ 

5-6  a  Ene  ntre  dyfdx  u  an 

eri  aga  im  feita  b  e 

a  a 

e  uaga  ara  y  c  m  uma  unga  e  x  e  enc  ntre  dyfdx  a 

artir 

e  ae  ua c  nfinne 

ue  t  re  u  ta  3  C  n 

i  ten 

te  e  vc  an  a  eii  a  a  e 

a  e  m  uma  utica  6  ca 

5,  a'  +  xy  -  2x  =  1 

6,  .yv  -  a  -  y 

7-10  Enc  ntre  ^>7</a  u  an 

cri  aga  ini  icita 

1  ( 

7.  — | —  —  I 

8.  x y  -  y '  —  xx- 

y  x 

9.  ec  xy  =  y 

■>  cotgy 

1  +  cos  sec  y 

11-12  Enc  ntre  tfy/dx7  u  an 

erE  aga  im  icita 

II.  3j  ™4y  =7 


12.  2ry-v=3 


13.  e  eri  a^a  im  iciia  ara  enc  nirara  me  inaga  a  reta  tan 
geme  a  cur  a  y  =  a  Lg  jry/2  ,  a  >  0,  v  >  0  a  quadra triz  de  Hip 
pins  n  ill  {^T  |) 

y  2  j  5 

14.  13  m  ua  i  nt  e  a  ret  a  tan  genie  h.  cur  ay  =! 

icu  ar  a  reta  4x  -  3y  +1=0 

15.  Pr  e  ue,  a  i  nt  i  lint  nae 

.v"  +  at  +  v"  =  4,  Lai  ue  /J.  (7  e  a  rieem  3  c  ine 
a  reta  tangente  a e  i  e cm  Pc  Q  a  ara  c  a 

16.  Enc  ntre  a  c  r  ena  a  at  n  rimeir  ua  ranteem 

ue  a  reta  tangente  a  cur  a  a"  -  xy-  +  y’  =  0  e  ara  e  a  a  ei  a 

17.  Eiic  ntre  a  c  i  ena  a  nt  n  rimeir  ua  ranteem 

"l 

ue  a  reta  tangente  a  cur  a  a L  -  xy  +  y  =  0  6  ara  e  a  a  ei  y 

18.  e  eri  a^a  im  rdtn  ara  m  trar  ue  a  c  uaq%.  a  reta  tail 
genie  3  Cur  a  y  =  kx  em  a„.  y0  6 

yoy  =  5_k(x  +  To) 


19-20  Ene  ntre  dyfdx  u  an 
unga  gaiitm  natum 


rimeir  r  rie  a  e  a  aebrica  a 


19,  y  — 


f(x+  1)(.r 
"  \<Jf  +  +U 


+  2f 

+  4)-* 


20,  v  = 


21-38  Ene  ntre  dyfdx 


21,  y  —  In  2x 
23,  y  =  ^TnTTT 

25.  v  =  k>g(ln  x) 


22.  y 
24.  y 

26.  v  = 


(In  a)2 

lll(+Y  +  1) 

i  +  log  A 
1  —  log  A 


27.  v  =  1ii(.yj/2v"TT+)  28.  )■ 


29.  v  =  tf 


tn{j5+l) 


m  y  =  In [  }_e,x  ) 


31. 

33. 

35. 

37. 


y 

v 


=  ixe 


t 


—  arc  tg  2a 

x 

y  - 

y  =  arc  sec  (2a  +  1 ) 


32,  y  a 
34.  y 

36.  y  =  (1  +x) 


1  +  be~* 

9arc  sen.  x 

I/a 


38.  v  —  Varc  cos  a- 


er  en 

i 

39. 

a' 

4x2  ~  i 

40.  v  -  J  - - 

e  gira  a 

yfx2  +  I 

V  A'2  +  I 

i  .  ema 

041. 

a  Faga  uma  c  n  ectura 

bre  a  rma  grafic  e  y 

ir 

■y  f1- 

-  n  a  e  trace  urn  e  b  q  nt  imeniar  ee 

b  nfira  ua  c  n  ectura  t  rag  an  g  ratio  a  e  ua qu  n 

inter  a  0  <  a  <  5  u  an  urn  recur  grafic 

c  Ire  ue  a  inc  inat’oe  a  icta  tangente  a  cur  a  n 

nt  a-  I  e x  =  e tem  inai  t 

ue  a  arte  c  im  ica  bre  a  e  j  Lancia  e  uma  reta 

tangente  li  ri7  nta  a  cur  a  li  \  ue 

e  Enc  ntre  a  c  r  ena  a  a  c  ata  c  t  a  a  reta  tangen 
te  h  ri£  ntai  ae  a  cur  a 
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42.  Lemh^e  que  mi  SeqSo  1.6  foi  vis  to  que  a  imensidade  de  um 
so  in  cm  decibels  (dB)  e  dada  por  />  =  10  log  onde  /  d  a 
intensidadc  do  som  cm  watts  por  metro  quadrado  (W/m")  e  tt)& 
uma  con stan te  quo  e  a  proxi  madam  cute  a  intensidade  do  som  no 
limiar  da  cap  acid  ade  audio  va  do  ser  humane.  Enconire  a  taxa 
tie  variagao  de  fi  em  relagao  a  /  no  porno  cm  que 

(a)  //  /„  =  1 0  (b)  / 1  =  1 00  (c)  ///„  -  1 000 


53.  Mostre  que  a  fu ticao  y  -  c"  sen  £?a  satisfaz 

y*  —  lay*  +  («2  +  b2)y  —  0 


para  todas  as  constitutes  reais  a  e  b. 

54 ,  M  ostre  que  a  fu  ngao  y  =  a  re  tg  x  satis  (az 

/  —  —2  sen  y  cos?y 


43.  U  rn a  part fc u I a  esta  e in  mo v i  me nt o  ao  1  o ngo  da  cu r va  v  —  hi  x. 
Enconire  todos  os  valores  de  x  nos  quais  a  taxa  de  variagao  de 
y  em  relag  So  ao  tempo  e  ires  vezes  a  de  x.  [S  upon  ha  que  dxkh 
n ao  sc  anule,  | 

44.  E nc  on  I.  re  a  eq  u  agao  da  ret  a  t  an  genie  ao  g\i\  fi  c  o  de  y  =  lnC5  ~  x2) 
em  x  =  2, 

45.  Enconire  o  valor  de  h  tal  que  a  reta  y  =  x  6  tangente  ao  grdlico 
de  y  -  Log:,.,  a-.  Conlirme  seu  resultado  fazendo  os  dois  graticos 
no  mesmo  si  sterna  dc  coordenadas. 

46.  Em  cad  a  parte,  cncomre  o  valor  de  k  para  o  qual  os  g  rati  cos 
dc  y  =  fix)  e  y  =  In  x  compartilham  uma  tangente  comum  cm 
seu  ponto  de  in  re  nsec  quo.  Conlirme  sen  resultado  faze  n  do  os 
grddeos  de  y  =  f(x)  e  y  =  In  .v  no  mesmo  sisiema  de  eoorde- 
nadas. 

(a)  fix)  4 -A  (b)  fix)  =  k^x 

47.  S e/e  g  sao  tangoes  i nversas  uma  da  om ra  e  s e/e  di ferenciavel 
em  sen  domfnio.  eniao  g  lumhem  deve  ser  diferenciavel  cm  sen 
domfnio?  De  uni  argumento  ra/oavel  informal  para  corroborar 
sua  resposta, 

48.  Em  cada  parte,  enconire  (/  ’)'(.*)  usando  a  Formula  (!)  da  Se- 
gao 4,3  e  verifique  seu  resultado  difereneiandodireiamenie  /  \ 

(a)  f(x)  =  VU  +  1 )  (b)  fix)  = 

49.  Enconire  um  ponto  no  gi  alico  de  y  —  e"  no  qual  a  reta  langenle 
passa  pela  origein. 

50.  Mostre  que  a  taxa  de  variagao  de  y  =  5000^  6  proporcional 

ay. 

51.  Mostre  que  a  taxa  de  variagao  de  y  =  Tfi'1  6  proporcional  a  y. 

52.  A  constantc  de  equilfhrio  A'  de  uma  reagao  q us  mica  eqmlibrada 
varia  com  a  lemperaturu  a h sol u la  7  de  acordo  com  a  lei 

*  =  ltowpr~3KW^J 

ondc  A0,  q  o  70  sao  constames.  Enconire  a  taxa  de  variagao  de  k 
cm  relagao  a  7'. 


&55  .  Suponha  que  a  populagao  de  ccrvos  cm  uma  ilha  seja  modclada 
pela  equagao 

95 

1  ^  ~  5  -  4i’  -'/4 

onde  Pit)  d  o  ndmero  de  cervos,  /  semanas  depots  da  ohserva- 
gao  inicial  no  instante  i  =  t). 

fa)  Use  u m  lecurso  computacional  para  fazer  o  grtSfico  da  fun- 
gao  Pit), 

(b)  Descreva  o  que  aco niece  a  populagao  no  deconer  do  tem¬ 
po,  Vcrilique  sua  cone  I  u  sao  caleulando  llm^  Pi}). 

(c)  Descreva  que  acontece  com  a  taxa  de  erase  i  men  to  popu- 
lacional  no  decorrer  do  tempo,  Vcrilique  sua  conclusao  la- 
zendo  o  gratico  de  P'{(). 

56.  Em  cada  parte  enconire  o  li  mite  dado  Interpret  undo  a  expressao 
co  mo  urna  derivada  apropriada. 


(a)  lim 
*-►0 


(I  +«'-  1 


(b)  lim 


I  —  In  x 


h  (.v  —  e)  In.v 

57.  Suponha  que  lim  fix)  =  ±oc  e  lim  g(x)  -  ±oc.  Em  cada  urn 
dos  qualro  eases  possfveis,  esiahelega  sc  lim[/(jr)  -  g(.v)]  lima 
forma  indderminada  e  de  Lim  eirgumento  ra/uiavcl  informal  qLie 
sustente  sua  resposta. 

58.  (a)  Sob  quais  condigfies  nm  limilc  da  forma 

lim  \f{x)ig(x)\ 

X  Hk  C'i 

sen!  uma  forma  indelerminada? 

(b)  Sc  lint(_,4/  g(x)  ~  0.  ]imx_  „  [/(A')/g(jr)]  deve  ser  uma  for¬ 
ma  indelerminada?  De  algunscxemplos  que  sustentem  sua 
resposia. 


59-f;£  C al  c  li  I  e  O  t  i  mi  to  dado , 


59.  lim  (trL  —A'2) 

.v— ►  +x 


,vV 


lim 

■v-'O  sear  3. v 


1  i  m 

v  Q 


a *  -  \ 


x 


a  >  0 


c  a  p  i  t  u  ]  o 


cine 


No  outono  de  1972.  o  presi¬ 
dent  e  norte-amerieano  Ri¬ 
chard  Nixon  anunciau  qua  a 
taxa  de  creschnenta  da  infla- 
(\ltf  dos  EUA  esiavti  dee  res - 
cendo.  Foi  a  primeira  vez  que 
uni  presidouie  em  exera'cto 
daqitiie  puis  asou  a  derivada 
lerceim  para  justificar  sua 
reeteigao. 

— Hugo  Rossi 
Mateniddco 


A  DERIVADA  EM 
GRAFICOS  E 
APLICAQOES 


este  capitulo  estudarertlos  varies  a pli canoes  da  derivada.  For  exempto,  utilizaremos  me- 
todos  do  Calculo  para  anatisar  f undoes  e  sous  graficos.  Nesse  pracesso,  mostraremos 
co mo  o  Calculo  e  os  recur sos graficos  computacionais  Juntos,  conseguem  fornecera 
maioria  das  irtformagoes  importantes  sob  re  o  com  portamento  de  fu  nodes.  Uma  outra  a  pli  cagiio 
importance  da  derivada  sera  a  solugao  de  problemas  de  otimizagao.  For  exemplo,  so  a  principal 
consideragao  num  probEema  for  o  tempo,  podemos  querer  en  contra  r  a  maneira  mais  rap  id  a  de 
executar  uma  tarefa,  e  se  a  principal  consideragao  for  o  custo,  podemos  que  re r  encontrar  a  ma¬ 
ne  ira  mais  economica  de  executar  uma  tarefa.  Matematicamente,  os  probfemas  de  otimizagao 
podem  ser  reduzidos  a  obtengao  do  maior  ou  manor  valor  de  uma  fungao  em  alyurn  intervalo  e  a 
determlnagao  de  onde  esses  vale  res  ocorrem.  Usando  a  derivada,  desen  volveremos  asferramen- 
tas  matematscas  necessaries  para  a  solugao  desses  problem  as.  Tam  bom  utilizaremos  a  derivada 
para  estudar  o  movimento  de  uma  particula  ao  Eongd  de  uma  fata  e  mostrarennos  Como  a  derivada 
pode  afudar  na  aproximagao  de  solugoes  de  equagoes. 


Foto:  As  derivadas  podem  ajudar  a  eneontrara  localtzaqao  mais  eficaz f  quanto  ao  custo t  de  uma  ptataforma  sub  mari¬ 
na  de  petrdleo. 

5.1  ANALISE  DE  FUNQOES  I:  CRESCIMENTO,  DECRESCIMENTO  E  CONCAVIDADE 

Embora  os  recursos  grdficos  eomptuackmais  sc  jam  ttfeis  na  determ  imtqao  do  aspect  o  gem!  do 
grdfico,  nut  has  problemas  requerem  tuna  precisdo  motor  do  que  aqttela  que  ties  sao  capazes  de 
produzir.  O  pmpdsito  desta  se^tio  e  desenvoiverferrarnentas  matemdticas  que  possum  ser  usadas 
para  determiner  a  forma  ex  at  a  do  grdfico  e  a  locaiiza0o  precise  de  sens  aspectos-dmve. 


M  FUNQOES  CRESQENTES  E  DECRESCENTES 

Os  termos  crescent  e,  decrescente  e  const  ante  sao  u  sad  os  para  deserever  o  com  portamento  tie 
uma  fungao  em  uni  intervalo,  a  mcdtda  que  percorremos  scu  grafico  da  esquerda  para  a  direi- 
ta.  For  exemplo,  a  fungao  cujo  grafko  esUS  na  Figura  5.  J  .1  pode  ser  descrita  eomo  crescente 
no  inter vaio  (-00, 0],  descrescente  no  intervalo  1 0, 2],  novaniente  crescente  no  intervalo  (2, 4] 
e  cons  tan  te  no  intervalo  [4,  +00). 


Figura  5.1*1 


0 
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Crescents 


v,  .v2 


./  t.v,  J  <  .fix 2)  se.v,  <  x2 


(«) 


A  definigao  seguinte,  iluslrada  na  Figura  5X2t  express#  essas  iddias  intuibvas  com 
precisao. 


5,1,1  DtcnNK  AO  Seja  /  detin  Ida  em  um  intcrvalo  c  sejam  x]  e  x2  pontos  do  intervalo, 

(a)  /  e  cresce/tte  no  intcrvalo  sc  /{at)  <  f(x2)  para  a,  <  av 

(b)  f  c  decrescente  no  intcrvalo  sc  /(a, )  >  f(x2)  para  a,  <  xr 

(c)  /  e  cons  (ante  no  intcrvalo  se  /(a,)  -  f(x2)  para  lodos  os  pom  os  xl  e  x2. 


Decrescente 


*1  x2 
/'( v, >  >/(.v3)  se.v,  <.vj 

(h) 


Constante 

3  3 

;/fe> 

i  1 


X 


l 


Xy 


/( x,J  s=/(a-2)  para  todos  0 


Figura  5J,2 


A  Figura  5. 1  3  sugere  que  unia  fungao  difereneidvel  f  6  crescente  cm  qualquer  intervalo 


onde  cada  reta  tangente  ao  gralico  tenha  indinagao  positiva,  decrescente  cm  qualquer  inter¬ 
valo  onde  cada  reta  tangente  ao  gralico  tenha  indmagao  ncgativa  e  constante  em  qualquer 


intervalo  onde  cada  reta  tangente  ao  grafieo  tenha  inclinagao  zero.  Essa  observagao  intuitiva 
sugere  o  seguinie  leorema  importance,  o  qual  sera  provado  na  Segao  5.1. 


Cada  rota  tangents  tem 
inclinagao  positiva 


Cada  reta  tangents  tem 
indinagao  negativa 


Figure  5.13 


j  k  y 


E 

E 

E 

f 

i 


x 


Cada  reta  tangente  tern 
indinagao  zero 


5.1.2  TtiOKUMA  Seja  f  itma  futigaa  contfnua  em  itm  intervalo  fechado  [a.  b]  e  difereti- 
clave l  no  intervalo  aberto  (a,  b). 

(a)  Sc  f‘(x)  >  0  para  todo  valor  de  x  em  (a,  h),  entao  j  e  ere  scenic  em  b  j. 

(b)  $e  j(xj  <  0  para  todo  valor  de  a  em  (a,  b),  e  tit  do  f  d  dec  re  scenic  em  [at  b\. 

(c)  Se  j  (x)  —  0 para  todo  valor  de  x  cm  (a,  b\  entao  f  e  constante  em  [a,  h]. 


Observe  que  as  condfgoes  sobre  a 
derivada  no  Teorema  5.1. .2  precisam 
ser  verificadas  somente  no  interior  do 
intervalo  [a.  ft],  mss  mo  que  as  eon- 
clusoes  do  teorema  sejam  v^lidas  no 
intervalo  inlei  ro. 


Em  bora  o  teorema  tenha  si  do  en  unci  ado  para  urn  intervalo  [at  b],  de  e  aplicavel  a  qual- 
quer  intervalo  /  no  qual  /  e  contfnua  e  dentro  do  qual  e  diferenciaveL  Por  exeniplo,  se  /  for  con¬ 
tfnua  cm  [a,  +00)  e  fix)  >  0  para  todo  _v  no  intcrvalo  {a,  +->0),  entao  /  6  crescent  e  em  [0,  +00); 
se  for  contfnua  em  +xj)  e  f'(x)  <  0  em  (-00,  +-x;),  entao  /  e  decrescente  em  (-no,  +no) 


►  bxemplo  1  Enc outre  os  inter  valos  nos  quais  f(x)  =  x~  -  4x  +  3  d  crescente  e  os  interva¬ 
les  nos  quais  e  decrescente. 


Sofugao  O  grafico  de  /  na  Figura  5, 1 ,4  sugere  que  /  seja  decrescente  para  x  <  2  e  cresccntc 
para  a  >  2,  Para  confirmar  isso,  vamos  analisar  o  sinal  de  f\  A  derivada  de  /  i 


f{ a)  =  2a-4  =  2(a--2) 
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fix)  -  j if  -  4.x  +  3 


Figura  5.1.4 


m  =  -r* 


Figura  5.1,5 


f(x)  =  3A4  +  4  ^  -  I  2  a-2  +  2 


Fi^ura  5.1*6 


Tbm-se  que 

f(x)  <  0  se  jc  <  2 
//(jc)>0  sc  2<x 

Uma  vez  que  /  e  contfnua  cm  todos  os  pontost  deduz-se  do  Tcorema  5, 3.2  e  da  subsequent 
ohserva^ao  que: 

/  e  decrescente  em  (-oo,  2] 

/  d  ereseente  em  12,  +oc) 

Essas  condusQes  eslao  em  eon  form  idade  com  o  grafieo  de  /  na  Fig  urn  5.1.4.  + 


►  Exemplo  2  Enconlre  OS  interval  os  nos  quais  /(a)  —  x'  €  crescent  e  OS  inter  valos  nos 
quais  e  decrescent. 

Soiugdo  O  grafieo  de  /  na  Figura  5.1.5  sugerc  que  ela  e  crescent  em  todo  eixo  a-.  Para 
con  Hr  mar  is  so,  diferenciamos  /  obtendo  f\x)  =  3a2,  Assim, 

f\x)>  0  sc  x  <  0 
f  \x)  >0  sc  0  <  x 

Uma  vez  que  /  e  contfnua  cm  toda  parte, 

/  6  crescent  em  (—oo,  0] 

/  6  cresceme  em  [0,  +oo) 

Como/e  erescenle  nos  interval  os  concatcnados  (-oo,  0]  e  f0+  +oc),  segue  que/e  cresceme  na 
u  n  i  ao  (-  oo ,  +oo)  de  sses  i  n  t  e  r  va  I  os  ( Exerc  i  c  io  59  ).  < 


►  Exemplo  3 


j  ^  2 

(a)  Use  o  grafieo  de  f(x)  =  3a  +  4 a"'  -  I  2a'  +  2  na  Figura  5. 1 ,6  para  fazer  uma  conjee 
tura  sobre  os  intervalos  nos  quais  /  e  crcseente  ou  decrescente. 

(b)  Use  o  Teorema  5.1,2  para  verificar  se  sua  eonjeelura  esiava  cor  ret  a. 


Solu$ao  (a)  O  grafieo  dc  /  sugere  que  eia  c  decrescente  sc  x  <  —2,  cresceme  sc  -2  <  v<  0, 
decrescente  sc  0  <  x  <  I  e  cresceme  se  x>  ! . 


So  hi  {do  (b )  D  i  fe  re  nc  i  an  d  o  j\  obte  ni  os 

fix)  -  i  2.x  +  1  2a2  -  24v  =  1 2x  (x2  +  .t-2)  =  1 2.x  (x  +  2){x-  ! ) 


A  analise  do  sinal  de  /'  na  Tabcla  5.1.!  pode  scr  obtida  usando  o  me  to  do  dos  pontos-teste, 
disculido  no  Apendice  D  da  internet.  As  conclusoes  da  tabela  confirmam  a  conjectura  da 
parte  (a),  * 


Tabela  5*1*1 


IJS  I  EKV  VLO 

(I2x)(x  +  2)  (a  -  1) 

n  x) 

CONCLLSlO 

A  <  -2 

(-)  (-)  (-) 

— 

/  d  decrescente  cm  (-oo,  -2] 

-2  <  .i  <  0 

(-)  (+)  (-) 

+ 

f  6  crcseente  cm  [-2,  0] 

0  <  a  <  f 

(+)  (+)  (-) 

/  d  decrescente  em  [0,  3  J 

1  <  X 

(+)  (+)  (+) 

+ 

/  6  ereseente  cm  [  1,  +  «) 
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■  CONCAVIDADE 

Enibora  o  sinal  da  derivada  de/ revele  onde  o  grdfico  de/ t  creseente  ou  decrescente,  ele  nao 
revel  a  a  direqao  da  am wtura  do  grafico.  For  exemplo,  o  grafico  esia  crescendo  dc  ambos  os 
lados  do  ponto  tm  Figura  5. 1 .7,  mas  a  esquerda  esta  curvado  para  cima  (“segura  dgua")  c  a 
direita,  para  haixo  ("  derrama  agua”).  Nos  imervalosem  quo  o  grafico  de /liver  uma  eurvatura 
para  cima  diremos  qne/d  concava  para  cima %  c  nos  intervales  cm  quo  o  grafico  Liver  uma 
eurvatura  para  baixo  d demos  que/e  concava  para  haixo. 

A  Figura  5.1.8  sugere  dnas  manciras  de  earactcrizar  a  concavidade  de  uma  fun^ao  dile- 
reneidvei/ein  um  intervalo  aberto: 

*  ft  edneava  para  cima  em  um  inlervalo  aberto  sc  as  retas  tangenies  ao  grafico  de/iem 
inclinaqoes  cresccntcs  no  intervalo,  e  concava  para  baixo  sc  Lem  inclinaqoes  decres- 
cenies, 

*  ft  concava  para  cima  em  um  intervalo  aberto  se  o  grafico  esta  sempre  acinia  de  suas 
retas  tangenies  no  intervalo,  e  concava  para  baixo  se  o  grafico  esia  sempre  abaixo  de 
suas  retas  tangentes. 

Nossa  definigao  formal  dc  ‘'concava  para  cima"  e  “concava  para  baixo"  corresponde a  primei- 
ra  dessas  earaeLerizaqoes. 


5.1.3  defini£Ao  S  e/e  diferenciavcl  em  um  intervalo  aberto  L  entao  dizemos  que  ft 
concava  para  cima  em  /  se  /J  6  cresceme  em  /  e  concava  para  baixo  em  /  se  ff  6  decres- 
centc  em 


Figura  5.E8 


Como  us  inclinaqoes  das  retas  tangentes  ao  grafico  de  uma  funqao  di  fcrencidvel/sao  os 
va lores  da  funpfio  derivada  /  de /,  segue  do  Teorema  5. 1 .2  (aplieado  a  /'  no  lugar  dtf)  que 
f  sera  ere  scenic  em  interval  os  nos  quais  f*  e  positiva  e  decrescente  cm  intervales  nos  quais 
/''  e  negativa.  Assim,  lemos  o  teorema  seguinte. 


5.L4  teorema  Seja  /  duas  vexes  diferenciavcl  em  um  intervalo  aberto  /. 

(a)  Sc  ffi(x)  >  0  para  cada  valor  de  x  em  /,  entao  f  e  concava  para  cima  etn  /. 

(b)  Se  /"(*)  <  0  para  cada  valor  de  x  em  1 ,  cm  do  f  e  concava  para  baixo  em  /. 


Exemplo  4  A  Figura  5-1-4  sugere  que  a  funqao/(.r)  =  x~  -  4a-  4-  3  e  concava  para  cima  no 
intervalo  (-oo,  +oo),  Isso  c  consistentc  com  o  Teorema  5-1.4,  pois  f  (x)  =  2x  -  4  e  ffr(x)  =  2, 
de  tnodo  que 

f J  f  ( x)  >0  no  i  n  ler v a  f  < )  (—<x>,  -Foo ) 

Tambcm,  a  Figura  5. 1 -5  sugere  que/tv)  =x'  6  concava  para  baixo  no  intervalo  (- oc,  0)  e  eon- 
cava  para  cima  no  intervalo  (0,  +oo).  Isso  esia  de  aeordo  com  o  Teorema  5.1 .4,  pois  f\x)  =  3 x~ 
e  fif{x)  =  fix,  portanto, 

f  \x)  <  0  se  x  <  0  e  /'"'(x)  >  0  se  v  >  0  + 


■  PONTOS  DE  INFLEXAO 

Vimos  no  Exemplo  4  e  na  Figura  5.1.5  que  o  grafico  dc  fix)  -  x*  muda  de  cbneavo  para  baixo 
para  coneavo  para  cima  em  x  -  0.  Os  pontos  em  que  uma  curva  muda  de  edneavo  para  cima 
para  coneavo  para  baixo  ou  vice -vers  a  sao  de  intercsse  especial,  portanto,  cxiste  uma  termi- 
nologia  assoc  iada. 
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Ponto  tie  infiexao 


Concavidade 
para  cima 


Concavidade 
para  baixo 


Figura  5.1.9 


5.1.5  dkfim^aq  S e/ 6  contfnua  em  urn  interval®  aberto  coruemio  o  ponto  x0  e  muda 
dc  concavidade  no  ponto  (x^jlxj),  entao  dizemos  que  o  ponto  a(I  do  dommio,  on  o  ponto 
(  v^  /t  ^i))  do  gi  aiico,  c  urn  ponto  de  infiexao  dc/' (Figura  5, 1 .9). 


►  Exemplo 5  A  Figura  5.1. 10  mostra  o  grafico  da  fun^ao  fix)  -  a'  -  3_v:  +  I.  Use  as 
cieiivadas  primeira  e  segunda  de/para  determinar  os  interval  os  nos  quais/e  ere seen  te,  de- 
creseente,  concava  para  eima  e  edneava  para  bai xo.  Localize  todos  os  pontos  de  infiexao  e 
confirme  que  suas  conelusdes  sao  consistentes  com  o  grafko. 


Sofu^do  Ca  I  eul a  nik )  as  d  eri vad  as  p  ri  m e  i  ra  e  seg  u  nd  a  d e  /,  * >bl e  i  n  os 


ff(x )  ==  3a2  —  6x  —  3jt(x  ~  2) 
/"(*)  =  6x  -  6  =  6(x  -  I) 


A  amSlise  dc  sinais  dessas  den  vad  as  €  mostrada  nas  label  as  se«uimcs: 


fix)  -  x 3  -  3x2  +  I 


Figura  5. Lit) 


INTERVAL® 

OxKx-  2)  f(x) 

CONCt.USAO 

X  <  0 

(-){-)  + 

/ ecresccnte  em  (-oo,  Oj 

0<  v<  2 

(+)(-) 

/  6  decrescente  cm  [0.  2 1 

x>  2 

(+)(+)  + 

/  6  crescent c  cm  [2.  +&°) 

1NTEKVALO 

6(x-  1) 

rw 

CONCHISAO 

x  <  ! 

(-) 

f  6  concava  para  baixo  em  (-«,  1 ) 

x  >  \ 

(+) 

+ 

/  6  cOncava  para  cima  em  (1,  +^) 

A  segunda  tabel  a  mostra  que  ha  um  ponto  de  infiexao  em  x=  L  po  is /muda  dc  concava  para 
baixo  para  concava  para  cinia  nesse  ponto,  O  porno  dc  infiexao  c  ( \ f /( \ ))  =  {lf  -1).  Todas 
essas  co nc  1  u s des  sao  con sistc n tes  co m  o  grab co  dc f  < 


Poderfamos  ter  adivinhado*  a  partir  da  Figura  5.1.10,  que  a  l’unqao  /(a‘)  =  x  -  3.r  +  I 
tern  um  ponto  de  infiexao  em  x  -  \  sem  precisar  caleular  as  derivadas.  Contudo,  as  vezes,  as 
mudanqas  dc  concavidade  sao  tao  suds  quc  as  comas  sao  essenciais  para  confirmar  sua  exis¬ 
tence  e  identificar  sua  local izaqao.  Aqui  lemos  um  exemplo. 


►  Exemplo  6  A  Figura  5.1.1 1  sugcre  quc  a  fun^ao/(Aj  —  xe~y  tern  um  ponto  dc  infiexao, 
mas  sua  local IzaQao  exala  nao  e  evidenle  a  partir  dessa  figura.  Use  as  derivadas  primeira  e 
segunda  dc/para  determinar  os  interval  os  nos  quais/d  crescenlc,  decreseente,  concava  para 
cima  c  concava  para  baixo.  Localize  todos  os  pontos  dc  infiexao. 


Sohifdo  Caleulando  as  derivadas  primeira  e  segunda  de/  oblcmos  (con lira) 

f'(x)  =  (l  -  x)e~x 
f"(x)  =  (X  -  2)e~x 


Figura5J.il 
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Lembrando  quc  e  d  po&itiva  para  todo  x>  a  an&lise  de  sinais  dessas  derivadas  o'  facilmente 
determ  inada; 


INTER VALO 

0  -  x){e~ 

*)  f(x)  CONCLOSAO 

- 1 

V  A 

H  H 

(  +  ).(+) 
{-){+) 

+  f  6  crescents  cm  { -<».  1 J 

f  6  dceresceute  em  [1 ,  +  *&) 

IN!  ERVAlrO  (.1 

r-2)(e"*) 

f"(x)  CONCIfl/SAO 

X  <  2 

a>  2 

(-)(+) 

(+)(+> 

/  6  con ca  v  a  pa ra  bai  x  o  em  {— w,  2) 
+  / 1  cOncava  para  cima  em  (2.  +  <x>) 

A  scgunda  label  a  niostra  quc  ha  um  ponto  dc  inflexao  em  x  =  2,  pois/mudu  de  cOncava  para 
baixo  para  cdncava  para  cima  nesse  porno.  Todas  essas  condusSes  sao  consisientes  com  o 
grdficode/.  < 


fix)  -  x  +  2  sen  x 


Figura  5 A A2 


►  Exemplo  7  A  Figura  5AA2  niostra  o  grdfico  da  fungao^O  =  x  +  2  sen  x  no  inlervalo 
10,  2tt  \ ,  Use  as  derivadas  primeira  e  scgunda  do  /para  determ  mar  ond  of  e  ere  seen  to,  de- 
erescente,  eftneava  para  cima  e  edneava  para  baixo.  Localize  lodes  os  pontos  de  iiiHexao  e 
continue  que  suas  condusoes  sao  consisientes  com  o  grafico. 

Solttgao  CalculantSo  as  derivadas  primeira  e  scgunda  de  f\  obtemos 

fix)  —  I  +  2cosaj 

ftf(x)  =  —2  sen,v 

Como  /'  e  um  a  fungao  contmua,  ela  so  pode  mudar  de  sinal  no  inlervalo  (0,  2jt)  em  pontos 
cm  que  f(x)  = 0  (por  que?).  Esses  valorcs  sao  solugocs  da  equagao 

1  ■+■  2  cos  x  -  0  gu>  equivalememente,  cos  x  -  —  ^ 

Ha  duas  solugfies  dessa  eq  tiagao  no  interval o  (0,  2jt),  a  saber,  v  =  2jt/3  e  v  =  4tt/3  (verifique). 
Anal  ogam  erne,  frt  6  uma  lungao  conii’nua,  logo  suas  mudangasde  sinal  no  inlervalo  (0,  2tt) 
so  podem  ocorrer  nos  va lores  de  x  em  que  /"(jt)  =  0.  Esses  va lores  sao  solugoes  da  equagao 

-2  sen  x  —  0 

Ha  uma  Ulrica  solugao  dessa  equagao  no  inlervalo  (0,  2tz\  a  saber,  x  —  jr.  Com  o  auxMio  desses 
“pontos  de  transigao de  sinal”,  obtemos  a  analisc  de  sinais  mostrada  nas  tabelas  seguintes: 


Duas  maneiras  de  determiner  os  si¬ 
nais  nas  tabelas  do  Exemplo  7  s^o  o 
mStodo  dos  pontos  de  teste  e  as  de- 
fin  iedes  de  sent?  e  cosseno  no  efreu  to 
unite  no,  Ver  Ap^ndlce  D  ns  internet  e 
Ap&ndiee  A. 


INTER VALO 

f(x)  =1+2  cos  x  conclusSo 

0  <  x  <  2 tt/3 

2tt/3  <  x  <  4 tt/3 

4tt/3  <  x  <  2tt 

Hr  f  6  cresceme  cm  [0,  2W3] 

f  6  decrescoiite  cm  [2tt/3,  4tt/3  | 
+  f  6  crescents  cm  [4w/3,  2tt| 

INTERVALS 

f"(x)  ~  -2  sen  x  coNciA  SAo 

0  <  A  <  TT 

tt  <  x  <  2^r 

f  6  concava  para  baixo  cm  (0,7r) 

+  /  6  concava  para  ci  ma  em  (it,  2  it) 
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A  segunda  labela  mostra  que  ha  um  porno  de  in  llexao  em  a  =  tt,  pois/muda  de  concava  para 
baixo  para  concava  para  einia  nesse  ponto.  Todas  essas  conclusocs  sao  consistentcs  coni  o 
grafico  de/+  < 


Nos  exemplos  precedemes,  os  pontos  de  inflexao  de/ ocorreram  nos  pontos  cm  quo 
/"(x)  -  0.  Conludo,  isso  nem  sempre  e  o  case.  Aqui  lemos  um  exempt o  especihco. 


►  Exemplo  3  Encontrc  os  pontos  dc  inflexSo,  sc  houver,  de  fix)  =  .v4, 

Sohu^Qo  Calculando  as  derivadas  primeira  c  segunda  dc /  obtemos 

fix)  -  4-r3 
f'(x)  =  1 2*2 

Como  /  "(_v)  6  positive  para  x  <  0  c  para  x  >  0,  a  fungao/e  concava  para  cima  nos  interval  os 
(-Dc,  0)  e  (0,  +oo).  Assiin,  nao  ha  uma  mudanga  de  concavidade  e,  ponanlo,  nenhum  ponto 
de  inflexao  em  a  -  0,  embora  lenhamos  /"( 0)  -  0  (Figura  5.1,3  3).  < 


Veremos  ad i ante  que,  se  uma  fungao/tem  um  ponto  dc  inflexao  em  a  =  xi}  e  se  ftf(xQ) 
existe,  entao  f  rf(x0)  —  (1  Tambem  veremos  na  Scgao  5.3  que  um  ponto  de  inflexao  tambeni 
pode  oc  o  rrer  on  dc  f '  *  (jc)  n  ao  es la  de  I  i  n  i  da. 


De  um  argumento  para  mostrar  que 
a  tunQao/fr}  =  .v':  esbogada  na  Figura 
5.1. 13  e  concava  para  cima  no  inter¬ 
vale  (— X-,  +Oc). 


■  PONTOS  DE  INFLEXAO  EM  APLICAgOES 

Os  pontos  dc  inllexao  de  uma  fung&o/sSo  os  pontos  do  graftco  dc  y  —fix)  nos  quais  as  in- 
clinagoes  das  ret  as  langentes  mil  dam  de  crcscenie  para  decresceme,  ou  vice-versa  (Figura 
5.1.14).  Como  a  inclinagao  da  reta  tangeme  em  um  ponto  do  graftco  de  y  —fix)  pode  ser 
inierpretada  coma  a  taxa  tie  variagao  de  v  em  relagao  a  x  naquele  ponto,  podemos  interpretar 
os  pontos  dc  inflexao  da  seguinte  maneira; 


Os  pontos  de  inflexao  marcarn  os  hi  go  res  da  curva  y  =fix)  cm  que  a  taxa  de  variagao  de  y 
em  re  lag  do  a  x  muda  de  ore  scenic  para  dec  re  scent e,  on  vice-versa. 


Essa  c  uma  ideia  sutib  jd  que  esiamos  lidando  corn  uma  taxa  de  variagao  dc  uma  taxa  de 
variagao,  Pode  ser  que  ajude  a  entenderessa  ideia  observar  que  pontos  de  inflexao  podem  ter 
inLeipreiagdcs  cm  contcxlos  mais  lami  Hares.  Por  exemplo,  considcrc  a  afirmagao:  ktQ  prego 
da  gasolina  subiu  bast  ante  durante  a  primeira  metade  do  a  no,  mas  desde  emao  tern  subklo 
me  nos'7.  Sc  o  prego  da  gasolina  for  es  bog  ado  como  uma  fungao  do  tempo,  cssa  afirmagao  su- 
gere  a  existencia  de  uni  porno  de  inflexao  no  gr  alien  perto  do  meio  do  a  no.  (Por  que?)  Para  ter 
um  exemplo  mais  visual,  considcrc  o  frasco  mosfrado  na  Figura  5,1. 15.  Suponha  que  esteja 
sen  do  eolocuda  agua  nele,  de  tal  mode  que  o  volume  cresga  a  uma  taxa  cons  la  me  em  relagao 
ao  tempo  /.  Examinemos  a  taxa  pda  qual  o  nfvcl  y  dc  agua  sobe  cm  relagao  r,  Inicialmcntc, 
o  nfvel  y  cresce  lcntamente  por  causa  da  base  I  ary  a.  Conludo,  a  medida  que  o  diSmetro  do 
frasco  estreilar,  a  taxa  pda  qual  o  nfvel  de  agua  sobe  ira  au  men  tar  ate  atingir  o  ponto  mais  es- 
treito  do  gargalo.  Desse  ponto  cm  diante,  a  taxa  pela  qua!  o  nfvel  dc  agua  sobe  ira  diminuir  a 
medida  que  o  gargalo  alargar  cada  ve/  mais.  Assim,  o  ponto  mais  estreito  do  gargalo  e  aquele 
em  que  a  taxa  de  variagao  de  y  em  relagao  a  i  passa  de  crescents  para  decresceme. 
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A  V 


Curva  de  cre^ci  rnento  logfstico 

Figura  5.1,16 


f  V 


In  A 
k 


Figura  5.1.17 


■  CURVAS  LOGISTICAS 

Quarnlo  uma  populagao  ere  see  cm  uni  amhiente  no  qtial  o  espago  ou  o  alimento  e  limitado,  o 
grail co  da  populagao  versus  tempo  tern  Lima  forma  ifpica  dc  S,  conform©  a  Figura  5. ].  16.  O 
cemirio  descrilo  por  Lai  curva  6  o  dc  uma  populagao  crescendo  a  principle  vagarosamente  es 
emao,  cada  vez  mais  rap  id  o  a  inedidaque  ere  see  o  miitiero  de  indivfduos  capazcsdc  produzir 
deseendemes.  Pordm,  em  um  certo  momemo  do  tempo  (onde  oeorre  o  ponio  de  inllexao),  os 
fa  tores  ambiemais  comegam  a  mostrar  sou  efeito  e  a  tuxa  de  cresdrriento  e  omega  a  dcclinar 
uniformemenle,  Em  um  peiiodo  prolongado  de  tempo,  a  populagao  lende  a  um  valor  1 3 mile 
que  representa  o  limite  superior  do  tiumero  de  indivfduos  que  o  espago  ou  o  alimento  pode 
s  ls  stent  an  Ascurvas  de  c  re  sc  i  men  to  populacional  desse  tipo  sao  ehamadas  de  curva  s  de  cm* 
cimento  tegfstico. 


►  Exemplo  9  Iremos  mostrar  em  um  capitulo  posterior  que  as  eurvas  do  creseimento  lo- 
gfstico  surgem  de  cquagoes  da  forma 

L 


onde  y  e  a  populagao  no  momento  t  (Y  >  0)  e  A,  k  e  L  sao  con  st  antes  posilivas.  Most  re  que  a 
Figura  5.  F  3  7  descreve  eorretamente  o  grafko  dessa  equagao  quando  A  >  I . 


Soiuqao  Deixamos  ao  leitor  a  tarefa  de  con  fir  mar  que,  em  t  -  0,  o  valor  de  y  c 

L 

y  = - 

1  +  A 

e  quo,  para  /  >  0t  a  populagSo  y  satisfaz 

L 

- <  v  <  L 

I  +  4  ™  ' 


Isso  esta  de  acordo  com  o  grafico  da  Figura  5.1  17.  A  assfntota  horizontal  cm  v 

W'  fmr-  *■ 

llntiada  pelo  limite 


lim  — - — 

i  ■>  +■»  j  -\-  Ae~kt 


L 

1+0 


L  esta  con- 


Fisicamente,  L  representa  o  limite  superior  do  lamanhoda  populagao. 

Para  investigar  os  intcrvalos  de  creseimento  c  de  dec  reset  memo,  a  eoncavidadc  e  os 
pontos  de  inllexao,  vanios  precisar das  derivadas  primeirae  segunda de  y  em  relagao  a  t.  Dei¬ 
xamos  ao  leitor  a  tarefa  de  confirmar  que 


k2 

~y(L  -  y)(L  -  2 v) 


(2) 

(3) 


Uma  vc/.  que  k  >  0,  v  >  Oc  L  —  y  >  0,  Icin-sc  a  partir  de  (2)  qua  dyidt  >  0  para  todo  r.  Assim,  v 
e  cresccrUe,  nao  havendo  pontos  csiaciondrius,  o  que  esta  de  acordo  coin  a  Figura  5. 1.17. 
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Uma  ve/  que  y  >  0  e  L  -  y  >  0*  tem-se  a  partir  de  (3)  que 

,2 

— ^  >  0  sc  L  -  2y  >  0 
dt* 

—4  <0  sc  L  -  2 j  <  0 

dr2 


Assim,  o  grifico  dc  y  tarsus  f  e  concavo  para  cima  sc  _v  <  U2,  concavo  para  baixo  sc  y  >  U2 
c  tcm  um  ponto  dc  infiexao  cm  y  -  U2 ,  tudo  dc  acordo  com  a  Figura  5.1.17, 

Para  eneerrar,  deixamos  a  cargo  do  leitor  resolver  a  equagao 


L  L 

2  ~  I.  +  Ae~kt 

em  t para  mostrar  quo  o  ponto  de  infiexao  ocorrc  em 


T 


In  A 


w  EXERClGfOS  DE  COMPREENSAO  5.1  {Verpagina  279 para  resposlas.) 


L  (a)  Uma  funcao  f  6  crescents  cm  (il  h)  sc  ______  sempre 

qusa<xl<xt<b. 

(b)  Uma  fun^ao/ 6  decrcscentc  cm  (a,  b)  sc _ sem¬ 

pre  que  a  <  _t,  <  x2  <  b. 

(c)  Uma  fun^ao/ e  concava  para  cima  em  (a,  b)  sc  f'  c _ _ 

, _ .  em  {a.  b). 

(d)  Sc  /"( a)  ex  isle  e  /tern  um  porno  de  inflcxao  cm  x  -  a, 

entao  /"(a) _ , 

2.  Sej  a  j\x)  =  0, 1  (X  —  —  9x), 

(a)  As  soiugdes  dc  f'(x)  =  0  sao  x  = _ , 

(b)  A  [\mgSo/ €  crescente  nofs)  imervalo(s)  _ _ . 

(c)  A  fun^ac / 15  concava  para  baixo  no{s)  intervalo(s)  _ _ . 


(d)  . _ .  c  um  porno  dc  in  flex  ao  do  graftco  dc  f. 

3*  Considere  uma  fimgao/tv)  cuja  derivada  c  dada  por  f'(x)  - 
(x  -  4)V"\ 

(a )  A  ft  j  n  $at i  /  €  crescents  n  o(s)  i  n  te  r  val  o(s) _ .♦ 

(b)  A  funyao/ 6  concava  para  cima  no{s)  mtervalo(s) _ 

(e)  A  fungao  f  6  concava  para  baixo  no(s)  imervalo(s) _ 


4.  Considers  a  afirma^ao:  “O  aumento  do  cusio  dc  vida  desace- 
lerou  durante  a  primeira  inetade  do  ano'd  Fazendo  um  gralico 
do  cusio  de  vida  versus  tempo  para  a  primeira  metade  daquele 
ano,  co  mo  is  so  sera  relic  tido  no  grade  o? 


EXERCICIOS  5.1  y  Recurso  Grafrco  [c]  CAS 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1*  Em  cada  parte,  csboce  o  grafico  de  uma  fungao  f  com  as 
propriedades  mdicadas  ediscuia  os  sinais  de  f*  e  de  /". 

(a)  A  ftm^ao  /  d  concava  para  cima  e  crescente  no  interva¬ 
le  (— dg,+do), 

(b)  A  fit  no  ao  /  e  con  cava  pa  r  a  bai  xo  e  c  rescen  tc  no  i  nterva- 

lO  (— tt>,+00). 

(c)  A  luncfio  /  6  concava  para  cima  c  dccrcscente  no  inter¬ 
vale  (-OOj+OO)* 

(d.)  A  fun^ao  /  c  concava  para  baixo  c  dec  rescen  tc  no  inter¬ 
vale  (“00,‘Kso). 

2 .  Em  cada  parte,  csboce  o  grafico  de  uma  fun^ao  /  com  as 
propriedades  indie  ad  as. 

(a)  f  6  crescente  em  {-oo>  +oc),  tem  um  ponto  de  inflexao 
na  oi  i gem  e  6  concava  para  cima  cm  (0,  +oo). 

(b)  /  6  crescente  em  <— oo^+oc-),  tcm  um  ponto  de  inflcxao 
na  oi  igem  c  6  concava  para  baixo  em  (0,  +-x). 


(c)  /  €  decresceme  em  (-oot+oo),  tem  um  ponto  de  inlle- 
xao  na  origem  e  d  concava  paia  cima  cm  (0,  +oo), 

(d)  /  c  decrescente  em  (-oo,+oo)t  tcm  um  ponto  de  infle- 
xao  na  origem  e  6  concava  para  baixo  em  (0.  fx}; 

3.  Use  o  gralico  da  eqita^'ao  y  -  fix)  na  figura  abaixo  para  on- 
contrar  os  sinais  de  dy/dx  e  dy/dx1  nos  pontos  A,  B  e  C. 


y  =/U) 


Figura  Ex-3 


4.  L.'so  o  grafico  da  equa^ao  v  -  fix)  na  Figura  Ex-4  para 
oncontrar  os  sinais  de  dy/dx  e  d'y/dx~  nos  pontos  A.  B  e  C 
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5.  Use  o  grill] co  de  y  =  f'\x)  na  Figure  Ex-5  para  determinar 
as  coordenadas  a  de  todos  os  pontos  dc  in  flex  ao  de  /.  Expli- 
quc  sen  raciocmio. 


6«  Use  o  gralico  de  y  =  f*(x)  na  figura  atari  xo  para  subslituir  a 
interrogate  por<+  -  on  >,  con Ibrme  apTOpriado,  Explique 
sen  raciocfnio. 


(a)  /(G)  ?  /( 1 )  (b)  /{ i )  7  /( 2)  (c)  /'(D)  7  0 

(d)  /'(  1 )  ?  0  (c)  /"(0)  ?  0  (0  rt2)  V  0 


.V 

> 


Figura  Ex-6 


7,  Em  eada  parte,  use  o  grafico  de  y  =  fix)  na  figure  abaixo 

para  cncontrar  a  informal  ao  requisitada. 

(a)  En  con  ire  os  intervales  nos  qua  is  /  d  creseciue. 

(b)  Encontre  os  interval  os  nos  qua  is  /  d  decresceme. 

(c)  Bn  com  re  os  intervales  aberlos  nos  quais  /  6  concava 
para  eima, 

(d)  Enco mre  os  intervales  aberlos  nos  quais  /  e  concava 
para  baixo. 

(e)  E  neon  t  re  todos  os  valores  dc  x  nos  cjtiai  s  /  tern  urn  pon- 
to  de  iuflexac. 


8.  Use  o  gralicodo  Exercfcio  7  para  fazer  uina  tabelu  que  mos- 
tre  os  sinais  de  /'  e  fu  nos  interval  os  (1 .,  2),  (2,  3),  (3,  4), 
(4.  5).  (5,  6)  e  (6,  7). 


9- to  E  dadii  mm  label  a  de  sinais  para  as  derivadas  primdra  c  se- 
gtinda  de  uma  fim^ao  /.  Supondo  que/d  contmua  em  tod  a  parte, 
enconire:  (a)  os  intervales  em  que/ 6  crescente,  (b)  os  intervales 
em  qu e/d  dec  re  seen  te,  (c)  os  interval  os  abertos  em  que/d  con¬ 
cava  para  eima,  (d)  os  intervales  aberlos  em  que  f  6  con  cava  para 
baixo  c  (e)  as  coordenadas  x  dc  todos  os  pontos  dc  inlkxao. 


9. 


INTER VALO 

SINAI,  OEfXx) 

SI  SAL  UE/  'd  ) 

A  <  1 

— 

+ 

t  <  A  <  2 

+ 

+ 

2  <  .v  <  3 

+ 

— 

3  <  A  <  4 

— 

— 

4  <  x 

- 

+ 

INLKRVALO 

St.NAL  I>E/'(V) 

SINAL  Dbf‘\x) 

A  <  I 

+ 

1  <  x  <3 

+ 

— 

3  <  A 

+ 

4 

11-26  Encontrc:  (a)  os  interval  os  nos  quais  /  6  cresccnte,  (b)  os 
intervales  nos  quais  /  c  decrescente,  (c)  os  inter  vaios  aberlos  nos 
quais  /  6  concava  para  eima,  (d)  os  intervales  abertos  nos  quais  / 
6  concava  para  baixo  e  (e)  as  coordenadas  x  de  todos  os  pontos  de 
inflexao. 


11,  fix)  =  x~  -  3jic  +  8 
13.  /{jc)  =  (2a4  I)' 


15. 

17. 

19. 


f(x)  =  3/ 


U2  -  _x  +  1/ 
fix)  =  y.t1  +  A  +  1 


21.  /(a)  =  Cv“j  -1)j 
23.  fix)  = 


25.  _(U)  =  In  x/a3  +  4 
27.  /(a)  =  ore  lg  (a’  -  I ) 


12.  /(a)  =  5  -  4a  -  .v} 
14,  f(x)  =  5+  1 2a  -  a' 
16.  fix)  =  A4  -  5a'  +  9a! 


18.  f(x)  = 

20.  fix) 
22.  fix) 


X 


X 2  +  2 

m  Ui 
■  x  —  X 


m 

■  x  —  x 


24.  f(x)=xe  " 

26.  /(a  Win  a 
28.  f(x)  =  arc  sen  x2* 


29-34  Analisc  as  ftmgdes  f  nos  interval  os  espedfieados  indieando 
ondc:  /  6  c  re  scenic.  /  d  dccrcsccntc,  /  c  concava  para  dm  a.  /  6 
concava  para  baixo,  c  as  coordenadas  x  dc  todos  os  pontos  de  in- 
El  ex  ao.  Veiiftque  $e  sens  resultados  esido  em  con  form  idade  com  o 
grificode/  gerado  poralgum  recur  so  computacional. 


29./(v)  =  sen  x  -  cos  ,v;  [-tf.  tt] 
p7  30./x)  =  see  x  tg  a;  {-t/2.  tt/2) 
Q3IJU)-  1  -  tgCv/2);  (-.t,  tt) 

F  32,/jt)  -  2x  +  cotg  a;  (0,  tt) 

33. f{x)  -  (sen  a  +  cos  aT;  |-.t,  jt\ 
p  34*  f(x)  -  sen2  Zv;  [0,  n\ 
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35.  Em  eada  parte,  esboce  uma  curva  eontmua  y  -fix)  com  as 
propriedades  indicadas. 

(a)  fil)  =  4,  /'( 2)  =  0,  /"(a)  >  0  para  todo  x 

(b)  ft 2)  =  4,  / '(2)  =  0,  f  '(x)  <  0  para  .v  <  2, 

/"(a)  >  0  para  a  >  2 

(c)  ft  2)  -  4,  /"(a)  <  0  para  ^  2  e 

!im^24.  /'(a)  =  ff(x)  -  -ou 

36*  Em  cad  a  pane  esbocc  itma  curva  comfriua  y  -  fix)  com  as 
prop  ri  edad  es  indie  ad  as . 

(a)  ft  2)  =  4,  /'( 2)  =  0,  /"{a)  <  0  para  todo  a 

(b)  jffl  =  4,  /■  ( 2)  =  0,  f'(x )  >  0  para  *  <  2, 

/"(*)<  0  para  a  >  2 

(c)  fil)  =  4,  /"(a)  >  0  para  x  *  2  e 

3  * m K->?  f  V)  ”  “OO ,  li  m  t_,2  /  '(A')  =  4<X 

37.  Suponha  que  g(x)  seja  uma  fun^ao  deftnida  e  diferenri&vg] 
em  cad  a  x  real  e  que  #(a)  tenha  as  propriedades  segui rites; 

(i)  g(0)  =  2  e  g'(0)  = 

(ii)  g(4)  =  3  e  g'{4)  =  3 

(id)  g(x)  6  edneava  para  cima  cm  aj <  4  e  concava  para  baixo 
em  x  >  4, 

(iv)  g  (a)  >  - )  0  pa  ra  todo  x 

(a)  g  tern  qu  autos  zeros? 

(h)  g1  tern  quant  os  zeros? 

(c)  Ex  at  a  me  n  te  u  m  d  os  limi  tes  6  pos  sfvd : 

lim  g'(A)  =  -5,  lilt)  #'(a)  =  0,  Um  g(x)  —  5 

X  — »  +"£■  X  ->  +®  V  -»  -j-'X 

Identifiqiie  qua]  desses  result  ados  €  pos  sfvd  e  faqa  um  es- 
bopo  aproximado  do  gmfico  de  uma  tal  ftingao  g(_v).  Expli- 
que  por  quo  os  dois  otitros  resuhados  sao  imposstveis. 


p43*  Use  um  recurso  grdlico  computational  para  fazer  uma  conjee- 
lura  sobre  os  tamanhos  relatives  de  a  e  sea  a  para  a  >  0  c  prove 
sua  conjcctura.; 

44*  Use  um  recurso  gidlieo  para  lazer  uma  eonjeciura  sobre  os  ta- 
manhos  relativos  de  1  -  x"/2  e  de  cos  x  para  a  >  0  e  prove  sua 
eonjeciura.  [Sages  i do:  Use  o  resultadodo  Exercfcio  43.] 

45*  (a)  Mostrc  que  ]  ti  (a  +  I )  <  a  sc  a  >  0, 

(b)  Mostrc  que  in  (a  +  I )  >  x  -  1a2  so  a  >  0. 

(e)  Continue  as  design  a  l.dades  em  (a)  e  (b)  coin  um  recurso 
srafico. 

"%r 

46*  (a)  Mo st re  que  e  >  I  +  a  se  a  >  0. 

(b)  Mostrc  que  e  >  I  +  x  +  id  sc  a  >  0* 

( c)  C  on  fi  r  m  c  as  tie  si  g  u  a)  d  ad  es  de  (a)  c  (b)  com  a  1  gi  i  m  rec  u  rso 
gia  fi  co  c  o  ill  pu  lae  i  o  [lal . 

47-48  Use  um  recurso  coinputaciotial  para  gerai  os  graficos  de  /'  e 
f/!  no  intcrvalo  indicado:  use  os  graticos  paraeslimar  as  coordcna- 
das  Ados  pontos  de  inflexao  dc  j\  os  interval  os  nos  qua  is  /  c  concava 
para  cima  ou  para  baixo  c  os  interval  os  nos  qua  is  /  c  ercseente  ou 
decrcseeme.  Verifique  suas  cstimattvas  laze  ado  o  grtlfico  de  /. 


F  47.  f(x)  =  V  -  24r  +  1 2v.  -5  <  ^  <  5 

•  48.  A*)  =  —  -SZx<S 

1  +  A* 


47-40  Use  um  CAS  para  encomrar  f”  e  para  aproximnr  as  coor- 
denadas  .r  dos  pontos  de  inflexao  ate  a  sex  I  a  Casa  decimal  Ion  fu¬ 
me  se  sua  resposta  esta  coe rente  coin  o  grdfico  de  /. 


lO.v  -  3 


3.v2  -  5.v  +  8 


®  so.At)  = 


.e  -  H.v  +  7 

y?+T 


51*  Use  a  Defi  tiicao  5.1.1  para  provar  que  fix)  -  xr  6  ercseente  cm 
|0. 


38*  E  rn  cad  a  par  te ,  su  po  n  h  a  q  ue  a  sej  a  u  ma  co  n  stan  te  e  cncon  tre  os 
pontos  de  inllexao.  sc  h Oliver. 

(a)  fix)  =  (a  -  a)'  (b)  fix)  =  (a  -  o)4 

39*  Dado  que  a  e  constante  e  n  c  u m  inteiro  positive,  o  que  pode  ser 
dito  sobre  a  exist  end  a  de  pontos  de  inflexao  da  funguoj^A)  = 
(a  -  ft)rJ7  Justifiquc  sua  resposta. 

40*  Sup  on  ha  q  tie  /  sej  a  um  a  I  u  oyao  ere  scenic  c  m  |o ,  />]  e  que  x\ ,  seja 
um  ponto  dc  [u.  b\.  Use  a  ddiniqao  de  f\xn)  para  provar  que  se 
/for  dilerencidvel  entao  /'(am)  >  0, 

41-48  Se  /  tor  crescemc  cm  um  interval o  |0,  bh  tent -sc  entao,  a 
pattir  da  Defini^ao  5.1.1,  que  /(0)  <  /(a)  para  todo  a  do  intcrvalo 
(0*  /?).  Use  esses  resultados  nesses  exerefeios. 

41,  M  os  tre  que  I  +  x  <  ]  H-  ^  a  se  x>  0  c  eon  fur  me  a  desigua  1  da¬ 

do  com  algum  recurso  grdtico  eomputaeionai.  [Sugewao:  Mos- 
tre  que  fix)  =  3  +  \  a  -  \/l  -Pa  6  creseenie  em  [0.  +oo).] 

^  42*  Most  re  que  a  <  tg  a  se  0  <  a  <  tt/2  e  continue  a  design  aldade 
com  algum  recurso  gralico  coinpinacional.  {Suge&fao:  Mostrc 
quo  a  fungao  /(a)  =  tg  a  -  x  6  crescemc  cm  |0.  tt/ 2).  i 


52*  Use  a  Ddlni^ao  .1 1 ,  l  para  provar  que  /(a)  =  l/.v  6  decrescente 
em  (0,  +oo). 
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53-54  Em  cada  pane,  determine  se  a  alirma^ao  €  verdadeira  ou  fal¬ 
sa,  Se  falsa,  encontre  ftmqOes  para  quais  a  afirmagao  nao  e  vdl ida, 

53,  (a)  Se  /  e  g  fore m  creseentes  em  utn  intervals,  emao  /  +  g 

tambem  o  e. 

(b)  Sc  /  e  g  forem  creseenie s  em  um  intcrvalo,  entao  /  -  g 
tambdm  o  c. 

54,  (a)  S e/e  g  forem  concavas  para  cima  em  um  inietvalo, 

ent^o/+ g  lambem  o  d, 

(b)  S  e/eg  forem  concaves  para  cima  em  um  intcrvalo, 
entao  /  -  g  lambcm  o  e. 

55,  Em  cad  a  parte,  encontre  f undoes  /  e  g  que  sej  am  crescen- 
tes  cm  {“:do.  +oo)  e  para  as  quais  /  -  g  tem  a  propriedade 
indicada, 

(a)  f  -  g  o  decresccntc  cm  {-ou,  +  x*). 

(b)  /  -  g  6  conslantc  em  (-xf  -kx>), 

(c)  j  g  c  crescemc  em  (-co.  +oo). 
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56.  Om  cada  parte,  encontre  fung5es/e  g  que  sejam  posit  ivas  e 
cresccntes  cm  (— ■ x..  +co)  c  para  as  quais  fig  tcm  a  proprie- 
dado  indicada. 

(a)  fig  €  deCTescente  cm  (-00,  +00). 

(b)  fig  d  constante  cm  (—00*  +■00), 

(c)  fig  d  creseent-e  cm  (— oo,  +00). 


57,  (a)  Prove  que  o  polinomio  ctibico  gem  I 

f(x)  —  ax*  4-  bx2  -b  cx  +  d  {a  #  0) 

tcm  exatamcnte  um  porno  dc  inflexaoi 

( b )  Prove  qu e.  se  o  po  \  \  n  dm  i  o  cu  b ico  liver  1  res  coites  com  o  ci  xo 
x,  0  ponto  de  inftexao  ocoire  no  valor  medio  dos  cones, 

(c)  Use  0  rcsulludo  dc  (b)  para  eneorttrar  0  ponto  dc  inllexSo 
do  polinomio  ctibico  f(x)  -  x"  -  3.r2+  2x  e  verifique  sen  re- 
salt  ado.  us  an  do  /"  para  determinar  onde/  d  con  cava  para 
cima  e  para  baixo, 

^-58.  A  panir  do  Excrcicio  57.  o  polintknio  fix)  =  o'  4-  bx"  4-  l  tcm 
um  ponto  de  inflexao.  Use  um  recurso  grafico  computacional 
para  mar  eonchisoes  sobre  o  pa  pel  da  const  ante  b  na  localiza- 
qao  do  ponto  de  inflexao.  Use  /"  para  explicar  0  que  observe u 
grail  camente. 

59,  Use  a  I  )cl  1  n  i  gao  5.1.1  para  p r  e  va  r  que ; 

(a)  Sc  /  for  ere  see  rite  nos  interval  os  (tr,  c]  c  jc,  h),  entao  /  6 
crescent e  em  (a,  /?). 

(b)  Se  /  tor  decrescente  nos  interval  os  (a,  c]  e  [c,  b).  entao  /  e 
decrcscente  em  Ut,  b) 

60,  Use  a  parte  (a)  do  Exercfcio  59  para  mostrar  que  fix)  =  ,v  +  sen  x 
c  ere  scent  c  no  intervale  (-00,  +no). 

61*  Use  a  parte  (b)  do  Excncfcto  59  para  mostrar  que  fix)  =  cos  x  -  x 
6  decrescente  no  interval o  4-00). 

62,  Scjay  -  U(I  -f  aj2).  Encontre  os  valorcs  de.r  para  os  quais  y  cstti 
crescendo  e  deerescendo  mais  rapidamenle. 
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63-fi6  Suponha  que  tfgua  esteja  Hu  in  do  a  Lima  tax  a  constants  para 
deiuro  dos  frascos  most  rad  os.  Faga  um  esbogo  grosseiro  do  grafico 
do  nivel  de  agua  v  versus  tempo  l  As&egure-se  de  qtie  0  esboeo 
mostre  onde  o  grafico  c  concavo  para  baixo  e  para  cima.  e  desta- 
que  as  coordenadas  v  dos  pontos  dc  inflexao. 


67,  Suponha  que  uma  popuiaqao  v  cresga  dc  acordo  com  0  modelo 
legist  ico  dado  pel  a  Formula  (1 ), 

(a)  Qua!  c  a  tax  a  dc  eresd  men  to  de  v  em  1  —  0? 

(b'l  Descrcva  como  a  Laxa  dc  crescimento  de  v  varia  com  o 
tempo. 

(c)  Em  que  moi nento  a  populaqao  cresce  mat  s  rapi  da  mente? 

68,  Suponha  que  0  nuinero  de  cndivtduos  no  institute  t  de  uma  certa 
popufaggo  seja  dado  por 


N{t)  = 


340 


I  +  9  (0,7  7) f 


1  >  0 


onde  t  d  dado  em  an  os.  Use  um  recurso  grSlico  para  eslimar  o 
ano  em  qrte  0  iamanho  da  populaqao  esLi  crescendo  mais  rapi- 
damente. 

f-  69.  Suponha  que  a  ciisseminagao  dc  um  virus  de  gripe  em  um  cant- 
pus  universttiirio  seja  mode  I  ado  pet  a  funqao 

1000 

v(f)  =  - - 

1  + 999c ^ 


onde  y(/)  6  0  niimero  de  esm  dames  in  feet  ados  no  in  si  ante  / 
(dado  em  dias,  c omega n do  em  /  =  0).  Use  um  recurso  grdfico 
para  estimar  0  dia  em  que  0  virus  esta  sendo  disseminado  mais 
rapidamenle. 

70,  Supondo  que  A.  A-  e  L  sejam  constants  posit  ivas.  verifique  que 
o  grafico  dc  y  =  U(\  +-  Ae  Af)  tcm  um  ponto  de  inflexao  cm 
(^IiiA,  \L)- 
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•/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  5.1 

1*  (a)  Jl*i)  <M>  (b)  fix,)  (c)  cresceme  (d)=0  2.  (a)  - 1 . 3  (b)  (-oo,  -1  ]  e  [3,  +<xi)  (c)  (-to.  1)  (d)  (1;  — 1,1) 

3*  (a)  (— 'Cs+oo)  (h)  (4,8)  (e)  4),  (8,  +co)  4.  C)  grAfico  d  cresccnte  c  cQncavo  para  baixo. 


5.2  ANALISE  DE  FUNgOES  II:  EXTREMOS  RELATIVOS;  GRAFICOS  DE 
POLINOMIOS 

Nest  a  segno  desenvotve  remos  metodos  para  encontmr  os  pantos  alios  e  ha  Lx  os  do  graft  Co  de 
umafangao  e  discutiremos  pwcedimentos  para  aiudisar  os  graficos  de  polinomios. 


Morro 


Figura  5.2*1 


■  MAXIMOS  MINIMOS  E  RELATIVOS 

Sc  imaginarmos  o  gralico  de  uma  liingao  como  uma  eordilheira  bidimensional  com  morros 
e  vales,  emao  o  topo  dos  morros  e  o  fundo  dos  vales  serao  c  ha  mad  os  maxima  s  e  minimos 
relatives,  respect  iva  me  nte  (Figura  5.2. 1).  Os  maximos  e  os  minimos  relatives  sao  os  pontos 
mais  altos  e  mais  baixos  em  sua  vizinhanga  proximo.  Observe  que  nern  o  maxi  mo  relative  e 
access  ari  am  e  nte  o  ponto  mais  alio,  nem  o  mfnimo  relative  6  o  ponlo  mais  baixo  -  eles  sao 
tao-someute  pontos  altos  c  baixos  relatives  a  vizinhanga  imediata*  Essas  ideias  estao  rclacio- 
nadas  na  seguinte  defmiqao. 


5.2.1  defini^aq  Dizemos  que  uma  f'ungao  /  lem  urn  maxima  relativo  cm  xl{  sc  houver 
um  intcrvalo  aberto  con  ten  do  x(}  no  qua!  f(xfi  6  o  maior  valor,  isto  ct  f{x0)  >  fix)  para  todo 
v  no  intcrvalo.  Analoganiente,  sc  diz  que  /  1cm  um  minima  relativo  cm  xv  se  hoover  um 
intcrvalo  aberto  comendo  xr,  no  qual  f(x0)  e  o  men  or  valor,  isto  6,  fixfi  ^  fix)  para  todo  x 
no  intcrvalo.  Quando  /  liver  um  maxinio  on  um  mfnimo  relativo  em  x,;r  se  diz  (.pie  f  tern 
um  extrema  relativo  cm  xn. 


►  Exemplo  1  Podemos  ver  na  Figura  5*2.2  que: 

■"}  ^ 

*  fix)  =x  tem  uin  mfnimo  relativo  cm  x  —  0,  mas  nao  maximos  relatives. 

*  fix)  =  x  nao  tern  extremes  relatives* 

*  fix)  =  .v3  -  3.v  +  3  tem  um  maxi  mo  relativo  cm  x--\  e  tun  mfnimo  relative  cm  x=  1 . 

*  f(x)  -  cos  x  tem  maximos  relatives  cm  todos  os  multiples  pares  do  tt  c  minimos  rela¬ 
tives  cm  todos  os  multiples  fmpares  de  jt.  < 


Figura  5.2.2 
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Os  extremes  relatives  das  quairo  fun  goes  do  Exemplo  ]  ocorrem  em  pontos  nos  quuis 
os  gtaiicos  das  fungoes  tern  retas  tangcntes  horizontals.  A  Figum 5,23  ilustra  quo  uni  extreme 
re  lad  vo  lamhem  pode  ocorrer  em  urn  ponlo  onde  a  fungao  naoe  diferenci&veh  Em  geral  deli- 
nimos  um ponto  critico  de  uma  fungao/coino  uni  panto  do  dominio  de/ cm  que  o  grnlico  de/ 
tern  uma  reta  tangcntc  horizontal  ou/naoe  dilereneiavel.  Paradistinguii  entre  os  dois  tipos  de 
pontos  crfticos,  dizcnios  que  a  e  um  ponto  estaciondrio  de  /'  sc  /'(a)  =  C).  O  leorema  a  seguir, 
euja  prova  aparece  no  Apendicc  C,  afinna  que  os  pontos  criticos  de  uma  funguo  constituent  a 
colegao  comp  I  eta  dos  can  cl  id  at  os  a  ex  nemos  relatives  do  interior  do  dominio  da  fungao. 


Fig  lira  5.23  Os  pontos  xr  a,.  a\,  .r,  e  .v., 
silo  criticos  Desses,  t,.  x2  e  a,  siio  estacio- 
narios 


5,2*2  ti  orj  ma  Suponha  quefseja  uma  fiin^ao  definida  em  um  inter valo  aberto  con¬ 
tend o  o  ponto  jc0.  Se  f  tern  um  extreme  relative  em  x  =  a„,  entdo  x =x()  e  um  ponto  critico  de 
f:  assim,  ou  f(xn)  =  0  ouf  new  e  diferencidvel  em  xvr 


►  Exemplo  2  Encontre  todos  os  pontos  criticos  dc  fix)  =  ./  -  3.v  +  I , 


Solu^ao  A  fungao  /  por  ser  um  polinfirnio,  e  difereneiavel  em  toda  parte,  port  an  to,  seus 
pontos  entices  sao  todos  estaeion&rios.  Para  cncontrar  esses  pontos,  devemos  resolver  a  equa- 
gao  fix)  =  0,  Como 

ff(x)  —  3x2  —  3  —  3(a  +  1)(a  —  1) 

concluimos  que  os  pontos  entices  ocoirem  em  a  — — 1  e  a  =  1 .  Isso  e  eonsistente  com  o  grade o 
de/na  Figura  5.2.4.  < 


Qual  e  o  numero  ma>£irno  de  pontos 
craticos  quo  pode  ter  \m  polin&mio  de 
gran  it?  Expllque  porqu^. 


E  xem  p  I  o  3  E  nc  on  ( re  tod  os  os  po  n  to  s  c  ri  l  i  e  os  de  fix)  =  3  a'  ’  -  I  5a"'  \ 


Soluqao 


A 


fungao/ e  contfmia  em  toda  parte  e  sua  derivada  6 


fix)  =  Sx2n  -  10.V"1''  =  -  2)  = 


,-I.A  _  cfl/3, 


5(x  -  2) 


A 


m 


Vemos,  entao,  que  fix)  -  0  se  a  —  2  e  fix)  nao  esta  definida  em  x  —  0.  Assim,  x  —  0  e  x  -  2 
sao  os  pontos  criticos  de/e  x-2  6  um  ponto  estadonario.  Isso  e  eonsistente  com  o  grafico  de 
/mostrado  na  Figura  5.2.5.  ^ 


DOMINIO  DA 
TECNOLOGIA 


Conforms  disoutimos  &s  p&ginas  23  e  24,  a  I  guns  recursos  gr&Ficos  podem  ter  dificuldades  em  produzir 
partes  do  grafico  da  Figura  5.2.5  por  causa  dos  expoentes  fracionarios.  Use  a  observapao  que  precede  o 
Exercicio  29  da  SepSo  1.2  para  ajudar  a  gorar  o  grafico  nessa  figura. 
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■  TESTE  DA  DERIVADA  PRIME  IRA 

O  Teorema  5,2,2  afirma  que  os  extremes  relatives  devem  ocorrer  em  ponies  crfticos,  mas 
ndo  diz  qua  em  cada  porno  calico  deve  ocorrer  um  extreme  relative.  Per  cxemplo,  para  os 
oilo  pontes  crfticos  na  Figurii  5.2.6,  OCOrrem  extremes  relatives  cm  cada  ponto  xVl  da  I  inha 
superior  e  em  nenhum  ponto  xn  da  linha  inferior.  Alem  disso,  nos  pentos  crfticos  da  primeira 
lin ha,  as  derivadas  tem  sinai s  opostos  dos  dors  lados  de  enquanto  nos  pontes  crfticos  da 
segunda  linha  os  sinais  das  derivadas  sao  os  mesnios  de  ambos  os  lados.  Assim,  podemos 
concluir  que: 


Umafimgdof  tem  um  ext  re  mo  relativo  naqueles  pontos  critic  os  em  que  ff  twea  de  sinai. 


Figura  52*5 


Ponto  critico 

Ponto  crftcco 

Ponto  critico 

Ponto  critico 

Ponto  estacion^rio 

Ponto  nSo-estadorr^rio 

Ponto  estacionario 

Ponto  nSo-estacion&rio 

Maximo  relativo 

Maximo  relativo 

r/unimo  relativo 

Mini  mo  relativo 

Ponto  critico 

Ponto  critico 

Ponto  critico 

Ponto  critico 

Ponto  estacioniirio 

Ponto  estacion^rio 

Ponto  nao-estacion^rio 

Ponto  nao-estacionirio 

Ponto  de  inrlexio 

Ponto  de  inflexaoi 

Ponto  de  anfiexao 

Ponto  de  inflexao 

NSo  um  extreme*  relativo 

Ngo  um  extreme  reiaiivo 

N3o  um  extremo  relative 

r*3a  um  extreme  relative 

Figura  5.2.6 


Podemos,  de  i'ato.  levar  isso  um  passe  adianie.  Nos  dois  maximos  relativos  da  Figura 
5.2.6,  a  derivada  6  positiva  a  esquerda  e  negativa  a  direita,  e  nos  dois  rn mimes  relativos,  a 
derivada  e  negativa  a  esquerda  e  positiva  a  direita.  Isso  tudo  esta  resum ido  mats  prectsamente 
no  teorema  sc  a  unite. 


Informs I men|e,  as  partes  {a)  e  (i?)  do 
Teorema  5  2-3  nos  disem  que,  para 
uma  tungao  contfnua,  os  mdxinriQS 
relativos  ocorrem  em  pontos  entices 
onde  a  derivada  iroca  de  +  para  -  e,  os 
mi'nimos  relativos,  em  pontos  crfticos 
onde  a  derivada  troca  de  -  para  4. 


5.23  r  FOR  KM  A  ( Teste  da  Derivada  Prim  eira )  5 1  iponha  f  cot  i  tu  \  ua  em  urt  i  pot  ?  to  err 

tico  xn. 

(a)  Se  fix)  >  0  em  um  inten-alo  abet  to  imediatamente  d  esquerda  de  x0  e  f\x)  <  0  em 
um  intervalo  aberto  imediatamente  a  dire  it  a  de  xnt  entdo  f  tem  um  maxima  relativo 
em  x0. 

(b)  Se  f\x)  <  0  em  um  intervalo  aberto  imediatamente  a  esquerda  de  xi}  e  fix)  >  0  em  um 
intern ah  ahe tlo  imediatamente  a  direita  de  x^  entdo  f  tem  um  minima  relativo  em  xiy 

(c)  Se  f’{x)  tiver  o  mesmo  sinai  tanto  em  um  intervalo  aberto  imediatamente  a  esquerda 
de  aj0  quanto  cm  um  intervale  aberto  imediatamente  d  direita  de  ,r(:r  entdo  f  ndo  tern 
extrema  relativo  em  xir 
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ui  MONS'iRA^AO  Provaremos  (a),  dcixando  ( b)  c  (c)  como  cxercfcios.  Es tamos  supondo  qnc 
}*{x)  >  0  no  intervalo  (a,  a,,)  e  que  /'(a)  <  0  no  intervalo  (x(l,  h ),  e  queremos  mosirar  que 


/(-VO)  >  /(-O 

para  todo  x  no  intervalo  (a,  b).  Contudo,  as  duas  hipoteses,  junto  com  o  Tcorema  5, 1.2  e  a  nota 
marginal,  implicam  quc  /  <5  crescents  no  intervalo  (a,  x()]  c  decreseente  no  inteivalo  [a,,,  fr). 
A  ssl  ]ii ,  fCXy ,)  >  /tv)  pa  ru  cada  a  c  m  {a,  b),  c om  ig  ua  I  dade  val  c  n  do  so  men  te  n  o  po  n  1  o  a,  , .  ■ 


label  a  5,2,1 


I NTERVAI .  (>  5  {.V  -  2 )  fx E  ^ 

fix) 

x<Q 

(-)/(-) 

+ 

0  <  x <  2 

(-)/(+) 

— 

x>2 

(+)/(+) 

+ 

►  Exemplo  4  Most  ram  os  no  Exemplo  3  que  a  llmgao /a)  =  3  a5  -  1 5x"  tern  pomos  uri- 
ticos  ci7i  x  =■  0  e  cm  a  =  2.  A  Figura  5.2,5  sugerc  que/ tern  uni  maxi  mo  relative  cm  x  =  0  c  um 
mini  mo  relative  em  x  -  2,  Conlirme  isso  usando  o  teste  da  derivada  primeira. 

Soli t f do  M  ost  ra  m  os  no  Exe mp to  3  q  ue 


f  M  = 


5(x  -  2) 


x 


1/3 


Uma  analise  de  sinais  dessa  derivada  esia  na  Tabula  5,2,1.  O  sinal  de  /,r  muda  de  +  para 
-  cm  x  =  0,  dc  niodo  que  ocorre  um  maxi  mo  relative  nesse  porno.  O  sinal  muda  dc  -  para  + 
em  a*  =  2,  de  modo  que  ocorre  um  mini  mo  relative  nesse  ponUX  < 


f  <  0 

Concavidade  para  baixo 


Figura  5.2.7 


■  TESTE  DA  DERIVADA  SEGUNDA 


Ha  um  outro  teste  para  extremes  relatives,  o  qual  6  frequeniemente  mais  facil  de  apliear  do 


que  o  da  derivada  primeira.  Baseia-se  na  observagao  geometric  a  dc  que  uina  lungao/tem 
uni  maxi  mo  re  la  live  em  um  ponto  estacionario  se  o  gratieo  dc  /  6  concave  para  baixo  em  um 
intervale  aberto  comendo  aquele  ponto  estacionario,  enquanlo  tern  um  in  ini  mo  relative  se  6 
edneavo  para  cima  (Figura  5.2.7). 


5.2,4  TtiOKtiMA  (Teste  da  Derivada  Segunda)  Suponha  que  j  seja  duas  vezes  dife 
rencidvel  em  um  panto  xui 

(a)  Sc  fX*n)  —  0  £  /"(a-,)  >  0,  entao  /  tern  um  miniino  relative  em  jrd. 

(h)  Sc  /(vj  =  0  e  fN(x  ,j)  <  0,  entao  /  Eein  um  maxi  mo  relative  em  x0. 

(r)  Se  f(xu)  “  0  c  /"(jc0)  -  0,  entao  o  teste  c  inconclusive,  islo  c,  /  pode  ter  um  maxi  mo 
ou  mini  mo  relative  ou  nenhum  dos  do  is  cm  xy 


Provaremos  (a)  e  (c),  dcixando  (, b )  como  exerefeio. 


liFATONSTRAgtAO  (a)  Es  tamos  supondo  que  ff(x0)  =  0  c  que  f(xn)  >  0,  e  queremos  mostrar 
que/lem  um  minitno  relative  em  a,,.  Exprcssando  f"(xj  como  um  limite  e  usando  as  duas 
condi  goes  dad  as,  obtemos 


,  r  f(x)-f(x0)  r  f(x)  n 

f  (*0)  =  lim  — - - =  Imi  - - -  >  0 

X  —  X()  x  -  xo 

Isso  implica  que,  para  x  suficientemente  proximo  mas  diferente  de  xm  temos 

212>0  (i) 

X  —  XQ 

Assim,  existuni  um  intervalo  aberto  que  se  cs tends  a  esquerda  de  a.,  e  um  intervale  aberto  que 
se  cs tends  h  direila  dc  x(t  em  que  { t )  c  val  i  do.  No  intervalo  aberto  que  sc  estende  li  esquerda, 
o  denominador  cm  ( 1 )  6  negative,  porta n to,  f  (x)  <  0;  c  no  intervalo  aberto  quc  sc  estende  a 
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direita*  o  denominador  e  positive*,  portanto,  f  ix)  >  0,  Agora,  segue  da  pane  (b)  do  teste  da 
derivada  prime ira  (Tcorcma  523)  que/tem  uni  minima  relalivo  cmx(r 


D EM ONSTft ,\C AO  (c)  Para  provar  ossa  parte  do  tcorcma.  basta  fomecer  fungous  para  as 
qua  is  /%*„}  =  0e  /"(  xj  =  0  em  algum  ponto  xi}f  mas  com  uma  del  as  ten  do  um  mini  mo  relaii- 
vo  em  uma  outra  tendo  um  maxi  mo  relative  cm  ^cuma  ultima  sem  maxi  mo  tic  in  mmimo 
relalivo  cm  xiV  Dcixamos  a  cargo  do  Icitor  moslrarquc  lies  lais  fungocs  sao  f(x)  —  Tv4  (mmimo 
relative  em  a  -  0  )Kf(x)  -  -  v1  (maxi  mo  relative  cm  x  -  0)  cf(x)  -  x*  (nem  maxi  mo  relativo  nem 
minimo  relalivo  cm  x  —  0).  ■ 


►  Exemplo  5  Encomre  os  extremos  relatives  de  fix)  =  3a5  -  5a\ 

Solugdo  Tern  os 

f  \x)  —  15  a4  -  15a2  =  15a2(a2  -  l)  =  15a2  (a  1)(jc  —  1) 

/"(a)  =  60a  -  -  30a  -  30a (2a2  -  I) 

Reso  Kendo  /'(a)  =  01  obtemos  os  pent  os  estaciondrios  x  =  0t  x = -I  e  x  =  3 ,  Como  mostramos 
na  label  a  a  seguir,  podemos  cencluir  peio  teste  da  derivada  segunda  que/tem  um  maxi  mo 
relalivo  em  x  =  - 1  e  um  mmimo  relalivo  cm  x=  L 


PONTO  ESTAGON ARID 

30.v(lt2  -  1 ) 

/"  w 

TESTE  DA  DERIVADA  SEGUNDA 

X  =  -1 

-30 

“ 

/lem  um  in  ax  i  mo  relativo 

x  —  0 

0 

0 

Inconclusive 

x  =  1 

30 

+ 

f  tem  um  mmimo  relalivo 

v  =  3;r'  -  5.x* 


Figuru  5>2+8 


()  teste  6  inconclusive  cm  a  =  0,  port  unto,  tentemos  o  tesle  da  derivada  primeira  ncssc  ponto. 
Uma  anali.se  de  sinais  dc  /'  6  dada  na  tabcla  seguinte: 


INTERVALO  1  5a2(a  +  I  )U  -  1 )  /'(a) 


-I  <A<0 
0  <  x  <  I 


(+}<+)(-) 

(+)<+)(-) 


Como  nao  ha  mudanga  de  sina!  de  ff  em  a-0,  nao  ocorre  nem  um  maxinio  relative  nem  um 
mmimo  relativo  nesse  porno.  Tudo  isso  e  consistente  com  o  grafico  de / mostrado  na  Figura 
5.2.8.  < 


M  IMPLICAQOES  GEOMETRICAS  DA  MULTIPLICIDADE 


Nos  so  objetivo  final  ncsta  segao  e  del  inear  um  procedi  mento  gcral  que  possa  ser  usado  para 
anal  is ar  e  traqar  o  grafico  dc  polindmios.  Para  isso,  sera  util  entender  eomo  a  gralico  dc  um 
polinOmio  se  comporta  na  vi/inhanga  de  suas  raizes.  For  exemplo,  seria  bom  saber  qual  pro- 
priedade  do  polinomio  no  Exemplo  5  produziu  o  ponto  de  in  flex  So  com  langencia  horizontal 
na  raiz  x  =  0. 


Lembre  que  uma  raiz  x  =  r  de  um  polinomio p(A)  tern  multiplicidade  m  se  (a  ~  r)"'  div i- 
dir  p(x)  mas  (a  -  r),,,T  1  nao  dividir.  Lima  raizde  multiplicidade  1  e  denominada  raiz  simples.  A 
Figure  5.2.9  e  o  proximo  teorema  mostram  que  o  comportamento  de  um  polinomio  na  vizi- 
nhanga  de  uma  raiz  real  e  detenninado  pela  multiplicidade  dessa  raiz  (a  prova  sera  omitida). 
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5.2,5  implicates  ceometkicas  da  multipuciimde  Suponfio  que  p(x)  seja  urn  po¬ 
ll  now  in  com  tana  raiz  de  nndtiplicidade  m  em  x  —  r 

(a)  Se  m  e  pat;  emdo  o  grdfico  de  v  =  p(x)  e  tangent?  ao  eixo  x  em  x  =  r  mm  ndo  cruza  a 
eixo  x  nesse  panto  nem  tern  urn  panto  de  inflexdo  nesse  ponto* 

(b)  Se  m  e  impar  e  motor  do  qne  \ ,  enldo  o  grdfico  e  tangeme  ao  eixo  x  em  x  =  k  cruza  o 
eixo  x  nesse  panto  e  tern  uni  panto  de  inflexdo  nesse  panto. 

(c)  Se  m  =  )  (de  modo  que  a  raiz  e  simples),  emdo  o  grdfico  ndo  e  tang  erne  ao  eixo  a  em 
x  =  rf  cruza  o  eixo  x  nesse  porno  c  pode  on  ndo  ter  urn  panto  de  in  flexdo  nesse  panto . 


Figura  5.2/> 


►  Exemplo  6  Faga  Lima  conjectura  sobre  o  com  portamento  do  grdfico  de 


Figura  5,2Jf) 


L,  ■> 


y  —  .v  (3a  —  4)(jt  -|-  2)' 
na  vizinhauga  de  scus  codes  com  o  eixo  x  c  vcrifiquc  sua  conjcctura  gcrando  o  gralico. 


Soluqdo  Os  cones  com  o  eixo  x  oconem  em  x  -0,x-  e  x  -  -2.  A  raiz  a  -  0  tern  multipli- 
cidadc  3,  quc  e  fmpar;  assim,  naquele  ponto,  o  grafico  dove  ser  tangeme  ao  eixo  a\  cruzado  e 
ter  urn  ponto  de  inflexao.  A  raiz  x  =  ~2  tem  multiplieidade  2,  que  e  par;  assim,  o  grdfico  deve 
ser  tangente  ao  eixo xt  inas  nao  deve  cruza-lo,  A  raiz  x  =  ^  e  simples,  logo  a  eurva  deve  cru/ar 
0  ei xo  x  sem  ser  tangente.  Tudo  isso  csta  de  acordo  com  o  grdfico  da  Figura  5.2. 1 0.  *4 


■  ANALISE  DE  POLINOMIOS 

Historieamente,  a  expnessSo  “esbogar  Lima  eurva”  significava  usar  o  Calculo  para  ajudar  a 
desen  hurt)  grafico  de  uma  fungao  a  mao:  o  objetivoera  o  grafico  em  si.  Como  agora  os  gra¬ 
fico  s  podem  ser  produzidos  com  grande  precisao  por  meio  de  calculadoras  e  computadores, 
mudou  o  propose  o  de  esbogar  uma  eurva.  Atualmente,  jdcotriegamos  mukas  vezes  com  urn 
grafico  produziclo  por  algum  recurso  grafico,  e  so  entao  passanios  a  ^esbogar  a  eurva"  para 
identilicar  as  caraclensticas  importames  do  grafico  que  o  recurso  possa  ter  omkido.  Assim, 
o  objetivo  de  esbogar  eurvas  nao  c  mais  o  grafico  em  siT  mas  a  informacao  que  ele  revel  a 
sobre  a  fungao. 

Den  Ire  as  fungdes  mais  simples  a  serem  esbogadas  e  anal  is  ad  as  cstao  os  polinomios. 
Suas  earaelensticas  s  ignific  at  Lvas  sao  a  simetriat  os  cortex  com  os  eixos,  os  exlremos  relatives, 
os  pontes  de  inflexfio  c  o  comp  or  lame  mo  final,  ou  seja,  quando  x  — >  -Too  e  quando  x  — >  —  oc. 
A  Figura  5.2. 1 1  mostra  os  graficos  de  quatro  polinomios  em  x  lipicos.  Os  grMcos  na  Figura 
5.2. 1 1  tem  propriedadcs  que  sue  comu ns  a  todos  os  polindmios: 


*  O  doimnio  natural  de  urn  polinomio  c  (— oo,  -hoc). 
■  Os  polinomios  sao  continues  em  toda  parte. 
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Para  cada  urn  dos  graficos  na  Figu- 
ra  5.2.11.  conte  o  nimiero  de  cortes 
corn  o  eixo  .r.  os  exiremos  refalivos  e 
os  pontos  de  inllexao  e  confirms  se 
sua  conta  e  consistente  com  o  grau 
do  polinomio. 


Grau  2 


Figure  5,2 A 1 


f-2.  2]  x  [-3,  3] 


V  =  3v4  -  Ck3  -f-  2.x 


Figure  5,2,12 


Uma  revised  de  fatora^o  de  poling 
mios  £  dada  no  Ap&ndico  B. 


Os  poiindmios  sao  direreneidveis  em  lodu  parte,  de  mode  que  $eu$  grulleos  nao  tern 
bicos  ou  relas  tange  rites  verticals, 

O  gralieo  de  um  pel  in  6m  io  nao-eo  nst  ante  sempre  ere see  ou  decresec  sem  cot  a  qu  un¬ 
do  x  — >  +oo  e  quando  x  —>  -oo.  Isso  ocorre  porque  o  I i mile  de  am  polinOmio  nao- 
consiante  quando  x  — >  +oo  ou  quando  x  — >  — oo  6  sempre  +oo,  dependendo  do  sinal 
do  lenno  de  maiorgrau  e  se  o  polinomiod  de  grau  par  ou  fmpar  [  ver  Formulas  (17)  e 
(  I  fi)  da  Seqao  2.3  e  a  diseussao  a  esse  respeito]. 

O  grdfico  de  um  polinonilo  de  grau  n  (>  2)  tern  no  maxi  mo  n  cortes  coin  o  eixo  a\  no  ma¬ 
xi  mo  n  -  I  extremes  relatives  e  no  maxi  mo  n  —  2  pontos  de  inllexao.  Isso  ocorre  porque 
os  cones  com  o  eixo  a,  os  extremes  relatives  c  os  pontos  tie  intlexao  de  um  polinOmio 
p{x)  estao  entre  as  solugoes  reais  das  equagoes  p(x)  —  0,  //(a)  —  0  e  //'(a)  -  0,  e  os  poli- 
nomios  dessas  equagoes  tern  grau  tu  n  ~ 1  cn-  2 ,  respectivamente.  Assim,  par  exempio, 
o  grfifico  de  um  polindmio  quadratico  tem  no  maxima  dais  cones  com  o  eixo  x,  um 
extreme  relative  e  nenhum  porno  de  intlexao;  e  o  gralieo  de  um  polindmio  eubico  tem 
no  maxima  ties  ceilcs com  oeixo a,  doisextremos  rclativos e  um  pentode  mtlexao. 


►  Exemplo  7  A  Figura  5.2 A 2  mostra  o  gralieo  de 

v  —  3a4  —  6a:'  1-  2a 

produzido  per  uma  ealeuladora  grade  a,  Continue  que  o  grafleo  nao  esui  omitindo  caracterfs- 
tacas  significatlvas. 

Solti  $ao  Pod  c  m  os  te  i’  c  c  rte  za  de  q  u  e  o  graf  i  c  o  m  ost  ra  t  od  as  as  c  araeterf  si  ic  as  sign!  fie  at  i  - 
vas  do  polindmio  porque  o  polindmio  tem  grau  4  e  podeinos  identiliear  quatro  raizes,  ires 
extremes  relatives  e  dois  pantos  de  inllexao.  Alem  disso,  o  gralieo  sugere  o  campartamento 
eorreto  quando  x  — >  too  e  quando  a  —>  -oo* *  pots 

Um  (3a4  -  6a3  Hh  2a)  =  lim  3a4  = 

-+■  +9C  x  -►  +«■ 

lim  (30  -  60  +  2x)  =  lim  3.0  =  +s  -4 

.V  — ^  — X  X— *  “» 


►  Exemplo  8  Esboce  o  gralieo  da  equagao 

y  =  A'3  -  3.t  +  2 

e  identiflque  a  local  izagao  das  cartes  com  os  eixos  caardenados,  as  extremos  relatives  e  as 
pontos  de  inflexao, 

Solu  $qo  A  seg u  i  n  te  a  na  3  i  se  for n  ee  e  ra  a  3  n  for m  agao  nece  s  s  an  a  para  esbogar  o  g  raiic  o, 

*  Cortes  com  o  eixo  x:  Fatorando  o  polindmio,  obtemos 

A3  -  3a-  +  2  =  (,Y  +  2){x  -  l)2 

quo  nos  diz  que  os  Ciirtes  com  o  eixo  v  ocorrom  cm  a  =  -2  e  a  =  I . 
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•  Cones  com  o  eixo  y;  Tomando  x  -  0,  oblenios  y  =  2. 

*  Comportamento final:  Temos 

iim  {jt3  —  3a  +  2)  =  I  ini  x3  =  +x 

X  — V  -f  >:  jc  — >  +» 

Iim  (x3  —  3x  +  2)  —  Iim  x3  —  — ^ 

.r  — *  — 'j!  j-  -4  —a: 

de  modo  quo  o  grafico  ere  see  sem  cota  quando  x  —$■  +oo  e  decresce  sem  cota  quando 

x  —>  —  oo. 

~  =  3.v1 2  -  3  =  3{x  -  l)(x+  I) 

u.X 


*  Crest  e,  /Genesee,  e-xrrtfmos  retofAw,  ptwfoa?  <7c  /ft/fettfcv  Na  Figura  5.2.13  temos  uma 
analisc  de  sinais  das  derivadas  primeira  e  segunda  e  lima  indicaqao  do  seu  significado 
geometneo,  Temos  pom  os  estacionarios  em  a  =  -I  e  .v  -  1 .  Como  o  sinal  de  dyidx  muda 
de  +  para  -  em  a  =  -  I ,  ocorre  um  maxi  mo  relative  cm  x ■= ™1 ,  e  como  muda  de  -  para  +■ 
Cm  x  =  1  j  ocorre  um  mini  mo  relative  em  x  —  I .  O  sinal  de  d  "yfctx  troca  de  —  para  +  cm 
x  -  0,  porlanto  x  =  0  e  um  pen  to  de  in  flex  an, 

•  Esho go  Jin  at:  A  Fig  u  rp  5*2- 1 4  most  ra  o  es  bogo  f  i  na  I ,  ide  n  t  i  t \ ca  ndo  as  c  n o i  tie  n  adas  d  os 
cones  com  os  eixos,  os  extremes  relatives  e  os  ponies  dc  inflexao,  M 


— —  1 -  1  - — ■ ► 

+  +  +  +  +0™ - 0-I-  +  +  +  +  dy/dx  =  3(x-  l)(jr  +  1) 

Crescente  Decnescente  Crescents  y 


G  T 

— 

-  -  — - . .  -  _  -  o  +  +  +  4-  +  +  +  +  +  +  4  +  d-y/dx  =  6  a 

Con cava  para  baixo  Ctfncavo  para  cima  y 


Esbogo  smn  pi  i,  tic  ado  de 
V  =  .v3  -  3a  +  2 


I'lgura  5JU3 


(/  EXERCSCIOS  DE  COMPREENSAO  5.2  ( Ver pagina 289 para  respostas.) 


1.  Uma  fungao/tem  um  maxiino  relativo  cm  Ar>  sc  cxLsttr  um  in¬ 
ter  vain  aberto  con  tend  o  xi}  em  que  fix)  e  _  /T.v,:,  1  para 

cada  Aito  intervale. 

2.  Sep  on  ha  quo  /  estop  del  ini  da  cm  loda  parte  c  quo  a  -  2t  3,  5 
c  7  sc  jam  pontos  on  decs  de/  Sc  f(x)6  positive  nos  in  ter  va¬ 
les  (— oo}  2)  e  (5*  7)  e  6  negative  nos  imervalos  (2,  3),  (3, 5)  e 
(7,  +00/  entao/ tem  mdximos  relatives  em  x  =  _________ 

e  mfnimos  relatives  em  a  =  . 


3.  S  upon  ha  que  /  esteja  dclinida  em  toda  parte  c  que  x  =  -2  c 

,v  =  1  sejaiu  pontos  crib  cos  de/  Se  /"(a)  =  2v  +  1 .  entao / tern 
um  _____  relative  em  a  =■  -2  e  um _ em  a  =  L 

4.  Sej  a /(a)  =  (a"  -  4 )",  Entiio  f  '(a)  =  4a(a"  -  4 )  e  f ir  (a)  =  4(3a'  -4). 
tdentifique  a  loealixagfio  Updos  maximos  rdativos,  (b)dos  miEii- 
inos  re  I  ad  vos  c  (c)  dos  pontos  de  inllcxao  do  grdtico  de/ 
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EXERCICIOS  5.2  !;•■  Recurs o  Graf ico  jF|  CAS 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1*  Em  cada  parte,  esboce  o  grdlico  de  uma  fungao  contmua 

com  as  propriedades  iudieadas,  onde  /  =  +oo). 

(a)  /  6  coneava  para  cima  no  intervale  /  e  tem  exaiarnente 
um  extreme  relative. 

(h)  /  6  co  tic  a  va  para  cima  no  interval  o  /  e  nao  tern  ex  ne¬ 
mos  relatives. 

(c)  A  fungao  /  lem  exala  mente  dois  ext  re  m  os  relatives  no 
i  liter valo  !  e  /(.v)  — >  -f  x.  quando  a  — >  +00. 

(d)  A  fung ho  /  tem  exatamente  dois  extremes  relatives  no 
inter  valo  I  e  fix)  — >  -  oo  quando*  -x  +oo. 

2.  Em  cada  parte,  esboce  o  grafico  de  uma  fungao  contfnua 

com  as  propriedades  indicadas,  onde  /  =  (— oo,+oo), 

(a)  /  tern  exatamente  um  ext  re  mo  relative  em  /  e  /(*)  -*  0 
para  *  — >  +oo  e  *  — >  —to. 

(b)  /  tern  exatamente  dois  extremos  relatives  em  /  e  /(*)  — »0 
para  *  — >+ooe  x  -*-qg. 

(c)  f  tern  exatamente  um  ponto  de  in  El  ex  ao  e  um  ext  re  mo 
relativo  em  /. 

(d)  /  Lem  infinites  extremos  relatives e  fix)  — >0  para *  —*  +ou 
e*  — 


3.  (a)  Use  os  testes  da  derivada  primeira  e  da  derivada  segunda 
para  mostrar  que  /(*)  =  3x~  -  6*  +  l  tern  um  mini  mo  re  I  at  i- 
vo  em  x  -  I . 

(b)  Use  os  testes  da  derivada  primeira  e  da  derivada  segunda 
para  mostrar  quo  f(x)  =x*  -  3.v  +  3  tem  um  m  mi  mo  relativo 
em  * 1  e  um  maxi  mo  relative  em  x-  -l . 

4*  (a)  Use  os  testes  da  derivada  primeira  e  da  derivada  segunda  para 
mostrar  que  /(*)  -  sen?*  tem  lieu  mfnimo  relativo  cm  x  -  0. 

(h)  Use  os  testes  da  derivada  primeira  e  da  derivada  segunda  para 
mostrar  que  g{x)  =  [g\\  tern  um  mmi  mo  relativo  em  x  =  0. 

(c)  De  um  argumenlo  verbal  informal  para  ex  pi  i  cat  por  que  as 
fungdes  de  (a)  e  (b)  iSm  minimos  relatives  em  x  —  0. 

5,  (a)  Most  re  que  as  furtgoes  / (x)  -  (x  -  1  'f  c  #(*)  -  a  -  3x~  +  3,v  -  2 

tern  pontes  estaciomiiios  em*  =  I . 

( b)  O  quo  o  teste  da  derivada  segunda  diz  sobre  a  nalureza  des¬ 
ses  pontos? 

(c)  O  que  o  teste  da  derivada  primeira  diz  sobre  a  nature/ a 
desses  pontos? 

6.  (a)  Most  re  que  /{*)  =  1  -  e  g(x)  -  3*J  -  8a  tfim  pontos  esta- 

cionaiios  em  *  =■  0. 

(b)  O  que  diz  o  teste  da  derivada  segunda  sobre  a  nalureza  des¬ 
ses  pontos? 

(c)  O  que  diz  o  teste  da  derivada  primeira  sobre  a  nalureza 
desses  pontos? 


7-14  Localize  todos  os  pontos  eriticos  e  idem  ill  que  quals  deles 
sao  pontos  estacionarios. 


7.  f(x)  =  4*  -  16*“+ 17 

* 

11.  fix)  =  -  25 

13*  /(*)  =  | sen*] 


S.  /(*)  =  3*  +  IZv 


10.  f(x)  - 


x*  +  S 


12,  /(*)=  *-(*“  1  f* 

14,  /(*)~sen|*| 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


15-18  Use  o  gralico  de  f‘  mostrado  em  cada  ligura  para  cstimar 
todos  os  val ores  tie  *  nos  quuis /tern  (a)  minimos  relatives,  (b)  maxi- 
nios  relaiivos  e  (c)  pontos  de  in  11  ex  So. 


15. 


x 

-► 


j  -.ru) 


17. 


.V 


1 9-2  6  U  se  a  deri  vada  dad  a  p  am  enco n trar  todos  os  pon  tos  c  rill c os 
de / e.  em  cada  um  deles,  determine  sc  ocorre  um  maxi  mo  relativo, 
um  mini  mo  relatives  ou  nenhum  desses,  S  upon  ha,  em  cada  caso. 
que/  seja  continua  em  tod  a  parte. 


19.  ff(x)  =jf(xs  “5} 
2  -  3* 


2h  ff(x)  = 


xf  x  -h  2 


23.  /'(*)-  xe 


x~ 


25.  /'{*}  =  In 


1  +.v2 


20.  f'(x)  =  4.v'  -  9x 


L  4 


24.  .f(*)  =  *V-3) 


26,  f  /*)  =  e"1  “  5e  +  6 


27-30  Encontre  os  extremes  relatives  usando  os  testes  da  derivada 

primeira  e  da  derivada  segunda. 

27.  fix)  =  I  +  &v  ■  ?.r 

2S.  fix)  -  x4  -  1  lx' 

29.  /(*)  =  sen  2*.  0  <  a'  <  ;t 

"M. 

Pi 

1 

V 

il 

» 

31-44  U  se  qualq  u  er  i net od  o  para  enco mra  r  os  ex  t  re m  os  re  1  at  i  vos 

da  fungao  / 

31,  /(A)  =  AJ-4.t!  +  4.v2  32.  /W-.v(.v-4)} 
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33*  Jix)^x(x  +  ir 
35.  fx)  =2x  +  3a™ 


37.  fx)  = 


a  +  3 
A  —  2 


39,  fx)  =  ln((2  +  a") 


41.  fx)  =  e21  -  / 
43*  fix)  -  1 3_v  -  x"| 


34..  fix)  =  x\x  +  I)' 


36,  l/(,v)  =  2x  3  a 


],'3 


38,  fix)  = 


.v 


2 


a4-H6 


40,  fix)  =  ]n|2  +  r | 
42.  _/Ta)  =  (ac1)2 
44.  fx)  =  j  I  +  ^J| 


45-54  De  uni  gialico  do  polincimio  e  idenftfique  as  coordunadus 
dos  cortes  com  os  eixos,  dos  pontos  estactonarios  e  dos  ponies  do 
inflexao.  Con  lira  as  Tespostas  com  um  rcciuso  graftco. 


45*/?  (a)  =  .r  -  3,v  -  4  -■  46,/>(.v)  -  I  +  Sx  -  x2 

-•••  47,/j  (a)  =  1.F  -  3x2  -  36.v  +  5 
■  -■  48 .  p  (jc)  -  2  -  x  +  2_v“  —  x 
Fd  49,/i(a)  =  (a1  +  I  )2(2a  -  .v2) 

■-■  ■■■  59*/)  (a)  =/  -  6jc“  4-  5 

jH51, p{x)  - xl  -  2a'x  +  2a  -  I  52,/>(a)  -  4a '  -  9a1 


:---53./i(A)  =  a<a3  -  l)2 


i  54* p(x)  =  a(a‘  —  3 Y 


55,  Em  cad  a  parte:  (t)  Faca  uma  conjectura  sobre  o  comportamento 
do  graft co  nas  vi/inhan^as  dos  cortes  com  o  eixo  a,  (ii)  Fa^a  um 
esbogo  do  grdfieo  baseado  em  sua  conjectura  e  ties  I  i  miles  do 
polinSmio  qua  tide  x  — ^  -kx>  e  a  — >  -oo.  (in)  Compare  sou  esbo- 
^ocom  o  grali ce  gerado  com  um  rccurse  computational 

(a)  y  =  .v(a  -  1  )(a  + 1 )  f  b)  v  =  x\x  -  I  )"(a  + 1  f 

(c)  V = x\x  -  !  )2(a  + 1  )*  (d)  V = a(a  -  1 )  V  +  I  )j 

56*  Esboee  o  graftco  de  y  =  (a  -  affx  -  bf  para  os  valores  indica- 
dos  dc  m  e  nf  supondo  a  <  b  (seis  graft  cos  no  total). 

(a)  tn  =  1  ,  n  ~  1 , 2, 3  (b)  m  =  2,  n  -  2,  3 

(c)  nt  ~  3,  n  -  3 

57-60  Encontre  os  extremes  relatives  no  intervale  0  <  a-  <  2tt  e 
con  Inane  se  .sous  resuliados  eslao  de  acordo  tom  o  gra lice  gerado 
por  um  reeurso  computaeional, 

-  57.  f(.\)  =  [sen  2a|  Ki58,^a)  =  */3x  +  2  sen  x 

59,  fix)  =  cos'  x  60* j{x)  =  - —  - 

2  -  cos  x 

61-64  Use  um  reciirso  gralico  para  1'azcr  uma  conjectura  sobre  os 
extremes  relatives  de  /  e  entao  con  lira  sua  conjectura  usando  o 
tesie  da  dcrivada  primeira  on  derivada  segunda. 

•  61* /W  In  a  F  '62*Av)  =  v  p 

e'  +  e~* 

■'■■■■■■  63,  f(x)  ~  x*c  " '  H 64* /10  -  10  In  x  —  a 

S5-66  Use  urn  recurso  graft  Co  computac  tonal  para  gcrar  os  gra- 
ficos  de  /'  e  de  /"  no  iniervalo  indieado,  e  eniao  use-os  para 
estinw  as  coordenadas x  dos  extremes  relativos  i  clativos  do/.  Ve- 
rifique  se  as  suas  eslimativas  essao  tie  acordo  com  o  graft co  de  f 


66 .fix)  -  sen  4a  cos  a,  — tt/2.  <  x  <  tt/2 


6-7-70  Use  um  CAS  para  Tazer  os  graft  cos  de  f'  e  f" .  Use  esses 
gi^ificos  para  tazeir  uma  conjectma  sobre  a  localiza^ao  e  a  ciatureza 
das  coordenadas  x  dos  extremes  relalivos  de  /  e  veriftque-a  pelo 
grdftco  de  f. 


67,  fix) 


10a  3  -  3 
3a-  -  5a  +  8 


68JU)  = 


arc  tg  (a-  —  a) 
a2  +4 


[c]69,^  r)  -  V.v4  +  cos2  a 


0m/U)  =  x\elx  -  e) 


71*  Em  cada  parte,  encomre  k  de  tal  lorma  quo  /  tenha  um  extremo 
relative  em  a=  3. 

(a)  fix)  —  A2  +  i  (b)  f(x)-  fX—~ 

x  ,V“  A” 

072.  (a)  Use  um  CAS  para  tazer  o  gralico  da  funcao 

„  ,  a4  +  3 


A2  +  1 


e  use  o  grafico  para  cstunar  as  coordenadas  a  dos  extremes 
relatives. 

( b )  Encon  1  re  as  coo  rdenada  s  a  ex  a  ta  s  u  sando  u  m  C  A  S  pa  ra  re- 
solver  a  equa^So  ff(x)  -  0. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


73.  Os  dois  graft  cos  nas  ft  gurus  abaixo  ret  rata  m  uma  fungao  m- 
c tonal  rix)  c  sua  derivada  r '(Al¬ 
fa)  Aproxime  as  coordenadas  de  cada  ponio  de  inllexao  do 
grift  co  de  y  =  rU). 

(b)  Suponha  que  fix)  seja  uma  fungfto  conti nua  em  toda 
parte  e  cuja  demxida  sat  is  fa  z 


fix)  -  ( x 2  ~  4)  ■  r(x) 

(i)  Quais  sao  os  pontes  entices  de  fix'Yl  Em  cada  ponto 
critico.  identiliquc  sejfa  )  tem  um  maxi  mo  relativo,  um 
mmimo  relativo  ou  nenhum  desses, 

(ii)  Apmxirnc  ff,{  1). 


l  i gurus  Ex-73 


H«S-/(-r)  =  .«,‘-24.t?+l  2.v,  -5  <  jr  <  5 
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74,  Com  r(x)  dado  no  Exert  icio  73.  seja  g (a)  Limn  funcao  ton- 
Lin li a  em  loda  pane  e  cal  que  g'U)  =  x  -  r(x),  A  lung So  g{x) 
tem  um  ponto  de  in  Ilex  uo  em  quais  valorem  tie  a? 


75,  Eaton  Ire  os  valores  de  <u  b,  c  t  cL  de  tal  forma  que  a  fungao 

fix)  —  ax*  +  bx ~  +  cx  -H  d 


tenha  um  mininio  relative  em  (0,  0)  e  nm  miixitno  rdativo  em 

(M). 

76,  Fungous  da  forma 


m 


xne~x 
n\  ’ 


x  >  0 


onde  n  €  um  inteiro  positive,  surge m  no  esiudo  estatfstico  do 
(liixode  trSnsitG. 

(a)  Use  u  m  recurso  gralito  para  gerar  o  g  rati  to  do/ para  ft  = 
2.  3t  4  c  5  e  da  bore  uma  eonjectura  sobre  o  numero  e  a 
Itxali/agao  dos  extremes  relatives  dc  /. 

(b)  Continue  sun  eonjectura  us  an  do  o  teste  da  dcrivada  pri- 
meira. 


P  77.  As  fungous  da  forma 


m 


surgem  em  uma  variedade  dc  problem  as  estat  (slices. 

(a)  Use  o  teste  da  derivada  prime! ra  para  mostrar  quo  /  tem 
um  maxi  mo  relativo  cm  v  -  0  e  confirms  isso  us  undo  um 
returso  graEieo  co  input  ac  ion  al  para  esbogar  o  gr&fico  de/ 

(b)  Esbote  o  graEieo  de 

fix)  =  »J/S 

72  7T 


onde  ft  e  uma  eoivsiante,  e  idemifique  as  coordeimdas  dos 
extremes  relatives. 


78.  Suponha  h  e  g  com  maxi  mo  relativo  em  a().  Prove  quo  vale  on 
que  nao  vale: 

(a)  h  +  g  tem  um  nniximo  relativo  em  ,v0, 

(b)  h  -  g  tem  um  maxima  relativo  em  x,, 

79*  Esboce  algumas  curves  para  mostrar  que  as  ires  partes  do  teste 
da  dcrivada  primeiru  (Teorema  5,2,3)  podem  ser  falsas.  sem  a 
hi  pot  esc  tie  que  /  seja  eontfnua  em  x(v 


t /  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  5.2 


f,  mcnordoqueou  igual  a  2.  2,7:5  3,  maxi  mo:  mininio 


4,  (a)  (0.  1 6)  (b)  (“2.  0)  c  (2. 0)  (c)  (-2/73 .  64/9)  c  (2/73,  64/9) 


5.3  MAIS  SOBRE  GRAFICOS  DE  CURVAS:  FUNQOES  RACIONAIS;  CURVAS 
COM  CUSPIDES  E  RETASTANGENTES  VERTICA1S;  USANDO  RECURSOS 
COMPUTACIONAIS 


Nesra  seqdo  disaairemos  proved Imetttos  para  olner  o  grdfico  defungdes  racionais  e  otttros 
tipos  de  curvas.  Tambem  dlscatiremos  a  interagdo  entre  o  Cdlcuto  e  os  recursos  tecnologicos 
para  tragar  grdfico s. 


m  PROPRIEDADES  DOS  GRAFICOS 

Fan  rnuilos  problemas,  as  propriedades  dc  intcresse  no  gnilico  dc  uma  tungao  sfto: 


simetrias 
corles  no  eixo  x 
extremes  re  la  Lives 

interval  os  dc  cresdmeoto  c  dccrescimento 
assfnioias 


periodic  idade 
corles  no  eixo  y 
pontos  de  inllexao 
concavidadc 

comport  ante  nto  no  infinilo 


Algumas  dessas  propriedades  podem  nao  $cr  re  lev  antes  cm  cert  os  eases;  porexemplo,  assfiv 
tolas  sao  caraetei  fsticas  de  fungdes  racionais  mas  nao  de  polindmios,  e  a  periodieidade  e  ca- 
ractenslica  de  I  Lingoes  Irigonomdtncus  mas  nao  de  polinomios  ou  fungoes  racionais.  Assam, 
quafido  analisamos  o  grafico  de  uma  fungfto  f\  c  util  saber  algo  a  respeilo  das  pfopriedades 
gerais  da  famflia  a  qua!  a  fungfio  pertence. 

Em  alguns  problemas,  geralmente  temos  uni  objetivo  definido  para  a  analise  do  grafico. 
For  cxemplo,  podemos  estar  intcrcssados  em  mostrar  toclas  as  earaetertsticas  importantes  da 
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fungao,  ou  somentc  no  comportamento  do  grafico  quando  x  — >  + oo  ou  quando  x  — >  -oo,  ou 
ainda  cm  algumu  earacienstica  especffica,  tal  como  um  porno  de  intlexao  particular,  Assim,  a 
escolha  das  caractensticas  que  enfocamos  sao  ditadas  pclos  uossos  objetivos  no  problems. 


■  TRAQANDOO  GRAFICO  DE  FUDGES  RACIONAIS 

Lembre  que  uma  fungao  radon  a  I  6  uma  fungao  do  lipo/U)  =  P(x)/Q(x),  cm  que  P(x)  e  Q(x)  sao 
poHnomios,  Os  graft cos  tie  fungoes  racionais  sao  inais  complicados  do  que  os  de  polinomios  por 
causa  das  possibilidades  de  assmioias  e  desconlinuidades  (ver,  por  exemplo,  a  Figura  1 .4.1 1). 
Sc  P(x)  c  Q(x)  nao  tem  fator  com  urn,  entao  a  informagao  obtida  no  procedi  memo  seguinie  e,  cm 
geraf  sufieicnte  para  obtcr  um  esbogo  pnceiso  do  grafico  dc  uma  dada  fungao  racional. 


Como  Tra^ar  o  Grafico  de  uma  Funqdo  Rational  fix)  ■-  P{x)fQ{x)  em  que  P(x)  e  Q(x) 

Ndo  Tem  Fatores  Comum 

Passo  I  Determine  se  ha  simetria  em  relagao  ao  eixo  y  ou  a  origem. 

Passo  2  E  neon  tre  os  cones  com  os  eixos  coord  en  ad  os. 

Passo  3  Encontre  os  valores  de  x  para  os  quais  £)(x)  -  0.  G  grafico  tem  uma  assmtota 
vertical  em  cada  um  desses  valores, 

Passo  4  Determine  o  comportamento  final  do  grafico  ealeulando  os  limites  de  fix)  quan¬ 
do  x  — >  +oc  c  quando  x  -oo.  Sc  um  desses  limites  tem  um  valor  finito  U  entao 

a  re  la  y  =  L  e  uma  assmtota  horizontal, 

Passo  5  Os  dnicos  lugares  em  que  /(a)  pode  trocar  de  sinal  esiao  nos  pontos  de  cone  com 
o  eixo  a  e  nas  assintotas  verticals.  Marque  esses  pontos  no  eixo  x  e  calcule  um 
valor  amostral  defix)  em  cada  um  dos  intervalos  abertos  determ inados  por  esses 
pontos,  Isso  nos  diz  sc  fix)  c  positive  ou  negative  ncsse  intervalo, 

Passo  6  Use  /'(a)  e  ff,(x)  para  determ  in  ar  os  intervalos  cm  que /[a)  e  cresceiue.  deeres- 
ccntc,  concava  para  ciina  c  concava  para  baixo.  Determine  a  localizagao  dos 
pontos  esiacionarios,  dos  extremes  relatives  e  dos  pontos  de  infiexao. 


►  Exemplo  1  Esboce  um  grafico  da  equagao 

t  _  2x2  “  8 
x 2  —  16 

c  i  den  fifi  quc  a  local  izagHo  dos  cones  com  os  eixos,  os  ex  ire  m  os  relatives,  os  pontos  de  infie¬ 
xao  e  as  assintotas. 


Soluqdo  Como  o  mimerador  c  o  denominador  nao  tem  fatores  comunst  utilizaremos  o  pro- 
cedimento  quc  acabamos  de  del  incar. 


*  Si  met  nas:  A  substkuigao  de  x  por  -x  nao  muda  a  equagao,  de  modo  que  o  grafico  c 
simetrico  em  relagao  ao  eixo  y. 

•  Cortes  com  o  eixo  x:  Faze  ndo  y  =  0,  obtemos  os  COrtes  com  o  eixo  jc  nos  pontos  x  =  -2 
ex  — 2. 


*  Cones  coot  o  eixo  y;  Fazendo  x  =  0,  obtemos  o  corte  com  o  eixo  y  cm  4  ■ 

*  A  ssffitotos  verticals:  Fa  seen  do  x~  -16  =  0,  obtemos  as  solugocs  x  -  -4  c  x  =  4.  Como 
nenhurna  solugfio  6  uma  raiz  dc  2.C  —  K,  o  grafico  tem  assfntotas  verticals  em  x  —  —4 
e  a  =  4. 


Sinai  dev:  O  coujunto  dos  pontos  cm  quc  ocorrem  cortes  com  o  eixo  a  ou  assintotas 
verticals  c  {—4,  -2.,  2, 4 }.  Esses  pontos  dividem  o  eixo  a  nos  intervalos  abertos 

(-00,-4),  (-4,-2),  (-2,2),  (2,4),  (4,  +  oo) 
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Podemos  encommr  o  sina)  de  v  em  eada  intervalo  escolhendo  um  porno  do  teste 
arbitrario  no  intervalo  e  calculando  y  -jlx)  nesse  ponto  de  teste  (Tabela  53.1}*  Ess  a 
amilise  esUl  resumida  na  primeira  linha  da  Figura  53*1  a, 

•  Ass  fn  tot  as  horizon  tars;  Os  li  mites 


2x2  -  8 

lim  — - 

x^+*  x2  “  16 

r  2x2  -  8 

Inn 


i  -*  x-  —  1 6 


2  -  (8/x3) 
.«-+*  I  -  (16 A-2) 
2  -  (K/a3) 

A - "*  1  —  (  16/x2) 


fomecem  a  assfntota  horizontal y  =  2 . 


*  Deri  vadas; 


Se  cancelarmos  o  fator  comum  .v  no 
numerator  e  no  denominador  do 

A(2.r2  -S) 

A+r2  —  16) 

obteromos  a  equacao  retfatada  no 
Exemplo  1.  Existe  aiguma  diforon- 
9a  ontre  o  grafico  dessa  equagio  o 
0  obtido  no  Exerrplo  1?  Em  geral, 
quai  £  o  efeito  sabre  a  greifico  de 
uma  fungio  rational  se  cancel  am  os 
falores  comuns  do  numerador  e  do 
denominador? 


dy  ( x 2  -  16)(4.i)  -  (2a3  -  8)(2x) 


48* 


dx 

t? 


d'y 


(A2  - 

48(16+  ?.v2) 


dx2  (x2  -  16)3 


16)2 

(verifique) 


(A2  -  16)2 


Conclusoes. 


*  A  anal  ise  de  sinals  de  y  na  Figura  53.1  a  revela  o  com  portamento  do  grafico  na  vi/i  nhan- 

das  assfn  lotas  ^re^lica^s  x  =  4e  x  =  4:  0  grafico  ere  see  sern  cola  quando  .v  — >  -4”  e 
deeresce  sein  cota  quando x  — >  -41 ;  o  grafico  deeresce  sem  cola  quando  x  — >  4"  e  cresce 
sem  cola  quando  x  ->  4’  (Figura  53. 16). 

*  A  andlise  de  sinai  s  de  dyfdx  na  Figura  53Aa  mostra  que  exisle  urn  maxi  mo  rclaiivo 
no  ponto  esUicionario  x  =  0.  Nuo  ha  mfnimos  relatives, 

*  A  analise  de  sinai  s  de  d2yfdx2  na  Figura  53.\a  mostra  que  o  grafico  e  edneavo  para 
cima  a  esquerda  de  x  =  -4,  edneavo  para  baixo  enire  x  —  -4  e  x-  4  e  edneavo  para 
cima  a  direita  de  x  -  4,  Nao  ha  pontos  de  inflexao. 

O  grafico  estu  dado  na  Figura  53. 1  c*  ^ 


TnMo  S3,  i 


INTERVALO 

rONTO- 

I'KSTE 

2.3-8 

.3-16 

SINAL  1>E  y 

X  -  -5 

II 

4^ 

■uj 

+ 

(-4,  -2) 

x  =  -3 

y  =  - 1 0/7 

— 

(-2,  2) 

-V  —  0 

y  =  1/2 

(2,  4) 

x  =  3 

>■ = - 10/7 

_ 

(4t  -Hjo) 

x  -  5 

y  =  14/3 

+ 

-4 

J 

+  +  ■+  + 


-2024 


—  0  +  •  +  +  0  —  “  +  +  +  + 


-4  0  4 


+  +  +  +  OO  "■  T  +  +  I  0“  “  “  ~  -  GO  —  —  -*  **■ 

Cresc  Cresc  Deer  Deer 


-4 

L 

+  +  +  ■+  « 

COncava 
para  cima 


4 


-  —  -  - — ■  ■ — *  -  «>+++  + 
CAncava  Cfincava 

para  baixo  para  cima 

(a) 


Figura  53. 1 
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►  Exemplo  2  Esboce  uni  grafico  da  equaqao 


e  identifique  a  loealizagao  de  todas  assintotas,  dos  cones  com  os  eixos,  dos  extremos  relatives 
e  dos  pontos  de  inflexao. 

i Soluqao 


* 


* 


Sbnetrias:  Substituindo  a  por  -v  e  v  por-y,  obiemos  uma  equaeao  que  pode  ser  siin- 
pl  if  lead  a  a  equagao  original;  port  an  to,  o  grali  co  6  simetrico  em  relagao  a  origem. 

Cortes  coin  o  eixox:  Fazendo  y  -  0,  obtemos  os  cortes  com  o  eixo a  nos  pontos  jr  -  —  1 
e  x  —  1. 


Tabeiii  53.2 


INTERVALO 

!JOVlO 

ue  y 

-v3-  i 

SISAL 

my 

TESTE 

(-«,"!) 

-2 

3 

& 

I 

(-1,0) 

2 

6 

+ 

to.  i) 

l 

- 6 

— 

(U+«) 

2 

3 

8 

+ 

*  Cortes  com  o  eixo  y;  Faze n do  x  —  0,  obtemos  uma  divisao  por  zero;  portanto,  nao 
exisle  corte  com  o  eixo  y. 

*  Assintotas  verticals:  Fazendo  v'  =  0,  obtemos  a  solugao  x  =  0.  Isso  nao  6  uma  mi/  de 
a*1  -  1 „  portanto,  x  —  06  uma assintota  vertical. 

*  Sinai  de  y:  ()  conjunto  dos  pontos  em  que  ocorrem  cones  com  o  eixo  x  ou  assintotas 
verticals  e  f-1 1 0,  1 }.  Esses  pontos  dividem  o  eixo  v  nos  intervalos  abertos 

(-1,0),  (0,1),  (K+k) 


Na  Tabela  5.3.2  utili/amos  o  metodo  dos  pontos  de  teste  para  obter  o  sinal  de  y  em 
cada  urn  desses  intervalos. 

•  Assintotas  horizontals:  Os  limites 


1  i  m 

A  — V  -j-'S- 


lim  (  — 


0 


lim 

A'  — --X 


=  lim 

A'  — >  —7! 


fornccem  a  assintota  horizontal  y  -  0. 

•  Derivadas: 

dy  _  a2(2x)  -  (a2  —  !  )(3x2)  _  3  —  a2  ^  (V3  +  v){>/3  —  x) 
dx  (a3)2  a4  a4 

d2y  _  a4 (—2.v)  -  (3  -  x2) (4a3)  _  2 (a 2  -  6)  _  2(x  -  */6)( x  +  V§) 
dx2  (a4)2  X5  A? 


Condusdcs: 


A  analise  de  sinais  de  y  na  Fig  urn  5.3.2  a  revela  o  com  port  amen  to  do  grafico  na  vizi- 
nhanga  da  assintota  vertical  x  -  0:  o  grafico  cresce  setn  cot  a  quando  a  — *  0"  e  deeresee 
sem  cota  quando  a  — *  0+  (Figura  5.32b). 

A  analise  de  sinais  de  dyfdx  na  Figura  53.2a  mostra  que  exisle  urn  mini  mo  relative 
cm  x  —  -  s/3  e  um  infix  imo  relative  cm  x  —  s/3  * 

it 

A  analise  de  sinais  de  d~yfdx~  na  Figura  5.3.2 a  mostra  que  o  grafico  muda  a  eoneavi- 
dade  na  assintota  vertical  a  -  0  e  que  ha  pontos  de  inflexao  em  x  -  e  x  -  v/($. 


O  grafico  c  mostrado  na  Figura  532c.  Para  produzir  uni  csbogo  um  pouco  mais  precise,  utilF 
zamos  um  recurso  gr&fico  para  esbogar  os  extremos  relativos  e  os  pontos  de  inflexao.  G  lei  tor 
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deve  conferir  que  us  eoordenadas  aproximadas  dos  pout  os  dc  inflexuo  suo  (“2,45;  -034)  e 
(2,45;  0,34)  c  quc  as  coordenadas  aproximadas  dos  pantos  de  mmimo  relativo  e  maxi  mo  re- 
laiivo  suo  (- 1 ,73;  -0,38)  e  ( 1 ,73;  0,38),  re  speed  vamente,  ^ 


( b ) 


Figure  5.3.2 


Figura  5.3.3 


■  FUNQOES  RACIONAIS  COM  ASSINTOTAS  OBLEQUAS  OU  CURVILINEAS 

Nas  (’lingoes  racionais  dos  Exemplos  \  e  2,  o  gran  do  numerador  nao  excedeu  o  do  deno- 
m  mad  or,  c  as  ass  fa  tot  as  cram  ou  verticals  ou  horizon  tais.  Outros  tipos  de  "assintotas”  sao 
possfveis  se  o  numerador  dc  uma  fungao  raeional  Lem  grau  maior  do  quc  o  denominador.  Por 
exemplo,  con  side  re  us  fungous  racionais 


a “  H-  ! 

/(•«)  = -  e 

X 

Usando  divisao,  pod  cm  os  reesereve-las  corno 


i 

f(x )  =  a  +  -  e 

A 

Como  am  has  as  segundas  parcel  as  tendem  a  0  quando  a  +oo  on  x  — >  -oo,  segue  quc 

(/(a  )  -  x)  ->  0  quando  x  — >  +==c  ou  quando  x  ->  -  k 
(g(x )  —  A")  — >  o  quando  x  —>  ou  quando  a  -a 


Geometricamente,  isso  sign  idea  quc  o  grafteo  de  v  -  fix)  acaba  iicando  cad  a  vez  mats  pro¬ 
ximo  da  re  La  y  =  x  quando  a  — *  +oc  ou  quando  a  — *  -oo,  A  reta  v  =  x  6 ,  entao,  denominada 
assfntota  obltqua  ou  indmada  dc  /.  Ana  logo  monte,  o  graft  co  de  v  =  g(x)  acaba  fieando  cad  a 
vez  mais  prdximo  da  parabola  v  =  a2  quando  a  +co  ou  quando  x  — >  -oo.  A  parabola  6, 
entao,  denominada  assfntota  curviltnea  de  g.  Os  graft  cos  das  fungous  em  (1)  aparecem  nas 
Figuras  5.33  e  5.3.4. 

Bin  geral,  sc  fix)  =  P{x)/Q(x)  e  uma  fungao  raeional,  podemos  obter  polimomios  quo- 
ci ente  q( a)  e  resLo  fix)  tais  que 

/'(A) 


fix)  =  q  (a  )  + 


Q(x) 


sendo  o  grau  de  rix)  me  nor  do  que  o  de  Q(x ).  Entao  Ka)/Q(a)  — >  0  quando  x  — *  +oo  e  quando 
a  — >  -oc,  dc  modo  quc  v  —  g(x)  6  uma  assfntota  de/  Essa  assfntota  sera  uma  reta  oblfqua  se  o 
grau  de  P(x)  for  um  a  mais  do  que  o  de  Q(a),  e  sera  uma  assfntota  curvilmea  se  o  grau  de  P(x) 
exceder  o  de  2(a)  por  dois  ou  mais.  Problemas  envoi vendo  esse  lipo  de  assfntotas  sao  dados 
nos  Exerefeios  17  e  18. 


Figura  53,4 
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■  GRAF1COS  COMTANGENTES  VERTICA1S  E  CUSPIDES 

A  Figura  5.3* *5  mostru  quatro  partes  de  curva  que  podem  ser  eneontradas  facilmente  em  gra¬ 
ft  cos  de  (undoes  que  envoi veni  radicals  ou  expoentes  fracionarios.  Em  todos  os  quatro  eases, 
a  fun^ao  nao  6  difeieaciavei  cm  xu,  pois  as  re tas  secantes  pel  os  pontos  (x^fix^))  e  (x,fix)) 
tea  deni  a  posigao  vertical  quaado  x  tende  a  x([  de  qualquer  um  dos  dots  lados.  Assim,  em  cad  a 
case*  a  curva  tern  uma  reta  tan  gen  te  vertical  cm  (a’i1p^/(ji:0)).  Na$  partes  (a)  e  ib)  da  figura,  OCOr- 
re  uma  inllexao  em  xl}  porque  ha  uma  mudan^a  de  concavidade  nesse  ponto.  Nas  paries  (c)  e 
(d),  cm  que  fix')  tende  a  +oo  per  um  dos  lados  e  a  ~oo  polo  omro,  dizemos  que  o  grafico  tern 
uma  cuspide  em  xa. 


Observe  que  os  pontos  de  inftexao 
podem  ser  distinguidos  das  cuspides 
em  pontos  com  tangencias  verticals 
pelo  comportamento  de  /'  no  Hmite. 
Ocorre  um  ponto  de  inftexao  em  x0  se 
os  limites  laterals  de  /'  em  a  .  tiverem 
o  mesmo  sinal  e  uma  cuspide  se  os 
sinais  forem  opostos. 


Jim  fix)  =  +=* 

Mm  f(x)  =  -to 

tim  f(s)  =  -c-o 

tim  fix)  =  +eo 

x~*xt 

x“**n 

x~>xu 

Jim  f'(x)  s 

lim  fix)  -  -os 

tim  f(x)  =  +co 

tim  _T(,v)  -  -co 

(a) 

lb) 

m 

(d) 

Figura  53.5 

►  Exempio  3  Eshocc  o  grafico  dc  v  ~  (x  -  4)J  t 

•  Si m etnas:  Nao  ha  simetrias  cm  rela^ao  ao$  eixos  coordenados  (verifiquc).  Porem,  o  gra¬ 
fico  da  equacao  6  simetrico  em  relagSo  a  x  —  4,  uma  vez  que  e  uma  translate  (quatro 
u naiades  para  a  diretia)  do  graft co  de  y =xi''\  que  e  simetrico  em  relatglo  ao  eixo  y. 

■  Cortes  amt  o  eixo  x:  Fazendo  y  —  0,  obtemos  o  corte  x  —  4, 

■  Cortes  com  o  eixo  y;  Faze n do  x  -  0,  obtemos  o  corte  y  —  i/Tb  rs  2,5. 

»  Assintotas  verticals:  Nenhuma,  pois  f(x)  —  (x  -  4)  e  contfnua  cm  loda  parte. 

■  Assintotas  horizontals:  Nenhuma,  pois 

lim  (x  -  4)-/?  =  -H*  e  lint  (,v  -  A)m  -  +<x 

X  —+■  A'  —3* 


*  Deny adas 


£  =  f'O)  =  ~(x~  4)-,/3  =  3  _  |/? 


d2  v 


i  =  /"<*)  =  --tx-4r 

dx~  9 


4/3 


9(x  -  4)4/'3 


*  Retas  tmigentes  verticals:  Ha  uma  reta  tangeme  vertical  e  uma  cuspide  em  x  =  4  do 
tipo  da  Figura  53.5dt  pois  fix)  =  (x  -  4):j'  c  contfnua  cm  jc  =  4  e 

lim  f(x}  =  lim  - - — 77- = 

rT 4+  .V-+4+  3(JC  “  4) 1/3 

2 

lim  /y(x)  =  lim  — - - -  =  — x 

,v  — * 4-  a^4-  3(x  -  4)Wi 

Conchisoes: 

*  A  fungao  fix)  =  (x  -  4)2/3  =  (U  ~  4)k')2  e  nao-negativa  para  cada  x.  Fxiste  um  zero  de 


/cm  a  -  4, 
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*  Exists  uni  ponto  crflico  em  x  =  4,  pois/ Mo  d  diferenciuvel  nesse  ponto*  Foi  vjsto 
anteriormente  que  nessc  panto  ocorre  uma  cuspide.  A  annlise  de  sinais  de  dyfdx  na 
Figura  53. 6#  e  a  teste  da  derivada  primeira  mostram  que  nessa  cuspide  ocorre  uni 
mfnimo  relative,  ja  que  f'(x)  <  0  sc  x  <  4  e  f'(x)  >  0  sc  x  >  4, 

•  *7  'j 

*  A  analise  de  sinais  de  f/'vMv'  na  Figura  53/na  mostra  que  o  gralico  e  edneavo  para 
baixo  em  am  has  I  ados  da  cuspids. 

O  g rati co  esla  dado  na  Fieura  53.6b.  < 


± 


++++++++0 +  +  +  +  +  -*-  +  + 

4 


Pecrescente 


Crescente 


4 

i 


(a) 


(b) 


Fig  ura  53*6 


►  Exempt  o  4  Esboee  o  grdflco  de  y  =  fix1,1'  +  3a'4''1. 

Solugdo  Para  si  mpl  i  ticar  nossa  analisc,  e  sc  rove  m  os 

f{x)  -  6a  1/3  +  3.v 4/3  =  3a1/;,(2  +  a) 

*  Si m etnas:  Nao  ha  simetrias  em  relagao  aos  eixos  e  a  oi  igem  (verifique) 

*  Cories  com  o  eixo  x:  Fazenda  y  =  3x1'  \2  +  x)  -  0,  obtemas  os  cartes  x  —  0  e  x  - 

*  Cortes  com  o  eixo  y:  Fa/e n do  x  —  0t  oblemos  o  carte  y  —  0. 

*  Assfntoras  verticals:  Nenhuma,  pois  fix)  =  6a,j;'  +  3xJ  ^  e  contfnua* 

*  Assfntoras  horizontals:  Nenhuma,  uma  vez  que 

1/3 


=  — 2. 


1  i  m  (6a  j  -  4-  3x  ■  )  =  II  m  3x  "  (2  +  x )  —  +k 

x  —>  x  — ►  +s- 

lim  (6a  1/3  4-  3a-4'3)  =  lim  3ai/3(2  +  a)  =  +* 


y 


*  Derivada s: 


^  =  fix)  =  2a"j/3  +  4a,/j  =  2a-^(]  +  2a)  =  2(2x  +  0 
ax 

d2\ 


x 


2D 


= f{x)  -  -? 


4  -5/3  ,  ^  „  —2/3 


+  Tr  X  "  ' '  —  ”X 

3  3 


,-5/3 


(  ”  J  +  A')  — 


Ret  as  tangent  es  verticals:  Existc  uma  ret  a  tangent  e  vertical  em  x 
nua  nesse  ponto  e 


4(x  -  I) 

a*5/3 

0,  pais/  6  cantE- 


r  2(2x  +  I ) 

lim  j  (x)  =  lim  - — — -  —  +50 

x^Q*  X  — >  0+  A  2  3 

r  xa  %  i-  2(2x  +  I) 

lim  f  (x)  =  lim  - — —  =  +^: 


x  -*  0" 


x  — *  0 


X 


2/3 


Issa  e  a  mudanqa  da  concavidade  em  x  —  0  implicam  que  (0,  0)  e  um  ponto  de  inlle- 
xao  do  lipo  dado  na  Figura  533a. 
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Conclusoes; 


OOMINIO  DATECNOLOG1A 

A  Figura  5.3.7 b  foi  gerada  com  urn 
racurso  grafico,  Contudo,  o  ponto  de 
inflexao  em  x  =  J  4  tao  sutil  qua  nao 
fica  apa  rente.  Verifsque  se  seu  recur- 
soconsague  fazer  ufna  versao  desse 
qr^ftcoque  lome  evictenleo  ponto  da 
infEexao. 


•  Pel  a  analise  de  sinais  de  y  m  Figura  531a,  o  grafted  esta  abaixo  do  eixo  x  entre  os 
cones  x  —  —2  e  a-  =  0  do  eixo e  acima  do  eixo  x  sc  x  <  -2  ou  x  >  0. 

•  A  parlir  da  formula  para  dy/dx,  vemos  que  ha  uni  ponto  estacionario  em  x  =  -  \  e  uni 
ponto  crftico  em  x  =  0r  wo  qual / nao  e  difcreneiavcl.  Vimos  que  nesse  ponto  critico  ha 
uma  ret  a  tangeiite  vertical  e  uni  ponto  de  inflexao. 

■  A  andlise  de  sinais  de  dyidx  na  Figura  53.7a  e  o  teste  da  derivada  primeira  mostram 
que  ha  em  mfnimo  relativo  no  ponto  estacionario  em  x  =  -  j  (verifique). 

•  A  analise  de  sinais  de  d^yfdX  na  Figura  53.7a  mostra  que,  alem  da  inflexao  nu  reta 
tang  erne  vertical,  existe  outro  ponto  de  inflexao  em  a  =  I ,  no  qual  o  grafico  troea  de 
cone  a  vo  para  baixo  para  concavo  para  eiina. 


O  grafico  esta  dado  na  Figura  531b,  < 


-2 

L 


0 

i 


+  +  +  +  +  +  +G - 0+  +  +  +  +  +  +  ^  +  +  +  -t  Sinai  de y  =  +x) 


2  0 

j_ L 


_ .  „  ______  _  0  4-  -f-  4-  «  +  4  4  4  4-  4-  4-  4-  4-  4* *  4-  4-  Sinai  de  dy/dx 

Decrescente  Cresc  Crescente  v 


'a  0 

j. j- 


1 


x 


+  +  +  -s-  +  -3-  +  +  +  +  +  -i-  +  -i-*e---  —  -  0  +  +  +  +  +  Sinai  de  d~y/dx~ 
COncava  Cftncava  C&ncava  y 

paracima  para  baixo  para  cima 


v  =  (>*m  +  S.r4/3 


(a) 


(b) 


Figura  5.3.7 


■  TRAQANDO  O  GRAFICO  DE  FUNgOES  DE  OUTROSTIPOS 

Ja  discutimos  m  dodos  para  linear  o  gr&fico  dc  polinOmios,  de  funqGes  racionais  e  [ungues 
com  euspides  e  rotas  tangentes  verticals.  As  inesmas  ferramentas  doCalculo  que  uliiizamos 
para  analisar  essas  fungous  tambem  podem  ser  usadas  para  analisar  o  grafico  de  fun  goes 
trigonomdricas,  logantmicas  e  exponenciais,  hem  como  uma  variedade  sem  fun  de  omros 
tipos  de  fun  goes. 


►  ExempSo  5  Esboce  o  grafico  de  y  =  e~'  ‘  e  identifique  a  local izagao  de  todos  os  exlre- 
mos  relatives  e  dos  ponies  de  inflexao. 


Saluda 


a 


Simetrias;  Substuuindo  a  por  -x  nao  niuda  a  equagao,  de  mode  que  o  grdfieo €  sinn£- 
trico  cm  rclagao  ao  eixo  y. 


^-2*2 

*  Cortex  com  a  eixo  x:  Fazendo  y  =  0,  obtemos  a  equagao  e  v  "  =  0,  que  nao  possui 
solugao,  pots  to  das  as  po  tend  as  de  e  tern  valores  posit!  ivos,  Assim,  nao  existe  corle 
com  o  eixo x, 

*  Cortes  com  a  eixo  y;  Fazendo  x  =  0,  obtemos  o  coite  com  o  eixo  y  em  y  =  I . 

_  .2/1 j 

*  As  sin  iotas  verticals:  Nao  existem  assmtotas  verticals  porque  e  '  e  continua  em 

(—CO,  +oo). 
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Ass  hunt  as  horizon  to  is:  0  eixo  a  (y  =  0)  d  uma  assfntota  horizontal,  pois 

lim  e"x~^2  =a  lim  =  0 

JT  ■*>  “8ft  JV  —> 


*  Derivadas: 


d\ 

dx 

d2y 

dx2 


=  e~*2n 


dx 


-f  - 


=  — X“U  ‘  ’  2|  +  Jt] 

dx  dx 

^x2e^n~e^n  =  {x2~\)e^n 


CoHclusoes; 


+  A  andlise  de  sinais  de  y  na  Figura  5.3.8a  foi  baseada  no  laic  tie  que  e  x  "  >  0  para  todo 
x.  Is  so  mostra  quo  o  grafico  csta  scmpre  acima  do  cixo  x. 

*  A  analise  dc  sinais  dc  dyidx  na  Figura  5.3.8a  Ibi  baseada  no  fato  de  que  dyldx  =  —x 
tf~v/2tem  o  mesmo  sinal  que  -v.  Essa  analise  e  o  teste  da  derivada  primeira  mostram 
que  ha  um  ponto  estacionario  em  x  -  0,  no  qua  l  ocorre  um  maxi  mo  rdatlvo,  C>  valor 
de  v  no  maxima  relative  e  y  =  e  '  =  l . 

r  p’ 

*  A  analise  de  sinais  de  d:y/dx2  na  Figura  5.3.8a  foi  baseada  no  fato  de  que  d2y/dx~  = 
(x2  -  l)e”v  tern  o  niesmo  sinal  que  x2  -  1,  Essa  analise  mostra  que  ha  pontos  de  in¬ 
dex  a  o  em  x  =  -1  e  em  x  -  I,  O  graft  eo  l  roe  a  de  concavo  para  eima  para  edneavo  para 
baixo  em  x  =—]  e  de  concavo  para  baixo  para  concavo  para  eima  em  x=  J.  As  eoor- 
denadas  dos  pontos  de  inflexao  sao  (- 1 ,  e~L~)  ra  ( — 1, 0,6 1 )  e  ( ! ,  e~ 3'")  ra  (1 ,  0,61). 


O  £ rati co  e  s  t  a  dado  na  F i  £  u ra  5 .3 . 8  b ,  < 


o 


+  +  +++++++ 

- > 

+  +  +  -!-+++-j-  +  + 

0 

1  * 

+++++++++ 

- -JP- 

0 

Crescents 

Decrescent  e 

1 

i 

- * 

+  +  -TT+  +  0™  —  —  _  0  +  +  -|-  +  +  +- 

COncava  C An cava  CCncava 

para  eima  para  baixo  para  eima 


(a) 


( h ) 


Figura  5.3,8 


■  TRAQANDO  GRAFICOS  USANDO  CAECUEO  ETECNQLOGIA  JUNTOS 

Aid  aqui  neste  capftulo  ucilizamos  o  Calculo  para  produzir  grdficos  de  funqftcs,  sendo  que 
os  grail  cos  cram  o  ohjetivo.  Agora  trabalharemos  ra  diregao  contain  a,  commando  com  um 
grafico  produzido  por  um  recurso  grafico.  Nosso  objetivoe  utilizer  as  ferramentas  do  Calculo 
para  detenninar  a  local izagao  exata  dos  extremes  relatives,  dos  pontos  de  inllexao  e  outras 
earaetemticas  sugeridas  pelo  grafico,  alem  de  determ inar  se  de  pode  estar  omitindo  alguma 
earacterfstica  que  gostariamos  dc  ver. 


►  Exemplo  6  Lise  um  recurso  grafico  para  gerar  o  grafico  d e/(.v)  =  (In  x)/x,  e  discuta  o  que 
esse  grafico  diz  sobre  extremes  relatives,  pontos  dc  inflexao,  ass  in  lotas  e  com  port  amen  to  final. 
Use  o  Calculo  para  encontrar  a  tocalizagao  de  todas  as  caracleristicas  essenciais  do  grafico. 
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[-1,  25]  x  [-0.5;  0,5] 
xSd  -  5.  ySol  -  0.2 


f  _  In  a 

1  “  A 


Figura  5,3,9 


Solu^do  A  Figura  5.3.9  mostra  urn  gratico  de/produzido  por  uni  recurs o  grafico.  Esse 
grafico  sugere  que  ha  uni  corte  com  o  eixo  x  perto  de  a  ~  I,  um  maxi  mo  relative  em  algum 
lugar  entre  x  =  0  e  x  =  5,  um  porno  de  intlexao  perto  de  =  5,  uma  assfntota  vertical  em  x  -  0  e 
possivelmente  um  assintota  horizontal  y= 0.  Para  uma  analise  mais  precisa  dessa  informa^ao, 
tern  os  de  considerar  as  derivadas 


fix)  = 


xl^-Onxm  ,_]nj 


X' 


X 1 


= 


X2  ^  —  (I  —  111  A') (2*} 


2x  In  x  —  3a:  2  In  x  —  3 


x 


X 


•  Exnemos  relatives;  A  resol  uqao  de  fix)  -  0  fornece  o  porno  estaei  oniric  x  =  e  ( veri- 
fique).  Como 

2-3  I 

/V}-— <0 

e'  e* 

exisle  um  maximo  relative  cm  a  =  e  ^  2,7  pclo  teste  da  derivada  segunda. 

•  Pont  os  de  mflexao:  Como  fix)  —  (In  x)fx  so  esui  definida  em  valores  positives  de  xt  a 
derivada  segunda  f*{x)  tern  o  mesmo  sinal  que  2  In  x  —  3.  Deixamos  a  cargo  do  leitor 
usar  as  desigualdades  (2  In  x  -  3)  <  0  e  (2  In  x  ™  3)  >  0  para  mostrar  que  ff(x)  <  0  se 
x  <  e"'  e  f  'ix)  >  0  se  x  >  e'\  Assim,  existe  um  ponto  de  inflcxao  em  x  =  e''  ~  ^  4,5, 

•  Asstfltotas:  Aplieando  a  regra  de  l/Hopital,  obtemos 

In.t  (\/x)  \ 

Um  —  —  hni  —  -  —  Inn  —  —  0 

.X^+V-  X  1  .t-f+KV 

de  modo  que  v  -  0  e  uma  assintota  horizontal.  Tam  hem  ha  uma  assfntota  vertical  em 
x  -  0,  pois 

in  x 

hrn  -  =  —x 

.V  — CM  x 

(por  que?). 

■  Cortes  eom  os  eixos:  Faze  n  do /(a)  =  0,  obtemos  (In  x)/x  =  0.  A  uniea  solugao  real 
dessa  cquagao  e  x  -  L  de  modo  que  nesse  ponto  existe  um  eorte  com  o  eixo  a,  < 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  5.3  (Ver paging  301  para  respostas.) 


.  c  ,  3(.v  +  I)@c  —  3) 

L  Seja  fix)  —  - - Sabendo  que 

(a  +  2)  (a  -  4) 

_  —30  (a  -  1)  _  90  (a  2  -  2a  +  4) 

(a  -f-  2)2(a  —  4}2  ’  X  (a  T2)*(a  —  4)3 


determine  as  segui  rites  propriedades  de  gratico  de / 

(a)  Os  cortes  com  os  eixos  x  e  v  sac _ _ . 

(b)  As  asst  mot  as  verticals  suo _ _ _ . 

(c)  A  assintota  horizontal  6 _ .. 

(d)  O  grafico  esta  aeima  do  eixo  x  nos  intervalos  _ 

(e)  O  gratico  6  crescente  nos  intervalos _ 

(0  O  grafico  6  concavo  para  cima  nos  intervalos _ 

(g)  O  pom  ode  m  ax  i  m  o  re  I  at  i  vo  d  o  gm  fi  co  e _ 

„  x 2  —  4 

2, .  Seja  f(x)  = - .  Sabendo  que 


fix)  = 


-2{a2  -  16) 


2(5a-2  -  1 76} 


/"CO  = 


3^!  1/3  '  J  9*14/3 

determine  as  segui rites  propriedades  do  grafico  daf. 


(a)  Os  co Lies  eo m  o  ei  x o  x  silo _ . 

(b)  A  assintota  vertical  6 _ , 

(e)  A  a ssi n  i  ota  h  ori  zo mal  6  _ _ 

(d)  O  grd  I  i  co  es  ta  ac  i  m  a  do  eixo  a  nos  in  ter  val  os  _ . 

(e)  O  grdl ico  6  ereseente  nos  intervalos _ , 

(f)  O  gratico  e  concavo  para  cirna  nos  intervalos _ 

(g)  Os  ponlos  de  i  nfiexao  ocorrem  em  x  =  _ _ , 

3*  Seja  fix)  =  (a  -  2)"  /n.  Sabendo  que 

fix)  —  |  (a  2  —  A)exl2s  f(x)  —  j  (a2  +  4x  —  4)t>v  2 

determine  as  segut riles  propriedades  do  grafico  de/; 

(a)  A  as  si  n  tot  a  h  ori  zont  al  6  . 

(b)  O  grafico  esta  aeirna  do  eixo  x  nos  intervalos  r _ . 

(c)  {>  gratico  e  cresccntc  nos  intervalos _ . 

(d)  O  grafico  e  concavo  pai'a  cima  nos  intervalos  _ _ _ _ 

(e)  O  porno  de  mini  mo  relative  do  grafico  e _ _ r+ 

(f)  C!)  ponto  de  miiximo  rdativo  do  grafico  6 _ , 

(g)  Os  pomos  de  inflexao  ocorrem  em  a  = _ . 
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EXERCICfOS  5.3  Q  Recurso  Grafico 


1-14  Ohtcnha  um  grafico  da  funcuo  racional  dada  c  idcntiliquc 
as  eoordenadas  dos  pontos  eslacionurios  e  tic  infiexao.  Most  re  as 
assmmtas  horizontals  c  verticals  e  dS  suas  equayoes.  Idcmifique 
(se  houver)  os  pontos  cm  que  o  grafico  cruza  uma  assmtota  hori  - 
gonial.  Confira  seu  trabalho  com  um  recurso  grdfico. 


1, 


FI  4. 


2.v  -  6 

4  -  .v 

2 

X 

x2  -  4 

X3  +  1 
A3  - 1 


4  2 

09.  r  h  3 


02. 


0  s- 


x 2  —  4 
■? 


■■■  3 


x 


x 


a2 +4 


08-  2 


06* 

I 


.V2  -  4 

..2 


Or  -  I V 
x 4  +  I 


011. 


01.4. 


A'2  X 


(3a  +  I)2 
(a  -  1  )2 

A2  +  A 
I  —  A2 


0  io. 


F 12. 3  + 


3.v’  +  A-’ 
3  (a  +  ])z 
(a  -  I)2 
A  +  I 


(A  -  I  )4 


014. 


X 


1  -  a- 


.1 


■■  15,  Em  cada  parte,  lay  a  um  esboyo  aproximado  do  grail  co  usando 
assin  lotas  e  Emiles  apropriados,  mas  mio  derivadas.  Compare 
sen  esboyo  ao  gcrado  por  um  rccuiso  gralieo  comp  Lilac  tonal. 


(a)  v  - 


3x2  -  8 


..v2  -  4 
2x  -  a 


(h)  V“ 


.v 2  +  2a 

A2  -  1 


— ,  7 

X-  +  A  -  2 

16.  (a)  Esboce  o  grafico  de 


(d)  v  = 


v2  —  x  —  2 


I 


v  — 


(a  —  a)(x  —  b) 

supondo  a  ^  />, 

(b)  Prove  que.  se  a  ^  b.  entao  a  funyao 

1 


(a  —  «)(*  —  b) 

6  simeiriea  em  relayao  5  reia  a  =  (a  +  b)f 2. 

i  7.  M  ostre  q  Lie  y  -  a  i3e  um  a  assi  ntota  obi  tq  u  a  do  gnl  ii  co  de/(_v)  = 
a7(a  -  3).  Esboce  o  grafico  de  v  ~jix),  mostraudo  esse  compor- 
tamento  assintdtico. 


022.  a  -  -  ~ 


A  A 


A3  —  4a  —  8 

7+2 


024.  — 


A“  +  I 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


025. Em  cada  parte,  combine  a  fimyao  com  os  gralicos  1  a  VI 
sem  usar  um  recurso  grafico  c  depots  continue  gerando-o 
com  um  recurso  grafico  eompuiacioiial 


(a)  a 

(d)  x 

1 


2/5 


(b)  A 

(e)  x 


1/4 


1/5 


1,4 


<c)  A 


X 


VI 


26.  Esboce  a  forma  gerul  do  grafico  de  y  =  a1"'  e  dcscrcva  o  que 
acomcee  com  cl  a  quando  n  crcsce  sc 

(a)  n  for  inteiro  positive  par; 

(b }  tt  for  inteiro  positive  fmpar, 


18.  Most  re  que  y  =  3  -  a  c  uma  assmtota  curviimea  do  grafico  de 
tlx)  =  (2  +  3x  -  x)fx>  Esboce  o  grafico  de  y  —f{ a),  mostraudo 
esse  comportamemo  assiruoiico. 


19-24  Esboce  um  grafico  da  futiyao  racional  dada  e  i dent iti que 
as  coordcnadas  dos  pontos  estaclondrios  c  dc  inflexao.  M  ostre  as 
assmtotas  horizontals,  verticals,  oblfquas  e  curvilmcas  e  de  suas 
equayoes.  IdeiHilique  (se  houver)  os  pontos  em  que  o  grafico  cm m 
Lima  assmtota.  Con  lira  seu  trabalho  com  um  recurso  grafico. 


019.  a 


1 

X 


20. 


A2  -  2 


021. 


(A  -  2  V 


X 


X- 


27-34  Obteiilia  um  grafico  da  funyao  e  identifique  a  locaiizayao 
dc  todos  os  pontos  criticos  e  de  inflexao  .  Con  lira  sou  trabalho  com 
urn  recurso  grafico. 


027.  V4a2  -  1 

028.  v'.v2  “  4 

029.2a  +  3  a  2/3 

030.  Zx1  -  3a  1/1 

031.  4a  1/3  -  A4'3 

032.5Ayj  +  A5/J 

„  S  +  X 
Q33,2+^ 
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35-40  Obtenha  am  griifteo  da  fungao  e  identiflque  a  local  izagao 
do  todos  os  pom  os  do  extremes  relatives  e  de  inflexao.  Confira  son 
trabalho  corn  um  recurso  graflco. 

•; 35*  a  +  son  a  036,  a  -  tg  x 

37*  a/5  cos  x  +  son  jt  038*  sen  x  +  cos  x 

■  39.  sen  a  -  cos  a  ,  — it  <  a  <  3ji 

40.  yfig.V  0  b  ,V  <  Till 


41-50  Usando  a  regra  do  L  Hopital  (Seg&o  4,4).  podemos  conferi r 
quo 

Ism  lim  - —  —  0,  lim  xex  =0 

.v  — *  -(-w  x  x^+^c]'  ,r  —>  — » 

Messes  exercicios:  (a)  Use  esses  Jinsiles,  so  uecess^rio,  para  obter 
os  3 1 mites  dejtr)  quando  a  — >  -kx;  e  x  — >  -ao.  (b)  Esboee  o  grafico 
dcyf.v)  e  identifique  todos  os  extremes  relatives,  os  pontes  do  in- 
flex  ao  e  as  assfntotas  (con forme  o  caso),  Conflra  sen  trabalho  com 
urn  recurso  grtifico. 


K-;  41  .fix)  —  xe' 
^43.fix)=/e~2x 
0  45*  fix)  —  A~g~c 

B47^)=_L_ 

“49,/U)  =  aV"1 


042*Av)-^“J 

0  44,71.  V)  =  A'C'1 

046*7(4')  -  e~u** 
048^)  =  -^V 
050,/Ia)  =  a'V"1 


51  -56  Usando  a  regra  de  l *  Hopi  tal  (Segao  4.4),  podemos  eon  fen  r 
qua 

lim  ^  On  lim  ~ —  =  +x,  Jim  xr  In  x  ~  0 

,v  +  +  x  -* + ^ 1  n  .I  ->  0 1 

para  qualquer  ml  mere  real  posit  ivo  r\  No.stcs  exercicios:  (a)  Use 
esses  li mites,  so  nccessano,  para  obtor  os  Ji mites  do  fix)  quando  x 
+cxj  e  x  ->  0",  (b)  Esboee  o  grafico  de fix)  e  identifique  todos  os 
extremes  relatives,  os  pontes  dc  inflexao  e  as  assintotas  (con forme 
o  caso).  Confira  sen  trabalho  com  um  recurso  grafico. 

g-  -  5 1  .fix)  —  x  I  it  x  h  -j  52,  fix)  -  4"  1  n  x 

0  S3. fix)  =  / 1  n(24  0  54,/(i)  =  !n(.d  +  I ) 

55  .fix)  —  42  "In  4  ;  •:  56.  fix)  =  a  1 0  In  a 


ENFOCANOO  CQNCEITOS 


057, Consider^  a  lamiliade  curvas  y  =  xe ia  (b  >  0), 

(a)  Use  um  recurso  grdfieo  computacional  para  gerar  al- 
guns  membros  dessa  famflia. 

(b)  I  >i  scut  a  o  c  lotto  da  variagao  dc  h  na  forma  do  grafico 
e  a  local  izaglo  tan  to  dos  extremes  relatives  como  dos 
pontos  de  inflexao. 

-  58,Considere  a  famflia  de  curvas  y  -  e  In'  (b  >0). 

(a)  Use  um  recurso  grafico  computacional  para  gerar  al- 
guns  membros  dcssa  lamflia, 

(b)  Discuta  0  cl ci to  da  variagfio  de  b  a  a  forma  do  grafico 
c  a  local  izagao  tanto  dos  extretnos  relativos  como  dos 
port t os  de  inflexao. 


59,  (a)  Determine  se  os  limues  a  seguir  existem  e*  em  caso  afn- 
rnativo,  cncontre-os. 


lim  e'  eos-t,  Jim  ex cos 4 

r  a  -+  — * 

(b)  Esboee  os  grali cos  de  v  =  e\  y  =  -e  e  v  =  e‘  cos  ,v  no 
mesmo  si  sterna  de  coo rdenadas  e  marque  todos  os  pan¬ 
tos  de  interseegao. 

(c)  Use  um  recurso  grafico  computacional  para  gerar  al¬ 
gous  membros  da  lam  ilia  y  -  e"  cos  bx  {a  >  U  c  b  >  0) 
e  discuta  o  efeito  da  variagSo  de  a  e  b  sob  re  a  forma  da 
curva. 

6ft.  Considere  a  1am ilia  de  curvas  v  —  x  c  1  onde  n  6  um  nu- 

mero  intciro  positive. 

(a)  Use  u m  I'cctirso  grafico  para  gerar  alguns  membros  dcs¬ 
sa  famflia. 

(b)  D i scuta  o  e fei  to  d e  van ar  n  no  ton  11a ( o  do  gra fi co  e  d i  s- 
euta  tanto  a  local Ezagao  dos  extremos  relativos  como 
dos  pom  os  do  inflexao, 

61,  A  ligura  cm  anexo  most ra  0  grafico  da  dem-ada  tie  uma  fun- 

gao  h  quo  esl;‘i  definida  e  e  coiUiiHia  no  intervale  (-00*  +00), 

Suponha  que  o  grdfico  de  h*  tenha  uma  assfntota  vertical  em 

4=  3eque 

li  (a')  — >  tr  quando  x  — >  —  ^ 
h  (x)  ->  —  x  quando  x  — v  +x 

(a)  Qua  is  sao  os  pontos  criticos  de 

(b)  Identifique  os  imervalos  em  que  I  fix)  6  crescente, 

(c)  Identifique  as  coordenadas  4  dos  extremes  relativos  de 
h(x)  e  classifiq  ue-os  como  inaximo  on  mini  mo  relativos. 

(d)  Estime  as  coordenadas  x  dos  pontos  de  inflexao  de 
h(x). 


Figura  Fx-61 


62,  Seja  fix)  -  ( 3  -  2v)/r(.r),  onde  h{x)  6  a  fnngao  dad  a  no  Exerd- 
cio  61.  Suponha  que  4  =  5  seja  urn  panto  ciftico  dc  /(a). 

(a)  Estime  ^(5), 

(h)  Use  0  teste  da  derivada  segunda  para  determinar  sefix) 
tem  um  maximo  ou  uni  mini  mo  relative  em  x  -  5. 


63*  Um  loie  rctangular  devc  ser  ccrcado  de  forma  que  a  area 
interna  seja  do  400  rn\  Sc  jam  L  0  comprimcnlo  da  cerca 
necess^ria  e  a  o  comprimenio  de  um  ludo  do  ret§ngulo: 
mosttc  que  L  =  2..r  +  800/v  para  x  >()o  esboee  o  grafico  de 
L  versus  x  para  x  >  0, 
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[— 0t2;  0,2j.  Most  re  que  a  cseolha  da  e sea I a  vertical  laz  com  que 
0  compntador  perca  aspectos  importantes  do  grafico,  Encontre 
os  aspcctos  omit idos  e  faga  scu  prdprio  esbogo  inostrando-os. 


dc  um  ]ado  da  base  quadrada.  Most  re  que  S  =  x~  +  2000/v  para 
x  >0c  esboce  o  grafico  dc  S  versus  x  para  x  >  0. 


1 


s 

4 

3 

2 

1 


1 


0,2 


1 


65,  A  Figura  Ex- 65  mostra  o  grdfico  do  polinomio  y  =  die  (x  -  I ) 
gerado  etn  compntador  usando  uma  jancla  de  [-2:  2,5]  x  [-1 , 5], 
Mom  re  que  a  escolha  da  escahi  vertical  fa/  com  que  o  computa- 
tier  perca  aspectos  importantes  do  grafico.  Encontre  os  aspectos 
omi  tidos  e  lac  a  scu  prdpiio  esboco  mostrando-os. 


0,1 


-0,1 

-0,2 


1 


66,  A  Fi  gum  Ex  -66  m  ost r a  o  grn  f  i  co  do  pol  i  n  6  m  i  0  y  =  0, 1 . v'  (x  -f  I )" 
gerado  em  compntador  usando  uma  j  and  a  dc  [-2;  1,5  [  x 


Gerado  pela  Maihemutka 

Figura  Ivh -65 


Figura  Ex-66 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  5.3 


5.4  MAXEMOS  E  MINIMOS  ABSOLUTOS 


No  comeqo  da  Seqao  5,2  observamos  que ,  se  o  grafico  de  uma  jimedofor  imaginado  como 
sendo  uma  conUlheira  em  duas  dimensoes  (Figura  5.2  Jh  entao  os  mdximos  e  os  mtnimos 
relatives  correspondent-  ao  topo  de  monos  e  aofundo  de  vales,  isto  e>  eles  silo  os  pantos 
mats  alto  e  mats  haixo  em  sua  vizinhanga  proximo .  Nesta  segdo  nos  preoenparemos  com 
o  problema  mats  abrangente  de  encontrar  os  pantos  mats  alto  e  tnais  haixo  de  tod  a  a 
pa  i sag  cm,  is  to  ey  pwcuraremos  o  mats  alto  dos  topos  e  o  mats  f undo  dos  vales ,  Em  ter  trios 
matemdticos,  procuraremos  o  motor  e  o  me  nor  valor  de  uma  fimqdo  em  um  intervalo. 


■  EXTREMOS  ABSOLUTOS 

Vamos  comegar  por  alguma  terminologia  para  descrever  o  maior  e  o  menor  valor  de  uma 
fungao  em  um  imervalo. 


5.4.1  de  Fi  Nig  ao  Seja  /  um  intervalo  no  domfnio  de  uma  ftrngao  f  Dizemos  que  / 
tent  um  maxima  absolute  em  /  em  um  ponto  xn  se  fix)  <  /(xj  para  lodo  x  em  A  e  que  / 
tem  um  trnnimo  absolute  cm  x0  se  /{%)  <  fix)  para  todo  x  cm  /,  Se  /  liver  em  quaF 
quer  um  dos  dois,  mdximo  absolute  ou  mini  mo  absolute,  dizemos  que  /  tem  em  x,>  um 
extreme  absolute. 


Se/LCm  um  maxi  mo  absolute  no  ponlo  v,  cm  um  intervalo  A  entao  /(jc„)  e  o  maior  valor 
de  f  em  /;  e  se / tem  um  mfnimo  absolute  em  entao  f(xu)  e  o  menor  valor  de/e m  A  Em 
geral,  nao  ha  garantia  de  que  uma  fumgao  /  lenha  extremes  absolutos  em  um  dado  intervalo 
(Figura  5.41). 
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/tern  um  minima 
absolute  mas  n3o 
um  m^xirno  absolute 
efn(-w,  +») 


(a) 

I'igura  5AA 


f  n£o  tem  extra  mas 
absolutes  am 

(— bO,  +OO) 


/tem  um  maximo 
e  um  minima 
absolutes  erm 

(— «»„  +w) 


Um) 


/  mao  tem  extremes 
absolutes  em(y.  b) 


/'tern  um  mini  mo 
e  um  meximo 
absolutes  em  [«.  b] 


■  QTEOREMA  DO  VALOR  EXTREWIO 


As  partes  (d)  a  (d)  da  Figura  5.4. 1  mostram  que  uma  fungao  eontfmia  pode  on  nao  ter  extre- 
mos  absolutes  em  um  intervalo  infinite  ou  em  um  intervalo  aberto  finite.  Pordm,  o  teorema  a 


seguir  mostra  que  uma  fungao  commua  deve  let  um  maxi  mo  e  um  minima  absolutas  em  todo 


intervalo fechado  fintto  [veja  pane  (e)  da  Figura  5.4, 1  ]. 


As  hipdteses  do  Teorema  do  Valor  Ex* 
tremo  sac  essenciais,  Ou  seja,  seo 
intervalo  nao  for  fechado  ou  se/nao 
6  continue  no  intervalo,  ontao* j  nao 
preoisa  ter  extremes  absolutos  no  in* 
tervalo  {Exercfcios4  a  6), 

Embora  a  prova  desse  teorema  seja  muito  dificii  para  ser  incluida  aqtiiH  o  Eeltor  deve  se  convene er  de  sua  validate 
com  alguns  exemplos  -  tense  fazero  gr^fico  de  dlversas  fungbesconli'nuas  em  [0. 1]  e  se  convenes  de  que  nao  hi 
como  evttar  um  ponto  mais  alto  e  um  mais  baixo  no  gr&tico.  Em  uma  analogia  fisica,  se  o  leilor  imaginar  o  gratico 
como  os  bilbos  de  uma  montanha-russa,  comegando  em  r  =  0  e  acabando  em  v  -  1 ,  entao  a  montahha-nussa  deve 
passar  porum  ponto  mais  alio  e  um  mats  baixo  em  seu  trajeto. 


5.4.2  teorema  (Teorema  do  Valor  Ex  tremo)  Se  uma  fangtio  f  for  continua  em 
urn  intervalo  fechado  fin  ho  [ay  b]f  entao  f  tern  um  maxima  e  um  minima  absolutas  em 
[a,  b\. 


O  Teorema  do  Valor  Extreme  e  um  exemplo  do  que  os  mateniaticos  denominam  teore¬ 
ma  de  existencia.  Tnis  teoremas  eslabclceem  condigOcs  sob  as  quais  alguma  coisu  exisle,  no 
caso,  o  extremo  absolute,  Enlrelanio,  saber  que  algo  exisle  e  uma  coisa,  enconlra-lo,  porem,  € 
bem  diferente.  Asslm,  vamos  nos  dedicar  agora  ao  problema  de  encontrar  o  ex  tremo  absokuo 
sob  as  eondigdes  do  Teorema  do  Valor  Extreme. 

Se  /  for  commit  a  em  um  intervalo  finito  fechado  [a,  /?],  entao  os  extremos  absolutos  de 
/  podem  oeorrer  nos  extremos  do  intervalo  ou  dentro  do  intervalo  aberto  (a,  h).  Se  os  extre- 
mos  absolutos  ocorrcm  dentro,  entao  o  teorema  a  seguir  nos  diz  que  eles  devem  oeorrer  cm 
pontos  cniicos  de  /, 


O  Teorema  5.4.3  tampem  4  v&lido  em 
inter  valos  abertos  rntinitos.  ou  seja. 
om  intervales  da  forma  <  x.  +ot=), 
(«.  +:x  )  £  h), 


5.4.3  TEOREMA  Se  f  tiver  um  extrema  absolute  em  um  intervalo  aberto  {a,  h),  entao 
ele  deve  oeorrer  em  um  ponto  entko  de  /, 


demo NSTR ,\c ao  Sc  /  tiver  um  maxinio  absolute  em  {a,  b)  em  um  ponto  xi)t  entao  f(x{) 
6  lambem  um  niaximo  relativo  para/,  pots  se  /( jf„)  for  o  maior  valor  de  /  em  todo  (a,  h), 
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j ,  v 


a  xi}  b 


{<•) 

Figura  5.4,2  Em  (a),  o  niaximo  ab- 
so  I  u  io  ocorre  e  m  um  ex  i  re  mo  do  \a ,  b  \ : 
em  (b),  ele  ooorre  em  um  pen  to  esta- 
cionarlo  em  (a.  b):  cm  (c),  ele  ocorrc 
cm  um  ponto  cotieo  cm  {a.  b ),  onde  / 
nao  c  diferenciivel. 


[I.  5]  x  [20, 55] 
A-Scl  =  I,  ySd  =  10 


v  =  2.1"'  1 5d  +  36.x 


Figura  5.4.3 


Tabeja  5,4.1 

a-  -I  0  g  I 


fix)  9  0  - 1  3 


entuot  certamente,  f(x{)  serd  o  maior  valor  do  /  em  uma  vi/.inhanga  prdxima  de  xw  Assim, 
c  um  panto  crftico  de  /  pelo  Teorema  5+2.2,  A  demon  stragao  no  caso  de  mini  mo  absoluto  c 
semelhanie.  ■ 

Segue  desse  teorema  que,  se  /  for  eonlfnua  no  interval o  iinito  fee h ado  [ca  />]+  entao 
os  extremes  absolutes  oeorrcni  ou  nos  pontos  extremes  ou  em  pontos  crfticos  do  intervalo 
(Figura  5.4.2).  Dessa  forma,  podemos  usar  o  seguinte  procedimento  para  cncontrar  os  ex- 
tremos  absolutos  de  uma  fungao  contmua  em  um  intervalo  finite  fcchado  [a>  b\. 


Procedimento  para  Encontrar  os  Extremos  Absolutos  de  uma  Fungdo  Coni  (mi  a  f  em 
um  Intervalo  Finito  Fechado  [a,  b\ 

Passo  1  Encontre  os  pontos  crfticos  dc  f  cm  ( a ,  h), 

Passo  2  Encontrc  o  valor  de  f  cm  todos  os  pontos  crfticos  c  nos  extremos  a  e  b. 

Passo  3  O  maior  enlre  os  valores  do  Passo  2  e  o  valor  mdxi mo  absolute  de  /  em  [a,  /?),  e 
o  me  nor  valor  e  o  minim  o  absolute. 


►  Exemplo  1  Eneonire  os  valores  maxi  mo  e  minima  absolutos  da  fungao  f{x)  — 
2x*  -  15jt“  +  36a  no  intervalo  [  L  5]  e  determine  onde  esses  valores  ocorrem. 


Solugao  Como  /  6  continua  e  diferendavel  em  toda  parte,  os  extremes  absolutos  ocorrem 
ou  nos  extremes  do  intervalo  [1,5]  ou  em  pontos  estacionarios  do  intervalo  aberto  (1,5).  Para 
eneomrar  os  pontos  estaciosuirios,  preeisamos  resolver  f  ix)  -  0S  que  pode  ser  eserita  como 


6a2  -  30a  4-  36  -  6(a3  -  5a  +  6)  =  6(a  -  2)(a  -  3)  =  0 

Assim,  ha  pontos  cstucionarios  em  x  =  2  e x=  3.  Caleulando  o  valor  dc  /  nos  extremes  C  nos 
pontos  estacionarios,  ohiemos 

/(])  =  2(l)3  —  I5C1}2  +  36(1)  =  23 
f(2)  =  2(2)3  -  I5(2)2  +  36(2)  =  28 
/(3)  =  2(3) 3  -  35(3)-  +  36(3)  =  27 
/<5)  =  2(5) 3  -  3 5(5)-  +  36(5)  =  55 


de  onde  eondufmos  quo  urn  mfnimo  absolute  de  /  em  [1,5]  e  23  C  ocorre  cm  x=  1,  e  um 
niaximo  absolute  de  /  em  1 1 , 5]  e  55  e  ocorre  em  x  —  5.  tsso  esta  de  acordo  com  o  gratlco  de 
/  na  Figura  5.4.3.  < 


►  Exemplo  2  Encontrc  os  extremos  absolutos  de  j(x)  =  -  3x  "  no  intervalo  [-1,  1  ]  e 

determine  onde  eles  ocorrem. 


Solugdo  Observe  que/  6  coutfnua  em  toda  pane  e  que,  portanto,  o  Teorema  do  Valor  Ex- 
tremo  garame  que/ tern  um  valor  maxi  mo  e  um  valor  mfnimo  no  intervalo  |-1,  1].  Diferen- 
ciaudo,  ohtemos 

Sx  -  I 


fix)  =  Zxm-x~-/Ji  =  x~z/\Zx  -  1)  = 


“2/3 


-2/3. 


■2/3 


Ass  i  m,  f(x)  -  0  cm  x  =  |  e  fix)  nao  esta  dc  fin  id  a  em  jc  =  0,  Caleulando  o  valor  de  /  nesses 
pontos  crfticos  c  nos  extremos,  obtemos  a  Tabcla  5.4.1,  da  qua!  conclufmos  que  um  valor 

|  OCOrre  Cm  rv  =  ^ 


mfnimo  absoluto  de  —  I  OCOttc  cm  x  =  4,  enquanto  um  valor  mdximo  absolute  de  9  ocorre 


em  .v  =  —  1.  M 
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■  EXTREMOS  ABSOLUTOS  EM  INTERVALOS  IMFINITOS 


Observamos  anteriormente  que,  em  um  intervalo  in  finite,  uma  funcao  contfnua  pode  ou  nuo 
ter  extremes  absolutes  (veja  a  Figura  5.4. 1 ).  Porem,  ccrtas  conclusoes  sobre  a  existencia  de 
extra  m  os  absolutes  de  uma  furtquo  contfnua  /  em  (—log,  +og)  podem  scr  dedu/  id  as  do  COm- 
portaniento  de  f(x\  quando x  — ^+oo  e,v  — x-eo  (Tabela  5.4 2), 


Tahela  5.4.2 


LIMITES 

lim  f(x)  - 

x  — *  - 

lim  /(je)  ~ +« 

-V  — 

lim  fix)  =  -oo 

lim  fix)  -  -oo 

lim  fix)  =  -oo 

A'  ->-■&> 

lim  fix)  ™  +oo 

Jr  'J-do 

lim  f(x)  = 

.V  -  £>-> 

lim  fix)  -  -C<: 

X  +60 

CONCLUSOES SL 
/  FOR  CO  MIMA 

EM  TODA  PARTE 

/  lem  um  minimo  absoluto, 
mas  nenhum  maximo 
absoluto  cm 

/ tem  um  maximo  absoluto, 
mas  nenhum  mfnimo 
absoluto  em 

/nao  tem  maximo 
absoluto,  nem  mfnimo 
absoluto  cm  (-»,  +») 

/ nao  tem  mAxinio 
absolute,  nem  mfnimo 
absolute  em  (-»,  +$*) 

OR  ARCUS 

j 

l.v 

5^/  x 

J 

L.V 

j 

/  x 

j 

i,  y 

\  x 

V 

►  Exemplo  3  O  que  pode  ser  dito  sobre  a  existencia  de  extremes  absolutes  de  polinfunios 

em  (-oo,  +oc }? 


Soluqao  Sep  (a)  for  uni  polinomio  de  gran  finpar,  entao 


lim  p(x)  e 

JL  — *  +* 


lim  p(x) 


X  -»■  —  30 


(I) 


tSm  sinals  opostos  (um  e  +oo  e  o  outre,  -oc),  nao  havendo,  assitn,  extremes  absolutes.  For 
outre  l ado,  sep(jc)  liver  grau  par,  entao  os  limites  em  (1)  tem  o  mesmo  sinal  (ou  arnbos  +oc, 
ou  am  bos  -oo).  Se  o  coeficieme  do  mt  name  for  positive,  am  bos  os  limites  sao  +oo  e  ha  um 
mfnimo  absolute,  mas  nao  um  maximo  absoluto;  se  o  coefideme  dominuntc  for  negative, 
entao  ambus  os  limites  sao  — oo  e  ba  um  maximo  absolute,  mas  nao  uni  mini  mo  absolute.  *4 


Figura  5.4.4 


►  Exemplo  4  Determine  pur  mspegao  se  p(x)  -  3_r4  +  4a'  tem  extremes  absolutes.  Se 
river,  encontre-os  e  most  re  ontle  eles  ocoirem, 

Solugdo  Como  p(x)  tem  grau  par  e  o  eoeikiente  do  mi  name  e  positive,  p(x)  — >+oo  quando 
x  — >±oc.  Dessa  forma,  hi  um  mfnmno  absolute,  mas  nenhum  maximo  absoluto.  A  partir  do 
Teorema  5.43  [aplieado  ao  intervalo  (-esc,  +oo)J,  o  mfnimo  absoluto  deve  ocorrer  em  um 
pen  to  erftieo  de  p.  Como  p  6  diferenciavel  em  toda  parte,  podem  os  encomrar  todos  os  pout  os 
eniicos  resol vendo  a  equa^ao  p'ix)  =  0.  Essa  equa^aoe 

I2.C  +  1 2.v2  =  12jc2(jc  +  1)  =0 

de  ondc  conduimos  scrum  x  =  0  e  x  = — 1  os  ponlos  estaeionario.s.  Calculando  o  valor  de  p  nos 
pontos  estaeionarius,  obtemos 

p(0)  =  0  e  p{- 1)  =  — :1 

Assim,  conduimos  que  p  tem  um  mfnimo  absoluto  de  -  I  em  x  =  -1  (Figura  5.4.4).  < 
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■  EXTREMOS  ABSOLUTOS  EM  INTERVALOS  ABERTOS 

Sabemos  que  uma  funcao  cominua  pode  ou  nao  ter  extremes  absolutes  em  um  intervale 
aherlo.  Pore m t  certa.s  eondusbes  sobre  a  existeneia  de  extremes  absolutes  de  uma  fungao 
contmua/enri  um  intervalo  aberto  (a?  b)  podem  ser  tiradas  do  comporiamento  de  fix),  quando 
x  — >  a  e  x  — >  b  (Tabela  5*4,3)*  Conclusoes  analogas  podem  serdedu/klas  para  intervales  da 
forma  (— oo,  h)  ou  (a,  +oo ). 


Taliela  5.4.3 


1J  MITES 

lim  f(x)  —  +co 
x^n* 

lim  fix)  =  +«> 

x—, tb 

lim  fix)  = 

lim  f(x)  ==  -co 

x—ifr 

lim  f{x)  =  -« 

A->a  + 

llm  fix)  -  +<» 

x  -+b 

lim  f(x)  -  +to 

.V->«  + 

lim  f(x)  -  -co 

A — 

CDNOLl SOES  SE 
/  FOU  CONTlSUA 

EM  (ffj  h ) 

f  leni  tun  mini  mo  absoluto, 
mas  nenhum  m£ximo 
absolute  em  Ul  b ) 

/letn  um  mSxi mo  absolute 
mas  nenhum  mmimo 
absolute  em  (cl  b) 

f  nao  tem  nem  rnaximo. 
nem  mini  mo  absolutos 
em  (m  b ) 

/nao  tem  nem  rnaximo, 
nem  mini  mo  absolutes 
em  (a,  h) 

GfiARCO 

jWj  « 

|  /\  ]  , 

i  J\ 

a  /  1 b 

"  \h  f 

a  j  b 

"!  V  !" 

v  -  —  (0  <  x  <  t) 

X"  “  x 


Figura  5,4.5 


►  ExempioS  Determine  sc  a  funcao 

/(•*)  =  ■  2 1  ; 
x-  —  x 

tern  algum  extreme  absolute  no  intervalo  (0,  1),  Se  houver  algum,  encontre-o  e  determine 
onde  ocorre. 

S&lufao  Como  f  e  contfnua  no  intervalo  (0,  1 )  e 


lim  fix)  —  lim 

.V-*0+ 


i 


=  llm 


l 


x-*0h  X~  —  X 

I 


x  — r  0+  x(x  —  1) 

I 


lim  fix )  =  iim  — 

a I"  v-  1-  X2  -  X  v-  1-  X(X  ~  I  ) 


=  lim 


=  —  r>c 


=  —  oc 


a  funcao  /  tem  um  m&ximo  absoluto,  mas  nenhum  mmimo  absolute  em  (0,  I),  PeloTeorema 
5,4,3,  o  max  lino  absoluto  deve  ocorrer  cm  uni  ponto  entice  de  /  no  intervalo  (0,  1),  Temosque 


fix)  =  — 


2x  -  1 


(■**  -x) 

logo,  a  uniea  solugao  da  equagao  f'(x)  =  0  e  x  =  i.  Emhora  /  nao  seja  diferencidvet  em  jr= 0  ou 
em  x  —  I ,  esses  valores  sag  duplamente  desqualilieados  por  nao  per tencerem  nem  ao  dtmunio 
de/nem  ao  intervalo  (0,  1).  Assim,  o  maxinio  absoluto  ocorre  em  .v  =  I,  e  esse  valor  rnaximo 

Am 

absoluto  e 

/(!)=  1 


G)'  -  5 


(Figura  5,4,5.),  < 


M  EXTREMOS  ABSOLUTOS  OE  FUWQOES  COM  UM  EXTREMO  RELATIVO 

Se  uma  fungao  contfnua  fiver  semen  to  um  extremo  relative  em  um  intervalo  /  finite  ou 
infinito,  emSoesse  extremo  relative  deve  necessariameme  ser  um  extremo  absoluto.  Para 


en tender  isso,  stiponha  que  j  tenha  um  rnaximo  relative  em  um  ponto x0 de  um  intervalo  /  e 
nenhum  outro  extreme  relative  em  /,  Se  f(xf)  nao  for  o  rnaximo  absolute  de  f  em  /,  entao  o 
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/ 

/ 

/ 


g  rifle  o  de  /  deve  fazer  uma  virada  para  cima  em  algum  ponto  de  /  para  subir  acima  de  f(xf. 
Entretanto,  isso  nao  pode  acontecer,  pais  o  pmcesso  de  fazer  a  virada  para  cima  produ/ina 
um  segundo  extreme  relative  em  /  (Figura  5.4. 6).  Assim,  /(a„)  deve  ser  o  maxi  mo  absolute, 
ale m  de  ser  um  maxi  mo  relative.  Essa  kieia  esta  presente  no  teorema  a  seguir,  o  qua!  enun- 
dam  os  scm  pi  ova. 


5*4.4  teorema  S upon  ha  que  f  e  com  inn  a  e  tem  exatamente  um  exnemo  relativo  em 
um  interval o  /,  digamos  em  x0. 

(a)  Sc  f  liver  um  minima  relativo  em  Air  entao  /(aci)  e  o  valor  minima  ahsoluto  de  f  em  /. 
(h)  Se  f  liver  um  maxima  relativo  em  Afl,  entao  f{x()  e  o  valor  maxima  ahsoluto  de  /  em  /. 


Esse  teorema  6,  muitas  vezes,  util  onde  outros  mdtodos  sao  enladonhos  on  dilfceis  de  apliean 


►  Exemplo  6 

valo  (0T  +x\l 


Enconlrc  os  extremes  absolutes,  se  homer,  da  fuii^ao  /tv)  =  e 


ix '  -  :w-.j 


no  inter- 


Soluqdo  Temos  timY^v  fix)  =  +  x>  (verifique),  porta n to,  /  nao  tem  um  maxi  mo  ahsoluto  no 
intervale  (0,  +ou).  Com  u  do*  a  continuidade  do/  junto  com  o  fate  de  que  Jim,  ^fix)  =  e'l  =  I  c 
finite,  permits  a  possibilidade  de/ ter  um  mfninio  ahsoluto  em  (0,  4oo)>  Se/liver  um  lul  mini- 
mo*  deve  ocorrer  em  um  ponto  critico,  portanto,  consideramos 


fix)  =  e 


(X 


iUi)(3a2  —  6 a)  =  3a (,v  -  2)e 


(.vJ“  Ar) 


Como  e  "  >  0  para  todos  os  valores  de  a,  vemos  que  x  =  0  e  x  =  2  sao  os  unices  pontos 

critic  os  dc  /.  Desses,  somente  x  =  2  esla  no  intervalo  (0,  +oo),  de  modo  que  ncsse  ponto/ 
poderia  ter  um  mini  mo  ahsoluto.  Para  verificar  se  isso  ocorre,  potlemos  aplicar  a  parte  (a)  do 
Teorema  5.4.4.  Como 


r  (a)  -  tf 


Ox2  —  6a)"  4*  e 


id-i.K1) 


(6a  —  6)  =  [(3a"  “  6a)"  4-  (6a  —  6)  j^1 


f.C— 3.\3) 


A  fun^ao  do  Exemplo  6  tem  um  mini- 
mo  absolute  no  intervalo  (-x,  +oc )? 


tem  os 

/"{ 2)  =  (0  +  6)tT4  =  6e“4  >  0 

e,  port  an  to T  pelo  teste  da  derivada  segunda,  x  =  2  e  um  ponto  de  mfni  mo  relativo  de/. 
Asshm  f{x)  tem  um  valor  mini  mo  ahsoluto  em  a  =  2,  e  esse  mini  mo  e/2)  =  e~*  ^  0,0183 
(Ftgura  5.4.7).  -4 


^  EXERCICtQS  DE  COMPREENSAO  5.4  ( Verpagina  309  para  respostas.) 


L  Use  a  Eigura  abaixo  para  cneontrar  as  coortienadas  x  dos  extre¬ 
mes  relatives  e  absolutes de/em  [0, 6J. 


2*  Verdadeiro  ou  false: 

(a)  Se  u  m  a  fungao/d  eon  I  m  ua  em  [a ,  b  | ,  ent  ao/tem  u  m  m  dx  i  - 
mo  absolute  em  [a,  b]. 

( b )  Se  Li  i  na  f  u  119  So  f  6  c  ont  mu  a  em  Un  b ),  en  tSo/te  in  u  m  m  fni- 
mo  absolute  ein  (a.  b). 

(c)  Se  unia  Itmcao  / tem  um  valor  mini  mo  absolute  cm  Un  b), 
entao /torn  uni  ponto  erftieo  em  (u.  b). 

(d)  Se  uma  fungao / e  eontfnua  em  [a,  b]  e /  nao  tem  valores 
extremos  reialivos  cm  {a,  h),  entao  o  valor  maximo  absolu¬ 
te  de/existe  e  ocorre  ou  em  x  =  a  ou  em  x  ~  b. 
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3*  Suponha  que  unia  fungao  /  seja  continua  em  [-4.  4]  e  tenha 
pontos  criticos  cm  x  -  -3*  0.  2.  Use  a  tabula  para  determinar 
os  vaiores  absolutes  maxi  mo  c  mmiimo,  sc  h  Oliver,  para  /  nos 
i  ntc  rvalos  i  nil  i  cados, 

(a)  |L4|  (b)  [™2,  2]  (c)  [-4,4]  (d)  (-4,4) 


A 

-4 

-3 

“2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

fix) 

2224 

-1333 

0 

1603 

2096 

2293 

2400 

2717 

6064 

4,  Seja  j\x)=x  -  3/  -  9x  +-  25.  Use  a  derivada  fix)  =  3(x+  I )  (x-3) 
para  determinar  os  vaiores  absolutes  maxirno  e  mini  mo*  se 
h  ouver*  para/em  cad  a  utti  dos  interval  os  iridicados. 

{a)  |0.  4 1  (b)  [-2,4]  (c)  1-4,  2 1 

(d)  [S.  ]  0|  (e)  (-5,4) 


EXERCICIOS  5.4  :  ^  Recurso  Grafico  (JO  CAS 


EWFOCANDO  CONCEITOS 


1  -2  Use  o  grali co  para  encontrar  as  coordenadas  x  dos  extremos 
absolutes  e  relatives  de / em  [0*  7| 


1. 


3*  Em  eada  parte,  esboee  o  grdlico  de  uma  lungiio  commua  / 

com  as  propriedades  indteadas  no  intervale  [0*  1  Of 

(a)  /  Lem  infrnmo  e  mdximo  absolutes  em  x  =  0  e  x  -  10, 
respectivamente.. 

(b)  /  tern  mfnimo  e  maxi  mo  absolutes  em  x  —  2  e  x  —  7, 
res  pectivam  elite. 

(c)  /  tern  mmimos  relativos  em  ,v  -  1  e  x  =  8,  maximos 
relatives  em  x  =  3  e  x  -  7  e  tnnrimo  e  maxi  mo  absolutes 
cm  x  =  5  e  a  =  10,  respectivamente. 

4,  Em  eada  parte,  esboce  o  gralieo  de  uma  lungac  continua  / 

com  as  propriedades  indicadas  no  intemlo(-oo>4oc), 

(a)  /  nao  tem  extremes  rclativos  nem  absoluios, 

(b)  /  tem  um  mini  mo  absolute  em  x  =  0,  mas  men  hum  ma¬ 
xi  mo  absoluto. 

(c)  /  tent  maxi  mo  c  mini  mo  absoluios  em  x  -  --5  e  x  =  5, 
respective  me  me, 


5.  Seja 


/« 


I 


0  <  x  <  1 


1  -x’ 

0,  x  -  1 


Explique  por  que/tem  um  valor  mmimo  mas  nao  um  valor 
maxi  mo  no  intervalo  fee  h  ado  [0,  1]. 


6.  Seja 


fix)  = 


A  *  0  <  A'  <  1 

l.  -V  =  0,  I 


Explique  por  que/ nao  tem  um  valor  mfnimo  nem  um  valor 
maxi  mo  no  intervalo  fee  h  ado  [0,  1], 


7-16  E  tic  on  t  re  os  vaiores  maxima  e  mfnimo  absolutos  de  /  nos 
interval  os  fee  had  os  dados  e  indique  onde  ocoirem  esses  vaiores. 


7.  /(*)  =  4/-  12A  +  10;  [1,2] 

8.  /(.i)  =  8.yKO  [0,  GJ 


9.  /(a)  =  (x-  2)J;  [1,4] 

10.  fix)  =  2x  +  ,lr-  1 2x:  [-3.  2] 


11.  .fix)  = 


3x 


v1'  4x  -  +  1 


;[-l.  11 


12,  flx)  =  <X+xf\  [-2,3] 

1 3,  f{x)  =  x -  2  sen  ,r;  [-jt/4,  ni 2] 

14,  fix)  =  sen  a  -  cos  at;  [0.  n] 

15,  f(x)=  I  +|9  —x%  |-5r  1] 

16,  /(x)  =  |6  —  4a|:  ["3*  3] 

17-24  Eneontre  os  vaiores  maximo  e  mfnimo  absolutos*  sc  h Oli¬ 
ver,  nos  interval  os  dados  e  indique  onde  esses  vaiores  ocorrem. 


1 7*  f(x)  =  A-2  -  A-  -  2;  ( — fX>,  :+00) 

18*  fix)  =  3  —  4a  -  2x~ ;  {— co,  +00) 

19*  f(x)  ^  Ax'  -  3aj;  {-oo,  +00) 

20*  fix)  =  x4  +  4a;  (-00 ,  +00) 

21*  /(x}^2r*-6x  +  2;  (-<x>*4oo) 

22*  fix )  =  x  -  9x  +  I ;  {— oo,  +csc) 
x  ^  4  1 

23.  fix)  = - (-5,-1) 

x  +  i 

24,  fix)  -  — ” ;  (-  U  5] 

x  +  I 

25-36  Use  um  recurso  grafico  coinputacional  para  estimar  os 
vaiores  maxirno  e  mfnimo  absolutos  de  /.  se  houver  nos  interva- 
tos  imlicados  e  use  os  me  tod  os  do  Cdleulo  para  obter  os  vaiores 
exatos. 

a  25.  fix)  -  (x~  -  2xf;  (-00,  +00) 
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H26./(j)  =  tv-  !)2(a-  +  2)3:  (-«*, +*>) 
B27./(a)=.vm(20-.v);  [-1.20] 

028. /(a)  =  — i— — r ;  [-1 , 4] 
x*  +  2 

029./{jr)  =  1  +-  — :  (0.  +oo) 


030  ./«  = 


2-v2  -  3a  +  3 
A'2  —  2x  +  2 

2  —  COS  A’ 


;  [K+oo> 


i  fjr/4,  3?r/4] 


R31./(a) 

■■■■’■■  32,  fix)  =  sen”  a  +  cos  a;  [  -jr*  ^  | 


sen  a 

* 


'-'33./U; 

034. /(a) 

035.  /(a) 
•  36.  fix) 

037./W 

038. /(a) 


.i-'«  1,;[l.4[ 


In  (2 v ) 


;[Uc] 


5In(^+  I )  -  3a;  [0,  4] 
(/-  i)/;  1-2.2] 

sen  (cos  a);  [0,  2tt] 
cos  (sen  a);  [  0,  tt] 


39*  E  neon  ire  os  valorcs  in&ximo  e  minimo  absolutes  de 


Ax  ~  % 

(A  -  2)  (A  -  3)* 


A  <  I 
V  >  I 


40*  Seja  fix )  =  x1  +  px  +  q.  E  no  on  t  re  os  va  lores  de  p  e  q  mis  que 
/(l)  =  3  e  urn  valor  extreme  de  /  ein  [0*  2|.  Esse  valor  6  maxi- 
mo  ou  minimo? 


41  -42  So  /  for  uma  fungao  periddica*  entao  a  locali/.agao  de  lodos 
os  extremes  absolutos  no  intervalo  (-oo>  -too)  pode  ser  obnda  en- 
contrando  os  extremes  absolutos  em  um  perfodo  e  usando  a  perio- 
dicidade  para  localizar  os  denials.  Use  essa  iddia  nestes  excrcfdos 
para  encomrar  os  valorcs  extremes  absolutos  da  fungao  e  indique 
os  valorcs  de  x  nos  quais  eles  ocorrem. 


41  *  fix)  -  2  cos  x  -f  cos  2a 


42*  fix)  =  3  cos  ^  +  2  cos  ^ 


43-44  lima  forma  de  provar  que  /(a)  <  g  (x)  para  lodo  a  cm  um 
dado  intervalo  e  moslrar  que  ali  0  <  g(x)  -  /(a),  e  uma  forma  de 
pros ar  essa  ultima  desigualdade  6  imostrar  que  o  mfnimo  absolute 
dc  g{x)  -  /(a)  no  intervalo  6  nao-negativo.  Use  essa  ideia  para 
provar  as  design  aid  ades  nestes  exercidos. 


43*  Prove  que  sen  ..v  <  a  para  todo  a  no  iniervalo  1 0.  2.tt|. 

44*  Prove  que  cos  a  >  \  -  (x7 2)  para  todo  a  no  inter valo  [0,  2x\. 

45*  Qua!  6  a  menor  inclinagao  possfvel  para  uma  reta  tangeme  a 
equate  y =.c  -  3 .v"  +  5xf 


46*  (a)  Most  re  que  fix)  -  see  v  +■  cossec  a  Lem  urn  valor  mfnimo 
mas  nenhum  valor  maxi  mo  no  inter  valo  (0,  nil). 

(b)  Encontrc  o  valor  mminio  da  parte  (a). 

047.  Mostre  que  o  valor  mfnimo  absolute  de 

/u)  = +  _i_,  ,->s 

ocorre  cm  x—  10  usando  um  CAS  para  encontrar  f\ a)  e  para 
resolver  fix)  -  0. 

R48.  A  concerning  ao  C(0  de  uma  droga  na  corrcnte  sanguine  a  ; 
boras  apos  ter  si  do  injetada  e  usual  me  ntc  model  ada  por  uma 
equagiio  da  forma 

K{e~bt  -e~ct) 

C(f)  =  - - "7 - 

c mt  —  h 

onde  K  >  0  e  a  >  b  >  0, 

( a )  Em  quo  in  omen  to  oe orre  a  con  cent  ragao  m  ax  i  ma  ? 

(hi  Para  simplilicar,  tome  K  =  1 ;  use  um  recurso  grdfico  com¬ 
putational  para  verificar  seu  result  ado  da  parte  (a)  fazendo 
o  gralico  de  C(t )  para  varies  valorcs  de  a  e  h. 

49*  EJode  ser  provado  que,  sc  /  for  di fere nc lave  1  em  (a,  b)  e  L 
for  uma  reta  que  nao  intersecta  a  curva  y  =  /(a)  no  inter  valo 
(a,  /?)*  entao  os  pontos  nos  quais  a  curva  esia  mais  prdxima  c 
mats  distantc  da  reta  L.  se  Eiouver,  ocorrem  em  pontos  onde 
a  reta  tangente  a  curva  d  pa  rale  la  a  L  (veja  a  figura  abaixo). 
Use  esse  resultado  para  encontrar  os  pontos  sobre  o  grafico 
de  v  -  —a-,  - 1  <  a  <  1  *5  quo  est&o  mais  prdximos  e  mais  dis- 
lantes  da  rota  y  =  2  -  a. 


Figura  Ex-49 


51).  Use  a  itldia  discutida  no  Exercfcio  49  para  encontrar  as  coor- 
denadas  de  todos  os  pontos  do  grafico  de  v  =  y  -  i  <  a  <  I  cnais 
prdximos  e  mais  dist antes  da  rota  y  -  ~a  -  1. 

51.  Suponha  que  as  equ agues  do  movimento  de  um  aviao  de  papeL 
durante  os  [  2  segundos  iniciais  de  voo,  sao 

a  =  t  -  2  sen  u  y  =  2  -  2  cos  f  (0  <  t  <  1 2) 

Quais  sao  os  pontos  mais  alto  e  mais  baixo  da  trajetdria  e  em 
que  instames  o  aviao  esla  nesses  pontos? 

52*  A  ligura  a  seguii  mostra  a  trajetdria  de  uma  mo  sc  a  cujas  ectua' 
goes  do  movimento  sao 

COS  /  T 

a  —  - ,  v  —  3  +  sen(2f)  —  2  sen"  r  (0  <  t  <  2n) 

2  -I-  sen  f 
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(a)  Quiiis  sao  os  pontes  niais  alio  e  mais  baixo  do  voo? 

( b )  A  qu c  d i st an c  i a  it  esq  Lie rda  e  l\  dircita  da  orige m  da  voa  ? 


Figure  Ex-52 


53.  Seja  f(x)  =  ax2  +  bx  +  c\  onde  a  >  0.  Prove  que  fix)  >  0  para 
lodo  x  sc,  e  somentc  se,  b 2  -  4 ac  <  Q.  [Sugesiao:  Encontrc  o 
mini  mo  de  fix),  \ 

54.  Prove  o  Teorema  5.4.3  no  case  em  que  o  valor  extreme  6  urn 
mini  mo,. 


}/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  5.4 


L  Ocojyo  urti  mini  mo  relative  cm  rv—  3.  um  maxi  mo  relative  em  .v  —  I ,  nm  mmtmo  absolute  em  .v  =  3  0  uni  in  ax  into  absolute  em  x  —  6. 

2.  (a)  verdadeiro  (h)  false  (e)  verdadeiro  (d)  verdadeiro  3.  (a)  max,  (3054;  min,  2293  (b)  max.  2400:  min,  0  (e)  max,  6064;  min,  —1333 
(d)  nao  M  max;  min,  - 1 333  4,  (a)  max. 3(0)  -  25;  min/(3)  -  -2  (b)  max,/(-l )  -  30;  min^l)  =  -2  (c)  maxjl-l }  -  30;  min. ^*4)  =  -5 1 
(d)  max ,31  10)  -  635;  min,  j{-5 )  =  -130  (e)  max  ,31-1 )  =  30;  nao  min 


5.5  PROBLEMAS  DE  MAXIMOS  E  DE  MINJMOS  EM  APLICAQOES 


A testa  se0o  mostraremos  coma  os  metodos  disc  undos  na  serdo  anterior  podem  ser  madias 
para  resolver  mhos  problemas  de  ottmtzagao. 


■  CLASSIFICApAO  DOS  PROBLEMAS  DE  OTIMI2A£AO 

Os  problemas  aplicados  de  oiimi/agao  que  eonsideraremos  nesla  segue  eaem  em  unia  das 
duas  segu  lutes  categories: 

•  Problemas  quo  se  red u /cm  a  ffiaximizar  ou  mmimizar  uma  fungao  contmua  em  um 
intervale  fmito  fee h ado. 

*  Problemas  que  se  reduzem  a  maxim  izar  ou  minimizar  uma  fungao  contfnua  em  um 
intervale  infinite  ou  fmito,  mas  nao  fee  bade. 

Para  os  problemas  do  prime iro  tipo,  o  Teorema  do  Valor  Extreme  (5,4.2)  garante  que  o  pro- 
blcma  tem  solugao  e  sabemos  que  essa  solugao  pode  ser  obtida  examinando  es  valorcs  da 
fungao  nos  pontos  critic  os  c  nos  extremes  do  intervale.  Ju  os  problemas  do  segundo  tipo 
podem  eu  nao  ter  solugao.  Se  a  fungao  for  contfnua  e  liver  exala  me  rite  um  extreme  relative 
no  intervale,  entao  o  Teorema  5.4.4  garante  a  ex  is  tend  a  de  uma  solugao  e  fcrnece  um  metodo 
para  encontra-la.  Nos  cases  em  que  o  teorema  nao  se  aplica,  uma  certa  engenhosidade  pode 
ser  necessaria  para  resolver  o  problema. 


■  PROBLEMAS  ENVOLVENDO  INTERVALOS  FECHADOS  E  FlNlTOS 

O  male  malice  francos  de  sdculo  XVII  Pierre  de  Fermai,  cm  seu  livro  Sob  re  o  metodo  de 
ovaliaqao  de  maxim  os  e  tmnimos,  resolveu  um  problema  de  otimizagao  muito  pareeidecom 
nesso  primeiro  exemplo.  O  Irabalho  de  Fermat  cm  tais  problemas  de  olimi/agao  lev  ou  o 
matematico  francos  Laplace  a  proclama-lo  “o  verdadeiro  inventor  do  Calculo  diferencial”. 
Embora  essa  honra  deva  caber  a  Newton  c  Leibniz,  nao  deixa  de  ser  verdade  que  Fermat 
desenvolveu  procedimentos  que  anteciparam  partes  do  Calculo  diferencial. 
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Per?  metro 
2v  +  2y  -  E<X) 


Pigura  5.5.1 


►  Exemplo  1  Devemos  projetar  urn  jardim  de  thea  reiangular  e  prmegido  por  Lima  cerca. 
Qua!  c  a  niaior  area  possfvel  tie  tal  jardim  s c  dispusennos  de  apenas  1 00  ni  tineares  de  cerca? 

Solugao  Sejam 

x  —  COmprimenlo  do  retangulo  (in) 
v  =  lurgura  do  retlngulo  (rn) 

A  =  area  do  ret  Angulo  (itT) 

Entao 

*=*y  (i) 

Como  o  perf metro  do  rctangulo  e  de  1 00  m,  as  variaveis  x  c  y  estao  relacionadas  pela  cquagao 

lx  4  2y  =  1 00  ou  y  =  50  -  x  (2) 

(ver  Figura  5.5. 1 ).  Substituindo  (2)  em  (1),  obtemos 

A  =  x(50  -  x )  =  50x  -  x2  (3) 


Como  represents  um  comprimemo,  x  nao  pode  ser  negative  e,  como  os  dois  lados  de  com- 
primento  jc  nao  podem  ter  am  eomprimenlo  combinado  quo  ultrapasse  o  pen  metro  de  100  m, 
entao  a  variavcl  x  deve  satisfazer 

0  <  jc  <  50  (4) 

Assim.  o  problema  ficou  reduzido  a  eneontrar  o  valor  (ou  valores)  de  x  em  [0>  50]  para  os 
quais  A  e  maxima.  Como  A  6  urn  poJinOmio  cm  x,  c  conlfmia  em  [0, 50]  c  o  maxim  o  ocorre  ou 
nos  extremes  desse  inlervalo  ou  em  um  porno  esiadondrio. 

A  partir  de  (3),  obtemos  a  a 

—  =  50  -  2x 
ax 

Equacionando-se  dA/dx  =  0  obtemos 

50  -  2a  =  0 


Pierre  de  Fermat  (1601-1665)  Fermat,  filho  de  um  hem- 
sucedidocomerciame  de  couros  francos,  era  um  advogado 
que  praticava  a  Matem&ica  coino  passatempo.  Ele  rece- 
heu  o  grau  tic  Bacharcl  cm  Direi to  Civil  da  Univcrsidade 
dc  Orleans,  cm  1631,  c  posted  ormente  ocupou  varias  po- 
sigfres  govern  amenta  is,  inclusive  um  postu  de  consuitordo 
par  la  memo  de  Toulouse,  Em  bora  aparenlemente  bem-sucedido, 
documemos  confidenciais  da  epoca  indicam  que  sen  desempenbo 
oficial  como  advogado  foi  fraco,  talvez  devido  ao  grande  tempo 
dedicado  i  Matematica.  Ao  Ion  go  de  loda  a  vida,  nao  poupou  es- 
forgos  para  tmpedir  a  pubJicagao  de  sens  result  ad  os  matemMcos. 
Etc  l i nh a  o  infeliz  habile  de  rabiscar  sens  trabalhos  nas  margens 


de  livros  e*  tVeqiiememente,  enviava  os  resultados  para  amigos 
sem  manter  Lima  copia  para  si.  Como  con&eqfi§ncia,  nunca  Ihe 
foi  dado  o  credito  por  muitas  de  suas  maiores  realizagoes.  ate  que 
seu  nome  sain  da  obscuridade  na  met  ad  e  do  seculo  XIX.  Sabc-se 


agora  que  Fermat,  simultSnca  e  independentememe  de  Descar¬ 
tes,  desenvolveu  a  Gcometria  Analftica.  Infeli/.menEe.  Descartes  e 


Fermat  di  sculi  ram  asperamente  sobre  varies  problema  s,  sem  que 
ten  ha  bavido  qualquer  coopemqao  real  enlre  umbos, 

Fermat  resolveu  muitos  problem  as  fund  amen  tais  do 
Calc ut o.  Ele  obteve  o  pri metro  proeedimemo  para  difereneiar 
polinOmios  e  resolveu  muitos  problemas  imporlanles  de  maxi- 
mi  zagao,  minimizagao,  area  e  tangencia,  Seu  trabalho  serviu 
de  inspiragao  a  Isaac  Newton,  Fermat  d  mais  conheckio  por 
sen  trabalho  sobre  a  teoria  dos  nd  morns,  pelo  estudo  de  pro- 
priedades  e  pdas  relagdes  entre  os  mimeros  inteiros.  Ele  foi 


o  primeiro  matem&ico,  apds  o  grego  Diofante,  a  dur  eontri- 
buigOes  subsianeiais  a  esse  campo.  Infelizmente,  nenlnim  dos 
contemporaneos  de  Fermat  apredou  seu  trabalho  nessa  area,  o 
que  acabou  empurrando-o  para  o  i  sola  men  to  e  para  a  obscuri¬ 
dade,  no  final  da  vkla.  Alem  de  sen  trabalho  em  Culculo  e  em 
teoria  dos  ndmeros,  Fermat  foi  um  dos  fun  dad  ores  da  teoria  da 
Piobabilidade  e  den  grandes  com ribtii goes  k  teoria  da  Optica. 
A!6m  da  Matem^Uca,  foi  um  erudito  tie  certa  imporlSncia,  era 
ll  tie  me  em  iran  eSs,  iialiano,  espanhol  l  atim  e  grego  e  escreveu 
uma  quantidade  razouvel  de  poemas  em  latim. 

Um  dos  grandes  misterios  da  Maternities  esta  em  um 
trabalho  de  Fermat  em  teoria  dos  numeros.  Na  marge m  de  um 
livro  de  Diofante,  de  mbiscou  que,  para  valores  de  n  maiores 
do  que  2.  a  equagao x^+y^  z  nao  tern  solugoes  xt  y  e  z  inteiras 
nao-nulas.  Ele  atlrmou:  ^deseobri  uma  pi  ova  verdadeiramente 
maravilhosa  para  isso,  a  qual.  porem.  nao  cabe  nesta  margem”. 
Esse  resultado,  que  ficou  eonhecido  como  "o  ultimo  teorema 
de  FermaC,  parecia  ser  verdadeiro.  mas  escapou  dos  maiores 
genios  mateimiiieos  por  300  an  os.  ate  que  o  professor  Andrew 
Wiles,  da  Universidade  de  Princeton,  apresentou  uma  prova 
em  junho  dc  1993  em  uma  sdrie  dram  mica  de  tres  conferdn- 
eias,  quo  chamou  a  atengao  da  mfdia  mundial  {New  York  Timex. 
21  de  junho  do  1993).  Ocorre  quo  aquela  prova  l  i  nil  a  uma  la¬ 
cuna  sdri a,  que  foi  precnchida  e  publicada  por  Wiles  e  Richard 
Taylor  em  1995.  Um  preinio  de  1 00  mil  marc  os  atemaes  fora 
ofereeido  em  1 908  para  a  solugSo  desse  problema,  porem  seu 
valor  foi  consumido  pda  infiagao. 
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Tabela  5,5*  I 


X 

0 

25 

50 

A 

0 

625 

0 

''  ' 

No  Example  1 T  incluimos  x  =  0  a  ,i  -  50 
como  valores  possiveis  cfe  xy  mesino 
que  rtesse  case  lenhamos  retangulos 
com  dois  lados  de  comprinnerito  zero, 
Se  virmos  Esso  como  um  problema 
puramente  matematico,  nao  haver^ 
nada  de  errado  em  permilir  lados  de 
comprimente  zero.  Por£m,  se  virmos 
isso  como  um  problema  concrete  no 
qual  o  refangulo  sera  formado  com 
algum  material,  entao  esses  valores 
devem  ser  exclutdos. 


oil  v  —  25,  AssimT  o  muxinio  ocorre  cm  um  dos  ponlos 

a  —  0S  x  —  25,  x  —  50 


A  substitute  desses  valotes  cm  (3)  resulta  na  Tabela  5.5  A ,  a  qual  nos  di/  que  a  area  maxima 


de  625  nr  oeorre  cm  x  =  25,  o  que  esta  de  aeordo  coin  o  gralieo  de  (3)  na  Figura  5.5.2,  A 
partir  de  (2),  resuita  que  y  -  25;  de  modo  que  o  retan gulo  de  penrnetro  1 00  in  com  minor  area 
6  um  quadrado  com  lados  medindo  25  m  de  comprimento.  < 


O  Exemplo  l  i  lustra  o  seguinte  procedi  men  to  de  eineo  pass  os  que  pode  ser  usado  pura 
resolver  muitos  problem  as  de  maximos  c  minimos  em  aplieagdes. 


Procedimentos  para  Resolver  Problemas  de  Maximos  e  Mfnimos  em  ApHcagoes 

Passo  1  Faga  uina  figura  apropriada  e  identifitjue  as  quamidades  relevantes  ao  problema. 

Passo  2  Ob  ten  ha  uma  formula  para  a  quantidade  a  ser  maximizada  ou  minimizada. 

Passo  3  Usando  as  condigoes  dad  as  no  problema  para  eliminar  variaveis,  expresse  a 
quantidade  a  ser  maximizada  ou  minimizada  como  fungao  de  uma  variavel 


Passo  4  Encontre  o  i  liter  vale  de  valores  possiveis  para  essa  variavel  a  partir  das  restrigoes 
ftsicas  do  problema. 

Passo  5  Se  aplicavel,  use  as  leenicas  da  segao  anterior  para  obler  o  maxi  mo  ou  o  mi¬ 
ni  mo. 


►  Exemplo  2  Uma  caixa  aberta  deve  ser  teita  de  uma  foiha  de  papelao  medindo  16  por  30 
cm,  destacando-se  quadrados  iguais  dos  qualro  cantos  e  dobrando-se  os  lados  (Figura  5.5.3). 
Qual  e  o  tamanho  dos  quadrados  para  sc  oh  ter  uma  caixa  com  o  maior  volume? 


Figura  SS3 


Solugdo  Para  en fati/ar,  vamos  lisiar  cxpl ici lamcntc  os  cinco  passes  do  procedimento  dado 
aeima  como  um  modelo  para  resolver  esse  problema.  (Em  exetnplos  posleiiores,  seguiremos 
esse  modelo  sem  lisiar  os  passes.) 

*  Passo  I:  Na  Figura  5.5.3a  tern  os  a  foiha  de  papelao  com  os  quadrados  re  mo  vi  dos  dos 
cantos.  Sejam 

a  -  comprirnento  (cm  cm)  dos  lados  dos  quadrados  a  serem  eortados 
V  —  volume  (cm  cm')  da  caixa  resullante 

*  Passo  2:  Como  estamos  removendo  quadrados  de  lados  v  de  cad  a  canto,  a  eaixa  resub 
tante  tera  dimensoes  16  -  2x  por  30  -  2a  por  a  (Figura  5.5. 3b).  Como  o  volume  de  uma 
eaixa  e  o  produto  de  suas  dimensoes,  temos 


V  =  (16  -  2x)(30  -  2x)x  =  480*  -  91x2  +  4x 


(5) 
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Tabela  5*5.2 


X 

(3 

ID 

3 

8 

V 

0 

19600  _  7^ 

0 

Passo  3:  Observe  quo  a  expressuo  para  o  volume  jd.  se  eucontra  em  termos  da  unica 
variavel  jc, 

Passo  4\  A  variavel  x  cm  (5)  esta  sujeita  a  certas  mslrigbes.  Como  x  represent#  urn  com¬ 
primento,  nao  pode  set  negative  e*  coma  a  largura  do  papelao  c  de  16  cm,  nao  podemos 
collar  quadratics  com  lados  matures  do  que  8  cm  de  ooinprimenlo,  Assim,  a  variavel  x  em 
(5)  deve  satis  fazer 

0  <  x  <  8 

c.  dessa  forma,  reduzimos  nosso  problema  ao  dc  cncontrar  o  valor  (ou  valores)  de  a  no 
intervalo  |0T  8]  para  o(s)  qual(is)  (5)  6  um  mdximo. 

Passo  5 :  A  parti  r  de  (5),  obi  cm  os 

dV 

=  480  -  1 84  a  +  1 2x2  =  4{  1 20  -  46.v  4-  3jt  ) 


dx 


=  4(x  -  U)(3x  -  10) 


Equacionando-se  dV/dx  —  0t  oh  tern  ns 


x  — 


jo 

3 


C 


.V  =  12 


Como  ™  12  cai  fora  do  interval o  [0,  8],  o  valor  maximo  dc  V  oeorre  ou  no  ponto  critico 
r=?Qu  cm  um  dos  extremes  a  ~  0,  x  —  8.  Substituindo  em  (5)  esses  valores,  obtemos  a 
Tahela  5.5.2,  a  qua!  nos  diz  que  o  maior  volume  possfvel  V ~  cm  ^  726  cm'  oeorre 
quando  con  am  os  quadrados  com  y  em  de  lado.  Isso  esta  de  acordo  com  o  gralico  de  (5) 
mostrado  na  Figura  5,5.4.  < 


►  Exemplo  3  A  Figura  5.5.5  rnostra  um  pogo  de  petroleo  no  mar  em  um  ponto  IF  a  5  km 
do  ponto  A  mais  proximo  dc  uma  praia  rota.  O  pctrdleod  bornbeado  dc  W ate  um  ponto  B  na 
praia  a  8  km  de  A  da  seguinie  forma:  de  IF  ate  um  ponto  P  na  praia  entre  A  e  B  atraves  dc  uma 
tubulagfio  colocada  sob  a  agua,  c  do  P  aid  B  atraves  dc  uma  tubulagao  colocada  ao  Ion  go  da 
praia.  Sc  o  custo  cm  d 61  ares  para  colocar  a  tubulagfio  for  de  $  1 .000.000/km  sob  a  agua  e  dc 
$  500.000/km  por  terra,  onde  deve  estar  localizado  P  para  minimizar  o  custo  de  colocar  a 
tubulagao? 


Solugao  Sejam 


x  =  a  distancia  (em  km)  entre  A  e  P 
c  -  o  custo  (em  mi  lhoes  de  do  I  ares)  para  toda  a  tubulagao 


A  partir  da  Figura  5.5,5,  o  comprimento  da  tubulagao  sob  a  agua  e  a  distancia  entre  W  e  P. 
Pclo  Teorema  de  Pitagoras,  esse  comprimento  e 


■Jx2  +  25  (6) 

Tanibem  a  partir  da  Figura  5,5.5*  o  comprimento  da  tubulagao  cm  terra  e  a  distancia  entre  P 
e  13  que  € 


8-a 

De  (6)  e  (7)*  lem-se  que  o  custo  total  c  (em  mi  Hides  de  d6  lares)  para  a  tubulagao  6 


(7) 


c  =  I  (A2  +  25 )  +  k8  -  .V)  =  V.e  +  25  +  i(8  -  jc)  (8) 

Como  a  distancia  entre  A  c  B  e  de  8  knu  a  distancia  x  entre  A  c  P  deve  satisfazer 

0  <  a  <  S 

Rcduzinios,  assim,  nosso  problema  ao  dc  cncontrar  o  valor  (ou  valores)  dc  a  no  intervalo  [0,  8| 
para  o(s)  qua!  (  is)  c  atinge  um  mini  mo.  Como  c  6  uma  fungao  contfnua  de  a  no  intervalo  feebado 
[0,  8],  podemos  usar  os  meiodos  desenvolvidos  na  segno  anterior  para  cncontrar  o  mini  mo, 

A  partir  de  (8),  obtemos 

dc  x  1 


dx  PP+25  2 
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Equaeionando  dc/dx-  0  e  resolvendo  em  x,  obtemos 


.v 

\A2  +  25 


\_ 

~~  2 

-  -{x2  +  25) 
4 
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Se  o  lertor  dtspuser  de  um  CAS,  use-o 
paia  verificaros  ca  Iculos  no  Exenriplo 
3.  Especificamente,  diferencie  cem  re- 
lagao  a  .v,  resolva  a  equagao  dc/dx  ■  0  e 
execute  todos  os  Iculos  num^ric-os, 


O  nu  inert)  —  5/\/3  nao  (5  uma  sokigao  de  (9)  c  deve  sei  descanado,  rcstando  .v  =  5/V 3  anno 
uni eo  ponto  cntica.  Como  esse  ponto  esta  no  intervulo  [0,  8],  o  mini  mo  devc  ocorrer  em  um 
dos  pontes 

.V  =  0,  A  =  5  /VS,  X  =  8 


Subsliluindo  esses  valores  cm  (8),  icrcmos  a  Tabela  5.5.3,  quo  nos di /.  quo  o  mcnor  custo  pos- 
sfve!  da  lubulagSo  6  c  =  $  8.330.127  ale  o  ddlar  mais  proximo,  e  isso  oeorre  quando  o  ponto  P 
csliver  loeaiizado  a  uma  distfincia  de  5/\/3  2,89  km  de  A.  < 


Tabela  5.5,3 


X 

0 

v'3 

8 

c 

9 

'“  +  (4  - 

l)  =  R.330127 

»  9.433%  1 

V3  V  2 

75/ 

>  Exemplo  4  Encontre  o  raio  e  a  a  1  turn  do  cilindro  circular  reto  de  maior  volume  que 
pode  ser  inscrito  cm  um  cone  circular  reto  com  10  cm  de  altura  e  6  cm  de  raio  (Figura 
5.5.6a). 


cm 


Soluqao  Sejam 

r  —  raio  do  cilindro  (em  cm) 
h  =  allura  do  ci lindro  (em  cm) 

V  =  volume  do  cilindro  (em  cm  ) 

A  formula  para  o  volume  do  cilindro  inscrito  e 


V  —  7ir~h  (10) 

Para  eliminar  uma  das  variuveis  em  (10),  prccisamos  de  uma  relagao  entre  re  h.  Usando  se- 
melhanga  de  iriSnguIos  (Figura  5.5.6/;),  oblcmos 


10-/1  10  5 

—  -  —  —  ou  fi  =  10 - r 

r  6  3 

Subsiituindo-se  (1 1)  cm  (10),  obtemos 


(1  I) 


y 


I  Ojt  r 


5  , 


(12) 


que  expressa  V  so  em  lermos  de  r.  Como  r  represent  a  um  raio,  e  este  nao  pode  ser  negative,  e 
como  o  raio  do  cilindro  inscrito  nao  pode  cxcetler  o  raio  do  cone,  a  variavel  r  deve  satis  ih/er 


0  <  r  <  6 


FJ^ura  5,5,6 


Assim,  redu/hruss  o  problerna  a  cncontrar  o  valor  (ou  valores)  dc  r  em  [0,  6]  para  o(s)  qual(is) 
(12)  6  um  maxi  mo.  Como  V  e  uma  fungao  coni  fn ua  de  r  cm  [0,  61,  podemos  aplicar  os  meto- 
dos  desenvolvidos  na  segao  precedenie. 
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Tabela  5,5.4 


r 

0 

4 

6 

V' 

0 

0 

A  panir  de  ( t  2),  obtemos 

dV 

—  —  20,t/  -  5? xr  =  5jtv(4  —  r) 
dr 


Equacionando  dV/dr  =  0,  obtemos 

5jrr(4  —  r)  =  0 


e,  porlanto,  r  ~  0  c  r  =  4  sao  os  ponios  crib  cos.  Como  esses  ponies  esLuo  no  intcrvalo  [0,  6],  o 
max i mo  deve  oeorrer  em  um  dos  ponios 


r 


Subsiituindo  esses  valores  em  ( 1 2),  obiemos  a  Tabela  5.5.4,  que  nos  diz  que  o  volume  maxi- 
mo  V  =  4^  7T  zz  168  cm  ocoitc quando  o  cilindro  inscrito  liver  raio  de  4  cm.  Quando  r  =  4, 
lem-se  a  parti r  de  (11)  que  h  =  Assim,  o  cilindro  inscrito  com  o  maior  volume  tern  raio 
r-  4  cm  e  altura  h  -  y  cm.  < 


■  PROBLEMAS  ENVOLVENDO  INTERVALOS  QUE  NAG  SAO  F1NSTOS  E 
FECHADOS 


►  Exemplo  5  Uma  lata  cilmdrica  fechada  dcve  comer  1  litro  (LOGO  cmJ)  de  Kquido. 
Como  pode  names  eseolher  a  altura  e  o  raio  para  minimi  zar  a  quantidadc  de  material  usado  na 
confeeyao  da  lata? 


Solugdo  Sejam 

h  =  altura  da  lata  (cm  cm) 

r  ™  raio  da  lata  (cm  cm) 

S  =  area  da  supertTcie  da  lata  (cm  cm3 * S 6) 

Supondo  nao  haver  perda  nem  superposi^ao,  a  quantidade  de  material  necessdriaparaa  confec- 
cao  sera  igual  a  area  da  superffeie  da  lata.  Como  a  lata  consiste  em  dots  discos  circa  lares  de  raio 
re  uma  folha  relangular  com  dimensoes  h  por  2  7tr  (Figura  5.5.7),  a  area  da  supertTcie  sera 

S  =  2i ir2  +  2nrh  ( 1 3) 


Como  S  depende  de  duus  varidveis,  re  ht  vamos  proeurar  por  alguma  COndigao  no  problema 
que  permila  expressar  uma  delas  em  ternios  da  oulra.  Para  isso,  observe  que  o  volume  da  lata 

6  de  1.000  cm  ;  assim,  a  parti  r  da  lormula  V  -  n  fh  para  o  volume  do  cilindro,  tern -sc  que 


1 000  =  xr* 2h 


ou 


1000 

yrr2 


Subsiituindo  ( 1 5)  em  (13)*  obtemos 


5 


=  2  jit  2  -t- 


2000 

/■ 


(14-15) 


(16) 


Assim,  reduzimos  o  problema  a  eneontrar  um  valor  de  /■  no  intcrvalo  (0,  +oo)  para  o  qual  5  e 
mininio.  Como  S  6  uma  fun^uo  continue  de  r  no  intcrvalo  (0,  +oq)  e 


Um 

r^Q*- 


e 


lim 

r  -f  w 


a  anal  be  da  Tabela  5*4,3  impliea  cm  S  ter  um  in  mi  mo  no  intcrvalo  (0,  +oo),  Como  esse  m  mi¬ 
ni  o  deve  OCOrrer  em  um  ponto  cntico,  ealeu Samos 


Equation  an  do  dS/dr  —  0,  obtemos 


dS  2000 

=  4 irr  — 


dr 


i 


.2 


r 


10 

w 


(17) 

(18) 
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A  $ 


Fig ura  5.5.8 


No  Exempto  5,  a  a&  superficio  s 
nao  lem  maxima  absolute,  poi$.V  crea¬ 
te  sem  cota  quango  o  raio  rteride  a 
0  (Fig ura  5-5-8).  Assim,  se  tiv&$somo$ 
perguntado  pela  Eala  qua  maximizas- 
sea  quanhdade  de  male  rial  usado  em 
sua  confecgao,  nao  haveria  solugao 
do  problenna.  Os  probl etnas  de  otimi- 
za$ao  sem  solupao  s&o  chamados  de 
problemas  maS-condicionados. 


v 


^  > 

(18,  0) 


Figure  5.5.^ 


Como  (18)  6  o  unico  ponto  crftico  no  interval o  {0,  -boo),  esse  valor  de  r  da  lugar ao  valor  mb 
nimo  de  S*  A  partir  de  ( 1 5),  0  valor  de  h  correspondence  a  esse  r  € 


1000 
jr(  ]  0/ 


Nao  e  acidemal  nesse  problema  que  o  mmimo  oeorra  quando  a  altura  da  lain  6  igual  ao  dia- 


metro  de  sua  base  (Bxercfcio  27). 


i 

i 

I 

l 

i 

I 

I 


r— 


Area  2irr~ 


Figura  5*5.7 


Ares  2-f trh 


Segunda  sofu^ao  A  conclusao  de  que  um  mmimo  ocorre  no  valor  de  r  em  (18)  pode  ser 
deduzida  do  Teorema  5,4.4  e  do  leste  da  derivada  segunda,  observando  que 


4000 
=  4jT  H - r— 


e  posiliva  se  r  >  0,  e  logo  6  positiva  se  r  =  1 0/ s/lft .  Isso  implica  que  no  ponto  crftico  r  — 
10/ ^  ocorre  um  mmimo  rdativo  es  portanto,  um  mmimo  absoluto. 


Terceira  solu^ao  Lima  maneira  altcrnativa  de  justificar  que  o  ponto  crftico  r  =  \§}\f2n 
corresponde  a  um  mmimo  de  S  €  olhar  para  o  graft  co  de  S  versus  r  (Figura  5,5.8),  < 


►  Exemplo  6  Eneonlre  um  ponto  na  curva y  =  x~  que  esteja  mais  prdxinio  do  ponto  ( 1 8.  0). 


Solug&o  A  distaucia  L  entre  (18,  0)  c  um  ponto  (,v,  v)  arbitrario  na  curva  y  —  x2  (Figura 
5,5*9)  d  dada  por 

L  =  JU-  (8)2  +(y  -  0>2 
Como  (xt  y)  esta  na  curva,  x  e  y  saiisfazem  y  =  jp;  assim, 

L  =  /{x  —  18) 2  +x*  (19) 

Como  nao  ba  restri^oes  sob  re  v,  o  problem  a  se  reduz  a  eneonirar  um  valor  de  x  em  (~ oot  +oo) 
para  o  qual  ( 1 9)  e  minima.  A  distancia  L  e  sen  quadrado  L2  sao  minimizados  no  mesino  ponto 
(veja  o  Exeicicio  62).  Assim,  o  valor  mmimo  de  L  em  ( 1 9)  e  o  valor  ntmimo  de 


5=  l?  =  (x  -  1 8)2  +  -V4 


(20) 


oeorrem  no  mesmo  valor  de  A'. 
A  parti r  de  (20) 

dS 


=  2 Or  -  IS)  +  4,v!  =  4.v?  +  2x  -  36 


dx 


(21) 
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logo,  os  pontos  crfiicos  suiisfa/em  Ax"  +  Zv  -  36  =  0  out  de  forma  equiva lento, 

Ir1  +  *  —  1 8  -  0  (22) 

Para  resolver  a  equagao  aoima,  eomegamos  verificando  os  divisores  de  —  1 8  para  ver  se  o  po- 
linSmio  a  esquerda  lem  alguma  ralz  inreira  (ver  Apendiee  B).  Os  divisores  sao  ±1 ,  ±2,  +3,  ±6, 
±9  e  ±1 S.  Uma  veribcagfLO  desses  vale  res  mosira  que  x  -  2  c  Lima  raiz,  logo  x  -  2  e  urn  laior 
desse  polinbimo.  Apos  divklir  o  polinomio  por  esse  faioi;  podemos  reescrever  (22)  como 

(x  —  2) (2a2  +  4a  -j-  9)  —  0 

Assim,  as  sol  li  goes  res  lames  de  (22)  saiisfazem  a  cquagao  quadratics 

lx1  +  4.v  +  9  =  0 

Mas  essa  equagao  nao  lem  solugdes  reais  (use  a  formula  quadratics),  de  modo  que  a  =  2  e  o 
unico  porno  crfticode  S .  Para  determinar  a  natureza  desse  porno  eritieo,  vanios  usar  o  teste  da 
derivada  segunda.  A  parti r  de  (2 1  )T 

d2S 


dx~ 


=  I  2  a  4-  2, 


d2S 

i»s°  ~ri 

dx~ 


=  50  >  0 


x=2 


o  que  mostra  que  em  x  -  2  ocorre  urn  minima  relative*  Uma  vez  que  v  -  2  e  o  unico  extremo 
relative  para  U  Lem-se  a  partir  do  Teorema  5,4.4  que  em  x  —  2  tarn  hem  ocorre  urn  valor  mini- 
mo  absolute  de  L.  Assim,  o  ponto  sohre  a  curva  v  =  xc  mais  proximo  de  ( 1 8,  0)  e 

{x,y)  =  (x,x2)  =  {2A)  < 


m  UMA  APLICApAO  A  ECONOMIA 

Tres  f undoes  de  importaneia  para  um  economistu  ou  um  industrial  sao: 

C(x)  =  custo  total  da  produgao  de  x  unidades  de  um  produlo,  durante  certo  pedodo  de 
tempo 

R  (x)  -  receita  rota!  da  venda  de  a  unidades  do  produto,  durante  o  pertodo  de  tempo 
P  (x)  =  lucro  total  obtido  na  venda  de  x  unidades  do  prod u to,  durante  o  pen  odd  de 
tempo 

Elas  sao  denominadas.  re  spec  livam  erne,  funqdo  custo  ^fungao  receita  e  funqdo  lucro.  Se 
tod  as  as  unidades  prod  uzi  das  foreiti  vend  i  das,  elas  esiarao  rclacionadas  por 


P{ x)  =  Rix)  -  C (a ) 

[lucro]  —  [reefeita]  ■  [cjsJq] 


(23) 


0  eusto  total  C  (x)  da  produgao  de  x  unidades  pode  ser  expresso  como  uma  soma 

C(x)  =  a  +  Mix)  (24) 

onde  a  e  uma  const  ante  denominada  despesus  gerais  c  M  (a)  e  uma  fungao  re  present  an  do  o 
custo  de  manufatura.  As  despesas  gerais,  as  quais  indue  in  custos  lixos  como  aluguel  e  se¬ 
cure,  nao  dependent  de  x\  devem  ser  pagas  mesmo  que  nao  haja  produgao.  Por  outro  ladot  o 
eusto  de  manufatura  M  (x),  o  qua!  inclui  Elens  como  cuslo  do  material  e  do  trabalho,  depende 
do  n  uni  erode  artigos  manufaturados.  Mostra-sc  em  Economia  que,  com  hipdteses  simpliliea- 
doras  adequadas,  M  (x)  pode  ser  expresso  na  forma 

M  (x)  —  bx  +  cx1 

onde  b  e  c  sao  eons  tames,  Substituindo  is  so  cm  (24),  obtemos 

C{x)  —  a  +  bx  +  cx2  (25) 

Se  uma  induslria  puder  vender  lodos  os  artigos  produzidos  por/;  d  blares  cad  a,  entao  sua 
receita  total  R  (x)  (cm  do  lares)  sera 


Rix)  =  px 


(26) 
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e  seu  iucro  total  P  (x)  (em  do  I  ares)  sera 

P  U)  -  [receita  total]  -  [custo  total]  -  R  (a)  -  C  (.y)  =  px  ~  C  (v) 

Assim,  se  a  lungao  custo  for  dada  por  (25), 

P(x)  -  px  -  (a  +  bx  +  C.T5)  (27) 

Dependendo  de  fatores  tats  eomo  nutncro  de  empregados,  maquinario  disponfvel,  condtgoes 
economical  e  concorreneia,  ha  uma  limitagao  superior  /  no  ntimcro  de  artigos  que  um  fabri- 
cante d capaz  de  prod u /.ire  vender,  Dense  mode,  durante  uni  penodode  tempo  fixo,  a  variavel 
x  em  (27)  ini  sal  [staler 

0  <x  <  l 


Ao  determinar  o  valor  (on  valores)  de  x  cm  [0.  / !  quo  maximiza(ni)  (27),  a  fmna  pode  deter- 
minar  quantas  unidades  de  seu  produto  devem  ser  fabricadas  e  vendidas  para  obter  o  maior 
lucre.  Isso  esta  iluslrado  no  exempt o  miindrico  a  seguir. 


►  Exemplo  7  Uma  forma  liquid  a  de  penieilina  fabrieada  por  uma  firm, a  farm  ace  utica  e 
vendida  a  grand  a  um  preqo  de  S200  por  unidade.  Se  O  custo  total  de  produgao  (em  do  lares) 
para  x  unidades  for 

C  (x)  =  500.000  +  8(Xv  +  0,003/ 


c  sc  acapaeidade  de  produgao  da  firm  a  for  de,  no  maximo,  30,000  unidades  em  um  tempo 
especiiieado,  quantas  unidades  de  penieilina  devem  ser  fabtieadas  c  vendidas  naquele  tempo 
para  maxim  tzar  o  Iucro? 

Solugao  Como  a  receita  total  da  venda  dea:  unidades  e  R  (,v)  =  20Gv,  o  Iucro  P  (x)  sob  re  x 
unidades  sera 

P  (x)  -  R  (x)  -  C  (x)  -  2(X),y  -  (500.000  +  80x  +  0,003/)  (28) 


Como  a  capacidade  de  produqfio  e  de,  no  mdximo,  30.000  unidades,  xdeve  estar  no  intervalo 
[0*  30.000).  A  partir  de  (28), 

~~  =  200  -  (SO  +  0,006a:)  =  120  -  0.006a 
ax 

Equadonando  dP/dx  -  0,  obtemos 


1 20  -  0,006a  -  0  ou  *  -  20.000 

Como  esse  ponto  crftico  esta  no  intervalo  10,  30.000],  o  Iucro  maximo  deve  ocorrer  em  um 
dos  pantos 

x  =  0,  x  =  20.000  ou  x  -  30.000 


Subsliluindo  esses  valores  em  (28),  obtemos  a  Tabela  5,5.5,  quo  moslra  que  o  Iucro  maximo 
P  —  $700,000  ocorre  quando  x  —  202)00  unidades  forem  fabricadas  e  vendidas  no  tempo 
especilicado.  M 


Tab  v  In  5.5.5 


X 

0 

20,000 

30.000 

P{x) 

-500,000 

700.000 

400,000 

■  ANALISE  MARGINAL 

Os  economises  eh  am  am  P'{x),  Rf(x)  e  CXv)  de  Iucro  marginal,  receita  marginal  e  custo 
marginal t  respectivameme,  e  inierpreiam  essas  quamidades  como  o  Iucro.  a  receita  e  os  eus- 
tos  adicionais  que  resultant  da  produgao  e  da  venda  de  uma  unidade  adidonal  do  produto, 
quando  o  nfvel  de  produgSo  e  de  vendas  deste  e  de  a  unidades.  Essas  interpretagdes  seguem 
da  aproximagao  linear  local  das  fungoes  Iucro,  receita  c  custo.  Por  exemplo,  tern -sc  a  partir  da 
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Formula  (2)  da  Segao  3.8  que\  quando  os  nfveis  dc  produgao  e  de  vend  us  sao  de  x  unidades,  a 
aproximagao  linear  local  da  fungao  lucro  e 

P(x  +  Ax)  &  Fix)  +  F'ixjAx 

Assim,  se  Ax  =  I  (uma  unidade  adicional  produzida  e  vendida),  cssa  formula  iniplica  que 

P(x-t  1)  &  P(x)  4-  P'(x) 

e,  portanto,  o  ac readme  no  lucre,  resultants  da  produgao  e  da  venda  de  uma  unidade  ad  t  clo¬ 
nal,  pode  ser  aproximado  por 

Fix  +  1)  —  P(x)  *  P\x) 


m  UM  PRtNCIPIG  BASICO  DE  ECONOMIA 

Tcm-se  a  partir  de  (23)  que  P'(x)  ~  0  tem  as  mesmas  solugGes  que  CXU  =  Rf(x) ,  o  que  im- 
plica  que  o  lucro  maxi  mo  deve  ocorrer  nos  pomos  cm  que  a  receiia  marginal  e  igual  ao  custo 
marginal;  isto  e: 

O  lucro  maxima  ocorre  em  um  pan  to  no  qual  o  custo  de  fabricagdo  e  de  venda  de  uma 
unidade  adicional  de  um  produto  e  aptoximadamente  igual  a  receita  gerada  por  uma 
unidade  adicional. 


No  Exemplo  7,  o  lucro  maximo  ocorre  com  x  —  20.000  unidadcs.  Observe  que 

C(20.00 1 ) -  C(20.0GQ)  =  $200,003  c  /?(20.00I>-  /?(20.000)  =  $200, 
o  que  e  conslstente  com  esse  principio  basico  de  Economia. 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  5.5  ( Ver  pagina  322 para  respost&s.) 


1.  Um  nrjmero  positivo  6  so  mad  o  com  sou  recfproco,  O  manor 
valor  possfvcl  dessa  soma  d  _ _ 

2*  Se  a  soma  de  dois  numeros  positives  d  ]  0,  emao  o  valor  maxi- 
mo  do  produto  desses  dois  mimeros  e _ . 

A  Se  x  +  2y  =  2.  emao  o  men  or  valor  possfvel  de  x  +  yJ  e _ , 


4,  U  m  reiangu  I  o  C  i  n  scri  Lt>  cn  i  um  iri  a  ngu  I  o  c  u j  os  vdrl  i  ee  s  estao  u  a 
origem,  no  porno  (0,  2)  e  no  porno  (U  0).  Se  eada  lado  do  reidn- 
gulo  6  paralelo  ou  coincide  nte  com  um  dos  eixos  coordenados, 
entiio  a  maior  area  passive!  do  retanguJo  6  _  . 


EXERCICIOS  5.5 


1.  Encontre  um  niimero  no  intervalo  [I  t  |]  tal  que  a  soma  do  mi- 
mero  com  seu  recfproco  6 

(a)  a  manor  possfvel 

(b)  a  maior  possivd 

2 .  Como  escolher  dois  mimeros  nao- negatives  tats  que  sua  soma 
(5  I  c  a  soma  de  sous  quad  rad  os  e 

(a)  a  maior  passive!? 

(b)  a  metier  possivd? 

3.  Um  eampo  rctangular  esta  limitado  por  uma  cerea  em  ires  dc 
seus  lados  e  por  um  corrego  reto  no  quarto  lado,  Encontre  as 
dimensoes  do  eampo  com  area  maxima  que  pode  ser  cercado 
com  1 .000  m  de  cerea. 

4.  Um  eampo  deve  ter  o  formaio  de  um  iriniigiilo  retQngulo. 
com  a  hi poi.cn usa  ao  longo  dc  um  rio  reio  c  uma  cerea  de¬ 


li  mi  tan  do  os  dois  catetos  do  eampo.  Encontre  as  dimensoes 
do  eampo  de  maior  area  que  pode  ser  cercado  com  !  .000  m 
lineares  de  cerea. 

5.  Um  icrreno  netangular  deve  ser  cercado  dc  duas  formas.  Dois 
lados  opostos  deveui  rcceberuma  cerea  reforgada  que  custa  $3 
o  metro,  enquanto  os  dois  lados  rcstantes  reeebem  uma  cerea- 
padrao  de  $2  o  metro.  Quais  sao  as  dimensoes  do  terrene  de 
maior  area  quo  pode  ser  cercado  com  $6,000? 

6.  U  in  rctfmgu  I  o  d  eve  ser  t  n  scri  i  o  c  m  u  m  tri  angu  I  o  ret  a  ngu  I  o  co  m 
lados  de  comprimento  (\  8  e  10  cm.  Encontre  as  dimensoes  do 
retfuigulo  com  a  maior  area,  supondo  que  ele  est£  posicionado 
con  forme  a  iigura  a  seguir, 

7.  Re  sol  va  o  Exerc  i  el  o  6  su  pondo  o  retang  u  I  o  posi  c  i  on  ado  con  I  o  r- 
me  a  Iigura  a  seguir. 
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8  cm 


Figura  Cx-7 


8  cm 


8*  Um  rctangulo  tem  dois  cantos  i  nfcriores  no  eixo  x  e  dois  cantos 
su  peri  ores  na  curva  y  =16-  jr\  Dentre  todos  esses  retSngulos, 
quais  as  dimensbes  daqudc  que  tem  maior  area? 

9*  Encontre  as  di  mensdes  do  rctangulo  com  area  maxima  que 
pode  ser  inscrito  em  um  rfrculo  com  raio  dc  10  cm. 

10*  Qual  e  a  maior  area  possfvel  de  uma  regiao  no  piano  xy  conti- 
da  tanto  no  rctangulo  dc  vertices  em  (±8.  ±10)  quanto  cm  um 
quadrado  de  I  ados  para!  e!  os  aos  eixos  coordenados  e  cujo  canto 
inferior  esquerdo  csla  na  reta  y  —  — 4.i? 

■j 

E 1*  lima  drea  retangular  com  288  m"  deve  ser  ccreada.  Em  dois 
I  ados  opostos  sera  us  ad  a  uma  core  a  que  custa  SI  o  metro  e  nos 
I  ados  restates,  uma  cerca  que  custa  S2  o  metro,  Encontre  as 
dimensOes  do  retangulo  com  o  menor  eusto. 

12.  Most  re  que,  dentre  todos  os  ret3ngulos  coin  perimetro  p>  o  qua¬ 
drado  6  o  que  tern  area  maxima. 

E  3,  M ost  re  qi te ,  den  t  re  t odos  os  relil  n  gu  1  os  cor n  ii  rea  A  *  o  q uad  ratio 
tem  o  perimetro  mini  mo, 

14,  Urn  fio  com  12  cm  pode  ser  curvado  for  man  do  um  ctrculo, 
dohrado  formando  uni  quadrado  ou  eortado  em  duas  paries 
formando  um  cfrculo  e  um  quadrado.  Quanto  do  tio  deve 
ser  usado  no  cfrculo  para  que  a  area  total  cnglobada  pcla(s) 
figura(s)  seja: 

(a)  maxima?  (b)  minima? 

15*  *S  upon  ha  que  o  numero  de  bacidrias  em  uma  eu  Ultra  no  install  le 
t  seja  dado  pot  N  =  5000(25  4-  ie 

(a)  Eneomre  o  maior  e  o  menor  numero  de  bacidrias  eio  inter- 
valo  de  tempo  0  <  t  <  1 00* 

(b)  Em  que  momento.  no  interval o  de  tempo  de  [a),  o  numero 
de  bacterias  decresce  mais  rapidamente? 

16,  A  j  and  a  de  uma  igreja  consistc  em  um  rctangulo  com  semi- 
cfrculo  cm  cima  e  deve  ter  um  pen  metro  p.  Encontre  0  raio  do 
semiefreulo  para  quo  a  area  da  janela  seja  maxima, 

17,  Uma  calx  a  de  base  quad  rad  a  6  mais  alia  do  que  larga.  Para  po- 
der  manda-la  pelo  eorreio  dos  ELIA,  sua  altura  e  o  perimetro 
da  base  devem  somar  nao  mais  do  que  I  OH  polegadas.  Qua!  4  o 
volume  maxi  mo  dessa  caixa? 

18,  Uma  caixa  de  base  quadrada  4  mais  larga  do  que  alta.  Para  po- 
dor  mandd-la  pelo  eorreio  dos  EUA,  sua  largura  e  o  perimetro 
dc  um  dos  I  ados  (nao  quadrado)  devem  somar  nfio  mais  do  que 
108  po!  egad  as,  Qual  6  o  volume  maxi  mo  dessa  caixa? 

19,  Uma  caixa  aberta  deve  ser  feita  com  uma  folha  dc  metal  de  3 
por  8  cm.  cortando-sc  quadrados  iguais  dos  quatro  cantos  c  do- 
brando-seos  I  ados.  Encontre  o  volume  maxi  mo  que  uma  caixa 
dessa s  pode  ter. 


21. 


22, 


24, 


27, 

28, 


31, 


Um  recipienteem  forma  de  pamlclepipedo  com  base  quadrada 
deve  ter  urn  volume  dc  2.250  cm\  O  material  para  a  base  e  a 

■)  -y 

tarn  pa  do  reeipiente  eusta  $2  por  cm"  c  o  dos  I  ados,  S3  por  cm". 
Encontre  as  dimensbes  do  recipicme  dc  menor  eusto* 


Um  red  picnic  com  a  forma  de  um  paralelepfpedo  com  base 
quadrada  deve  ter  um  volume  de  2.000  cm'\  O  eusto  da  base  e 
da  tampa  e  o  dobro  do  eusto  dos  lados.  Encontre  as  dimensoes 
do  reeipiente  de  menor  eusto. 


Um  reeipiente  de  base  quadrada,  I  ad  os  verticals  e  aberto  em 


cima  deve  ser  lei  lode  90  mde  material.  Encontre  as  dimen- 


socs  do  reeipiente  com  o  maior  volume. 


Um  reeipiente  em  forma  de  pamlclepipedo  tern  dois  lados 
quadrados  e  6  aberto  em  cima,  Se  o  volume  for  V  unidades 
ciibicas,  encontre  as  dimensoes  do  reeipiente  com  a  area  dc 
suporiTcie  minima. 

Encontre  as  dimensoes  de  um  cilindro  circular  reto  com  o  tnaior 
volume  que  pode  ser  inscrito  cm  uma  esfera  de  raio  R. 

Encontre  as  dimensoes  de  um  cilindro  circular  rclo  com  a 
maior  area  de  superffeie  que  pode  ser  inscrito  em  uma  esfera 
de  raio  /?. 


Mo  si  re  que  o  cilindro  circular  reto  de  maior  volume  que  pode 
ser  inscrito  cm  um  cone  circular  reto  tem  um  volume  que  4  £ 
do  volume  do  cone  (Figura  Ex-26), 


Uma  lata  cilmdrica  fechada  deve  ter  uni  volume  de  V  unidades 
cubicas*  Most  re  que  uma  lata  com  area  superficial  minima  e 
obi i da  quatHio  a  ahum  for  igual  aodia metro  da  base. 

Uma  lata  cilmdrica  fechada  deve  ter  uma  area  superficial  dc  S 
unidades  quad  rad  as.  Most  re  que  uma  lata  com  volume  mdximo 
6  obi i da  quando  a  altura  for  igual  ao  diS metro  da  base. 

Uma  lata  cilmdrica  abeila  em  cima  deve  comer  500  env*  de  K- 
quido,  Encontre  a  a  I  turn  e  o  raio  qLEe  minimizam  a  quantidade 
de  material  neccssario  para  con  feed  omi- In. 

Uma  lata  de  sopa  com  forma  de  cilindro  circular  reto,  raio  re 
alt ura  h  deve  ter  um  volume  V.  A  tampa  c  a  base  sao  cortadas 
de  quadrados,  con  forme  a  Pig  ura  Ex -30  a  seguir.  Se  os  cantos 
sombre  ados  forem  os  unicos  refuges*  encontre  a  ra/.ao  r/h  para 
a  lata  que  requer  mcnos  material  (incluirtdo  o  refuge). 

Uma  armagao  cm  amine  consistc  cm  dois  quadrados  id  cut  i  cos. 
cujos  veil  ices  esiao  ligados  por  quatro  lies  re  l  os  dc  mesmo 
coniprimento  (Fig ura  Ex-31  a  seguir).  Sc  a  armaqao  for  feita 
com  um  dnieo  fio  de  arame  de  coniprimento  L>  quais  devem  ser 
as  di  men  sous  para  obter  uma  caixa  com  o  maior  volume? 
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32,  Suponha  que  a  soma  das  areas  das  superficies  de  uma  csfera  e 
de  um  cube  seja  constante. 

(a)  Mostie  quo  a  soma  dos  volumes  e  minima  quando  o  dia- 
inetro  da  esfera  for  igual  ao  comprimento  de  uma  aresta 
do  cubo. 

(b)  Quando  sera  maxima  a  soma  dos  volumes? 

33,  Encontre  a  altura  e  o  raio  de  um  cone  com  altura  irtcliuada  / 
cujo  vo  in  me  e  o  maior  possfvel. 

34,  Um  cone  d  feiio  de  uma  folha  circular  com  rain  R  recortando 
um  setor  e  col  an  do  os  I  ados  que  sobraram  (Fig  Lira  Ex -34).  Qual 
c  o  maxi  mo  volume  possivcl  para  o  cone? 


Figura  Ex- 34 

35,  Uni  copo  de  papel  cm  forma  do  cone  deve  center  10  cm'  de 
agua,  Encontre  a  altera  e  o  raio  do  copo  que  requer  a  mcnor 
quantidadc  de  papel. 

3f>*  Encontre  as  dimensoes  do  in  Angulo  isosceles  dc  mcnor  area 
que  podc  circunscrever  um  cfrculo  de  raio  R . 

37,  E  ne on  tre  a  altu  ra  e  o  raio  de  it  in  cone  c  i  rc  u  I  ar  reto  c om  o  m cnor 
volume  que  pode  circunscrever  uma  esfera  de  raio  /?. 

38,  Um  traptizio  e  mserilo  cm  um  semiefreuio  com  raio  2,  dc  forma 
que  um  lado  esta  sobre  o  diamelro  (Figura  Ex-38).  Encontre 
a  maior  Area  posslvcl  para  o  trapdzio.  [Sitgesido:  Ex  pics  sc  os 
lad  os  do  tmpdzio  em  term  os  de  $,  l 

39,  l Jm  canal  tie  drenagem  deve  ser  feiio  de  ial  forma  que  a  seegao 
transversal  6  um  trapezio  com  os  lados  igualmente  inclinados 
(Figura  Ex-39);  Sc  os  lados  c  a  base  tiverem  um  coinprimetito 
de  5  ni,  como  cscollicr  o  angulo  0  (0  <  0  <  nil),  de  forma  quo  a 
area  da  seegao  transversal  seja  maxima? 


Figura  Ex-3S  Figura  Ex-39 

40,  Uma  lampada  e  suspensa  acima  do  centre  de  uma  mesa  circu¬ 
lar  com  raio  r.  A  que  altura  acima  da  mesa  cla  deve  ser  colo- 


cada  para  se  obter  o  mix  i  mo  de  ilnminagao  na  herd  a  da  mesa? 
[Suponha  que  a  ilummagao  /  £  diretamente  proporcional  ao 
cosseno  do  angulo  de  inddencia  <p  dos  raios  de  luz  e  inversa- 
mente  proporcional  ao  quadratic  da  distancia  I  da  fonte  dc  luz. 
(Figura  Ex-40). 1 

41,  Uma  pmneha  6  usada  para  cscorar  uni  niuro  c  deve  passar  par 
curia  de  uma  cerca  de  8  pcs  dc  altura  e  a  I  pc  do  mure  (Figura 
Ex-41),  Qual  6  o  comprimento  da  menor  escora  que  pode  ser 
usada?  [Stige.sfao:  Expresse  o  comprimento  da  escora  em  ter- 
mos  do  angulo  0  mostrado  na  figura]. 


Figura  Ex-40  Figura  Ex-41 

42,  Uma  fazenda  de  gado  permits  20  novilhos  por  SO  m"  dc  paste. 
O  peso  medio  de  sens  novilhos  no  mere  ado  6  de  900  kg.  Esti- 
mativas  do  Departamento  de  Agriculture  (EUA)  in  die  am  que  o 
peso  medio  ficara  reduzido  cm  22.5  kg  para  cada  novilho  que 

■j 

for  acrescentado  nos  50  m  de  paste,  Quantos  novilhos  devem 
ser  colocados  nos  50  nf  para  qtic  o  peso  medio  deles  seja  o 
maior  passive  17 

43,  (a)  Lima  indu stria  qufmica  vende  acido  sullurico  a  grand  a 

$100  por  unidadc.  Se  o  custo  de  produgao  total  diaria  em 
ddlanes  para  x  unidades  for 

C(x)  =  100.000  +  50 a  +  0,0025a2 

c  se  a  capacidade  dc  produgao  diaria  for  dc,  no  maxi  mo, 
7.000  unidades,  quant  as  uni  dad  es  de  acido  sulfurico  de¬ 
vem  scr  fabricadas  c  vondidas  diariamciuc  para  mnximizar 
o  lucre? 

( b )  Ben c  li  ci  ari  a  ao  i  ndus  in  al  ex  pan  dl  r  a  eapaeid  adc  de  prod u- 
gao  d  tari  a? 

(e)  Usando  andlisc  marginal,  aproxime  o  eleito  sobre  o  luero 
causado  por  um  an  memo  dc  7.000  para  7,001  unidades  na 
produgao  diaria. 

44,  Uma  firm  a  determ  ina  quo  x  unidades  dc  sen  produto  podem  ser 
vendidas  diariametHe  a  p  do  I  ares  a  unidade,  onde 

x  =  1 000  -  p 

O  dtsio  de  produgdo  de  x  unidades  di Arias  6 

C(x)  =  3000  4-  20.r 

(a)  Encontre  a  fungao  recelta  A'  (a), 

(b)  Encontre  a  ftmgao  lucre  P  (jc). 

(c)  Supondo  que  a  capacid adc  maxima  dc  producao  c  de  500 
unidades  por  dia,  determine  quantas  unidades  a  com  pan  lit  a 
deve  pioduzir  e  vender  por  dia  para  maximizar  sen  luero. 

(d)  Encontre  o  luero  maxi  mo, 

(e)  Qual  6  o  progo  untiario  a  scr  cobrado  para  obter  o  luero 
maxi  mo? 
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45.  Em  mn  certo  processo  de  labrieagfio  quimica,  o  peso  didrio  v  do 
produgao  defeituosa  dependc  do  peso.v  de  toda  a  produgao,  tie 
aeordo  com  a  formula  cmptrica 

v  =  0,0 1  a  +  0,0(X)03a-2 

onde  x  e  y  estao  em  quilos,  Se  o  lucro  for  SI  00  por  kg  do  produto 
quimico  sem  defeito  e  a  perda  for  de  S20  por  kg  tie  produto  quf- 
mico  dcfeiluoso  produzido.  quantos  quilos  do  produto  devem  ser 
produzidos  d  i  aria  men  le  para  maximizar  o  lucro  diario  total? 

46.  l  J  m  i  not  on  st  a  de  cat n  i  n  hao  auldu  omo  cobra  de  um  die  ei  te  $ 1 5 
por  horn  dirigida*  acreseido  do  cuslo  do  com  bu  stive],  Dirigin- 
do  a  Lima  vdocidade  do  v  quilo  metros  por  h  ora,  o  cam  in  hao 
consegue  fazcr  10  -  0,07  v  km  por  litro  de  com  bu  stive  J.  Sc  o 
com  bu  stive  I  cusla  SI,  50  por  Litro,  qua  I  e  a  vdocidade  v  que 
miniimza  o  custo  para  o  clienle? 

47.  Duas  paiticulas  A  e  B  estao  cm  movimcnto  no  piano  ay-  Suns 
coordenadas  em  eada  institute  do  tempo  /  (/  >  0)  sao  dadas  por 
jtA  -  t,  _v4  =  2l  x#  =  1  — /  e  yH  =  i.  Ericomre  a  distancia  minima 
entre  A  e  B. 

48.  Siga  as  insirugnes  do  Exercfeio  47,  com  =  /,  y^=  t\  xlt  -  2 1  e 
J’»  =  2' 

49.  Prove  que  o  ponto  da  curva  +  y"  “  I  mats  proximo  de  (2,  0)  e 

(U0). 

50.  E  neon  ire  todos  os  pontos  nn  curva  y  =  ^/x  para  0  <  x  <  3  que 
estao  na  menor  e  na  maior  distancia  do  porno  (2, 0), 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


51.  S  u  pon ha  q  tie  fix)  =  i  wjr  +  b  sej  a  u  ma  I  u  nqfio  3  i  near  de  x  e  que 
Q  seja  unt  ponto  qualquer  do  piano  .ry. 

(a)  Sem  utilizar  Calculi).  explique  como  ctieontrar  o  ponto 
do  graii co  de/ mats  prdximode  Q 

( h )  Use  d eri  vada s  para  con ferir  su a  re sposta  e ni  (a). 

52,  Suponha  que  C  seja  urn  circuit)  no  piano  xy  de  centra  P  e 
quo  Q  seja  um  ponto  qualquer  do  piano ay  di stint o  de  R 

( a )  Sem  u  ti  I E  zar  Cal  c  ll  E  o,  exp  1  i  q  Lie  com  o  eneon  trar  os  pon¬ 
tos  de  C  qtie  estao  mats  prbximos.  e  Lambdrn  aq tides 
que  estao  mais  afastados,  de  Q . 

(b)  Use  deri  vadas  para  con fei  i  r  sua  resposta  em  (a). 

53,  (a)  En centre  todos  os  pontos  P  que  estao  na  el  ipse  rodada 

a"  —  Aj  +  y‘  —  4  nos  quids  a  relu  tangente  a  dipse  e  per¬ 
pendicular  a  ret  a  por  Pc  pda  origem. 

(b)  DC  uma  explicable  geomet rica  sobre  por  que  oh  pontos 
on  comrades  em  (a)  sao  aquetes  da  elapse  que  estao  mais 
prdximoSs  ou  mais  a  fast  ad  os,  da  origem, 

54.  Usando  a  derivada,  ex  pi  i  que  por  que  os  pontos  eneon  trades 
no  Exercfeio  53(a)  sao  aqucles  da  dipse  que  estao  mais  pro- 
xiinos.  ou  mais  afastados.  da  origem. 


56.  Eneontre  a  coordenada  a  do  ponto  P  na  parabola 

v  =  \  -x  2  (  0  <  .v  <  I ) 


de  modo  que  o  triangulo  (drjtiado  pel  a  reta  tangente  em  P  e  os 
eixos  coordenados  tenha  a  menor  area. 

57.  Onde,  na  curva  y  t=  (1  +  x)~\  a  reta  tangente  tern  a  maior  incli- 
nagao? 


58,  Um  home  in  esta  semado  em  um  barco  a  lkm  da  margem  (reta) 
de  um  I  ago,  Uma  cidade  esld  local  izada  nessa  marge  m  a  1  km 
do  ponto  da  maigem  do  I  ago  que  estd  mais  proximo  do  ho  mem. 
E3e  pretende  remar  em  linha  reta  ate  um  ponto  P  na  margetn 
oposta  e  depois  caminhar  o  leslante  ao  I  on  go  da  marge  m  (Figu¬ 
re  Ex-58),  Para  que  porno  ele  deve  remar  a  lim  de  chegar  a  seu 
destine  no  menor  tempo  seele 

(a)  pode  a ndar  a  8  km/h  e  remar  a  5  km/h? 

(b)  pode  rmdai  a  8  km/h  e  remar  a  6  km/h? 


Um  eano  com  dia metro  desprezivel  deve  ser  carregado  hori¬ 
zontal  meniet  em  tomo  de  um  canto  figando  duas  passagens 
com  2,40  m  e  1 ,20  m  dc  largura  (Figura  Ex-59),  Qua  l  6  o  com- 
primento  mdximo  que  o  cano  pode  ter? 


Fonte:  Uma  ctiscussilo  intcress-Linte  deste  profile ma,  na  qual  o  tliametro  do 
cano  naoe  desprezivel,  foi  reitn  por  Mcrnnan  M  iltcr  no  American  Mathema¬ 
tical  Monthly-  Vot,  1 949,  p.  177-179, 


Figura  Ex-58 


60.  Se  uma  quantidade  ffsica  desconheeida  e  medida  n  vezes,  as 

medidas  xlr  x2 . vN  mu  Etas  vezes  variant,  dependendo  de  tato- 

res  incontroldveis,  como  tempermum,  pressao  atmosfcnca.  etc, 
Assim,  um  cientiSLa  muitiis  vezes  se  deparu  com  o  problema  de 
ohter.  a  parlir  de  n  medidas  observadas  distintas.  uma  estimati- 
va  x  de  uma  quantidade  dcsconhedda  x.  Um  metodo  de  obter 
ta I  estimativa  esta  baseado  no  prinefpio  dos  mminios  quadra- 
do$,  que  estabeleee  que  a  estimativa  x  deve  ser  escolhida  de 
forma  a  minimizar 

s  =  tv  |  -  -V)2  +  (.1;  -  X)2  +  ■  -  ■  +  (X„  -  X)2 

que  6  a  soma  dos  quadrados  dos  desvios  entre  a  estimativa  a  e 
os  va  lores  mcdidosl  Most  re  que  a  estimativa  re  suit  ante  do  prin- 
cfpio  dos  mfnimos  quadrados  6 

1 

x  =  “U'l  +  X2  H - F  Xjt) 

n 


isto  e.  a  e  a  media  aritmdtica  dos  valores  observados. 


55,  Enc on  tre  as  coord  enad as  d  o  ponto  P  tia  c  u  r va 

y  =  “7  U  >  0) 

de  modo  que  o  segtnento  da  reta  tangente  em  R  determinado 
pel  os  eixos  coordenados,  tenha  o  menor  com  prim  cm  o. 


61.  Suponha  que  a  intensidade  de  uma  fonte  pontual  dc  luz  seja 
diretamente  propordonal  ii  potencia  da  Ibme  e  inversamenle 
proporcional  a  distancia  da  fonte,  Dois  pontos  de  luz  com  po- 
tencias  S  c  8.V  estao  separados  por  uma  distancia  de  90  cm. 
Onde,  eio  segmento  de  reta  entre  as  duas  fontes.  a  intensidade  6 
minima? 
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62*  Pr  e:  e  /  .x  >  0  ein  um  inter  it  /  e  e  /  x  ti  er  urn  a  r 
ma  im  e  /  em  xir  emit  a  ung2  vfi-x )  tain  hem  tern  urn 
a  r  ma  i eh  cm  .r0  na  gamenle  ara  a  re  minim 
Sugestao:  e  at  e  ue  vT  e  uma  unga  cic  cente  n 

inter  a  0,  +oo 

63,  Da  nt  4  2,1  e/?5,4*enc  ntre  nt  P  inter 

a  2,5  ei  tie  ma  imize  fingu  APB 

64,  heira  aineri  r  earn  ua  r  c  1 0  c  e  a  lura  cm  e 

iga  e  2  6  acima  ni  e  h  e  tim  b  er  a  r 

Su  n  ue  a  me  h  r  i  a  6  bti  a  utm  d  im  an 
gu  Libenten  i  e  ua  r  n  h  b  er  a  r  a  ua 
i  taneia  ua  r  etc  e  eiia  hear 


uz  ia  an  e  uma  me  4  em  urn  met  ara  um  b  er  a  r 
/font  utr  mei  Figura  E  Sabe  e  uca  uz  ia  a  a  uma 
e  d  a  ue  n  Unite  em  um  mei  imi  rme,  rdrrt  mai  aga 
r  amenle  em  um  mei  mai  en  emu  6gua  ue  cm 
um  men  en  c  m  ar  n  c  iientemente,  ercur 
c  men  r  tern  emre  A  c  B  na  d  nece  aria  me  me  uma  reta, 
ma  uma  ret  a  uebru  a  cA  am  P  e  ara  B,  ermilin  tic 
a  uz  e  e  antagem  e  ua  mai  r  e  ci  a  e  n  mei  men 
en  Lei  de  Refra^ao  de  Snell  alirma  tie  a  tra  etoria 
rat  e  uz  6  ta  ue 

sen  9\  sen  $2 

v\  v2 


Princf  1  e  Fermat  bi  gratia  a  agina  310  na  6  tieae  ta 
be  ece  uea  uz.  ia  an  eum  nt  ara  utr  ,  cgue  a  uec 
caminh  ara  ua  tem  1  ta  n  ercur  c  minim  Em 
um  mei  uni  rme,  caminh  extern  minim  ’c  e  “me 
n  r  i  tSneia”  Cm  a  er  iguai  a  im,  a  uz,  e  na  b  trtn  a, 
ia  a  ctn  inha  reta  Su  nha  tie  ten  ham  uma  me  c  uz, 
um  c  e  h  an  e  um  b  er  a  r  em  um  mei  uni  rme  Su 
um  rai  e  uz  ei  a  a  me,  bate  em  um  e  e  h  e  ai  aid 
her  a  r,  enta  uatractbriac  n  i  teem  t  egment  e 
reta,  c  n  rmem  tra  a  Figura  E  5  Deac  r  c  m  rincf 


i  e  Fermat,  a  tra  euSria  d  ta  ue  tern  t  ga  l  n  ercur 
d  minim  u,  c  in  mei  d  uni  rme,  a  traetdria  era  ta  ue 
a  3  taneia  1  ta  esc  rri  a  e/taPatf  era  a  men  r  1  e 

Su  11  ue  minim  c  ire  uan  di/dx  =  0.  m  tre  ue 

rai  e  uz  ira  atingir  e  eh  cm  um  nt  P,  la  ue  iLangu 

e  inci  end  a"  0l  era  igua  a  “ingu  e  retie  ii  ”  02 


66*  rincf  i  e  Fermat  E  erefei  5  tambdm  e  iea  r  ue 
rai  e  uz  tie  a  a  emre  ar  e  age  a  e  inc  ilia  re  raga 
maginc  i  mei  uni  rme  c  m  dgua  e  at  e  um  rai  e 


n  c  vx  €  a  e  ci  a  e  a  uz  n  rimeir  mei  ,u3*n  egun 
e  0.  e  By  S  fingti  m  tra  ua  Figura  E  tre 

J  4-  t-  k. 

ue  i  egue  a  hi  ote  e  e  ue  caminh  etem  minim 
c  rre  uon  dt/dx  —  0 


67*  111  azen  eir  e  c  a  cammhar  a  uma  ta  a  c  n  tantc  e  eti 

c  tabu  ate  um  ri  ret  ,  encher  um  ba  e  c  c  ar  ara  ca  a  11 
men  rtem 

a  E  i  uec  m  e  te  r  h  emu  e  re  aei  na  e  m  rincf  i 
e  Fermat  e  r  b  ema  a  idle  a  a  uz  E  erefei  5 

h  e  re  u  la  E  erefei  5  ara  e  ere  ei  ge  metri 
camente  na  me  h  r  caminh  ara  azen  eir  eguir 

c  e  a  arte  b  ara  eterinmar  n  e  azen  eir  e  era 
encher  ba  e  e  a  ca  a  e  e  tabu  e  ti  erem  ca  iza 
ta  c  ni  na  Figura  E  7 


Figura  Ex -66 


4 

km 


I  km 


Estabu  it> 

1  / 

ba  /  • 


r.  ■  t;  i 


4 

km 


R:o 


Figura  Iix-67 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICtOS  DE  COMPREENSAO  5.5 


1.  2  2.  25  3.  i  4.  1 


Willcbrord  van  Roijen  Snell  (1591*1626)  atematic  h 
an  d  Sne  uce  eu  a  cu  ai  ei  t  ere  r  e  a 
temiitiea  na  ni  er  t  a  c  e  ci  en  cm  1  13  e  6  mai  am 
e  re  u  ra  bre  re  ra$a  a  uz  tie  e  a  eu  n  me  Em 
b  ra  enamen  ten  ha  i  e  lu  a  e  e  a  rdcia  antiga 

c  in  a  tr5n  ni  Ft  meu,  atd  traba  h  e  Sue  areagS 


era  inc  rretamente  en  a  ae  m  en  QJv^Q.Je^  ei  e 
Sne  i  ub  iea  a  r  De  carte  em  1  3  ,  em  ar  e  i 

ere  it  a  Sne  E  c  tambem  c  e  briu  um  met  c  etermi 
naga  e  i  tfinda  rtrianguaga  ue  euinfei  am  erna 
tdcnica  c  c  n  eegi  c  ma  a 
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5.6  METODO  DE  NEWTON 


Na  Segao  2.5  mostramos  como  aprox'unar  as  raizes  de  uma  equaqdo  f(x)  =  0  usando  o 
Teorema  do  Valor  Intermedidrio  e  tamhem  fazenda  um  zoom  no  carte  do  eixo  x  de  y  ™  f(x') 
com  um  recttrso  grdfico  computaciomiL  Nesta  se{  do  estudaremos  uma  lectuca  denomhiada 
Metodo  de  Newton,  que,  em  geral,  e  mats  eficiente  do  que  qualquer  uma  das  out r as  duas .  O 
Metodo  de  Newton  e  a  tecnica  usada  par  mud  os  pro  gramas  de  computadores  comervials  e 
cientificos  para  encontrar  raizes. 


m  METODO  DE  NEWTON 

Em  Algebra  elemental,  aprende-se  que  a  solugao  de  uma  cquagao  de  pri  metro  grau  ax  +  h  -  0 
6  dad  a  pet  a  formula  x  =  -b/a  c  que  as  sol  u  goes  da  cquagao  de  scgundo  grau 

ax“  -I-  hx  +  c  —  0 


sao  dadas  pela  rdrmula  quadrddca.  Ex i stem  formulas  tambdm  para  soluqoes  de  equagdcs  de 
terceiro  e  quarto  grau,  embora  muito  eomplicadas  para  uso  pratieo.  Em  1826,  foi  mos tra¬ 
de  polo  matematieo  norueguGs  Niels  Henrik  Abel  que  6  impossfvel  construir  uma  formula 
semelhante  para  solugoes  de  uma  equagSo  geral  de  quinto  ou  maior  grau.  As  si  in,  para  uma 
equagao  polinomlal  especffica  de  quinto  grau,  tal  como 


JC5  -  9a4  +  2a  j  -  5a2  +  1  7a  -  8  =  0 


pode  ser  (lifted  ou  impossfvel  enconlrar  valorcs  exatos  para  todas  as  solugbes,  Dificuldades 
an&logas  ocorrem  com  cquagbes  nao-poihioiniais,  tais  como 


aj  —  cos  a:  ™  0 

Para  essas  equagoes,  as  solugoes  sao  geralmente  aproximadas  de  alguma  forma,  freq  ue  n  te¬ 
rn  on  te  pek>  metodo  que  vamos  expor  a  seguir. 


N ids  Henrik  Abel  (1802-1829)  Matemdtico  norue- 
gues.  Abel  era  HI  ho  de  urn  pobre  ministro  luterano  e 
de  mna  maeextraordinariameme  beta,  de  quern  herdou 
sua  surpreendente  beleza.  Em  sua  breve  vida  de  26 
an  or,  ele  viveu  em  pobre/.a  e  sofreu  uma  sucessao  de 
adversidades;  ainda  assim,  conseguiu  provai  resubados 
impormmes  que  alteraram  para  sempre  o  panorama  da  Mate- 
mdtica.  Aos  ]  3  anos,  foi  maud  ado  para  ionge  dc  casa.  para  uma 
escola  cujos  me  I  bores  dias  ja  tin  ham  pas  sad  o.  Per  um  goJpe 
de  sortc,  a  eseola  acabara  de  contratar  o  professor  Berm  Mi¬ 
di  ad  Holmboe,  o  qual  rapidamente  descobriu  a  extraord  maria 
habilidadc  dc  Abel  para  a  Mntcmatica.  Juntos,  elcs  estudaram 
os  livros  de  Cdlculo  de  Euler,  os  irabalhos  de  Newton  e  os 


dos  matem&ticos  IVanceses  da  dpoea.  Qua n do  de  sua  lor  ma¬ 
ture,  Abel  jfi  eslava  a  par  da  maior  parte  da  grande  literature 
matemdlica.  Em  3  820,  seu  pai  morreu,  deixando  a  familia  em 
um  terrfvel  a  pert  o  (1  nance  iio,  Abel  somerUe  conseguiu  emrar 
na  Uni  vers  idade  de  Christiania,  em  Oslo,  porque  gatihou  um 
quarto  de  graga  e  varies  profess  ores  o  sustentaram  com  sens 
prdpnos  salaries.  A  universidade  nao  tinha  cursos  avangados 
em  Matematica:  assim,  Abel  reeebeu  um  grau  preliminar  em 
1822  e  eontinuou  sozinho  sens  estudos  de  Matem^tica.  Em 
[  824,  publicou  por  coma  prdpria  a  prova  da  impossibilidadc  da 
solugao  algebrica  dc  uma  equagao  polynomial  geral  de  quinto 
grau.  Com  esperanga  dc  que  o  levari  a  ao  recon  hed  men  to  e  a 
aceitagao  pel  a  com  un  idade  matemdtiea,  Abel  enviou  o  artigo 


ao  grande  matematieo  alemao  Gauss,  que  neglige  memento  o 
dectarou  uma  monstruos  idade,  coloeando-o  de  I  ado.  PorGm, 
em  1826,  o  artigo  de  Abel  sobre  equagoos  de  quinto  grau  e  ou- 
tros  irabalhos  fomm  publicados  na  primdra  edigao  de  um  novo 
jornal,  fund  ado  por  seu  amigo  Leopold  Crelle.  No  verao  de 
1826.  ele  com  pie  Lou  um  trabalho  histdrieo  sobre  fungdes  trans¬ 
cend  ernes,  que  sub  me  leu  a  Academia  de  Ciencia  da  Prang  a,  na 
esperanga  de  se  consol  id  ar  como  um  grande  matematieo,  pois 
muitos  jovens  ganharam  rapida  distingdo  ao  ter  sous  irabalhos 
aeeitos  pela  Academia.  Noentanto,  Abel  esperou  em  vao.  pois 
o  artigo  ou  foi  ig norad o  ou  perdido  por  um  dos  j tirades  c  nao 
apareoeu  de  novo,  senao  dois  a  nos  apds  sua  morte.  Esse  artigo 
foi  posted ormeiHe  ciescri to  por  um  grande  matematieo  como 
"...  a  descoberia  m  atom  ft  Lie  a  do  sdeiilo,.,  Apds  sub  meter  sen 
artigo.  Abel  voltou  a  Norucga.  com  tuberculosc  c  uma  pesada 
dfvida.  Enquanto  ganhava  a  vida  com  dificu Idade  como  profes¬ 
sor  particular,  cominuava  a  produzir  gramles  irabalhos,  e  sua 
fama  se  espalhou.  Logo,  grandcs  esforgos  foram  feitos  para 
obter  para  cle  uma  posigao  mate  matica  adequada,  Temcndo 
que  seu  grande  trabalho  tivesse  si  do  perdido  pela  Academia, 
enviou  uma  prova  do  resultado  principal  para  Crelle,  em  Janei¬ 
ro  dc  3  829.  Em  abril,  solreu  uma  violent  a  hemorragia  e  mor¬ 
reu.  Dois  dias  apds.  Crelle  cscrcvcu  informando-o  dc  qtic  uma 
nomeagio  estava  assegurada  para  ele  em  Berlim  e  que  seus 
dias  de  pobre  /.a  tin  ham  acabado!  O  grande  artigo  de  Abel  foi, 
final  men  te,  publlcado  pela  Academia  12  anos  apds  sua  morie. 
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Varnos  sapor  que  estejamos  ten  la  ado  eneontrur  uma  rai/  r  da  equaguo/Cv)  =  0,  e  que  por 
algum  mctodo,  como  gcrando  o  graft  co  de  y  =  fix)  c  examinado  sen  eortc  com  o  eixo  a\  ten  ha- 
in  os  oh  lido  umaaproximaqao  inicial  .v,  rudimentar  de  r  Sefix^-  0+  entao  Se/U,)  ^  0> 
entao  entendemos  que  6  mais  tacit  resolver  uma  equaqao  linear  do  que  a  equaqao  propost  a.  A 
melbor  aproximagao  [incur  dc  y  —fix)  perto  de  a:  =  at,  e  dada  pela  reta  tangcnte  ao  graft eo  de/ 
em  A- 1 ;  porianto,  deve  ser  ra/oavel  esperar  que  o  corte  dessa  rein  com  o  eixo  ,v  Iomega  uma  me- 
Ihor  aproximagao  de  r.  Denotentos  esse  corte  por  x2  (Figura  5.6.1).  Agora  pod  etnas  tratar  ax  da 
mesma  maneira  que  Iratamos  a  Se fix2)  =  0,  entao  r -  xr  Stfi.xfi  s  0,  entao  conslruimos  a  reta 
tangcnte  ao  grafieo  de/em  x2  e  lomamos  x%  como  sen  do  o  corte  dessa  reta  com  o  eixo  x.  Conti - 
nuando dessa  maneira,  podcmos  gerar  uma  sueessao  de  valores ,v,,  x2i  xv  x4 ...  que  gcralmente 
converge  para  r.  Esse  procedi  men  to  para  aproximar  r  e  de  no  min  ado  Metodo  de  Newton* 

Para  implementar  analiticamcnte  o  Mctodo  dc  Newton,  procisamos  ohlcr  uma  formula 
que  nos  diga  como  cal  culm  cad  a  aproximagao  melhorada  a  partir  da  aproximagao  precede  nte. 
Para  tan  to,  observaitios  que  a  forma  ponto-inclinagao  da  reta  tangente  a  y  -  f(x),  na  aproxi¬ 
magao  inicial  jq,  6 

y  -  f(M)  =  f'(Xi)(x  -  X|)  (I) 

Sc  /'(a,)  =  0,  eniao  essa  reta  nao  e  paraleia  ao  eixo  x  e,  conscq iientemeiue,  coria-o  em  algum 
ponto  u,t  0).  Subsiituindo  as  coordenadas  desse  ponto  cm  ( I ),  obtemos 


-/<*!>  =  /'C*l)(Jt2-.t,) 


Rcsolvcndo  cm  x7f  obtemos 


*2  =  xi  ~ 


fix,) 


(2) 


fix,) 

A  pmxima  aproximagao  podc  ser  oblida  mais  lac  il  me  nte.  Sc  consideramios  a\  como  a  apro- 
ximagao  inicial  e  a;,  como  a  nova  aproximagao,  pod  cm  os  siniplcsmcntc  aplicar  (2)  com  x2  cm 
lugar  de  x[  c  xx  cm  lugarde  ax.  Portanio 

fix  2) 


%  =  xt  - 


f'ixi) 


(3) 


desde  t|tie  f'(x2)  ^  0.  Em  geral,  se  a;,  e  a  enesiina  aproximagao,  entao  e  evidente,  a  partir  do 
padrao  em  (2)  e  (3),  que  a  aproximagSo  melhorada  a„  . ,  e  dada  por 


‘iji'f- 1 


Mctodo  de  Newton 

f(Xn) 


(4) 


Xu 


fix,,) 


n  —  1 , 2,  3. . . . 


►  Exemplo  1  Use  0  Mdlodo  de  Newton  para  aproximar  as  solugdes  reals  dc 

A3  -  .V  -1=0 


[-2,  4]  X  [-3.  3] 
vScI  =  L  vSci  =  I 


v  -  v *  -  ,r  -  I 


Figura  SA%2 


Soht^ao  Seja  f(x)  =  v  —  a  -  I ;  logo,  fT(x)  —  _\0  -  1  e  (4)  fica 

v-3 


X)f 


f  <  -  i 

3  v-  ^  I 

'}An  1 


(5) 


A  partir  do  graft co  de  /  na  Figura  5,6.2,  ve  mos  que  aequaqao  dada  tern  uma  so  rai  *  real,  Essa 
solugao  esla  entre  1  e  2t  pois  /(l)  =  —  1  <  Oe  /(2)  =  5  >  0  Vainos  usar  como  primeira  aproxi- 
maqao  JC|  =  1,5  (a,  ™  I  ou  a,  =  2  tambem  seriam  escolhas  ra/oavcis), 

Fa/endo  n  —  1  em  (5)  e  substituindo  a,—  1,5,  obtemos 

f  l  5  V5  —  J  5  —  3 

V2  =  1  ’5  "  L  ^  134782609  (6) 

l  '  V  "  !•  }  * 
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OQMINfQ  DA TECMOLQGEA 

Muilas  calculations  e  prog  ra  mas  da 
computador  calculam  intemamenie 
com  mals  casas  decimals  do  que  con- 
seguem  expor.  Samp  re  que  passive!, 
devemos  utilizaros  valores  estocados 
calculation  am  conran  a n-rerrores.  em 
vez  dos  valores  exibidos  na  tela  do 
recurso  computacioriial.  Assirre,  no 
Exemplo  1 ,  o  valor  de  x:  utilizado  em 
{7)  deveria  ser  o  valor  estocado  de  .x: 
s  nao  o  valor  exibido  em  {6). 


[a  5]  X  [-2, 21 
jSel  =  LySci  =  I 

Fig  ura  5*6,3 


(UsainOS  uma  caleuladora  que  exibe  9  dfgitOS*)  A  seguir,  fa/endo  n  -  2  em  (5)  e  substituindo 
x2i  obtenios 

4  -X2-\ 


—  -\"2  “ 


3a?  —  1 


1 ,32520040 


(7) 


Sc  com inuarmos  esse  process©  ate  que  sejam  geradas  duas  aproximayoes  sucessivas  iguais, 
obtcrcmos 


jc2  1 ,34782609 


x3  ^  1 ,32520040 
a 4  xs  1,32471817 
x5  **  1 ,32471796 
x6  ^  1 ,3247 1 796 


Neste  ponlo,  nao  ha  neeessidade  de  columnar  mals  adiante,  pois  atingimos  o  liniite  de  preci- 
sao  de  nossa  calculadora  e  todas  as  aproximayoes  subseqiientes  geradas  por  ela  provavelmen 
te  serao  iguais,  Assim,  a  soluyao  6  aproximadameme  x  ^  1 ,3247  f  796,  < 


►  Exemplo  2  Fica  evidcntc,  a  partir  da  Figura  5.6.3,  que  so  x  e stiver  em  radianos,  entSo  a 
eq  uayao 

COS  X  =  X 

tern  uma  soluyao  entire  0  e  L  Use  o  Mdtodo  de  Newton  para  aproxima-la. 

Solu^ao  Reese  leva  a  equayao  eomo 

x  —  cos  x  =  0 

e  aplique  (4)  com  f(x)  =  x  -  cos  x  Como  f\x)  =  ]  +  sen  x,  (4)  flea 

(8) 


Xjii+|  =  xn  - 


X,t  -  cos  xn 


1  +  sen  xn 


A  parti r  da  Figura  5*6*3,  a  soluyao  parecc  mais  prdxima  de  x  =  1  do  que  de  x  =  0;  logo, 
vamos  usar.vL  =  I  (em  radtanos)  eomo  aproximayao  inicial.  Fazenda  n  =  I  em  (8)  c  substU 
tuindo  Xj  =  1,  obtemns 

i  —  eos  I 

x>  =  I  —  -as  0,750363868 

I  +  sen  I 

A  seguii,  vamos  lazer  n  =  2  em  (8)  e,  subsli tuindo  o  valor  de x,  acimat  obteremos 


X3  =  X;>  — 


V 2  “  COSX2 

1  +  sen  a'2 


0,739112891 


So  corn  inuarmos  esse  process  o  ate  que  sejam  geradas  duas  a  pro  x  imagoes  sueessivas  iguais, 
obteremos 


-U  =  I 

x2  -  0,750363868 
x3  w  0,739112891 
x4  ^0,739085133 


,v5  ^  0,739085 1 33 


Assim,  no  limite  da  precisao  de  nossa  calculadora,  a  soluyao  da  equayao  cos  x  -  x  c 
0,739085 133,  < 


■  ALGUMAS  DIFICULDADES  COM  O  METODO  DE  NEWTON 

Quando  o  Metodo  de  Newton  funciona,  as  aproximayoes  convergent  para  a  soluyao  com 
grande  velockiadc.  Ha  situayoes,  pore  in,  nas  quais  o  metodo  fa  I  ha.  For  exemplo,  se  ff(xn)  -  0 
para  algum  n,  entao  (4)  envoi  vc  uma  divisao  por  zero,  lorn  undo  impossfvel  gerar  xn  h|,  Pordm, 
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.v,  n3o  pode  ser  ge*ado 


Figure  5.6*4 


isso  pode  se r  previsto,  pois  a  rcta  tangente  a  y  =  fix)  e  paralcla  ao  eixo  x  quando  /  (y  )  ~  0,  ou 
seja,  ela  nao  cruza  o  eixo  a  para  gerar  a  prdxima  aproximagao  (Figura  5.6.4). 

O  Metodo  de  Newton  tambdm  pode  falhar  por  outras  razees;  as  vezes,  clc  pode  ig- 
norar  a  rai/.  que  lentamos  encontrar  c  cotivergir  para  outra;  e}  as  vezes,  lambdm  pode  nao 
converge r  de  todo,  For  exemplo,  consitfere  a  equagao 

A,/3  =  0 


cuja  linica  solugao  6x  —  0.  Vamos  tentar  apmximar  essa  solugao  pclo  Mctodo  de  Newton 


coitiegando  com  x(1  =  1 .  Tomando  f(x)  =  a  " ,  a  Formula  (4)  fica 


-*n-tr  I 


Comegando  com  xl  =  I,  a  seqtiencia  de  valores  gerados  por  essa  formula  e 

A*]  =  1,  A?  =  — 2,  =  4,  A 4  =  — 8,  .  .  . 

que,  obviamenle,  nao  converge  para  x  —  0.  A  Figura  5.6.5  1  lustra  o  que  esta  aecmtecendo  geo- 
metricamente  nessa  situagao. 


Para  aprender  trials  sobre  as  condiqoes  de  convergencia  do  Metodo  de  Newton  e  para 
uma  discussao  sobre  a  questao  dos  erros,  o  lei  tor  deve  consular  urn  livro  de  Andlise  Nume¬ 
rical  Para  uma  discussao  mats  profunda  do  Metodo  de  Newton  e  sua  relagao  com  os  cstudos 
atuais  sobre  caos  e  Fractals,  o  lei  tor  pode  lero  artigo  "Newton's  Method  and  Fractal  Patterns'", 
de  Phillip  Straffin,  publieado  em  Applications  of  Gal  cuius,  MAA  Notes,  VoL  3,  n  29,  1993, 
da  Mathematical  Association  of  America. 


EXERCIGIOS  DE  COMPREENSAO  5.6  (Verpagina  328 para  respostas,) 


L  Use  o  grali  co  ao  I  ado  para  estimar  x  ,  c  xx  se  o  Metodo  de 
Newton  for  aplicado  a  eqeagao  y  -fix)  com  ,vL  -  8. 

2.  Suporiha  quej4  E )  =  2  e  que  f'(  I )  =  4.  LSe  o  Metodo  de  Newton 
For  aplicado  a  y  =fx)  com  xl  =  1 .  entao  x2  =  „  _ 

3*  Suponha  qu cfO)  =  3  c  que  x2  =  3  quando  o  Metodo  de  Newton 
for  aplicado  a  y  =fix)  com  a,  =  0,  Entao  f'{ 0)  =  .  _ _ , 

4*  Sc  o  Metodo  de  Newton  For  aplicado  a  y  =  e  -  1  com  a,  ==  In  2 , 
entao a>,  - _ . 


+  v 


A 

> 


s  to 


■K 


4 


Figura  Kx*I 
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EXERCICIOS  5.6  R  Recurso  G  ratio  o 


Nestes  exercfcios,  d£  as  nespostas  com  tantas  casas  decimals  quantas 
forcm  permitidas  per  sen  recur  so  computational,  mas  sign  o  proce¬ 
di  memo  ddmeado  na  caixa  Dominio  daTecnologia  &  pdgiua  325, 

1,  A  proximo  V 2  aplicando  0  Metodo  de  Newton  a  equagac 
x  —2  =  0. 

2,  Apr  oxime  ^  aplicando  o  Metodo  de  Newton  a  equagao 
a2  ™  5  =  0. 

3,  A pn >x i  me  v''"6  apl  i ca nd 0  0  M Ctodo  d e  N ewt on  a  eq u aga o 
x}  -  6  —  0 

4,  Qua  I  eq  u  aqik  j  d  e  vemo  s  l  in  ar  para  aprox  i  mar  a  mi/  enesj  ma  d  e  r; 
pelo  Metodo  de  Newton? 

5-s  A  equagao  duda  lem  uma  solucao  real.  Aproxime-a  pclo  Md- 
Lodo  de  Newton. 


5,  .*-24-2  =  0 
7.  /+\*-5  =  0 


6,  x  +  a  -1—0 
S.  .r5-  3.1  +  3=0 


9-14  Use  mn  recurso  gralico  computational  para  deierminar 
quantas  sol li goes  tem  a  equagao  e.  entao,  use  o  Metodo  dc  Newton 
para  aproximar  a  solucao  quo  satisfaca  a  condi  gao  dad  a. 


09,  ,rJ  +  r  -4  =  0:  x  < 0 

01O.r-.V-2  =  Ou->() 

0 11. 2  cos  ,t  =  x  ,v  >  0  0 12.  sen  x  =  x2;  x  >0 

0 1.1.  x  -  le  .v  =  0:  it\2  <  x  c  3,t/2 


gi4.  f  ■+  e  sen  x  =  0;  tt/2  <  x  <  3jt/2 


15-20  Use  um  recurso  grafico  computadonal  para  determinar  o 
numero  de  vezes  que  as  curvas  se  intersectam:  aplique,  entaoT  o 
Meiodo  de  Newton,  quando  nece&sario,  para  aproximar  as  cooitlc- 
nadas.rde  todas  as  liuerseegoes. 


0 15,y  =  a-'  e  y  =  ]  -x 
y  16,  y  =  sen  .v  e  y  =  x'  -  2x“  +  1 


1 7.  y  =  x  e  y  -  V2jt  -1-  I 
y  18.  y  =  -  1  c  y  =  cos  x  -  2 

19,  y  =  1  e  y  =  e'  sen  a-:  0  <  x  <  tt 
0 20,  y  =  e~x  e  y  =  In  x 

2  L  A  regra  meednka  para  a  pi  ox  i  mar  raizes  quadradas  a  luma  que 
yja  —  A,- ,  (1onde 

Xn+i  =  j  ,  n  =  1  ?  2,  3, . . . 


e  rt  dqualquer  aproximagao  positive  de 

(a)  Aplique  o  Mctodo  de  Newton  a 

fix)  =  .v2  -  a 

para  dedu/ir  a  regra  metilnica. 

( b )  U  se -a  pa  ra  aprox  i  mar  *J  1 0. 


22,  Muitas  calculadoras  computam  reefprocos  usando  a  aproxhna- 
cao  1  hi  xtj , onde 

xn+\  =  xn(2  -  axn)7  n  ™  1 , 2,  3, . . . 

ex]  e  uma  aproximagao  inidal  de  1/rt.  Essa  formula  torna  pos- 
sfvd  etetuar  divisoes  usando  multi plicagocs  c  subiragdes,  o  quo 
e  urn  procedi  men  to  mais  mpido  do  que  dividir  dlretamente. 

(a)  Aplique  o  Metodo  de  Newton  a 

m  =  -  -  * 

X 

para  dedu/ir  ossa  aproxiinagao. 

(b  J  U  so  a  to  mi  u  I  a  para  apra  x  i  m  ar  , 

23,  Use  o  Metodo  de  Newton  para  aproximar  o  mmimo  absolute  de 

fix)  =  \xA  +  x1  -  5x 

24,  Use  o  Metodo  de  Newton  para  aproximar  o  maxi  mo  absolute 
dc  fix)  =  x  sen  x  no  intervale  [0,  jt\, 

25 ,  U sc  o  M  ctodo  tic  Newton  pa  ra  aprox  i  ma r,  co m  dua s  cas us  dcci  - 
mais,  as  cOOrdcriudas  x  doS  porUOs  dc  intlcxao  da  fungao 


fix)  = 


e 


1  +  .v 


26,  Use  o  Mdtodo  de  Newton  para  aproximar  o  maxi  mo  absoluto 
dc/bv)  =  ( 1  -  2c) arc  tg  x, 

27,  Use  o  Metodo  dc  Newton  para  aproximar  as  coordcnadas  do 

•T* 

ponto  sob  re  a  parabola  y  =  x~  mais  proximo  do  ponto  ( l ,  0). 

28,  Use  o  Mctodo  dc  Newton  para  aproximar  as  dimensoes  do 

retangulo  de  maior  area  que  pode  ser  inscrito  sob  a  curva  y  = 
cos  x  para  0  <  x  con  forme  a  Fig  Lira  Ex-2S. 

29 1  (a)  Mostre  t|uc.  sobre  uni  ci ratio  de  raio  r>  o  angulo  central  0 
quC  subentende  um  areo  dc  com  p  rim  cm  o  3  vc/cs  o  coin- 
prime  nto  L  de  sua  corda  satisfaz  a  eqtiaqao  9  =  3  sen  (9/2) 
(ver  Figura  Ex-29). 

(b)  Use  o  Metodo  de  Newton  para  aproximar  0. 


30.  i Jm  segmt'uUr  de  uni  ctrculo  e  a  regiao  conipreendida  por  um 
a rco  e  sua  corda  f  ver  figura  a  seguir).  Se  r  for  o  raio  do  cfrculo 
e  9  o  fingulo  SLibcntcndido  no  centre  do  circulo,  entao  pode-se 
mostrar  que  a  area  A  do  segmento  e  A  =  \r'y(0  -  sen  tf),  onde  0 
esta  cm  radian  os.  Encontre  o  valor  de  0  para  o  qua  I  a  area  do 
segmento  6  um  quarto  da  area  do  cfrculo.  o  valor  de  6  aid  o 
grau  mais  proximo. 
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31-32  Use  o  Mdlodo  de  Newton  para  aproximar  todos  os  valo¬ 
rem  reals  tie  v  quo  satis  la/ein  a  equaqao  dad  a  para  o  vator  tie  ,x 
indie  ado. 


31.  xy4  +  X“y  =  i ;  ,v  =  1 

32.  xy  -  cos  ( y)  =  0;  x  -  2 

33.  Uma  anuidade  e  uma  sequSncia  tie  pagamentos  igtiais  que 
sao  pages  ou  recebidos  cm  interval  os  regulates  de  tempo.  Pot 
exemplo,  podemos  querer  depositar  quant i as  iguats  ao  final 
de  eada  ano,  em  uma  poupanga,  a  fim  de  acumular  uma  eerla 
quantia  cm  a  I  gum  memento  no  future.  5e,  ao  final  de  eada  ano, 
forem  acreseentados  juros  de  i  x  100%  sobre  o  saldo  da  coma, 
entao  dlzcmos  quo  a  poupanga  paga  i  x  100%  de  juros.  com¬ 
poses  atiualmenfe ,  Pode-se  mostrar  que.  se  os  depdsilosde  Q 
reals  forem  feitos  ao  final  de  eada  ano,  em  uma  poupanga  que 
paga  /  x  100%  compost  os  anualmente,  entao,  por  ocas!  no  do 
cries im o  depdsito  c  ja  depositados  os  juros  do  ano  anterior,  a 
q  li  ant  in  S(n)  m  poupanga  e  dad  a  pda  formula 

S(«)  =  ~C<1  +0“-l] 

i 


Sup on ha  que  que  i  ram  os  depositar  $5,000  em  uma  pot]  pang  a  ao 
final  de  eada  ano,  com  o  objetivo  de  aeumular  $250,000  no  25,:'; 
depdsito.  Qua!  e  a  taxa  de  juros  com  post  os  a  set  paga  para  que 
p  oss  amos  at  indr  essa  meta?  [Sugestao:  Most  re  que  a  taxa  de 
juros  t  satisfaz  a  equagao  50/  =  ( 1 4-  /)"  -  I  e  resolva-a  usando  o 
Metodo  dc  Newton.] 


ENFOCANDO  CONCE1TOS 


■- A 34.  (a)  Use  uni  recurso  gralico  computational  para  gerar  o  gra- 
licode 

/«*)  =  -T^T 
x1  +  I 


e  use-o  para  exp!  i  car  o  que  acontece  se  a  pi  i  cam  os  o 
Metodo  de  Newton  com  o  valor  inidal  de  xt  -  2,  Venfi- 
que  sua  conelusao  computando  x2.  jlv  x4  cxs. 


(b)  Use  o  gralico  gerado  em  (a)  para  explicar  o  que  aeon- 
teee  se  aplieamios  o  Metodo  dc  Newton  com  urn  valor 
inidal  de  v,  -  0.5.  Verilique  sua  conelusao  computando 
x,.  xy.  x4  e  x5. 

35,  (a)  A  pi  i  que  o  Metodo  de  Newton  a  fungao  /(.v)  =  x'  +■  I 
com  valor  inicial  de  ,v,  —  0,5  e  determine  se  os  valores 
X|(l  aparentam  convergin 

(b )  Ex  p  l  i  que  o  q  ue  estd  aconiecet ldo. 

3(>.  Em  eada  parte,  ex  pi  i  que  o  que  acontecc  sc  aplicarmos  o 
Metodo  de  Newton  a  uma  fungao / quando  a  condigao  dada 
e  satisfeita  para  algum  valor  de  ii. 

(^)  ,/tu)  =  0  (b)  K+a=K 

(c)  = 

37.  Seja  /  uma  fungao  cuja  derivada  6  contmua  em  tod  a  parte. 
Suponha  que  exista  um  ntlmero  real  c  tal  que,  quando  o  Md- 
lodo  de  New  ton  £  aplieado  a/,  a  desigualdade 

|.r„  -  e|  <  - 
n 


6  satisfeita  para  todos  os  valores  de  n  -  1.2,  3,... 

(a)  Ex  pi  i  que  por  que 

2 

1*11+1  -  Jfl|.  <  " 

n 

para  todos  os  valores  de  n-  I,  2,  3,... 

(b)  Mostre  que  exlste  uma  constantc  posit iva  M  tal  que 

]/(-Vfe)I  5  A/l^if+i  -Xn\  <  — 

para  todos  os  valores  de  //  -  1,2,  3,... 

(c)  Prove  que,  se  /to)  ^  0,  entao  exisle  um  inteiro  positive 
N  ral  quo 

<  ,/(0, 

para  eada  n  >  N.  \ Sugestao:  M o st re  que  fix)  —>  /((:) 
quando  x  — >  c  c  entao  apJlque  a  Dcfinigao  2.4.1  com 
€  =  |l/(c)|.] 

(d)  O  qtie  pode  scr  concluido  tie  (b)  c  (e)? 


38.  Quais  silo  os  elementos  importantes  no  argu  men  to  sugerido 
pelo  Exercicio  37?  E  possivel  estondciL  esse  argumonto  a 
uniacolegao  maior  de  fungoes? 


•/  RESPOSTAS  DOS  EXERCfCIOS  DE  COMPREENSAO  5.6 


1.  ,t,  fe4,x,  2.  ^  3.  -1  4.  In2-i  !b  0.193147 
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5.7  TEOREMA  DE  ROLLE;  TEOREMA  DO  VALOR  MEDIO 


Nest  a  seg&o  vat  nos  discutir  um  resultado  c  ham  a  do  Tea  rent  a  do  Valor  Medio.  Esse  teorema 
tern  fantas  conseqltencias  importantes  que  e  considerado  um  dos  gra  tides  princlpios  do 
Cdlcuio. 


Figum  5*7*1 


■  TEOREMA  DE  ROLLE 


Vamos  co mc^ar  com  um  caso  especial  do  Teorema  do  Valor  Medio,  chamado  Teorema  dc 
Rolie  cm  homenagem  ao  mutemdtico  Michel  Rollc.  Bssc  teorema  afirma  a  fato  geometri- 
camcntc  obvio  segundo  o  qua!  se  o  gralieo  de  uma  fungao  diferenciavel  cruza  o  eixo  x  cm 


do  is  pontes,  a  c  b,  entao  entre  clcs  deve  exislir  peio  me  nos  um  ponto  ondc  a  reta  langente  c 
horizontal  (Figura  5.7. 1).  G  emuiciado  precise  do  teorema  <5  o  que  segue: 


5*7*1  teorema  f  Teorema  de  Rolle)  Seja  f  diferenciavel  no  intervalo  abet  to  (a,  b)  e 
contfnua  no  imervalo  fechado  [ eg  h\.  Se 

f(a)  =  0  e  f(b)  =  0, 

entao  bd  peio  me  nos  uni  ponto  c  em  (a,  b),  ted  que  /'(c)  —  0. 


demonstracao  Dividiremos  a  prova  em  tres  eases:  o  caso  cm  quc/,v)  =  0  para  todo.v  em 
(a,  b),  o  caso  em  que/(.r)  >  0  para  algum  x  cm  ( a ,  b)  e  o  caso  em  que, /tv)  <  0  para  algum  x 
cm  (a,  b). 

caso  l  Se  fix)  =  0  para  todo  .r  em  (a,  b )f  entao  /'(c)  =  0  em  cada  c  de  (a,  b),  pois/ e  uma 

fungao  constante  nessc  intervale, 

caso  2  Suponhamos  que/U)  >  0  para  algum  .r  cm  (ft  /?).  Como/e  contmua  em  Ft  h ],  se¬ 
gue  pelo  Teorema  do  Valor  Extremo  (5.4,2)  que/ tern  um  maxi  mo  absolute  em  |  a,  b  |.  O  ma- 
ximo  absolute  nao  pode  ocorrer  nas  extremidades  de  \<l  h\  porque  fia)  -fib)  =  0  e  estamos 
supondo  que  fix)  >  0  para  algum  ponto  de  (ft  b)>  Ass  jin,  o  maximo  absoluto  precisa  ocorrer 
em  algum  ponto  c  de  (a,  b)>  Segue  do  Teorema  5.4.3  que  este  ponto  c  e  necessai  iamenle  um 
ponto  critieo  de/e,  como/d  diferenciavel  cm  (a,  £>),  esse  ponto  cniico  6  estacionario,  ou 
seja,  f'(c)  —  0. 


Michel  Rolle  (1652-1719)  Matematico  fiances.  Rolle*  filho  de 
um  lojista,  freqiientou  somente  o  Ensino  Fundamental.  Cason- 
sc  ccdo  c  trabalhou  duro  para  s  listen  tar  a  tamilla  com  um  magro 
salario  dc  escrivao  para  label  ides  e  advogados,  Mesnio  com  sens 
prohlemas  tinanceiros  c  sua  pouca  insirugiSo,  Rolle  estudou  pt>r 

jT 

si  prop  do  Algebra  c  Atialise  diofantina  (um  ramo  da  tcoria  dos 
numeros).  Sua  sorte  mudou  drasticamentc  cm  1682,  quando  pu- 
b  I  icon  uma  elegante  solugao  de  um  diffcil  e  n  ao- resol  vi  do  pro- 
blcma  em  A  nil  i  sc  die  lamina.  O  rceonhecimento  publico  levou-o 
a  ser  amparado  com  um  cinpnego  dc  professor  de  cscola  funda¬ 
mental  e,  depois,  com  um  posto  administrative  no  Minisldrio 
da  Guerra.  Em  16S5,  entrou  para  a  Academia  de  Ciencias  em 
uma  posigao  inferior  peta  qua!  nao  recebeu  salaries  regu lares  at^ 
1699.  Nela  permancceu  ate  a  morte  em  171 9,  por  apoplexia. 

Embora  o  forte  dc  Rollc  sempre  tenha  side  a  Analisc 
diofantina*  sou  trabalho  mais  import  ante  foi  um  livro  sob  re  a 


Algebra  de  equagdes*  imitulado  Trait  e  dalg&bre,  publicado 
em  1690.  Ncsse  livro,  Rolle  estabeleceu  firmemente  a  notagao 
^7  | antes  cscrita  como  u\  para  raiz  cncsima  dc  a  c  pro¬ 

ven!  uma  versao  para  polindmios  do  teorema  que  hoje  leva  scu 
nomc,  (O  nome  Teorema  de  Rolle  foi  dado  por  Giusto  Bella vi- 
tistcm  3  846.)  tronicamente,  Rollc  foi  um  dos  mais  eloqucntes 
antagonisms  inidais  do  Calculo.  Etc  csforgou-sc  intensamente 
para  demoTtsirarque  o  Calculo  dava  resuliados  errados  e  base- 
a^:a-sc  cm  raciocfnios  falsos,  Suas  discussocs  sobre  o  assume 
cram  tao  acaloradas  que  varias  vezes  a  Academia  de  Cicnctas 
love  de  inlervir.  Entre  suas  vdrias  real i /agues,  Kobe  ajudou 
a  avangar  a  ordem  hoje  aceita  para  os  numeros  negatives, 
Descartes,  per  example,  via  -2  como  menor  do  que  -5.  Rolle 
atuecipou-se  a  maioria  de  sens  con  tern  por  arte  os  adotando  a 
convcngao  atual  cm  1691. 
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V 


/'(f)  =  0 


v  -  x2  -  5.x  +  4 


Figura  5-7.2 


Ay 


Figura  5.7J 


Figura  5-7,4 


Nos  Exemplos  i  e  3  foi  possfvel  on- 
contictr  os  valorem  cte  c  porqu© 

a  equa^ao  f  'tx)  -  0  foi  facllm&nEe  re. 
so  I  vida.  Contudo,  nas  apiica$5es  do 
Teorema  de  Rolle,  geralinente  a  exis* 
teftcte  dp  <■  £  mala  important©  do  quo 
sou  ualo r  exato. 


(-ASO  3  S  upon  ham  os  que//)  <  0  para  a  I  gum  a  cm  (a,  />)-  A  prova  nesse  caso  e  aiuiloga  a  do 
Caso  2  c  sera  omitida,  ■ 

►  Exemplo  1  Encontre  os  dois  pomos  do  corte  do  grafico  da  fungao  J[x)  =  x 2  -  5x  +  4  com 
o  eixo  a  e  continue  que  /'(c)  =  0  cm  algum  porno  c  entre  esses  dois  pomos  de  corte, 

Soluqao  A  fungao/ pode  scr  fatorada  como 


x2  -  5.v  +  4  =  (x  -  ]  )(A-  -  4) 

de  modo  quo  os  pomos  do  corte  com  o  eixo  a  sao  a  —  I  e  x  —  4,  Como  o  potindmio/ 6  contfnuo 


[1,4].  Assim,  podemos  ter  cerieza  de  qtie  existe  pelo  menos  um  porno  c  no  intervale (l,  4),  tal 
quo  f*{c)  —  0.  Derivando/,  obtemos 


fix)  =  2x-5 

Resolvendo  a  cquaqao  fix)  =  0t  obtemos  x  —  de  modo  quo  c  —  %  c  um  ponto  no  imervalo 
(1,4)  no  qual  /'(c)  -  0  (Figura  5.7.2),  M 


►  Exemplo  2  A  exigencia  de  diferenciabilidade  no  Teorema  de  Rolle  e cnltca.  Se/dei- 
xa  de  scr  difercnciavel,  mesmo  em  um  unico  ponto  do  intervale  (a,  h),  entao  a  conclusao 


x 


most  rad  a  na  Figura  5.7.3 


do  teorema  pode  nao  valcr.  For  exemplo,  a  fungao  fix)  — 
tem  raizes  em  x  =  -l  ex  =  1,  mas  nao  existe  reta  tangente  horizontal  ao  grafico  de / no 
imervalo (-1,  I).  M 


►  Exemplo  3  Se/satisfaz  as  condigoes  do  Teorema  de  Rolle  em  [a,  b]t  entao  o  teorema 
garante  a  existeneia  de  pelo  menos  um  ponto  c  em  (cl  b)  no  qual  /'(c)  -  0.  Pode,  entreiamo, 
haver  mais  de  um  c.  Por  exemplo,  a  fungao  j\x)  =  sen  x  e  eontmua  e  diterenciavel  em  toda  par¬ 
te,  de  modo  que  saiisfaz  as  bipotese  do  Teorema  de  Rolle  no  imervalo  [0.  2tt],  eujos  extremos 
sao  raizes  de  /  Conform c  indiea  a  Figura  5.7.4+  existem  dois  pontos  no  interval o  |0,  2jt]  nos 
quais  o  grafico  de/lcm  reta  tangente  horizontal,  c}  =  jt/2  e  c2  —  3rr/2.  M 


M  O TEOREMA  DO  VALOR  MEDIO 

O  Teorema  de  Rolle  e  um  caso  especial  de  um  resu  It  ado  mais  geral,  denomiitado  Teorema 
do  Valor  Medio.  Gcomeiricamente,  esse  teorema  afinna  que,  entre  dois  pontos  A (a,fia))  e 
B(b,  fib))  quaisquer  do  grafico  de  uma  fungao  diterenciavel /,  existe  pelo  menos  um  ponto 
onde  a  reta  tangente  ao  grafico  e  paralda  a  reta  sccante  que  passa  por  A  e  B  (Figura  5.7.5). 


A{cl 


Figura  5.7.5 


Observe  que  a  inclinagao  da  reta  sccante  que  passa  por  c  Bib,  fib))  e  dada  por 

m  -  m 

b  —  a 
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A  retd  tangents  £  para  I  eta  h  reta  secante 
onde  e  maxima  a  distlncia  vertical  i-(  ) 
entre  a  reta  s-ecante  e  o  gr^f ico  de/. 


Figura  5J7.6 


e  quo  a  jnclina^ao  da  reta  tangente  em  c  na  Figura  5.7,5a  d  /'(c).  Analogamente,  na  Figura 
5.1.5b,  as  inclinatj'oes  das  retas  langenles  em  ct  e  c\  sao  /'(r,)  e  / '(c,)r  respect iva men te. 
Como  re  las  nao-  verticals  paralelas  tem  a  mesma  inclina^ao,  0  Teorema  do  Valor  Medio  pode 
serenunciado  precisamente  cornu  segue. 


5.1.2  i;  KO  R  K  M  A  ( Teorema  do  Valor  Medio )  Seja  f  con  it t  ma  n  o  i n  ter  va  io  fee  had o 

[a.  /?]  e  diferenciavel  no  intervalo  aberto  (a,  b).  Entao  e  is 

te  peio  me  nos  uni  ponto  c  em 

(a,  tat  que 

,  f(b)  -  m 

f  (O  =  , 

(i) 

fa -a 

moti  vacao  PARA  a  UK MGNS TRAt^AO  DO  TEOREMA  5.1.2  A  Figura  5.7.6  sugere  que  ( i )  sera 
valida  (isto  e,  a  reta  tangente  sera  paralela  a  reta  secante)  em  um  porno  c  no  qua!  a  distfineia 
entre  a  eurva  e  a  reta  secante  for  maxima.  Assim,  para  provar  o  teorema,  6  natural  eome^ar 
por  uma  formula  para  a  distancia  vertical  v(  )  entre  a  eurva  y  =  /(  )  c  a  mta  secante  ligando 
os  pontos  (a,  f(a ))  e  (b,  /(/>)). 


t  >  i  s  IONS' ru  AC  ao  tx >  T  i  o  re  >. fA  5*7.2  Co  n  to  a  cq  uagao  da  re ta  sec  an  te  q  u  e  pas  s  a  p or  (, a ,  / ( a) ) 
e  (bt  f(b))  e 


on,  de  forma  equivalents 


„ ,  m-m, 

y  -  /(«)  ■  — - - C.v  -  a) 

b  —  a 


m-m,  . ,  „ , 

y  _ - (jr  -  a)  +  }{a) 

b  —  a 


a  diferen<ja  v(  )  entre  a  allura tlo  griilko  tie  f  c  a  da  reia  secante  e 

m  -  m 


v(x)  =  fix)  - 


U  -  a)  +  j(a) 


] 


(2) 


b  —  a 

Como  f{  )  e  contuma  em  [a>  b\  c  diferenciavel  cm  (a,  b)t  u{  )  tambdm  o  6.  Alem  disso, 

u(fl)  =  0  e  v(b)  —  0 

logo,  v{  )  sat  is  fa  z  as  hipdtcses  do  Teorema  de  Rolle  no  intervalo  \a,  b\.  Portanto,  existe  um 
ponto  c  em  ( a ,  b)i  a  I  que  v'(c)  -  0.  Mas,  a  partir  da  Hq uagao  (2)t 


v(x)  =  fix)  - 


assim, 


v'{c)  “  f(c)  - 


fib)  -  f(a) 
b  ™  a 


fib)  -  m 
b  —  a 


Como  i/(r)  =  0,  tern  os 


fie)  = 


m  -  m 

b  —  a 


►  Example  4  Most  re  que  a  fungao  /(  )  =  i.t3  +  3  satisfaz  as  hipoteses  do  Teorema  do 
Valor  Medio  no  intervalo  [0,  2]  e  cue  out  re  todos  os  va  lores  de  c  do  intervalo  (0,  2)  nos 
quais  a  reta  tangeme  ao  graft eo  de/d  paralela  a  reta  secante  que  liga  os  pontos  (0,  AO))  e 
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Sohtgao  A  funguo  /  c  eontinua  c  difcrcncidvcl  cm  toda  parte,  pois  e  urn  polin&mio.  Em 
particular,  /  e  eontinua  cm  [0,  2]  e  diferenciavel  em  (0, 2);  assim,  as  hipdleses  do  Teorema  do 
Valor  Medio  cstao  satisfeitas  com  a  =  0  c  b  =  2.  Mas 

f(a)  =  f(  0)=  1,  f(b)  =  f(  2)  =3 


rco  = 


ill 

4  ? 


flc) 


3c 


Desse  modo,  a  Formula  (1)  torna-se 

3c2  3  -  1 


ou 


3  c  =  4 


4  2-0 

ten  do  as  duas  soiugoes  c  =  +2V3  ^  ±1,15,  Porem,  so  me  rate  a  solugao  positiva  esta  no  inter- 
valo  (0,  2);  esse  valor  do  c  esta  de  acordo  com  a  Fig  ura  5.7.7 1  A 


m  UMA  INTERPRETA£AG  DOTEOREMA  DO  VALOR  m£D!Os  USANDO  A 
VELOCIDADE 

Ha  uma  interpretagao  interessante  do  Teorema  do  Valor  Medio  quantfo  x  -  f  (t)  6  a  curva 
posigao  versus  tempo  para  um  carro  movendtvse  ao  longo  de  uma  cstrada  rein.  Nesse  caso, 
o  lado  direito  de  ( 1)  e  a  velocidade  media  do  carro  no  intervale  de  tempo  a  <  t  <  b,  en quanto 
o  lado  esquerdo  c  a  velocidade  instamanea  cm  /  =  c.  Assim,  o  Teorema  do  Valor  Medio  csta- 
belece  que  pelo  menos  uma  vez,  durante  o  intervalo  de  tempo,  a  velocidade  install ianea  deve 
ser  igual  a  velocidade  media.  Isso  esta  de  acordo  com  a  nossa  experience  no  mundo  real;  sc 
a  velocidade  mddia  cm  uma  viagem  for  de  80  km/h,  entao,  em  algum  instante*  o  velocfmetro 
marcou  80  km/h. 


►  Exemplo  5  Um  motorista  esta  dirigindo  em  uma  estrada  reta  com  o  li mite  de  velocida¬ 
de  de  80  km/h.  As  08  boras  e  05  mi  nut  os  da  man  ha,  um  contro  Iadov  cronomctra  a  velocidade 


do  carro  como  sendo  de  75  km/h  e,  5  minutos  depois,  um  segundo  controlador,  1 0  km  adiante 
na  estrada,  cronomctra  a  velocidade  do  carro  como  sendo  de  80  km/h,  Fxplique  por  que  o 
motorista  poderia  reecber  uma  mu  I  la  por  excess  o  dc  velocidade* 


Solugao  (>  motorista  pcrcorreu  10  km  em  5  minutos  (=  1/12  h);  logo,  sua  velocidade  media 
foi  dc  120  km/h.  O  Tcorema  do  Valor  Medio  garante  que,  pelo  menos  uma  vez  ao  longo  dos 
10  km,  o  motorista  dirigiu  a  120  km/h.  < 


■  CONSEQUENT  AS  DOTEOREMA  DO  VALOR  MEDIO 

Hav fames  alirmado  no  comego  dcsta  segao  que  o  Teorema  do  Valor  Medio  6  o  porno  dc  par- 
tida  para  muitos  resultados  importantes  cm  Cdleulo,  Como  excmplo  disso,  vumos  usa-lo  para 
provar  o  Teorema  5.1.2,  uma  dc  nossas  fenamemus  fundamentals  para  a  andlise  dc  graficos 
de  fungous. 


5  J  .2  ti  :  o«i M  v  ( Re  visado )  Seja  f  uma  fut  tgdo  que  e  con  n n  i  m  no  in  tenet  io  feck  ado 
[at  h]  e  diferencidvel  no  intervalo  aberto  (a,  by 

(a)  Se  ff(x)  >  0  para  todo  valor  de  x  em  {a>b)t  enrdo  f  e  ere  see  tire  em  [a,  b\ 

(b)  Se  f(x)  <  0  para  todo  valor  de  x  em  (a,  b),  enrdo  f  e  dec  re  see  me  em  \  a,  b\, 

(c)  Se  f'(x)  ■—  0  para  todo  valor  de  x  em  (a,  by  entdo  f  e  constante  em  [a,  b \. 


]>kmonstka£ao  (fl)  Scjam  xi  ox2  pontos  em  [a,  h\,  sendo  x]  <  x2-  Prccisamos  mostrar  que 
f(x j)  <  f(x2y  Como  as  hipdteses  do  Teorema  do  Valor  Medio  esiao  satis i’citas  em  todo  o  in¬ 
tervalo  pi,  b\.  tamhern  esiao  no  subintervalo  [x] ,  x2] .  Assim,  ha  algum  ponto  c  no  intervalo 
aberto  (x]f  x2\  tal  que 

,  fixi)  -  fix i) 


X2  “  X\ 


y  =  fix)  =  x{x)  +  k 


x 

> 


Se  fix)  -  em  urn  interval, 
entao  os  gr^ficos  de  /e  #  sao 
translag&es  verticals  um  do 
outro. 


Figure  5p7*K 


Capftulo  5  /  A  Derivada  em  Graficos  e  Aplicagoes  333 

ou,  de  forma  equivafeiue, 

/te)  “  f  {x\ )  =  f(c)(x2  -  -Vi )  {3> 

Gomocestano  intervalo  aberto  (x^x/*  tem-seque  a  <  c  <  h\  portantu,  ff(c)>  0,  Porem,  como 
X,  <  x2,  Lem-se  quo  x2  -  xs  >  0.  Segue,  a  parti r  de  (3),  que  f(x2)  -  /(x1 )  >  0  ou,  equivalentemen- 
te,  ,f(X|)  <  /( a?),  que  c  o  quo  quer tamos  provar.  As  demonstraqoes  de  (h)  e  (c)  sao  analogas  c 
deixadas  como  exerefeios.  ■ 


■  TEOREMA  DA  DIFEREN£A  CONSTANTE 

Sabemos  de  nosso  estudo  anterior  sob  re  derivadas  que  a  derivada  de  uma  con  startle  6  zero.  A 
parte  (c)  do  Teorema  5. !  2  e  a  reeiproca  daqucle  result  ado,  isto  e,  uma  funqao  cuja  derivada  e 
zero  em  um  intervalo  deve  ser  constants  naquele  intervalo,  Se  aplicarmos  isso  a  diferenqa  de 
duas  f undoes,  ohtcremos  o  seguinte  teorema  util. 


5. 7 .3  t  t  x  j  r  k m  a  ( Teorema  da  Diferen  ga  Co  nstante )  Se  f  e  g  sao  fun  goes  diferen  cla  ¬ 
ve  is  em  am  intervalo  I  e  se  fix)  -  g'ix)  para  cada  x  de  L  et  ttdof-  g  e  cons  fame  em  !;  ou 
seja,  exist  e  uma  cons! ante  k  lal  que  fix  )  —g(x)  —  k  ou,  equivatentemente p 


para  cada  x  em  L 


fix )  =  g(x)  4-  k 


DKMONSTRACAO  Sejam  x}  e  x2  dois  pontos  quaisquer  de  /  tais  que  x{  <  x2*  Como  as  funqoes 
f  C  g  sao  diferenciaveis  em  /,  elas  sao  co  Minnas  em  /.  Como  [x3,  x2]  d  urn  sub  intervalo  de  /, 
segue  que/  e  g  sao  contmuas  cm  [x]T  x2]  e  diferenciaveis  em  (xp  x2).  A I  cm  disso,  segue  das 
propriedades  basic  as  de  derivada  e  continuidadc  que  o  mesmo  6  verdadeiro  para  a  funqao 

F(x)  =  f(x)  -  g(x) 

Como  /■  '(x)  —  /'(x)  -  g'(x)  ™  0t  segue  da  parte  (r)  do  Teorema  5. 1 .2  que  Fix)  —fix)  -  g(x)  e 
constante  no  intervalo  [x,,  x,].  Isso  signifies  que/x)  —  g(x)  tern  o  mesmo  valor  nos  dois  pon¬ 
tos  x,  e  x\  tie  L  Como  esses  dois  pontos  sao  arbitrarios,  segue  que  f-  g  6  constante  em  /.  ■ 

Geometricamente,  o  Teorema  da  D  i  fere  nqa  Constante  nos  diz  que,  se  fog  tern  a  mesrma 
derivada  em  um  intervalo,  entao,  nesse  intervalo,  os  gratieos  de/e  g  sao  translates  verticals 
um  do  outro  (Figura  5.7.8). 


►  Exemplo  6  A  parte  (c)  do  Teorema  5. 1 2  pode  ser  till  I  para  estabelecer  idenlidades.  Por 
exemplo,  embora  nao  neeessitemos  do  Calculo  para  provar  a  identidade 


JT 


arc  sen  x  4-  arc  cos  x  =  —  (—  1  <  x  <  1 ) 

dmt 


(4) 


isso  pode  ser  feito  tom  an  do  fix)  -  arc  sen  x  +  arc  cos  x.  Segue  das  Formulas  (9)  e  (10)  da 
Secao  4,3  que 


,  d  d  11 

/  (x)  =  — I  arc  sen  x|  +  — |arc  cos  x|  =  ^77= _ =  —  ~ _ ^ 

dx  dx{ 


=  0 


de  modo  que  fix)  -  arc  sen  x  +  arc  cos  x  e  constante  no  intervalo  [-1,  i  (.  Essa  constante  pode 
ser  encontrada  calculando  o  valor  de/e m  qualquer  pomo  convenientc  desse  intervalo.  Por 
exemplo,  usandox  -  0,  obtemos 

JT  JT 

/(())  =  arc  sen  0  H-  arc  cos  0  =  04"“  =  “ 


provando  (4),  ^ 
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EXERCICfOS  D£  COMPREENSAO  5,7  {Verpagina  338 para  respostas.) 


1.  Seja  /U)  =  a2  -  a. 

(a)  U m  i ntervalo  no  qual / satisfaz  as  hipoteses  do  Teorema  de 
Rolled _ .. 


(b)  Encontre  todos  os  valores  de  c  que  satisfazem  a  conclusao 
do  Teorema  do  Valor  Medio  para  a  fuinjao / no  i liter valo 
[0,  b\.  onde  be  o  ponto cncontrado  cm  (a). 


( b)  Encon  be  todos  o  s  valo  res  de  c  q tie  sat  i  s  faze  m  a  cone  I  u  sao  do 
Teorema  de  Rolle  para  a  Uineao/nu  intervale  de  (a). 

2*  Use  o  grafico  de / etn  anexo  pai'a  encontrar  um  ititervalo  [a.  b\ 
no  qual  e  aplicavd  o  Teorema  de  Rolle  c  encontre  todos  os 
valores  de  c  naquele  i ntervalo  que  satisfazem  a  conclusao  do 
teorema. 


Figura  Ex-2 


3,  Scja/f.v)  ~  -  A', 

(a)  Encontre  um  ponto  b  tal  que  a  inclinaQao  da  rcta  secantc 
por  (0, 0}  c  (b,j{b))  seja  igual  a  1, 


4,  Use  o  grafico  de/ cm  anexo  para  estimar  todos  os  valores  do 
o  q  leo  satis  laze  m  a  eonciu$5o  do  Teorema  do  Valor  Medio  nos 
interval  os 

(a)  [0,8]  (b)  [0,4] 


Fig  ura  Ex- 4 


5*  En  con  L  re  u  m  a  fu  nq  ao  /  la  I  q  llc  o  g  i  d  1  i  eo  de  /  con  ten  h  a  o  po  1 1  to 
( L  5)  e  tal  que,  para  cada  valor  de  jq,,  a  re  la  tangente  ao  grain 
co  dc / cm  xn  seja  paralela  a  reta  tangente  ao  grafico  de  y  =  x2 
etn  xlT 


EXERCICIOS  5.7  3  Hecurso  Grafico 


T-6 

nos 


Verifique  sc  as  hipoteses  do  Teorema  dc  RolJc  estao  satis!  eitas 
interval  os  c  encon  tre  todos  os  valores  de  c  nesses  intervalos 


que  satisfazem  a  conclusao  do  teorema. 


1.  /(->■)  =  S  -  Ha  +  1 5;  [3,5] 

2.  /Or)  -  3x  +  2v;  [0.2] 

3.  f(x)  —  cos  _r;  |  tt/2,  3  ji/2  ] 


4.  f{x)  =  In(4  +  2v  -  a2);  [-1,3] 

5,  m  =  \x-^;  [0,4] 


6* 


4  1 


—  +  -; 
3v  3 


[1-3] 


7-12  Verilique  se  as  bipbleses  do  Teorema  do  Valor  Medio  estao 
satis  feitas  nos  intervalos  e  encontre  todos  os  valores  de  c  nesses 
intervalos  qLte  satisfazem  a  conclusao  do  teorema, 

7*  /(.v)  ™  x  - x;  [-3,5] 

8.  f(x)=£  +  j r-4;  [-1,2] 

9.  /(.0  =  v7TT;  [0,31 

10.  /(*)=*--■  [3.4] 

x 

11.  /(.r)  =  v'25  -  .v-:  [-5.3] 


I 

x  -  I 


h-- 13.  (a)  Encontre  um  inter  valo  [a,  h  \  no  qual 

f(x)  —  .V4  +  je?  -  x~  +  x  -  2 

satisfaz  as  hipoteses  do  Teorema  tie  Rolle, 

(b)  Gene  o  gralico  de  fix)  c  use~o  para  lazer  estimativas  de 
todos  os  valores  de  c  ohlidos  em  (a)  que  satisfazem  a  con- 
dusao  do  Teorema  de  Rolle, 

(c)  U  se  o  M  et  od  o  de  New  to  n  para  mel  ho  rar  as  est  i  mat  i  vas  oh  - 
lidas  em  (b). 

R 14,  Seja  /(.ij  =  x}  -  4x. 

(a)  Encontre  a  equa^ao  da  rcta  sccanle  que  passa  polos  pontes 
(-2jX-2))e(l./(l)/ 

(b)  Moslrc  que  hd  sememe  um  ml  mere  c  no  imervalo  (-2,  1} 
que  sal  is  fa  z  a  conclusao  do  Teorema  do  Valor  Medio  para  a 
icta  sec  ante  em  (a), 

(c)  Encontre  a  equagao  da  reta  tangente  ao  grafico  de  /  no 
ponto  (c,  /(c)). 

(d)  Use  um  recurso  grafico  computational  para  gerar  a  rcta 
secantc  de  (a)  e  a  tangente  de  (c)  no  mesmo  si  stem  a  de 
coordenadas,  e  continue  visual  men  te  que  as  duas  sao  pa- 
ralelas. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


15.  Seja  /U)  =  tg  ,v. 

(a)  Most  re  que  nao  ha  no  imervalo  (0,  jr)  um  ponto  r  tal 
que  ff(c)~  0,  e mhora  /( 0 )  ~  f(7r)  =  0. 


;  [2*5] 
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(b)  Explique  por  que  o  result  ado  de  (a)  nao  viola  o  Teore- 
ma  de  Rolle. 


(b)  Use  o  res ul lad o  de  (a)  para  mostrar  que  a  I’ungilo 


h{x)  =  (x  -  i)-1  -  (.v2  +  3)(x  -  3) 


16,  Sejaro  J'(,v)  =  x1',  a  =■-!  e  b  =  8. 

(a)  M os tre  que  nao  hd  no  imervalo  («,  b )  um  porno  e  tal  que 

/(«  -  m 


fic)  = 


/>  -  i  t 


(b)  Explique  por  que  o  rcsultado  tie  (a)  nao  viola  o  Too  te¬ 
nia  do  Valor  Medio. 

17.  ( a)  M  ost re  qu e,  se  f  for  d  i  I  ere  tie  i  tl  vel  no  i  me  r va lo  (—'\> ,  +rv ) 
e  se  os  g rafi  cos  de  y  =  /(a)  e  de  y  -  /'(.v)  estiverem  no 
mesmo  sistema  de  coordenadas,  entHo  enti'e  qualquerpar 
de  /  ha  polo  memos  um  de  f\ 

(b )  Deal  gu  ti  s  exem  p  I  os  que  i  lust  re  m  i  sso. 


IS.  Reveja  as  Formulas  (10)  e  ( 1 1 )  na  seeao  3.1  e  use  o  Teore¬ 
ma  do  Valor  Medio  para  mostrar  que,  se  /  for  diferenciavel 
em  (-oc,  +oo)»  entao  em  qualquer  inter  vain  [a0,  a  J  ha  polo 
men  os  um  ponto  em  (xt.,  a,)  no  qual  a  tax  a  de  variagao 
insiamanca  de  y  em  relatjao  a  x  6  igual  ii  taxa  de  variaqao 
media,  no  mes mo  imervalo. 


1 9-21  Use  o  rcsultado  do  Exerdcio  1  &  nestes  exereidos. 


19.  Um  automdvel  percorre  4  km  de  uma  esirada  ret  a  em  5  mi- 
rnitos.  Prove  que  o  velocfmetro  mostra  pdo  menos  Lima  vez. 
durante  o  percurso.  exatamente  48  km/h. 

21).  As  1  Hi  da  manha,  a  temperatura  externa  era  tic  76T,  As  I !  h  da 
tioite,  havia  cafdo  para  52°F. 

(a)  Most  re  que,  em  algum  insiame  durante  esse  penodo,  a 
tempera  turn  estava  decrescendo  a  uma  taxa  de  2°F/hr 

(b)  S  upon  ha  scr  de  sen  con  heei  memo  que  a  temperatura  atin- 
giti  os  88CF  cm  algum  moinento  entre  as  I  Ih  da  man  ha 
e  as  1  Sh  da  noite.  Mostre  quo.  em  algum  instante  duran¬ 
te  esse  penodo,  a  temperatura  estava  caindo  a  uma  taxa 
maior  do  t|ue  3°F/h. 

21.  Sup  on  ha  que  dots  corredoies  de  J00  metros  rasos  acabam  cm- 
patados.  Mostre  que,  pelo  menos  Lima  vex  durante  a  corrida, 
a  mhos  riverain  a  mesma  vdocidadc. 

22.  Use  o  fato  de  que 

4~  i>  In (2  -  x)\  =  In (2  -  x)  -  — — 
ox  2  -  x 

para  mostrar  que  a  equa^ao  a  =  (2— r)  In  (2  —a)  tern  pelo  menos 
uma  soluqao  no  imervalo  (0,  1). 

23.  (a)  Use  o  Teorema  da  Difcren^a  Const  ante  (5.7.3)  para  mostrar 

que,  se  ff(x)  -  g'(.v)  para  todo x  no  imervalo  (-oy.  +oo),  e  se 
/  e  g  tein  o  mesmo  valor  em  algum  ponto v0,  entao  /(a)  =  £>(.v} 
pa  ra  todo  a  em  Hoc.  -Foe). 

(b)  Use  o  rcsultado  de  (a)  para  confirmar  a  identidadc  trigono¬ 
metric  a  sejTu  +  cos  "a  =  1 . 

24.  fa)  Use  o  Teorema  da  Difereu^a  Constanta  (5.7.3)  para  mos¬ 

trar  que.  se  ff(x)  -  g'(x)  para  todo  a  em  (-do,  +oq).  e  se 
f(x0)  -  gUy)  =  c  em  algum  ponto  a0.  entao 

f(x)  -  g(x)  =  c 

para  todo  x  em  (-do,  +oo)r 


6  constante  para  todo  .rent  (-ou.  +^o)  e  encontre  a  constairle. 

(c)  Verdi  que  o  rcsultado  de  (b)  mulliplicando  e  simplilicando 
a  form  le  I  a  de  h  (a), 

25.  Sc  ja  g(.tj  -  at  -  T.  Eneont  re  /U),  tal  que  f'ix)  -  gf(x)  e/(  1)  =  2. 
2<>.  Scja  g(ij  -  arc  Ig  .w  E  neon  ire  fix),  tal  que  ff(x)  -  gVr)  c  J\  I )  =  2. 


ENFOCANDO  CONCE1TOS 


27 .  (a )  U  se  o  Teore  i  n  a  do  Va  to  r  M  ed  i  o  pa  ra  m  ost  ra  r  queT  se  /  for 

diferenciivel  em  um  interval  a  aberto  /,  e  se  |/'(a)[  <  M 
para  todos  os  va  lores  dc.t  em  /,  entao 

l fix)  -  f(y)\  <  M\x  -  y\ 

para  todos  os  vale  res  de  x  e  y  em  /. 

(b )  U  se  o  resu l  tado  de  ( a. )  pa  ra  mostrar  q  ue 
| sen  x  —  sen  yj  <  Ja  —  y\ 
para  todos  os  valores  reais  de  x  e  y\ 

28.  (a)  Use  o  Teorema  do  Valor  Medio  para  mostrar  que,  se  / 

for  di  fere  nd  a  vel  em  um  imervalo  aberto  /,  e  se  |  f(x)\  > 
M  para  todos  os  valores  de  x  cm  /.  entao 

J  fix)  -  /<v)  I  >  M\x  -  y\ 

para  todos  os  valores  dc  jr  e  y  cm  /. 

(b)  Use  o  rcsultado  de  (a)  para  mostrar  que 

Itg.v  -  tgy|  >  |A  -  y\ 

para  todos  os  valores  de  a  e  y  no  inter  vato  (-7tf 2.  Till). 

(c)  Use  o  rcsultado  de  (b)  para  mostrar  que 

ItgA  -htgyt  >  lx  +  v| 

para  todos  os  valores  tie  x  e  y  no  imervalo  (-t/2.  .t/2). 


29.  (a)  Use  o  Teorema  do  Valor  Medio  para  mostrar  que 


y?  —  \fx  <  - 


v  —  X 


2JZ 


se  0  <  x  <  y. 

(b)  Use  o  res  til  tado  de  (a)  para  mostrar  que.  se  0  <  x  <  y.  entao 

T*y  <  j(-v +>■) 

(a  media  arUmetica  e  maior  que  a  media  geometnea). 


30.  Mostre  que,  se  /  for  diferenciavel  em  um  interval o  aberto  / e 
fT(x)  0  em  /,  a  equagao  f(x)  =  0  podc  ter  no  max 3 mo  uma 
raiz  real  em  /. 

31.  Use  o  rcsultado  do  Exercicio  30  para  mostrar  o  segutnie: 

(a)  A  eqna^ao x  +  4a -1=0  tern  exatamente  uma  raiz  real. 

(b)  Se  br  -  mu:  <  0  e  se  a  ^  0,  entao  a  equa^ao 

ox  x  4-  bx2  +  ex  +  d  —  0 
tern  exatamente  uma  raiz  real. 

32.  Use  a  desigualdadc  y  3  <  1 .8  para  provar  que 

1,7 1  <  V5  <  1,75 

fS’i fgcsfdo*  Tome  /U)  =  .y'T,  a  =  3  e  b  —  4  no  Teorema  do  Valor 
Mddio.  | 
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33*  U se  o  Teorema  do  Val  o  r  M  £id  i  o  para  p  i  ov  ar  qu  e 

x 

- r  <  arc  tg  .v  <  -V  {x  >  0} 

I  +  A'~ 

34,  (a)  Most  re  que,  se  /  e  g  forem  tangoes,  para  as  quais 
fix)  =  gU)  e  g'U)  =  /(*) 

para  todo  a*  enlao  f(x)  -  g’(x)  e  uma  consiante. 

(b)  Mostre  que  as.  fungdes/fr)  =  l-  if  4-  e  '')  eg(.v)  -  «  (e*  -  c c) 
Lem  ess  a  propriedade. 

35*  (a)  Most  re  qnc.  se  /eg  forem  fungoes  para  as  quats 

f(x)  =  g{x)  e  g\x)  =  -f(x) 

para  todo  x,  entao  f(x)  +  g\x)  6  uma  const  ante. 

(b)  De  uin  exemplo  do  fungoes  /  e  g  corn  essa  propriedade. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


3tf*  Scjam  /  e  g  continues  cm  [a,  /?]  c  difencnci£vcis  cm  (a-t  b ). 
Prove:  so  /(a)  =  gQ)  e  jib)  -  gib),  enlao  ha  um  porno  c  em 
(i7>  fr)  onde  /'(r)  =  g'(c)* 

37*  I  lustre  o  result  ado  do  Exercfcio  3  b  com  uma  figura  apro- 
piiada* 

3H.  (a)  Prove:  se  f  ,f(x)  >  0  para  todo  jc  em  (a,  b),  eniao  f\x)  =  0 
no  max t mo  tuna  vczcm  {a,  b). 

( b )  1.3c  it  ma  into rpret  agao  geo  metri  ca  d  o  tosh  1 1  ado  e  m  { a ) . 

39*  ( a)  Prove  a  parte  (b)  d o  Teorcm a  5 . 1 . 2* 

(b)  Prove  a  pane  (c)  do  Teorema  5.1.2. 


fUo)  =  lint  f(x) 

X  -*■  JTg 


|  Sugestao;  A  dcrivada  /■'(„%)  e  dada  por 


fix o)  = 


Itm 

X  -*  .V|„ 


fix)  ~  f{X q) 
X  -  Xq 


desde  que  exist  a  esse  limite.j 


43 .  Use  o  Teo  rein  ado  Val  or  M  Cd  i  o  pa  ra  pro  var  o  re  sul  tado  segu  i  ri¬ 
te:  O  graEico  de  uma  fungao /tern  uma  reta  tangente  vertical  em 
(.v^QlvJ)  s  cf  6  continue  cm  x0  c  fix)  Eeude  ou  a  +oo  ou  a  -oo 
quando  x  — *  jrJ  c  quando  x  —*  ,v~ 


40*  Use  o  Teorema  do  Valor  M6dio  para  provar  o  result  ado  se- 
guinte:  Seja/uma  fungao  eontfnua  em  xn  e  suponha  queexista 
ling  . ,  fix).  Entao  /  €  dilcrencldvcL  cm  x(y  e 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCiCIOS  DE  COMPREENSAO  5.7 


I.  (a)  [0.  11<bU  =  I 


2.  [—3,  3];  c  =  -2,  0,  2 


3.  (a)  b  =  2  (h)  r  =  1  4.  (a)  1 ,5  (b)  0.8  5.  Jlx)  =  V  +  4 


5.8  MOVIMENTO  RETIUNEO 


Nest  a  segao  contimtaremos  Q  estudo  do  movimento  retilfneo  ini  dado  na  Segao  3./. 
Definiremos  matematicamente  a  nogtio  de  “aceleragao 11  e  most  ra  non  os  coma  utilizer  as 
ferramentas  do  Cdlculo,  desenvolvidas  anteriannente  neste  capital para  analisar  mats 
ptofundamente  o  movimento  retilfneo. 


■  REVISAO  DETERMINOLOG1A 

Con  tonne  vimos  na  Scgao  3, 1 ,  uma  parficula  que  podc  sc  mover  em  qualquer  sentido  ao  lon- 


v  ou  quaiquer  reta  coordenada  mclinada.  Em  diseussoes  gerais,  utilizaremos  um  eixo  s  como 
a  re  la  do  movimemo*  Vamos  supor  que  foram  escolbidas  unidades  para  medir  a  distaneia  e  o 
tempo  e  que  inieiamos  a  observagao  do  movimento  no  instante  t  —  0.  Quando  a  part  feu  la  se 
move  ao  longo  do  eixo  5*  sua  coordenada  s  6  alguma  fungao  do  tempo,  di games  s  —  s  (/).  Di/.e- 
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Curva  posigac  versus  tempo 


Figura  5.8.1 


mos  que  5(f)  6  ixfungao  posiqdo  da  parifcula*  e  que  o  grdfico  de  $  versus  i  d  a  curva  posiqdo 
versus  tempo ♦  Sc  a  coordenada  de  uma  partfcula  no  instante  f,  e  s(lL)  e  a  coordenada  cm  uni 
tempn  r2  posterior  d  s(t2),  entao  s(t2)  -  (q)  d  chamado  de  deslocamento  da  partfcula  sob  re  o 
iniervalo  de  tempo  [f,,  i2],  ()  deslocamento  dcscreve  a  variagao  na  posigao  da  partfcula. 

A  Figura  5.8.1  mosira  uma  curva  posigao  versus  tempo  tipica  para  uni  a  parifcula  em 
movimento  retilfneo.  Podemos  observao  a  partir  do  grafieo*  que  a  coordenada  da  partfcula  no 
instante  /  -  0  e  sn  e  deduzir,  a  partir  do  sinal  de  s ,  quando  a  partfcula  esta  do  lado  negative  ou 
positivo  da  or  i  gem  durante  sua  trajetdrm  ao  kin  go  da  ret  a  coordenada. 


►  Exempio  1  A  Figura  5.8.2#  mosira  a  curva  posigao  versus  tempo  para  uma  parifcula 
em  movimento  em  urn  eixo  .v.  Descreva  em  palavras  como  varia  a  posigao  da  partfcula  em 
rclagSo  ao  tempo. 

Soiuqao  A  partfcula  esta  na  posigao  s  —  -3  no  i ns t ante  r  —  0.  Ela  so  move  no  sentido  positive 
ate  o  instante  t  -  4,  jii  que  5  esta  crescendo.  No  instante  t  =  4,  a  parifcula  esta  na  posigao  s-  3. 
Nesse  instante,  a  partfcula  troca  de  sentido  de  movimento  e  sc  move  no  sentido  negative  ate  o 
instante  /  - 7,  pois  s  e  decrescente.  No  instante  f  =  7,  a  partfcula  esta  na  posicao  t  -  -  I ;  dali  em 
diante,  ela  permaneee  estacionada,  pois  s  e  constante  para  t  >  7.  Isso  esta  ilustrado  esquemati- 
eamente  na  Figura  5.8,2/j.  < 


Figura  5.8.2 


7 


Pa/st  d&tinguir  a  veiocidane  instants- 
nea  da  velocidade  rr^dia,  um  nom& 
mate  adequate  para  o' a  seda  ftmg&o 
velocidade  in$t$rttane&  Contudo, 
vamos  aeguir  a  pr&tica  cornu  m  de 
cham£-la  de  “fum^o  ve-locidade’l  dal 
xando  auhantendicto  qua  ala  dascrave 
a  velocidade  insiantanea. 


■  VELOCIDADE  E  VELOCIDADE  ESCALAR 


Conforme  vimos  nas  Fdnnulas  (6)  e  (7)  da  Segao  3.1  e  na  Formula  (4)  da  Seqao  3.2,  a  velo¬ 
cidade  instantanea  de  uma  partfcula  em  movimento  retilfneo  d  a  derivada  da  I’ungao  posigao 


e  a  velocidade  escalar  instantanea  e  o  valor  absoluto  da  velocidade  instantanea.  Assirn.  se 
s(0  e  a  fungao  posigao  de  uma  partfcula  em  movimento  retilfneo,  entao  de  Ifni  mos  a  funqdo 
velocidade  v(Q  da  partfcula  por 


u(0  =  /( t)  = 


ds 

dt 


e  a  funqdo  velocidade  escalar  par 

MOI  =  W(0\  - 

()  sinal  da  velocidade  diz  o  sentido  do  movimento:  um  valor  positivo  de  u(f)  signifies 
que  a  esta  crescendo  com  o  tempo,  de  mode  que  a  partfcula  se  move  no  sentido  positivo,  e  um 
valor  negativo  de  v(t)  signifies  que  s  esta  deerescendo  com  o  tempo,  de  modo  que  a  partfcula 


ds 

Jt 


(2) 


Ao  cfccrcvcr  ■=  sit)  trnl  \ei.  da  express*.)  mate  familiar  x  =  fit).  oslnnic.K  uvaiulo  a  Eutra  v  tank)  para  a  varidvel  depcudente  quanto 
para  o  nome  da  fan^ao.  o  que  vem  a  aer  pradea  cnmuin  na  Engenliaria  e  na  lisica. 
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Figura  5.SJ 


se  move  no  send  do  negative,  Se  v(t)  =  0t  emao  a  panfeula  estd  mo  men  lane  amen  te  parada, 
A  funqao  velocidade  escalar,  que  6  sempre  nao-negativa*  diz  quae  rap i do  a  partfcula  esta  sc 
in  overdo,  mas  nao  in  forma  o  sen  Lido  do  movimenUx 


►  Example  2  Seja  s{t)  =  f  -  6r  a  funqao  posiqao  de  uma  partfcula  tnovcndo-sc  ao  longo 
de  uni  eixo  st  onde  s  esta  em  metros,  enquanto  t  c  dado  em  segundos.  Encontre  as  fuiicoes  ve¬ 
locidade  e  velocidade  escalar  e  most  re  os  grabcos  da  posiqao,  da  velocidade  e  da  velocidade 
esc  alar  versus  tempo. 


Sol  a  A  parti  r  de  (1 )  e  (2),  a  velocidade  instamanea  e  a  velocidade  e  scalar  suo  dadas  por 


v(t)  =  —  =  3r 
at 


1  It 


KOI  =  |3r  -  \2r\ 


Os  graficos  pedidos  estao  na  Figura  5,8,3.  Observe  que  a  velocidade  e  a  velocidade  esea- 
lar  lem  por  unidades  metros  por  segundo  (m/s)t  pois  esta  em  metros  (m)  e  o  tempo,  em 
seg  undos  (s),  + 


Os  grali cos  da  Figura  5.8.3  fornecem  uma  im  porta  nte  informaqao  visual  sobre  o  movi- 
memo  da  partfcula.  Por  exemplo,  a  curva  posiqao  versus  tempo  nos  diz  que  a  partfcula  esta  do 
lado  negativo  da  origem  para  0  <  t  <  6,  do  lado  positive  da  origem  para  t  >  6  e  esta  na  origem 
nos  instances  ( =  0  e  f  =  6.  A  curva  velocidade  versus  tempo  nos  diz  que  a  partfcula  move-se 
na  direqao  negaiiva  se  0  <  t  <  4,  na  direqao  positiva  se  f  >  4  e  estd  momentaneamenle  parada 
nos  instantes  t  =  0  c  f  =  4  (a  velocidade  e  zero).  A  curva  velocidade  escalar  versus  tempo  nos 
diz  que  a  velocidade  escalar  da  partfcula  c  crescentc  para  0  <  t  <  2,  deeresccnte  para  2<t  <4 
e  novamente  crescentc  para  /  >  4, 


■  ACELERA?AO 


No  movimento  retilineo,  a  tax  a  segundo  a  qual  a  velocidade  instantfmea  de  uma  partfcula 
varia  em  relaqaoao  tempo  e  denominada aceleragao  instantdnea  ou,  simplesmeme,  acelera - 
gao.  Assim,  se  uma  partfcula  em  movimento  retilineo  tern  uma  funqao  velocidade  u(f),  entao 
definimos  a  funqao  aceleragao  da  partfcula  por 


a(t)  -  v'(t)  = 


dv 

dt 


A I  tern  at  ivam  cute,  podemos  usar  o  tato  de  que  v(t)  -  s\t)  para  expressar  a  funqao  aceleragao 
em  term  os  da  funqao  posiqao  por 


Aceleragao  versos  tempo 

Figura  5.8.4 


►-  Exemplo  3  Seja  j{f)  =  t  —  6r  a  funqao  posiqao  de  uma  partfcula  movendo-se  ao  longo 
dc  um  eixo  s,  onde  s  esta  em  metros  e  a  em  segundos,  Encontre  a  funqao  aceleragao  instanta- 
nca  1 7(f)  c  mostre  o  grafico  da  aceleragao  versus  o  tempo. 


Solugao  Pelo  Exemplo  2,  a  velocidade  instant  a  nea  da  partfcula  e  v(t)  =  3  r "  -  1 2f;  logo,  a 
ace  I  crag  ao  i  n  sta  n  la  n ca  e 


dv 

a(t)  —  —  —  (Si  —  32 
dt 

e  a  curva  da  aceleragao  versus  tempo  e  a  rela  na  Figura  5.8,4.  Note  que,  ncssc  exemplo*  a 
aceleragao  tem  unidades  de  m/s’,  uma  vez  que  v  esta  em  metros  por  segundo  (m/s)  e  o  tempo, 
etn  segundos  (s).  < 
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Se  oil)  -  0  ao  longo  de  urrj  c§Uo  in¬ 
tervale,  o  que  isso  irrspliea  quanto  ao 
movimento  da  partfcuia  durante  esse 
intervalo? 


■  AUMENTANDO  E  DIMINUINDO  A  VELOCIDADE 

Dizemos  que  uma  part  feu  la  em  movimento  retilfneo  esta  aumentando  a  velocidade  se  a  ve- 
loeidade  escalar  c  crescente,  e  esta  diminuindo  a  velocidade  se  a  velocidade  escalar  6  dec  res- 
ceme.  Em  linguagem  corrente,  sc  um  objelo  estd  aumentando  a  velocidade,  dl/emos  que  esia 
“acelerando”  e,  se  estiver  diminuindo  a  velocidade,  esta  +Adesacelerandr>'\  o  que  nos  levaria 
a  pensar  que  uma  parifcula  em  movimento  redlfneo  estani  aumentando  a  velocidade  SC  $ua 
aceleragao  for  positiva  e  diminuindo  a  velocidade  se  sua  aceleia^ao  for  negative,  Embora  isso 
seja  verdadeiro  para  uma  parifcula  eni  movimento  no  sentido  positive,  nao  e  vdlido  para  uma 
parifcula  em  movimento  no  sentido  negativo.  Isso  e  assim  porque  aceleragao  posit iva  impli- 
ca  velocidade  crescente,  e  aumentar  uma  velocidade  negativa  deeresee  sen  valor  absoluto; 
analogamenie,  uma  aceleraqao  negativa  implica  uma  velocidade  deereseenle,  e  diniimtir  uma 
velocidade  negativa  au enema  sen  valor  absoluto. 

Essa  diseussao  informal  pode  ser  resumida  como  segue  (Exercfcio  37); 


INTERPRETArAO  DO  SINAL  DA  ACELERACAO  Uma  part kul a  em  movimento  refdmeo  esta 
aumentando  sua  velocidade  quando  a  velocidade  e  a  acelemcdo  rive  rent  a  mesmo  si  ml,  e 
diminuindo  sua  velocidade  quando  five  rent  sums  opostos „ 


►  Exemplo  4  Nos  Exemplos  2  e  3,  encontramos  as  curvas  velocidade  versus  tempo  e  ace- 
leracao  versus  tempo  para  uma  part  feu  I  a  com  funqao  posiqao  s(t)  -  f 6/ ",  Use  essas  curvas 
para  deter  m  in  ar  quando  a  pan  feu  la  esta  aumentando  e  diminuindo  sua  velocidade,  e  continue 
sc  sens  resultados  estao  eonsistentes  com  a  curva  da  velocidade  escalar  versus  tempo  obtkla 
no  Exemplo  2. 

Soluqdo  No  intervalo  de  tempo  0  <  t  <  2,  a  velocidade  c  a  aeeleraqao  sao  negativas;  logo, 
a  panicula  esta  aumentando  a  velocidade,  Isso  esta  dc  acordo  com  a  curva  da  velocidade 
escalar  versus  tempo,  pots  nessc  intervalo  a  velocidade  escalar  e  crescente.  No  interval o 
2  <  t  <  4,  a  velocidade  <5  negativa  e  a  aecleraqao  c  positiva;  assim,  a  parifcula  esta  dimi¬ 
nuindo  a  velocidade.  Isso  tambern  estd  de  acordo  com  a  curva  velocidade  escalar  versus 
tempo,  pois  nesse  intervalo  a  velocidade  escalar  e  decrescente.  For  lim,  no  intervalo  t  >  4. 
a  velocidade  e  a  ace  leracao  sao  positivas,  dcsse  mode  a  parifcula  esta  aumentando  a  velo¬ 
cidade,  o  que  de  novo  esta  de  acordo  com  a  curva  velocidade  escalar  versus  tempo.  < 


■  ANALISANDO  A  CURVA  POSiQAO  VEHSt/STEMPO 

A  curva  posiqao  versus  tempo  content  todas  as  itiformacoes  sign i licati vas  sobre  a  posiqao  e  a 
velocidade  dc  uma  part  feu  la  cm  movimento  rctilinco. 

*  Sc  sit)  >  ()T  a  parifcula  esta  no  I  ado  positive  do  eixo  s. 

*  Se  sit)  <  0,  a  parifcula  esta  no  lado  negativo  do  eixo  s , 

*  A  iuclinaqao  da  reta  tan  genre  cm  quaiquer  instantedo  tempo  e  a  velocidade  instanta- 
nca  naquelc  instante, 

*  Quando  a  curva  tivev  inclinagao  positiva,  a  velocidade  e  positiva  e  a  parifcula  se  move 
na  direqao  positiva. 

*  Quando  a  curva  liver  inclinaqao  negativa,  a  velocidade  c  negativa  e  a  parifcula  se 
move  na  direyao  negativa. 

*  Quando  a  curva  liver  incliiiagao  nula,  a  velocidade  e  zero  e  a  parifcula  esta  momenta- 
neamente  parada. 

Informa^ocs  sobre  a  aceleia^ao  dc  uma  parifcula  em  movimento  reiilmeo  tambern 
podem  ser  deduzidas  da  curva  posi^ao  versus  tempo,  examinando  sua  eoiicavidade.  For 
exemplo,  sabemos  que  a  curva  posiqao  versus  tempo  sera  edneava  para  cima  nos  interva¬ 
les  onde  sft(0  >  0  e  para  baixo  onde  s<f(t)  <  0.  Mas,  a  parti r  de  (4),  sabemos  que  s!f(t)  6  a 
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aceleragao  instuntanea;  logo,  nos  interval  os  onde  a  curva  posigao  versus  tempo  for  con  cava 
para  cima,  a  partfcula  tera  aederagao  positiva,  e  onde  for concava  para  baixo,  a  aederagao 
serd  negativa. 

A  Tabela  5.8. 1  resume  nossas  observagoes  sob  re  a  curva  posigao  versus  Tempo. 


Tabela  5.8.1 


CURVA  I'OSSCAO  CAKACTEfttSTICAS  HA  «)MPORTAMENTO  DA  1'ARTICULA 

VFJtSVS  ThMJ'O  CURVA  EM  /  =  ^  NO  INSTANTE  f  = 


4 

1  s  *  >  0  *  Partial  la  no  lado  positive  da  origem 

*  Curva  com  inclinagSo  *  Partfcula  movendo-se  no  sentido  positivo 

/  ,  positiva  *  Velocidade  decrescemc 

- - i.  *  Curva  cfincava  *  Partfcula  diminuindo  a  velocidade 

para  baixo 

J 

k  *  -v(7(()  >  0  -  Partfcula  no  lado  positivo  da  origem 

*  Curva  com  indinagao  ■  Partfcula  movendo-se  no  sentido  negative 

negativa  .  Velocidade  decrescemc 

>  *  Curva  concava  *  Partfcula  aumentando  a  velocidade 

ra  pai'a  baixo 

j 

i  j  *  s(t0)  <  0  *  Partfcula  no  latlo  negative  da  origem 

.  j,  s  *  Curva  com  indinagao  *  Partfcula  movendo-se  no  sentido  negativo 

— - - ►  negativa  *  Velocidade  eresce me 

*  Curva  concava  *  Partfcula  diminuindo  velocidade 

para  cima 

J 

t  j  *  $(iO  >0  *  Partfcula  no  lado  positivo  da  origem 

\  *  Curva  com  indinagao  #  Partfcula  momentaneamente  parada 

f  |  \  zero  -  Velocidade  decrescente 

- i.  *  Curva  concava 

para  baixo 

►  E  xe  m  p  I  a  5  U  se  a  curva  p  o  s  igao  ve  rs  as  t  e  m  po  da  F  i  gu  ra  5,8.2  pa  ra  deter  m  i  nar  q  it  a  n  do  a 

partial  la  do  Exemplo  ]  esla  aumentando  e  quando  esta  diminuindo  a  velocidade. 


Solugao  De  f  ~  0  a  f  “  2,  a  aederagao  e  a  veloridadc  sao  positives;  logo,  a  partfcula  esta 
aumentando  a  velocidade.  De  r  =  2  a  f  =  4,  a  aederagao  e  negativa  e  a  veloeidadc,  posiltva; 
logo,  a  partfcula  esta  diminuindo  a  velocidade.  Em  t  =  4,  a  veloeidadc  e  zero;  logo,  a  partfcula 
parou  momentaneamente.  De  f  -4  a  i  =  6,  a  aederagao  e  negativa  e  a  velocidade  tamliem; 
logo,  a  partfcula  esta  aumentando  a  velocidade.  De  t  =  6  a  t  =  7,  a  aederagao  e  positiva  e  a 
velocidade  e  negativa;  logo,  a  partfcula  esta  diminuindo  a  velocidade.  Dai  pordiante,  a  velo¬ 
cidade  e  zero  e,  assimT  a  partfcula  parou.  < 


►  Exemplo  6  Suponha  que  s(t)  -  It '  —  2lr  +  60f  +  3  seja  a  Jungfio  posigao  de  uina  partial- 
la  movendo-se  ao  longo  do  eixo  s.  Analise  o  movimento  da  partfcula  para  t  >  0. 

Solu^do  As  1  ungoes  velocidade  e  aederagao  sao  dadas  por 

V(f)  =  A-'(f)  -  6f2  -  42t  +  60  =  6(f  -  2){t  -  5) 
a{t)  =  t/(f)  =  12/  -  42  =  12  (/  -  |) 
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*  Direpdo  do  movimemo:  A  andlise  de  sinais  da  fungao  velocidade  na Figura  5,8,5  mos- 
tra  que  a  purlieu  la  esta  sc  move  ado  no  sentido  positivo  ao  longo  do  intcrvalo  de  tempo 
0  <  r  <  2,  para  momentaneamente  no  instante  t  —  %  move- sc  no  sen  lido  negative  ao 
longo  do  intcrvalo  de  tempo  2  <  /  <  5,  para  momentaneamente  no  instante  t  =  5  es  daf 
cm  diantc,  segue  no  sen  tide  positive. 


0  2 

i  i 

? 

-I-  +  +  +  +  +  +  +  0 - 

Sentido 

positivo 

Figura  5.8,5 

Sentido 

negative) 

—  0  +  +  +  +  +  ++•  + 

Sentido 

positivo 

Smal  de  rU)  -  6(r-2 )(s-  5} 
Sentido  do  rnovimento 

*  Variag&o  na  velocidade  c  scalar:  A  Figura  5.8.6  i  nostra  uma  eomparagao  dos  sinais 
das  fungoes  velocidade  c  accleraqao.  Como  a  partfeuia  csta  aumentando  a  vcloci- 
dade  quando  os  sinais  sac  iguais  e  diminuindo  quando  sao  opostos,  vemos  que  a 
partfeuia  csta  diminuindo  a  velocidade  no  intcrvalo  dc  tempo  0  <  t  <  2  e  entao  para 
momentaneamente  no  instante  t  -  2,  Em  seguida,  ela  acelera  ao  longo  do  interval o 
dc  tempo  2  <  /  <  lt  A  aceleragao  instantanea  no  instante  r  =  1  c  zero,  dc  mode  que 

At  At 

a  partfeuia  nao  CSta  nem  aumentando  ncm  diminuindo  a  velocidade.  Ao  longo  do 
intcrvalo  de  tempo  1  <  t  <  5,  a  partfeuia  esta  diminuindo  a  velocidade  e  entao  para 
momentaneamente  no  instante  f  =  5.  Daf  em  diante,  anmenta  a  velocidade. 


I 

0  2  2  5  t 

j _ j _ i _ i _ * 

+  +  ■+  +  +  +  +  +  0 - ■ - — * - -1)  +  +  +  +  +  +  +  +  Sinai  d?  t’(0  —  6(f  -  2)0  —  5) 

- —  G++++ +++++++++  Sinatde  a(t)  —  12{V  - 

0  2  2  5  i 

J_ I_ L_ I_ v 

Diminuindo  Aumentando  Diminuindo  Aumentando  na  velocidade 

a  velocidade  a  velocidade  a  velocidade  a  velocidade 


Figura  5.8.<i 


*  Conclus&es:  O  diagrams  na  Plgura  5.8.7  resume  esqueinatieamcnte  a  mformagao 
acima.  A  linha  marcada  abaixo  da  fignra  e  apenas  dcscritiva,  com  o  verdadeiro  tra- 
jeto  ocorrendo  no  eixo  coordcnado,  para  la  e  para  ca.  As  coordenadas  da  partfeuia 
nos  instances  f  =  0*  t  =  2t  f  =  \  e  r  =  5  for  am  ealculadas  a  panir  de  s(t)-  Os  segment  os 
einzas  indieam  que  a  partfeuia  esta  aumentando  a  velocidade  e  os  azuis  indicani  que 
csta  diminuindo,  < 


t  -  0  *- — 

i  i 

a  3 

Fignra  5.8,7 


1  =  2 


55 


x 


EXERCICtOS  DE  COMPREENSAG  5,8  (Verpagina  344  para  respostas.) 


1.  As  fungdes  velocidade  u(f)  e  posigao  s(t)  dc  uma  pam'cnla  cm 

movi  mento  retilfnco  estao  relackmadas  peln  equagao, _ e 

as  fung oes  aeeleragao  a(t)  e  velocidade  u(0  estao  relacionadas 
pda  equagao _ , 


2,  S  upon  ha  quc  uma  partfeuia  sc  mova  ao  longo  do  eixo  s  com 
fungao  posigao  s(t)  -  It  -  2r,  No  instante  t  —  3,  a  posigao  da 
partfeuia  6  .  sun  velocidade  e  .  sua  ve- 

locidadc  esealar  e _ c  sua  aceleragao  6 _ . 
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3.  Uma  partfcula  em  movimento  netilfneo  est d  aumentando  a  veloci- 

dade  sc  os  sinais  de  sua  vclocidadc  e  acelcra^ao  sao _ . 

c  diminuindo  a  vcloddade  sc  os  sinais  sao _ . 


4,  S upon ha  que  mna  partfcula  se  mova  ao  longo  do  eixo  x  com 
fun^ao  posi^ao  s(t)  -  fA  -  24 12  ao  longo  do  interval a  r  >  0,  A 
partfcula  dcsaceJcra  no(s)  inter  valo(s)  dc  tempo. _ , 


EXERC1CIOS  5.8  ^  Recurso  GrafEco 


ENFQCANDO  CONCeiTOS 


1.  Abaixo  estao  os  gr^dcos  dc  ires  fungSes  posigao.  Em  cada 
easo.  determine  o  sinal  da  veJoeidade  e  o  da  acelera^ao  e, 
entao,  se  a  partfcula  esta  aumentando  on  diminumdo  a  velo* 
cidade. 


Figure  Ex*  I 


lh) 


2.  Abaixo  estao  os  grdfieos  de  ires  fun^oes  vetoeidade,  Em 
cada  caso,  determine  o  sinal  da  aceleragao  e,  entSo,  se  a 
partfcula  esta  aumentando  ou  diminuindo  a  vclocidadc. 


Figure  Ex-2 


3*  Abaixo,  c st A  o  grdfico  dc  uma  lun^ao  posigao  dc  uma  partf¬ 
cula  movendo-se  em  urn  eixo  horizontal  x, 

(a)  A  partfcula  esuf  se  movendo  para  a  esquerda  ou  para  a 
dircita  no  instance  f07 

(b)  A  acclera^ao  e  posit iva  ou  ncgativa  no  instante 

(c )  A  part  fcul  a  esta  au  m ent  an  do  ou  dims  n  u i  nd  o  a  veloc  ida- 
dc  no  instante  fM? 

(d)  E  no  i nstante  esta  aumentando  ou  diminuindo  a  velo- 
cidadc? 


A  .» 


Figure  Ex-3 


4, 


Para  os  gdli cos  a  seguir,  assoeie  as  1  undoes  posi^ao  com  as 
f  lingoes  vclocidadc  correspondentes. 


Figure  Ex -4 

5*  Esboce  um  gralico  razodvel  do  s  versus  t  para  um  cam  un- 
don  go  fechado  em  um  corredor  esneito  (um  eixo  a  com  o 
sent i do  positive  para  a  dircita)  concndo  para  treat  e  c  para 
tras  da  segumte  formal  corrc  para  a  dircita  com  uma  vclo- 
cidade  constante  de  !  ,2  m/s  por  um  tempo,  entao  gradual- 
m ente  diminui  para  0.6  m/s,  logo  em  seguida  passa  para  2.0 
m/s  c.  entao.  gradual  monte  vai  diminuindo  aid  parar.  mas 
imediatamente  reverte  a  direcao  c  logo  atingc  1 2  m/s, 

6,  A  figura  abaixo  mostra  o  grdlieo  dc  s  versus  ( para  uma  f dr- 
in  iga  movendo-se  ao  longo  de  uni  cano  estreko  vertical  (um 
eixo  x  com  sen  Lido  positive  para  cima). 

(a)  Quaudo,  se  e  que  ocorre,  a  formiga  atinge  a  origem? 

(b)  Quando,  se  e  que  ocorre.  a  formlga  esta  coin  a  veioci- 
dadc  zero? 

(e)  Quaudo,  se  c  que  ocorre,  a  formiga  move- sc  para  baixo? 


7,  A  figura  a  seguir  niostra  o  grdfico  vclocidadc  versus  tempo t 
para  uma  partfcula  movendo-se  ao  longo  de  um  eixo  co- 
ordenado,  Fa^a  um  esboqo  dos  gralteos  vcloddade  escalar 
versus  tempo  c  accleracao  versus  tempo. 


Capftulo  5  /  A  Derivada  em  Graficos  e  Apticagoes  343 


8,  A  tiguru  abuixo  niostru  o  gnifico  posigao  versus  tempo  para 
uni  el  evador  que  so  be  40  m  entre  uina  pa  rad  a  e  oulru, 

(a)  Estime  a  velocidade  do  elevador  no  mcio  da  subida. 

( b )  Paga  u  m  esbog  o  dos  grd  t\ c  os  da  s  cu  r  vas  vc  loci  dado  ve  r- 
sus  tempo  e  aceleragao  versus  tempo. 


Tempo  f  (s)  Pigura  Iix-8 


9*  A  figura  abaixo  mostra  o  grail co  velocidade  versus  tempo  em 
um  teste  classificatorio  do  uraa  corrida  Grand  Prix  GTP  Pon¬ 
tiac,  Usando  esse  grafico,  esti  me: 

(a)  A  aecleragao  a  60  nrilhas  por  bora  (em  pcs  por  segundo  ao 
quadradojembrando  que  ]  milhas/h/s  =  6,467  pdsAr). 

(bj  O  instante  em  que  ocorre  a  acelerugao  maxima, 

Fonte:  Dados  da  Cur  ant  Driver  Magazine  r  July  2003. 


Tempo  r  fs)  F\%ura  Ex-9 

tO,  A  fig  Lira  ahaixo  mosira  o  grail  CO  velocidade  versus  tempo 
em  urn  teste  classifiealdrio  de  nma  corrida  Chevrolet  Malibu, 
Usando  esse  grritico,  esti  me: 

(a)  A  aeeleragao  a  60  mi  I  has  poi  hora  (em  pes  por  segundo  ao 
quadrado,  lembrandoque  1  milhas/h/s  =  1,467  pes/s"). 

( b)  O  i  ii  sta  nice  m  que  ocorre  a  acelerag  ao  ma  x  i  m  a. 

Fonte:  Dados  da  Car  and  Driver  Magazine,  November  20011 


Tempo/ (s)  Figura  Ex-10 


11-12  A  Fung  To  .v(0  descreve  a  posigao  dc  nma  partfcula  mov  un¬ 
do- so  ao  longo  de  uni  dxo  coordenado,  onde  s  estii  cm  metros  e  1 
em  segundos. 

(a)  Fag  a  nma  tube  la  most  ran  do  a  posigao,  a  velocidade  e  a  acele- 
ragao  com  duas  casas  decimal s  nos  i ns t antes  i  -  h  2,  3, 4  e  5. 

fb)  Em  cad  a  um  dos  tempos  de  (a),  veritique  se  a  parti  cu  la 
esta  paiada:  sc  nao  esiivcr,  determine  o  sentido  do  inovi- 
mento. 

(c)  Em  cad  a  urn  dos  tempos  de  (a),  veritique  se  a  part  ten  ta 
esta  aimientando  oit  diminuindo  a  velocidade,  ou  non  hum 
dos  dots, 


,  ,  ■  Ttt 

II,  .v(/)  =  sen — 
4 


12.  i(f)  =  lV,  l>  0 


13-18  A  Fungao  rtf)  descreve  a  posigao  de  Lima  pan  feu  la  moven- 
do-se  ao  longo  de  um  eixo  coordenado,  onde  s  esta  cm  metros  e  f 
cm  segundos. 

fa)  Encontre  as  Fungous  velocidade  e  aeeleragao. 

(b)  Eneomre  no  instame  1  =  1  a  posigao,  a  velocidade,  a  veloci¬ 
dade  oscular  e  a  aeeleragao. 

(c)  Em  que  instanles  a  partfcula  estT  parada? 

(d )  Qua ndo  a  part  fc  ti  I  a  esta  a  u  n te  n  t  ando  ou  diminuindo  a  velo¬ 
cidade? 

(e)  Encontre  a  distant  in  total  percorrida  pcla  partfcula  cmre  r  = 
0  c  i  =  6. 


s(i)  =  r'-3r,  />0 

34.  s(i)  =  iJ- 4r  +  4.  /> 0 


IS.  s(?)  =  9  —  9  cosf  jn/3). 


r 


;>0 


0  <  /  <  5 


17.  j(/)  =  (r  +  $)e *  r> 0 

18.  j(/)  =  O'  — ln(t  +  1).  /  >0 

■  19.  Seja  sir)  —  t/(f  +  5)  a  fungao  posigao  de  uma  partfcula  moven- 
do-se  ao  longo  de  11  m  eixo  coordenado,  onde  jv  estil  em  metros 
e  f  cm  segundos.  Use  um  recurso  grafico  computacional  para 
gerar  os  grab  cos  de  s(V),  uft)  e  <?(t)  para  t  >  0  e  use  os  graficos 
onde  for  neccssario  a  seguir. 

(a)  U  se  0  gra  I  i  co  api-op  ri  ado  p am  Fa/cr  u  in  a  est  i  1 1  nil  i  va  d  0  i  ns- 
tame  cm  que  ocorre  a  primeira  reversao  do  sentido  do  mo- 
v )  men  to  da  partfcula  e,  entao,  encontre  esse  instame. 

(b)  Encontre  a  posigao  ex  at  a  da  primeira  reversao  do  sentido 
do  mo  vi  men  to  da  partfcula, 

(c)  Use  o  grafico  apropriado  para  Fazer  estimativas  dos  inter¬ 
val  os  onde  a  partfcula  esta  aumentando  c  diminuindo  sua 
velocidade  c  depois  encontre  esses  intervals. 


f  20,  Scja  j(f)  -if  e  a  Fungao  posigao  de  uma  partfcula  movcndo-sc 
ao  longo  de  um  eixo  coordenado.  onde  s  esta  em  metros  e  i  cm 
segundos.  Use  um  recurso  grafico  computational  para  gerar  os 
graficos  dc  s(f).  u(t)  e  a{t)  para  /  >  0  c  use  os  gmlicos  onde  for 
necessTrio  a  seguir. 
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(a)  Use  o  gr^fico  apropriado  para  fazer  u ma  est i  mativa  do  ins- 
tame  cm  quo  lid  a  primcira  icvcrsao  do  scntido  do  movi- 
memo  da  parlicula  e*  Cn  tao*  on  centre  esse  in  star  te, 

(b)  Encontre  a  posit;  So  ex  ala  da  primeira  reversao  do  sen  lido 
do  mo vi memo  da  panfcula. 

(c)  Use  o  grab co  apropriado  para  fazer  estimativas  dos  inter¬ 
vales  onde  a  panfcula  csta  aumentando  e  diminuindo  sua 
velocidade  e,  depots,  encontre  esses  interval  ox. 


21-28  E  dada  uma  lungao  posigao  de  mna  panfcula  movendo-se 
ao  longo  de  am  eixo  coordenado.  Use  o  mdtodo  do  Exemplo  6 
para  analisar  o  movimemo  da  panfcula  em  t  >  0  e  faga  um  esbogo 
usque  malic  o  do  mo  vi  me  mo  (como  o  da  Fig  lira  5,8.7), 


2L  s  =  -4/  +  3 
23*  s  =  t''-9t'  +  24t 


22*  s  =  5r  -  20/ 

24*  s  =  t "  -  6i 2  +  9i  +  \ 


s  =  16/o 


25 

26*  s  —  t  + - 

t  -f-  2 


27*  j  = 


cos/, 

I, 


0  <  r  <  2jt 
t  >  2w 


0  <  r  <  3 
t  >3 

29.  Seja  .?(/)  =  ft-  22 1  a  fungao  posigao  tie  uma  panfcula  moven- 
do-se  ao  longo  de  um  eixo  coordenado*  sendo  s  em  metros  e  t 
cm  segundos, 

(a)  Encontre  a  velocidade  cscalaT  maxima  da  panfcula  no  in¬ 
tervale  !  <  i  <  3, 

(b)  No  interval o  do  (a),  quando  a  panfcula  esta  mais  longc  da 
origan?  Qua  I  6  sua  posigao  nesse  ins  tame? 

■n 

39*  Seja  s  -  1  0G/(f  +  12)  a  fungao  posigao  dc  uma  partial! a  que 
so  move  ao  longo  de  uma  ret  a  coordenada*  ortde  s  esta  em  me¬ 
tros  c  /  em  segundos,  Encontre  a  velocidade  escalar  maxima  da 
panfcula  para  /  >  0  e  o  sent i do  do  movimento  dela  quando  esta 
com  velocidade  escalar  maxima. 


28*  j  = 


2r(f  -  2)2, 

13  -  7(t  —  4)3, 


j* 

31-32  E  dada  uma  fungfto  posigao  de  uma  panfcula  que  se  move 
ao  longo  dc  uma  re  la  coordenada.  (a)  Estime  s  c  v  quando  a  =  0, 
(b)  Estime  s  e  a  quando  v  =  0. 


31.  i  =  ln(3f -  i2t+  13)  32.  a  =  /' - 6 r  +  I 

33.  Seja  *  =  v/ 2f-  +  1  a  fuu;ao  posigao  de  uma  panfcula  moven- 
dose  ao  longo  de  um  eixo  coordenado* 

(a)  Use  um  recurso  gralico  compmacional  para  gerar  o  gralico 
de  v  versus  i  e  faga  uma  eonjectura  sobre  a  velocidade  da 
panfcula  quando  /  — H-oo. 

fb)  Verifiquc  sua  conjeciura  obtendo  lim  y(f). 

/  — +■  +X 

34*  (a)  Use  a  negra  da  cad  eta  para  mosirar  que.  para  uma  panfcula 
em  movimento  retilfneo,  a  -  v(dv/ds). 

(b)  Seja  .v  =  y/3t  +  7.  f  >  0.  Encontre  uma  formula  para  u  em 
termos  de  *s  e  use  a  equagao  de  (a)  para  determiner  a  aeele- 
ragao  quando  s  =  f, 

35.  S  upon  ha  que  as  fungoes  posigao  de  duas  pail  feu  I  as  P}  e  P,.  mo- 
vendo-se  ao  longo  dc  uma  mesma  rota,  sejam 

$i  =  f  +  3  e  $2  =  —  ^  4*  /  H“  1 

respect  ivameme*  para  t  >  0. 

(a)  Prove  que  P.  e  P,  nao  col  idem, 

(b)  Qua  I  e  a  menor  distance  a  entre  c  Pt! 

(c)  Durante  quais  interval  os  de  tempo  clas  sc  movem  em  sen- 
tidos  opostos? 

36.  Sejam  sA  =  1 5r  +  1 0/  +  20  e  s#  =  5/5  +  40/*  t  >  0,  as  fungdes  po¬ 
sigao  dos  carros  A  e  B  movendo-se  ao  longo  de  laixas  paralelas 
ret  as  de  uma  estrada, 

(a)  Qtiao  adiantado  cstii  o  carro  A  em  relogao  ao  cano  B  quan¬ 
do  /  =  0? 

(b)  Em  que  inst  antes  os  do  is  carros  estao  alinhados? 

(c)  Em  que  instantes  os  curms  tern  a  mesma  velocidade  e  qua  I 
6  o  carro  que  csliS  na  f rente  ncsse  momento? 

37.  Prove  q  ue  u  ma  pa rl  fa i  la  a  u  men ta  s ua  vel  oc  i  d  ade  se  a  veloc i  da- 
de  e  a  aceleragao  tiverem  o  rues  mo  sinal  e  diminui  no  case  de 
sinais  contrdrios,  [Sugestdo:  Seja  r(t)  =  [i;(/)|t  e  enconlre  r'it) 
usando  a  regra  da  cadcia,  \ 


%/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  5.8 


1,  v  ( t )  =  s'(/);  a{t)  -  aj-'(i)  2.  3;  -5:  5:  -4  3.  iguais;  opostos  4.  2<t  <2^/2 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPfTULO  0  Recurso  Grdfico 


t ,  (a)  Se  x  |  <  ,  q  ue  re  f  agao  deve  ex  i  si  i  r  en  t  re  / 'u , )  e  f(x;)  para  /  ser  2. 

cresccnte  cm  um  imervalo  contendo  xL  e  a2?  E  decrescente?  E 
eon  stan  te? 

(b)  Qua]  condigao  sobre  /'  garante  que  /  seja  cresccnte  em  um 
imervalo  [rn  b |?  E  decrescente?  E  constanle? 


[c]  CAS 


(a)  Qua!  condigao  sobre  /'  garante  que,  em  um  inter valo  aber- 
to,  /  seja;  edneava  para  dm  a.  concava  para  baixo? 

(b)  Qua  I  condigao  sobre  fif  garante  que,  um  um  iiHcrvato 


aherto,  /  seja:  ebneava  para  cima,  edneava  para  baixo? 


f  c )  I Jescreva  o  que  £  u  m  ponl o  de  i  ti  He xa o  de  /. 
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3-10  En  con  l  re;  (a)  os  interval  as  and  cf  e  crescente.  (h)  as  interva¬ 
les  end e/£  decrescente,  (c)  as  huervulos  abertos  end e/ e  cfmcava 
para  dma,  (d)  os  interval  os  abertos  ond  e/  d  concava  para  baixe  e 
(e)  as  coordenadas  v  de  tod  os  os  pantos  de  intlexaa. 


3.  /(.v)  =  -0  -  5-V  +  6 


7.  /(.v)  =  .vl/J(.v+4) 
9.  /(.v)  =  t  /e'! 


4.  /(.()  =  /  -  +  16 

6.  fix )  -  i/x  +  2 

8.  f(x)  =  ,V4/3  -  A  1/3 
10.  /(.v)  =  arc  tg  .v3 


11-14  Analise  a  fiinc ao  tri  gonom  el  ri  ca  /no  i  nter valo  es ped  fie  ad  o. 
enunciando  ancle  f  6  crescent  e*  decrescente,  can  cava  para  eima  e 
concava  para  baixo  e  dan  do  as  eoordenadas  a  de  todos  os  pontes 
de  inflexao.  Confirms  se  sens  nesultados  sac  consistemes  com  o 
grafico  de / gerado  por  um  recurso  grafico. 


011./(a)  =  cosa;  [0,2 ?r] 
Bl2./(A)  =  lg*  Hr/2,  nil) 
13*  fix)  =;  sen  a  ces  a;  [0,  jt] 


3 14.  /(a)  —  cos  a  -  2  sen  a:  [0,  2.tt ] 


IS.  Em  cada  parte,  esboce  amu  eurva  contfnua  v  ~  /(a)  com  as  pro- 
pried  ados  indicadas: 

(a)  /(2)  =  4.  f(2)  -  1 ,  f\x)  <  0  para  x  <  2. 
fX a)  >  0  para  a  >  2 

(b)  /(2)  =  4,  /"(a)  >  0  para  a  <  2.  /"(a)  <  0  para  a  >  2, 

lim  f\ a)  —  +x;  tim  /'(a)  =  -foe 

i  2-  ,i“>2+  ' 

(c)  /( 2)  =  4,  /"(a)  <  (1  para  a  5*  2,  lim  /'(a)  —  1, 

lim  /'{a)  5=  —  1 
.r->2+ 


16.  Em  (a)  a  (d),  &  dado  o  grafico  completa  de  um  polinomio  coni 
gran  no  maxi  mo  6.  En  con  ire  equagocs  para  poll  n  5m  i  os  quo 
produzam  graficos  com  esses  uspectose  verifique  suns  respos- 
tas  com  um  recurso  grafico  computacionaL 


17*  Encontre  condi  goes  em  a.  hoc  quo  garantam  quo  o  polinamio 
q  uad  rati ca  geral 

fix)  =  (IX2  +  bx  +  c  {a  f  0) 
seja  sempre  cresccmc  on  sempre  decrescente  em  [0.  +00). 


18,  Encontre  condiqoes  em  ar  to.  c  e  J  que  garaiiutm  que  O  polino¬ 
mio  cubic o  gerai 

fix)  =  ax  +  bx2  -f  cx  +  d  {a  ^  0) 

seja  sempre  crescente  ou  sempre  decrescente  em  (—00,  +oo)* 
h  I1)*  Use  um  recurso  grafico  para  estimar  o  valor  de  a  no  qua  I 

m  “  i  /y+v 

esta  crescendo  mais  rapidamente, 

20.  Prove  que,  para  quaisquer  eonstantes  a  e  k,  o  grafico  de 

ax 

1  -f  ax+k 


tern  11  m  panto  de  in  flex  no  cm  a  =  -A. 

2L  (a)  Glide  no  gndico  de  y  =  j{x )  devemos  esperar  que  y  esteja 
crescendo  ou  decrescendo  mais  rapidamente  em  relagao 
a  a? 

(b)  Em  palavras,  o  que  e  um  extreme  relativo? 

(c)  Enuncie  um  proeedimento  para  determiner  onde  podem 
ocurrer  os  extremes  relatives  de/ 

22.  Determine  se  a  altrmagao  6  verdadeira ou  falsa,  Se  for  falsa,  de 

um  exemplo  para  0  qual  ela  f’alha, 

(a)  Se/tem  um  maxi  mo  relativo  em  a;,*  entao/uj  e  0  maior 
valor  que  fix)  pode  ter. 

(b)  Sc  o  maior  valor  para /  no  intervalo  (a.  to)  ocorrc  cm  a(). 
entao/tem  um  maxi  mo  relativo  em  .v„. 

(c)  Uma  fungao  turn  um  extremo  relativo  em  cada  um  de  sens 
pantos  crfticoSp 


23.  (a)  Do  acordo  com  0  Lcste  da  derivada  primeira*  qua  is  condi- 
poes  ga  rail  [cm  que/  tom  um  maxi  mo  relativo  em  a0?  E  um 
mini  mo  relativo? 

(b)  De  acordo  com  0  teste  da  derivada  segunda.  quais  condi- 
poes  garantem  que  /tern  um  maxi  mo  relativo  em  Ay?  E  um 
mini  mo  relativo? 


24-26  Localize  os  ponlos  crilicos  e  idcnlilique  quais  deles  cories- 
pondem  a  pontos  estacionarios. 


24.  (a)  fix)  = 
(b)  fix)  = 

25.  (a)  fix)  = 


A-’  +  It3  -  9x  +  ] 
a  -  6x2  -  3 
X 


x2  4-  2 


A2  -  3 
a-2  +  i 


26.  (a)  fix)  —  A'''V - 4) 


(b)  f(x)  =  aa';  -  6x'g 


27.  Em  cada  parte,  encomrc  todos  os  pontos  critic  os  e  use  0  teste 
da  derivada  primeira  para  class]  fica-los  em  maxim  os  ou  m  mi¬ 
mes  relatives,  ou  nenhum  dos  dois. 


(a)  /( x)=xu>(x-7)i 

(b)  fix )  —  2  sen  a  -  cos  2v.  0  <  a  <  2jt 

(c)  fix )  —  3.v  -  (.v  -  lf] 
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28.  Em  cada  pane,  eneo  litre  todos  os  pontos  crfticos  e  use  o  teste 
da  dcrivada  scgunda  (quando  possfvcl)  para  classifie&-los  cm 
maxim  os  ou  minimus  relativos,  ou  cm  non  hum  dos  dois. 

(a)  /(*)  =  a  11 "  +  ~.v1/2 

(b)  m^r  +  %/x 

(c)  f(x)  =  sen"  x  -  cos  a,  0  <  \  <  2jt 

23-36  Fa^a  urn  grafico  eompleto  dc /.  indique  os  Iimites  quando 
x  — *  ±oo  e  localize  todos  os  extrenios  relatives,  os  pontos  dc  mfle- 
xaoe  as  assfniotas  (quando  apropriado). 


29,  fix)  —  a-J  -  +  3/  +  1 

30,  f(x)  =  x*  -  Ak  +  4x' 

31,  fix)  -  tg(.G  +  3) 


32.  fix)  = 

33.  fix)  - 

35.  fix)  = 


x  -  cos  x 

■y 

X" 


+  2.x  +  5 
,r.  x  <  0 


— A2,  .X  >  0 


36.  /CO  =  ( I  +xf*0-x)lB 


34.  f(x)  - 


25  -  9x2 


37-44  Use  qualqtier  mdtodo  para  eneontrar  os  ex  memos  relatives 
da  fun^do/dada. 


3 7.  f(x)^x  +5x-2 


38.  fU)  =  x~2x1  +  7 


39.  /« 
41.  f(x) 
43.  /W 


=  A' 


.-2 


.V2  -h  I 

ln(I  +  .0 


40.  i'(.v)  =  2x  +  a 

42.  /(*)=  — ^r 
x  -I-  2 

44.  f{x)  =  xV 


JO 


45-46  Usando  um  recurso  grafieo  compuiaeional,  as  peel  os  impor- 
tatites  do  mn  giafrcopodcm  se  pettier  se  a  janela  eseolhida  nao  for 
apropriada,  Isso  csta  ilustrado  nos  Exerdcios  45  c  46. 


K  45.  (a)  Gene  o  grdfico  de  fix)  -  \x:'  -  ^j.v  no  interval o  1-5,  5] 
e  I’aga  uni  a  conjectura  sob  re  a  nature /.a  e  a  local  i/ugao  de 
todos  os  pontos  criticos. 

(!>)  Enco  litre  a  localiza^ao  exata  de  todos  os  pontos  crfticos 
e  dassillque-os  como  m&ximos  ou  mfnimos  relatives.  ou 
non  hum  dos  dois. 


(c)  Confirme  os  res  all  ados  de  (b)  fazendo  o  grafko  de  /  em 
um  interval o  apropriado. 


46.  (a)  Gere  o  gnlfico  dc 


f(x)  =  ixs  -  lx* 


5- 


%■ 


+  \x-  +  lx2  “  6.v 


no  intervale  [-5,  5|  e  la^a  Lima  conjectura  sobre  a  localiza- 
gao  c  a  nature  za  dc  todos  os  pontos  crfticos. 

(b)  En eo litre  a  local izu^ao  exata  de  todos  OS  pontos  crfticos 
e  dassilique-os  como  maximos  ou  miniinos  relatives,  ou 
non  hum  dos  dois, 

(c)  Confirme  os  iesn kudos  de  (b)  fazendo  grdficos  de  partes  de 
/  em  interval  os  apnopriados.  [Nora:  Nan  e  possfvel  eneon- 
trar  uma  ilnica  janeia  na  qual  sejam  diferenciados  todos  os 
pontos  crfticos.] 


[5  47.  (a)  Use  um  recur  so  grdtieo  compuiacional  para  gei-ar  os  gra  fr¬ 
ees  dc  y  -  a"  e  v  -  (a"'  -  8)/(a'  +  I  >  juntos  no  interval o  |  -5. 5] 
c  fa^a  Lima  conjectura  sobre  a  rclaeao  e litre  elcs. 

(b)  Confirme  sua  conjcctura  cm  (a). 

48.  Use  diferendaqao  implicit  a  para  most  tar  que  a  fun^ao  defrnida 
implicitaoiente  por  sen  x  +  cos  v  =  2v  tern  pontos  end  cos,  sem- 
pre  qtie  cos  a  =  0,  Use,  emao,  o  teste  da  dertvada  primeira  ou  sc- 
gunda  para  class  i!ic£-losconio  maximos  ou  mmimos  rdativos. 

49.  Seja 

.  =  2aj  +  -  I  it  +  7 

J'  (2x  —  l){3.v2  +jc  —  1> 


Fapa  o  grtifico  de  y  -  f(x)  c  e«  centre  as  equa^Ges  de  tod  as  as 
assmtotas  horizomais  e  verticals.  ExpJiquc  por  que  nao  hd  as- 
sfntota  vertical  cm  x  =  I.  mesmo  quo  o  denominador  dc  /  ten  ha 
um  zero  nesse  ponlo. 


050.  Sqa 


/tv)  = 


.v3  -  .V4  -  3.V1  +  2x  +  4 
-  2xf>  -  It5  +  6xJ  +  4.v  -  K 


( a )  Use  um  CA  $  para  fa  tom  r  o  ru  mierado  r  c  o  den  o  m  i  nad or  de 
/  c  use  os  resutlados  para  determinar  a  localizagao  dc  lodas 
as  assfmotas  ^^el■ucais. 

(b)  Confirme  que  sua  resposta  esia  de  aeordo  com  o  grdfico 
de  /. 


51.  (a)  Que  dcsigualdadc  f(x)  prccisa  satisfazer  para  que  /  tenka 
um  m6ximo  absolute  cm  um  intcrvalo  /  cm  um  ponto  a;,? 

(t0  Que  desiguaklade  fix)  precisa  satisfazer  para  que  f  ten  ha 
um  mini  mo  absolute  cm  um  inter  vat  o  /  cm  um  ponto  x.,? 

(c)  Qual  e  a  d  i  fc  re ng  a  en  tre  u m  ext  i  emo  ah  sol  u  to  e  u m  re lat 3  vo  ? 


52.  De  acordo  com  o  Teorema  do  Valor  Extreme,  qua  is  conduces 
sobre  uma  fungao  /  e  um  intcrvalo  /  garantem  que  /  ira  ter  um 
maxi  mo  c  um  mini  mo  absolutes  em  /? 


53.  Em  cada  parte,  determine  so  a  a  firman  va  c  vcrtladei  ra  ou  falsa  e 
justiftque  sua  resposta. 


(a)  Se  /  for  dilerencidvel  no  intcrvalo  aberlo  (a-  b)  e  liver  af 
um  extreme  absolute,  entao  este  dove  oconercm  um  ponto 
estacionario  de  /. 


(b)  Se  /  for  eontfnua  no  intcrvalo  liberie  (a,  h)  c  liver  aiJ  um 
extreme  absoluto,  entSo  este  deve  ocorrer  ecu  um  ponto  es- 
tacionario  de  / 


54-56  Em  cada  pane,  e  neon  ire  o  mini  mo  absolute  m  e  o  mix  i  mo 
absolute  M  de  /  no  intcrvalo  dado  (se  cxistireni)  e  indique  onde 
ocorrem  os  ext  re  m  os  absolutos. 


54.  (a)  fix)  -  1/a;  [-2,  -1] 

Cb>  fiK)=xy-/:  [-1,2] 

(e)  f(x)  =  a  -  tg  a;  [-t/4.  tt/4J 
Cd)  /(A)--|.G-Zy|;|lT3J 

55.  (a)  fix)  —  x2  -  X\  -  1 ;  (-cv, 

(b)  /(a)  =  a'  -  3x  -  2:  (-ou.  4oo) 

(c )  fix)  =  e  lx  ;  (0 . 

(d)  /( a)  =  .G;  (0.+rx,-) 
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56.  (a)  f(x)  =  2v'-  5_tJ+  7:  (-1,3) 

(h)  /(.V)  =  (3  -  x)i{7  -  .v):  (0, 2) 

(c)  f(x)  =  t\i(x2  +  3):  (0. 2 1 

(d)  /(*■)  (x-2)w-,  (0,3] 

57*  Em  cada  parte,  use  tim  reeurso  grafico  para  estimar  os  valo¬ 
rem  maximo  e  mini  mo  absolutes  de/*  se  hoover*  no  intervale 
dado*  e  emao  rise  os  metodos  do  Calculo  para  eneontrar  os 
valores  ex  a  I  os. 

(a)  m  =  (X-  1  )2:  (-oo, -nx>} 

(b)  f<$  =  xf(/+\)\[i},  +oo) 

(c)  /(.v)  -  2  see x  -  tg  jr;  |0*  tt/4] 

(d)  fix)  =  ,v/2  +  \n(x'  +  I);  1-4,  0] 

58*  Prove  que  .v  <  arc  sen  para  cada  x  cm  |0,  I]. 

[c]59*  Seja 


(a)  Cere  o  gralico  de  y  -  fix)  e  use-o  para  fazer  esti  mati vas  das 
eoordenadas  dos  extremes  absolutes, 

(b)  Use  uin  CAS  para  resolver  a  equagSo  f\x)  =  0  e,  entao, 
para  fazer  apTox  imagoes  mais  precis  as  das  coord  en  ad  as 
de  (a)* 


60*  A  jane]  a  dc  uma  igreja  cons  isle  cm  Lima  secgEIu  semicircular 
no  topo  de  urn  rctshigulo.  confortne  mosira  a  Figura  £x-60*  D 
vidro  a/.ul  deixa  passar  metade  da  hi/  per  unidade  de  area.  En- 
coritre  o  raio  r  da  jane  la  que  ad  mite  maior  luz  se  o  pen  metro  de 
toda  ajanela  for  de  P  metros. 


Encontre  as  dimensdes  do  retangulo  com  area  maxima  quo 
podc  scr  inset  lto  na  el  ipse  (x/4f  +  (y/3/  -  ]  (Figura  Ex-61 ). 


Figura  Ex-60 


[c]62*  Confortne  mostra  a  figura  a  seguir,  suponha  que  urn  barco  en- 
tre  cm  urn  no  no  porno  i  1, 0)  e  inantcnha  sua  diregao  voltada 
para  a  oi  igem.  Como  resultado  da  forte  cor  rente,  ele  segue  a 
liajeidna 


xmn  -  1 


onde  x e  y  estfio  em  quilomelros. 

( a)  Fag  a  o  gra  ti  co  da  traj  e  tori  a  seg ui  da  pel  o  bare o. 

(b)  O  barco  podc  atingir  a  on  gem?  Se  n£o*  di  scuta  sen  destine 
e  deseiibra  quae  proximo  estard  deki. 


x 

> 


Figura  Ex-62 


63.  lima  folha  de  papelao  quadrada  com  120  cm  de  lado  c  usada 
para  fazer  uma  caixa  sem  tampa  eortando  quadrados  de  tama- 
nho  igual  dos  quatro  cantos  e  dob  ran  do  para  dm  a  os  lad  os. 
Qua  I  o  tamanho  dos  quadrados  que  devem  scr  cortados  fora 
para  sc  obier  uma  caixa  dc  maior  volume  possfvel? 

64*  Faga  uma  tig  lira  apropriada  c  descreva  a  ideia  basic  a  do  Mcto- 
do  de  Newton.  sem  usar  fdrinulas, 

65 .  li se  o  M etodo  dc  N ew ton  para  aprox i  m ar  todas  a s  ties  so!  u  goes 
de  X  -4x+\  -  0. 


66.  Use  O  Metodo  de  Newton  para  aproximar  a  rnenor  solugao  po¬ 
st  tiva  de  sen  x  +  cos  x  —  0. 


i 67.  Use  uin  reeurso  graft  CO  para  determ  inar  o  miinei'o  de  vezes  que 
a  curva  y  =  x*  intersects  a  curva  y  =  (x/2)  -  1 .  Entao  apiique  o 
Mdtodo  dc  Newton  para  apToximar  as  coordenadas  x  dc  todas 
as  interseegoes. 

68*  He  aeordo  com  a  Lei  de  Kepler .  os  pi  an  etas  no  nos  so  si  sterna 
solar  movem-se  em  drbiias  eliplicas  em  tomo  do  .Sol,  Se  a  po- 
sigao  do  pi  an  eta  mais  proximo  do  Sol  ocorrcr  no  just  ante  t  =  0. 
entao  a  distancia  r  do  centro  do  pluneta  ate  o  ccntro  do  sot  em 
ii m  instanic  t  posterior  podc  set  determinada  pda  equagao 

r  =  a  ( 1  —  e  cos  $) 


onde  a  d  a  dt  stand  a  media  emre  os  ceruros.  e  6  uma  const  ante 
posit  Eva  que  mode  0  achat  a  memo  da  orb  i  la  dfptica  c  (p  ^  a  SOlu- 
gao  da  equaecio  de.  Kepler 


T" 


=  —  e  sen  <f> 


na  qual  T  c  o  tempo  levado  para  uma  dibini  comp] eta  do  pianola. 
Estime  a  distancia  da  Terra  ao  Sol  quando  i  -  90  dlas.  [Primciro, 
actie  ft  da  equagao  dc  Kepler  e,  entao,  use  cssc  valor  para  ettcon- 
Irar  a  distancia.  Use  a  -  1 50  x  1  (f*  km,  e  -  0,01 67  c  'f  -  365  dias.J 

69*  Us  and  o  as  formulas  do  Excrete  io  68.  cncontre  a  distancia  de 

■fi 

Martc  ao  Sol  quando  ;  =  1  ano,  Para  Martc*  use  a  =  228  x  10 
km,  e  —  0*0934  c  T=  1,88  ana. 


7(1  Suponha  que  f  seja  contmua  no  imervalo  fechado  \a.  h \  c  di- 
fcrcnciavel  no  intervalo  aberto  (cj*  b);  alem  disso,  suponha  que 
/(o)  =  f(b).  E  (also  on  vcrdadciro  que  /  tlevc  ter  pclo  monos  uni 
pontoestaciondrio  cm  (a,  b)1  Justifiquc  sua  resposta. 

71*  Em  cada  parte,  determine  se  todas  as  htptileses  do  Tcorema  de 
Rolle  eslao  verillcadas  no  imervalo  indicado.  Caso  naoestiverem, 
indique  qua l  d  a  hipdtese  que  estii  lalhando;  se  estiveieng  encon- 
tic  tod  os  os  va  lores  dc  c  garan  Lidos  na  conclu&ao  do  tcorema. 
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(a)  /(a)  =  ^4  -  A'2  cm  [-2.  2] 
(h)  /(.»■)  =  7'?-  ]  em  |-1.  I J 
(<■■)  f(x)  =  sen(.r)  em  [0. 


72.  Em  cad  Li  pane,  determine  se  todas  as  hipbteses  do  Teorema  do 
Valor  Medio  eslfiu  siitisfeiias  no  intervale  dado.  Se  nik>*  indique 
quais  hipdteses  estao  falliando:  se  sain,  encomre  todos  os  valo¬ 
rem  dc  c  garantklos  na  conclusao  do  teorema. 

(a)  /(jr}  =  U-  llemf-2,2] 


(bl  fix)  =  - [  em  [2, 3] 


v  -  1 


(cj  m  =  ■ 


3  —  x 2  se  aj  <  1 


2/x 

73*  Use  o  tato  do  que 

d 


se  x  >  1 


em  |D.  2] 


d.x 


(a6  —  2x“  +  x)  =  6.v5  “  4a  +  I 


para  mostrar  que  a  cquagao  6a*  -4x  +  I  =0  tern  pclo  menus 
u ma  solu^ao  no  interval o  (0,  1 ). 

74*  Seja  g(.v)  =  x  -  4.v  +  6.  Enconlre  /(a),  tat  que  f\x)  =  g'Uj  e 
/(l) -2. 


75.  (a)  Um  objeto  em  movimento  retilfneo  pode  reverter  sua  situa- 
qao  se  a  acelerag&o  for  con&tante?  Justitlque  sua  resposta 
usandouma  curva  ve  loti  dado  versus  tempo. 

(b)  Um  objeto  em  movimento  retilfneo  pode  ter  vdocidade 
usual  ar  c  rescent  e  e  acelera^So  dec  re  see  me  7  Justifique  sua 
resposta  usando  uma  curva  vdoetdade  versus  tempo. 

•-••••  76*  Suponha  que  a  fun^ao  do  posiqao  de  uma  particula  em  niovimen- 

to  retilfneo  seja  dada  pela  formula  s(t)  -  t/(2r  +  8)  para  /  >  0. 

C.  a)  U  se  u m  recu  rso  graficn  c  om  p utac  i  on  a  1  pa  ra  gera r  as  cu  rvas 
posi^ao*  velocidade  e  acelera^ao  versus  tempo. 

(h)  Use  um  grafico  apropriado  para  fa /or  uma  estimativa  do 
ins  tamo  cm  que  a  part  feu  I  a  roveitc  sua  dire^ao  c  entfio  en¬ 
conlre  esse  tempo. 


t  c)  Enc  om  re  a  po  si  gaot  a  vet  odd  ad  e  e  a  ace  I  eraqao  n  o  i  nstante 
em  que  a  particula  reverte  sua  dire^ao. 

(d)  Use  um  graft co  apropriado  para  fazer  uma  estimativa  dos 
intervalos  de  tempo  nos  quais  a  partfcula  esta  aumentando 
c  dos  in  ter  vat  os  dc  tempo  nos  quais  estd  diminuindo  sua 
vdocidade  c  os  en  centre  com  exaiidao. 

(e )  Quail d o  a  part  foul  a  tc m  su as  ve  1  oc  i d  ades  max  i  m a  e  m  f - 
nima? 


[y  77,  Suponha  que  a  fu  ngao  positjao  de  uma  pan  feu  la  em  movimento 
retilfneo  seja  dada  pda  formula 

t2  H-  I 

s(/)  =  _  ,>0 


(a) 

fb) 


Use  urn  CAS  para  encontrar  formulas  simplificadas  para  a 
vdocidade  vfl}  e  para  a  aceleragao  a(t). 

Faca  os  gralicos  das  curvas  posit;  a  o,  vdocidade  e  aedera- 
guo  versus  tempo. 


(c)  Use  o  gral 'ico  apropriado  para  lazer  uma  estimativa  do  ins- 
tante  em  que  a  parti  cu  I  a  esta  inais  longe  da  origem  e  sua 
distancia  ate  a  origem  nesse  instante. 


(d)  Use  o  grafico  apropriado  para  fazer  uma  estimativa  do  in¬ 
tervale  de  tempo  durante  o  qua!  a  particula  se  move  na  di- 
re^ao  posit!  va. 


(e)  Use  o  grhlico  apropriado  para  fazer  estimaiivas  dos  inter- 
valos  dc  tempo  durante  os  quais  a  particula  esiS  amnen- 
tando  sua  velocidade  e  dos  intervales  de  tempo  durante  os 
quais  cstfi  diminuindo. 

ff)  Use  o  gratico  apropriado  para  fazer  uma  estimativa  da 
velocidade  maxima  da  particula  c  do  instante  em  que  ela 
ocorre. 


n. 


E  false  on  verdadeiro  que  uma  partial  la  cm  movimento  reti¬ 
lfneo  eslEi  aumentando  sua  velocidade  quando  sua  velocidade 
estiver  aumentando,  e  diminuindo  a  velocidade  quando  a  velo- 
cidade  c stiver  diminuindo?  Justifique  sua  resposta. 


Expandindo  o  Horizonte  do  Calculo 


Kabum,  o  Hometn-Bala,  sera  disparado  de  um  canhao  e  espera  eair  cm  uma  pequena 
rede  no  extremo  oposto  da  arena  do  circo.  Seu  trahalho  como  empresdno  de  Kabum  d 
fazer  os  eaiculos  matematieos  que  I  lie  perm  it irao  desernpenhar  seu  desalio  mortal  com 
seguranqa.  Os  me  tod  os  que  voce  ira  usar  perteneem  ao  campo  da  balfstica.  Para  apron- 
dcr  mats  sobre  balfstica,  e  aplicar  o  quo  foi  aprendido  no  sic  capflulo,  visile 
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INTEGRACAO 


Dai -me  um  porno  de  apoio 
(pie  eu  move  rid  a  imtruio. 

— Arquimedes 

Cientista  grego  da  AtuigiUda- 
de  e  Matemdtico 


este  capftulo  comeqaremos  com  uma  visao  geral  do  problema  deencontrar  areas: 
discutiremos  o  significatto  do  termo  “area' e  deli  nearem  os  dues  abordagens  para 
definir  e  cafcular  areas.  Em  seguida.  anaftearemos  o  Teorema  Fundamental  do 
C£teulo,  quo  e  o  teorema  qua  relaciona  os  problemas  de  encontrar  retas  tangentes  e  areas, 
e  discutiremos  teen  teas  de  ca  leu  Ear  areas,  Por  firo,  utilizaremos  as  ideias  desen  vo  I  vidas 
nests  capitulo  para  continuer  nosso  estudo  de  movlmento  retih'neo,  examiner  algumas 
conseqiiendas  da  regra  da  cadeia  no  Calculo  Integral  e  rearm  I  tear  o  conceito  da  fun^ao 
logantmo  natural. 


Foto:  Se  for  conhecida  a  velocidade  de  um  carro  de  corrida  durante  um  certo  intervalo  de  tempo,  enido  e  posstvel  en¬ 
contrar  a  distdneia  per  corrida  nesse  intervalo  de  tempo  usartdo  as  tecmcas  que  serao  estudadas  neste  capftuto* 

6.1  UMA  VISAO  GERAL  DO  PROBLEMA  DE  AREA 

Nesta  se^do  introdutoria  consideraremos  o  problema  de  catcular  areas  de  regides  plan  as 
com  con  torn  os  cur\n  tineas.  Tod  os  os  resulhufos  desta  segdo  serdo  reexaminados  com  mats 
detedhes  em  se^aes  paste  no  res  dcste  cap  dido;  por  tan  to,  nos so  ohjetivo  aqtti  e  tdo-somente 
ii  itmduzir  os  con  cei  tos  fin  alamo  xta  is. 


M  O  PROBLEMA  DA  AREA 


Mimas  eivili/agdes  primilivas  conheciam  as  formulas  para  a  area  de  poligonos  como  qua- 
drados,  retSngulos,  tri Angulos  e  trapezios.  Contudo,  as  matematicos  primitives  se  deparavam 
com  umitas  dificuldades  para  encontrar  formulas  para  a  area  de  regioes  com  contornoscurvi- 
Ifneos,  das  qua  is  ocfrcuJo  e  oexemplo  mats  simples. 

O  primeiro  progresso  real  no  irato  com  o  problema  geral  da  area  foi  oblido  pelo 
matcmatico  gregoArquimedcs,  que  obteve  areas  dc  regioes  delimitadas  por  arc  os  de  circulos, 
parabolas,  espirais  e  varies  outros  iipos  de  curvas,  usando  inn  procedi  men  to  genial  inais  tarde 
denominado  metodo  de  exaustdo.  Esse  metodo,  quando  aplicado  ao  cfrculo,  consiste  no  in- 
scri^ao  de  uma  sucessao  de  poligonos  regulares  no  cfrculo,  permit  indo  que  o  numero  de  lad  os 
dos  poligonos  ere  sea  indefinidamente  (Flgura  6. 1 ,1 ).  A  medida  que  cresce  o  mlmero  de  lades, 


os  poKgonos  lendem  a  “exaurir”  a  regiao  doefrculo  e  suas  areas  se  aproximam  cada  vez  mais 
da  area  exata  do  ci'reulo. 


350  Calculo 


Para  ver  COino  is  so  fund  on  a  numerieamenUN  denote  por  A(n)  a  area  de  um  poh'gono 
regular  de  n  lados  insert  to  cm  um  circulo  de  raio  I  .  A  Tabela  6.3  .1  mostra  os  valores  de  A(u) 
para  vdrias  eseolhas  de  n>  Observe  quet  para  valores  grandes  de  n,  como  6  de  esperar,  a  area 


1'  i^ui'ii  6.1.1 


A RQUIMEDES  (287  a.C,-212  a.C.)  Matematico  e 
ci  enlist  a  grego.  Nascicio  cm  Siracusa,  n a  Sicilia,  era  IP 
Iho  do  aslronomo  Ffdeas  e  posSivelmenle  aparentado  de 
I  leiron  IL  rei  de  Siracusa  A  in  a  ioii  ad  os  fatos  sabre  sua 
vida  vem  do  bidgrafo  roman o  Plutarccx  que  inseriu  ulgu- 
inas  paginas  provocadoras  sobre  ele  tia  vasta  biografia 
do  soldado  romano  Mancdo.  Nas  palavras  de  um  escri- 
tor  “o  nelatosobre  Arquimedes  d  marcante  como  uma  finfssima 
fati a  de  presume  em  um  enorme  sandufeheN 

Arquimedes  6  considerado,  jiintamenle  com  Newton  e 
Gauss,  como  um  dos  ires  grandes  matemdticos  da  Histdria  e, 
certamente,  o  maior  da  antigiiidade.  Scu  trabalho  d  lao  mode  mo 
cm  espfrito  c  tecniea  quo  e  diffcil  distiugui-lo  dos  trabalhos  dos 
inatem£ticos  do  sdculo  XVII.  mesmo  quo  feiio  sem  os  beneli- 

j* 

cios  da  Algebra  ou  de  um  sistema  numerico  conveniente.  Enire 
suas  realiza^oes  maiemaiieas,  desenvolveu  um  metodo  geral 
(exausifio)  para  cal cular  areas  e  volumes,  tendo  utilizado-o  para 
encontrar  areas  limitadas  por  parabolas  e  espirais  c  volumes  de 
cilindros,  paraboldidcs  e  segmentos  de  esferas.  Elaborou  um 
pTocedimento  para  aproximar  n  limitando  scu  valor  enire  ?~ 
e  Apesar  das  I  imitates  do  si  sterna  numerico  grego,  eriou 

metodos  para  enccntrar  rafzes  quadradas  e  um  metodo  baseado 
no  mirfade  grego  (10.000)  para  representin'  mlmeros  tao  grandes 
como  !  seguido  por  80  bit  hoes  dc  mil  hoes  de  zeros, 

Dentre  todos  os  sens  trabalhos,  o  quo  m ais  orgulhava  Ar¬ 
quimedes  era  o  mdtodo  para  eneomrar  o  volume  de  uma  esfe- 
ra  -  cle  mostrou  quo  a  volume  de  umaesfera  e  2/3  do  volume 
do  manor  cilindro  que  a  comdm.  Satisfazendo  a  um  pedido 
sem  a  figure  de  uma  e  si  era  e  de  um  cilindro  foi  gravada  na 
Eipidc  de  sen  tuimdo. 

A  Id  m  de  Malemdtica.  Arquimedes  tra  bullion  cxicnsivamcn- 
te  cm  Mecanica  e  Hidrost&ica.  Qua  sc  todo  esiudante  colegial 
conhece  Arquimedes  como  um  demist  a  distrafdo  que,  desco- 
brindo  que  um  objefo,  ao  hoiar,  desloca  seu  peso  do  liqutdo, 
pulou  da  baa  heir  a  e  saiu  correndo  nu  pel  as  mas  de  Siracusa  gii- 
t  an  do:  ^Eureka,  eureka !”  (“eu  descobrif ).  Arquimedes.  na  rca- 


posiqoes  dc  equilfbrio  para  varies  corpus  flutu antes.  Elc  Jan^ou 
os  postulados  fundamentals  da  Mecanica,  descobriu  as  leis  das 
alavancas  e  calculou  centres  de  gravidade  de  varias  superficies 
plan  as  e  soli  dos.  Na  agitaqao  da  de&coberta  das  leis  m  ate  mail - 
c us  da  alavanca,  atribniu-se  a  cle  a  frase:  “Dai-me  um  ponto  de 
apoio  que  eu  move  rei  o  mundo”. 

Embora  Arquimedes  estivesse  mais  interessado  na  Mate- 
rnatica  put  a  do  que  cm  suas  aplica^dcs,  cle  era  um  genio  em 
Engenharia,  Durame  a  segunda  guerra  Pdniea,  quando  Stra- 
cusa  foi  atacada  pela  frota  romana  sob  o  comando  de  Mai'ee- 
lo,  foi  registrado  por  Plutarco  quo  as  inven^oes  mil  Stares  dc 
Arquimedes  mantiveram  a  frota  afastada  ]x>r  ires  an  os.  Ele 
inventou  su  pc  real  a  pul  las  que  faziani  chovcr  pedras  pesundo 
um  quarLo  de  Lonelada  ou  mats  sobre  os  roman  os  e  aierrori- 
zantes  engenhos  mecSnieos  de  lerro  com  “bicos  e  gurras".  os 
quais*  por  cima  das  paredes  da  cidadc,  agarravam  os  navies  c 
os  jogavam  contra  as  pedras.  Apds  o  primeiro  reves,  Marcelo 
chamou  Arquimedes  dc  um  “Biiareus  geom^trico  (monstro 
mitologieo  com  cem  braces)  que  usava  uossos  navi  os  como 
xfcaras  paia  tirar  agua  do  oceiinod 

Final mente,  o  ex€rcito  romano  foi  vitoiioso  c,  cootrariaudo 
ordens  especfficas  de  Marcelo,  Arquimedes,  entao  com  75  anos, 
foi  motto  por  um  sol  dado  romano.  De  a  cord  o  com  um  registro 
do  incidcnie.  o  soldado  tez  so m bra  sobre  a  areia  onde  Arquimc- 
dcs  trabalhava  em  um  problem  a  matematico.  Irritado.  Arquimc- 
dcs  gritou:  4in|o  perturbe  os  mens  circulos'’.  Q  soldado,  cm  um 
aces  so  de  raiva,  matou  o  vdho, 

Embora  nao  exista  iepTesentagao  ou  estdtua  desse  grande 
ho  mem,  no  ve  trabalhos  de  Arquimedes  sobreviveram  aid  os 
dias  dc  hoje,  De  especial  impoitaneia  d  o  tralado  O  Metodo 
dos  Teoremas  Met  art k  os,  que  era  parte  de  um  palimpsesto 
que  foi  encomrado  em  lOOCi  em  Constautinopla.  Nesse  trata- 
do,  Arquimedes  ex  plica  como  fez  algumas  de  suas  descobcr- 
tas.  utilizando  um  tadoefnto  que  anteeipa  as  ideias  do  Caleulo 
Integral.  Esse  documento  permaneceu  [x^rdido  ate  1U98.  quan- 
do  foi  adquirido  por  um  colccionar  particular  anon i mo  por  2 
mi  3 hoes  de  d 61  ares. 
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Tabela  6*  LI 


/) 

A(tt) 

1 00 

3  J  3952597647 

200 

3.1  41 07590781 

300 

3J413629S25Q 

400 

3J  41 46346236 

500 

3.1 4150097084 

1000 

3,141 57 198278 

2000 

3.14158748588 

3000 

3J  41 59035683 

4000 

3.14159136166 

5000 

3,14159182676 

1 0000 

3  J  4 1 59244688 

A(n)  parece  estar  prdxirtia  de  ■ t  (unidades  de  area).  Is  SO  sugere  que*  para  uni  etrculo  dc  raio  3 , 
o  metodo  da  exaustao  e  equivalente  a  uma  equagao  da  forma 

Hm  A  (n )  —  tt 

m— #■.« 


Como  os  matcmaticos  gregos  suspeitavam  muito  do  concede  de  ^infinite'',  eles  eviia- 
vam  seu  uso  cm  argunientos  inatemalicos,  Desse  modo,  o  calculo  de  areas  pelo  metodo  de 
exaust&O  era  uni  procedimento  muito  complicado.  Acabou  flcando  para  Newton  e  Leibniz  a 
descobcrta  de  um  mekxlo  gernl  de  obtengao  de  areas  que  ulilizasse  explicitamenie  a  nogaode 
limite.  Discutiremos  o  met  ado  desses  matcmaticos  no  contcxto  do  problem  a  seguinte. 


b,  LI  o  PROBLEM  A  PA  ark  A  Dada  uma  fungSo/COntmua  e  nuo-negativa  cm  um  in- 
tervalo  [a,  h],  enco litre  a  area  da  regiao  entre  o  grafico  de/e  o  intervalo  [a,  b\  no  eixo  x 
(Figura  6, 1 .2). 


Do  um  ponto  d:e  vista  Idgico,  mao  po- 
demos  falar  sobre  o  calculo  de  are¬ 
as  sem  termos  antes  uma  definigSo 
matemettica  preoisa  do  termo  “Area1*. 
Adiante,  neste  cap  flub,  daremos  uma 
tal  detinigao,  mas  por  snquanio  uata- 
remes  intuiliuamente  do  conceilo. 


■  O  METODO  DOS  RETANGULOS  PARA  ENCONTAR  AREAS 

Uma  abend  agem  ao  problem  a  da  area  e  a  ulilizag&o  do  mdtodo  de  exaustao  de  Arqutmedes 
da  seguinie  maneira: 

*  Dividir  o  inlervalo  [cr,  b]  em  n  subintervalos  igimis  e  em  eada  um  deles  coiistmir  uni 
retangulo  que  se  estende  desde  o  eixo  x  ate  algum  ponto  na  curva  y  —  f  (a)  acima  do 
snbinlervalo;  o  ponto  particular  nao  inieressa,  podendo  ser  o  que  esiiver  acima  do 
centre,  acima  dos  extremos  ou  acima  de  qualquer  outro  ponto  no  subinterval  o.  Na 
Figura  6. 1 ,3,  ele  esta  acima  do  centre. 

*  Para  cad  a  n,  a  area  total  dos  re  tan  gut  os  pode  ser  vista  como  uma  aproxima^ao  a  area 
exala  sob  a  curva  acima  do  intervalo  [a,  b\.  AJctn  disso,  lica  intuitivamente  evidente 
que,  quando  n  cresce,  e  ss  as  aprox  imagoes  irao  se  tornarcada  vez  melhores  e  lender  a 
area  exata  como  um  It  mite  (Figura  6, 1 4).  Assim,  se  A  denota  a  area  exata  sob  a  curva 
e  An  denota  a  aproximaqao  dc  A  usando  n  retangulos,  enlao 

A  —  lim  At j 

ii  — >  -J--W 

Di rem os  que  esse  e  o  metodo  dos  retangulos  para  o  calculo  de  A. 


Figura  fi+L4 


.Para  ilustrar  essa  iddia,  vamos  usar  o  metodo  dos  retangulos  para  aproximar  a  area 
sob  a  curva  y  =■  x2  acima  do  intervalo  |0,  1]  (Figura  6. 1 ,5),  Para  comegar,  vamos  subdividir  o 
intervalo  [0,  I  ]  em  n  subinterval  os  iguuis,  eada  umt  portanto,  com  comprimento  dc  I  At:  os 
extremos  dos  subinlcrvalos  ocorrem  cm 


J  2  3 

n  *  n'  n 


0* 


j  ■  1  1  j 


•i 


I 


352  Calculo 


Largura  -  ■ 
h“*E 

■  i  >  i 

0  i  !  ! 

n  ft  u 


j  s 


ii 


a 


I 


Subdivis3o  de  [0,  t  ]  em  n  sub- 
intervalos  de  igual  comprimento 


Figura  6.L6 


(Figura  63,6),  Queremos  eonsiruir  inn  relangulo  acima  de  cada  urn  desses  intervales,  cuja 
alt  ura  seja  o  valor  da  fungao  /  (x)  -/cm  a  I  gum  ponto  no  intervalo.  Para  sermos  maisespeef- 
fieos,  vamos  usar  os  ex  ire  m  os  direiios;  assim,  as  alturas  dos  retangulos  serao 

})'■  ©•  ©' . 

c  como  cada  letangulo  tem  uma  base  de  comprimento  l//i,  a  area  total  Att  de  cada  utn  dos  n 


retangulos  sera 


Ati 


(;) 


z 


+  I  -  I  + 


© 


41 - f  .1 


© 


(i) 


Por  exemplo,  se  n  -  4,  emao  a  arc  a  total  dos  quatro  retangulos  sera 


Aa  — 


U)2  +  {!)2  +  (!)2+l2l(i)  =  1  =  0,46875 


A  Tabela  6, 1.2  m  ostia  o  resultado  de  ealeular  (I)  em  uni  computador  para  alguns  va lores 
crescenlcs  de  n.  Esses  calculus  sugerem  quo  a  area  ex  at  a  esta  prdxima  de  I.  Adiante  nesle 
capftulo  provaremos  que  cssa  area  €  exaiamcnte  it  mostrando  que 


llTll  An  —  ± 

II  — *  X  J 
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Use  um  recurso  computational  para 
catoular  o  valor  de  Alif  na  Tabela  6.1.2, 
Alguns  recunsos  compulacionais  tSm 
corn  and  os  especiais  para  ealeular 
so  mas  como  a  de  (1)  para  quaEquer 
valor  especifico  de  n.  Se  o  letter  dis- 
puser  de  urn  reeurso  asatm.  utilize-o 
tamb£m  para  catoular 


Tabela  6.1.2 


n 

4 

10 

too 

1000 

10.000 

100,000 

An 

0,468750 

0385000 

0338350 

0333834 

0333383 

0333338 

■  O  METODO  DA  ANTIDER1VADA  PARA  ENCONTRAR  AREAS 

Em  bora  o  m  diode  dos  reiangulos  seja  intuitivamente  alraente,  os  li  mites  que  dele  res  u  I  lam 
somente  podem  ser  eaieulados  em  cellos  casos.  Poi  esse  motivo,  o  progresso  no  problema 
da  area  Hcou  em  um  nfvel  rudimenlar  ale  a  segunda  metade  do  sdculo  XVII,  quando  Isaac 
Newton  e  Gottfried  Leibniz  in  depen  den  temente  deseohriram  uma  relagao  funda mental  entre 
areas  e  dcrivadas.  Em  resumo,  eles  mostraram  que,  se/ 6  uma  fungao  continua  nao-negativa 
no  intervalo  |a,  b]  e  se  A(x)  dertola  a  area  sob  o  gififieo  de /acima  do  intervalo  [a,  x],  onde  x  6 
um  ponto  qualquer  do  intervalo  [a,  b]  (Figura  6. 1 .7),  emao 


A'(x)  =  f(x)  (2) 

O  exemplo  a  seguir  confirma  a  Formula  (2)  em  alguns  casos  em  que  a  formula  para  A(x)  pode 
ser  enconlrada  usando  Geometria  elemental*. 


►  Exemplo  1  Para  cada  uma  das  f Lingoes  /  encontre  a  area  A(x)  entre  o  grafico  de/c  o 
intervalo  [a,  x]  ™  [—  1 ,  _v| ,  e  encontre  a  derivada  A'(x)  dessa  fungao  area. 

(a)/(..v)  =  2  (b)  fix)  =  jc  +  I  (C)/(x)  =  Zv  +  3 

Soluqao  (a)  Pela  Figura  6. 1 ,8a,  vemos  que 

A(x)  =  2(x  -(-[))  =  2(jc  +  I )  =  2x  4  2 

6  a  area  de  um  reifmgulo  de  altura  2  e  base  x  +  1 .  Para  essa  fungao  area. 


A’{x)  =  2  =  f(x) 


Ca  pilule  6  /  Integragao  353 


(a) 


i 

tv 

} 

/v  —  A  +  1 

T 

2 

\j\ 

T 

A  +  1 
f 

i_ t_ i 

, 

A 

i  i i_ i 

1 

1 

1  A  ?  4 

Solugao  (b)  Pela  Figura  6. 1 .8/;,  vcmos  que 

J  x2  I 

Mx)  =  -(x  .4-  1  )(x  +  I )  =  —  -b x  4  - 

c  a  area  de  uni  Iriangulo  retangulo  isdseeles  de  altura  e  base  iguais  a.v  +  I.  Para  essa  fungao 
area, 

A\x)  =  *  4  I  -  fix) 

Solu^ao  (c)  I xmbre  quo  a  formula  para  a  area  de  urn  trapezio  6  A  =  \(b  4  onde  b  e 
b'  denotam  os  comprimentos  dos  lados  paralelos  do  trapezio,  e  a  allura  h  denota  a  distancia 
entre  os  lados  paralelos.  Pel  a  Figura  6. 1 .8c,  venios  que 

A(x)  =  j((2x  4-  3)  +  I)(jc  -  (-1))  =  .0  4-  3.t  4-  2 

e  a  area  de  uni  trapezio  de  lados  paralelos  de  compri memos  I  c  2x  4  3  c  akura  x  -  (-1}  =  x  +  I . 
Para  essa  fungao  £rea, 

A*{x)  =  2x  4  3  =  f{x)  < 


(b) 


Flyura 


Como  ilustfa  o  Exemplo  2,.  a  anticJeri- 
va<jao  e,  essencialmente,  um  proces- 
s.o  tJe  aefivinhagao  em  que  lefttamos 
"desfazer  urna  diferencrapao.  Um  dos 
objetivos  deste  capituto  edesenvolver 
procedirrientos  efiejentes  de  aritideri- 
vaqao. 


A  Formula  (2)  e  importante  porque  relaciona  a  fungao  area  A  com  a  fungao /que 
ddimila  a  regiao.  Embora  a  formula  para  A (a)  possa  ser  dificil  de  ser  obtida  diictamcnie, 
sua  derivada  f(x)  6  dada,  Se  sou  be  no  os  re  cu  pe.ru  r  uma  formula  para  A(v)  a  panirda  formula 
dada  de  /V(a),  enlao  poderemos  obter  a  area  soh  o  gralico  de/ acima  do  intervalo  [a,  fr] 
caleulando  A(b). 

O  proeesso  de  encontrar  uma  fungao  a  partir  de  sua  derivada  e  denorninado  antiderim - 
gdo,  e  um  piocedimenio  para  encontrar  areas  airaves  da  aniiderivagao  6  denorninado  met  ado 
de  antiderivaqdo,  Para  llustrar  esse  m&odo,  vamos  rever  o  problems  de  encontrar  a  iirea  na 
Figura  b.  1 . 5 . 


■  7 

►  Exemplo  2  Use  o  metodo  da  and  derivada  para  encontrar  a  area  sob  o  grade  o  de  v  =  x~ 
acima  do  intervalo  10.  I  J, 

Soht^do  Sejaiti  a  um  ponto  qualquer  do  intervalo  [0,  3  ]  e  A  (a)  a  area  sob  o  g  ration  dcf(x)  =  x~ 
acima  do  intervalo  [0,  a].  Segue  de  (2)  que 

A'(.t)  =  .v 2  (3) 

Para  encontrar  A(x)  pi eei samos  procurar  uma  lungao  cuja  derivada  seja  a".  Por  adivinhagao, 
vemos  que  uma  tal  fungao  e  f(x)  —  \x  \  de  modo  que,  pelo  Teorema  5.7.3, 

A(x)  =  jx3  +  C  (4) 

para  algtmia  conslante  real  C.  Podemos  deierminar  o  valor  especiTico  de  C  considerando  o 
case  em  que  t:  -  0.  Nesse  caso,  (4)  implica 

A  (0)  =  C  (5) 

Mas,  se  ,v=  0,  ctuao  o  intervalo  [0,  x]  sc  reduz  a  uni  unico  ponto.  Se  concordarmos  em  con¬ 
vene  sonar  que  a  area  acima  de  um  so  ponto  de  versa  ser  eonsiderada  nula,  enlao  ,4(0)  -  0  e  (5) 
implica  que  C  -  0.  Assim,  segue  de  (4)  que 

A(.v)  =  5X3 

6  a  f  un^ilo  aica  proem atla.  Isso  implica  tjuc  a  area  sob  o  graiico  de  y  —  x~  acima  do  inlervaio 
[0,  1 1  c 

a(o  =  !<i3)  =  ! 

Isso  e  consistenie  com  o  resullado  obtido  numericamenie  acima,  < 
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■  COMPARAQAO  DOS  METODOS  DO  RETANGULO  E  DA  ANTIDERIVADA 

O  metodo  do  retangulo  e  o  do  antiderivada  fomecem  duas  abordagens  hem  di fere riles  ao  pro- 
blema  da  area,  coda  umadas  quais  e  importante.  Em  geral,  o  meiodo  da  antiderivada  c  o  mats 
eficieme  para  cafcuiar  drea&,  mas  d  o  mdtodo  do  rciangido  que  €  utili/udo  para  fonnalmenie 
definir  a  nogao  de  area,  com  isso  permitindo  ademonslra^aode  resullados  maiematieos  sobre 
areas.  A  idela  suhjacenLe  li  abordageni  por  reiangulos  Lam  hem  6  miporianie,  por  poder  ser 
fadlmeme  ad  apt  ad  a  a  problemas  tao  di  versos  eomoeneomrar  o  volume  de  urn  sdlido,  o  corn- 
prime  n  to  de  uma  eurva,  a  massa  de  urn  objeto  e  o  trabalho  para  born  bear  agua  para  fora  de  urn 
tanqtie,  para  citar  apenas  alguns  exeniplas. 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6.1  (Verpagina  355 para  respostas.) 


1 ,  Seja  A'  a  regiao  abaixo  do  grafico  de  / (a )  =  V I  —  x  ■■■  c  acima 
do  intervalo  |-1,  If 

(a)  Use  um  argument  geometrioo  para  encontrar  a  4rea  de  R. 

(b)  Quais  sao  as  estimativas  que  se  obtem  se  a  area  de  R  lor 
aproximada  pel  a  ilrea  total  deutro  do$  reiangulos  da  figura 
abaixo? 

i;V 


X 

> 

Ftgura  Ev-1 


2.  Suponha  que  apliquemos  o  metodo  do  retangulo  com  n  re- 
la  ng  ul  os  ao  grafico  de  uma  funQao /acima  do  intervalo  [a.  b]. 
Se,  para  cad  a  imeiro  posilivo  n,  res  ul  tar  a  aproximaQao  A(w)  = 
2  +  (2/«),  entao  a  area  emre  o  graft  co  de /eo  inlervalo  bn  h] 
e 

3*  A  area  sob  o  grit  ft  co  de  y  =  x*  aeima  do  intervalo  [0,  3]  e 


4.  Encontrc  a  area  A  (a;)  cm  re  o  gralieo  da  fun^ao  fix)  =  x  c  o  inter- 
valo  [0.  x]  e  vend  que  se  A/.y)  =f(x). 

5.  A  ftre  a  sob  o  grafico  de  v  =  fix)  acini  a  do  intervalo  [0,  x]  6 

A (x)  =  .v  +  e  —  1 ,  De  corns  disso  q  us  fix)  = _ , 
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1-12  De  uma  estimativa  para  a  area  e litre  o  grafico  da  funqao 
/eo  intervalo  [a,  /j].  Use  um  esquema  de  aproximagSo  com  n 
re  Lang  u  l  os,  an  6.  logo  ao  desenvolvido  nest  a  scqOo  para  a  fun  quo 
fix)  =  x\  Se  sen  recurs  o  coin  put  ad  ona  I  etc  mar  somatdrios  au¬ 
to  mat  ica  men  le,  estime  a  area  e  sped  fi  cada  usando  ti  =  10,  50  e 
100  rctangulos.  Case  contnlrio,  etui  me  a  area  usando  n  —  2,  5  e 
10  retangitlos. 

1.  fix")  =  *fx\  [a,  b]  —  [0,  I] 

2.  fix)  -  — la,  b]  =  [0,  I] 

X  -b  I 

3.  fix)  —  senx;  [o,  b]  =  [0,  jt) 

4.  f(x)  —  cos  a  ;  1  a,  b]  —  [0,  tt/2] 

5.  /(*)  =  ■!;  [a, *]  =  [], 2] 

X 

6.  f(x  )  =  cos  a;  [a,  b]  =  [ — jt/ 2,  Jt/2\ 

7.  fix)  =  J\~x2\  [a.  b\  -  [0.  1] 

8.  f{x)  =  Vi  -  .v2;  [a.  b\  =  l- 1 .  I  j 

9.  f(x)=e';  [«,-*]  =  [-],  f| 

10.  /(,v)  =  In.r;  [a,b\  =  11,2] 

1 1,  f(x )  ~  arc  sen  x;  p/,  b\  ™  [0,  1 J 


12.  fix)  =  arc  ig  x ;  \a ,  b\  —  [0,  IJ 

13-18  Ihc  formulas  de  area  sitnplcs  da  Geomeiria  para  eneon- 
irar  a  fimQao  area  A(x)  que  da  a  area  e litre  o  gralieo  da  luneao 
/espedlicada  e  o  intervalo  [a,  a|.  Conlirme  que  A '(a)  ^  /(,v)  em 
cada  caso, 

13.  fix)  =  3;  l«,A]  =  fU| 

14.  f(x)  =  5;  |  a .  x  1  —  [2,  x  \ 

15.  fix)  =  2x  +  2;  |n.  x  |  =  fO,  x  | 

16.  f(x)  =  3.v  -3;  [a,x]  =  [\<x] 

17.  f(x)  =  2x  +  2;  [a,x]  =  [U.vj 
IS.  f(x)=3x-3\  In,  a]  =  [2,  x] 

19.  Qual  e  a  relaQilo  entre  as  lungoes  firca  dos  Exerefeios  1 5  e  17? 
Explique  sen  raciocfnio. 

20.  Seja  J\x}  uma  fun^ao  linear  que  e  nao-negativa  no  intervalo 
ffi,  l>\.  Para  cada  valor  de  x  em  fn,  A  j,  defina  A{x)  como  a  area 
entre  o  grafico  de/ e  o  intervalo  [rt.  .vj. 

(a)  Prove  que  A(Y)  —  |  [/U0  +  /(.v)  |(x  -  a). 

( b)  U  sc  ( a)  para  eo  n  feii r  q  ue  A  p(a)  =  fix ). 
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ENFOCANDO  CONCEITOS 


21*  Explique  como  usar  a  formula  eucoutrada  para  A(x)  na  so- 
luqao  do  Exercido  2  para  determinar  a  area  cm  re  o  gratieo 
de  y  —  aj"  e  o  imervalo  [3.  6]. 

22,  Modifiquc  a  sclugao  do  Exeinplo  2  para  encontrar  a  area 
cm  re  o  grail  co  de  v  -  a'  e  o  intervalo  [-3*9], 


23-24  B  dad  a  a  diea  A  (a)  sob  o  grdlieo  de/e  acini  a  do  imervalo 
[a,  a/  Eneontre  a  fungSo/e  o  valor  de  ll 


23 .  A  (a)  = j?  -  4  24.  A  (a)  -  jC  -  x 

25.  Seja m  A  a  area  entre  o  giatieo  de  f(x )  —  ^fx  e  o  interva¬ 
lo  [0*  1  ]  e  B  a  area  emre  o  grafico  de /(a)  =  .v"  e  o  intervale 
[0,  I J,  Explique  geometricam elite  por  que  A  +  B  -  I  * 

26.  Sejatn  A  a  area  entre  o  grdfico  dc/(jr)  -  ]/.t  e  o  interval o 
fl,2]e/Ja  area  emre  o  gr£fseo  de  ft  o  imervalo  1 J. 
Explique  geometrieam  erne  por  que  A  -  H, 


%/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6.1 

x  \Fs  A’:  ,  2.v 

f.  (a)  -  (b)  I  +  —  2. 2  3.9  4.  A(.v)  -  — ;  A'(x)  =  —  =  a  =  f{x)  5.  <*'  +  1 

2  2  2  2 

6.2  A  INTEGRAL  INDEFINIPA 

Na  secdo  anterior  vintos  como  a  antiderivaqdo  pode  set  usada  para  encontrar  areas 
com  exatiddo .  Nest  a  seqdo  desenvolveremos  alguns  res  nit  ados  fundamentals  sob  re 
antiderivaqdo. 


■  ANTIDERIVADAS 


6.2.1  dkf[|V[(;ao  Dizemos  que  uma  funqao  F  €  urn  a  antiderivada  de  uma  fungao/em 
uin  dado  intervalo  se  F*(x)  -fix)  para  cada  a*  do  intervale. 


Por  cxemplo,  a  fungao  F(x)  —  e  uma  antiderivada  de/(.r)  =  a"  no  inicrvalo  (-oo,  +00) 
porque,  para  cada  x  nesse  intervalo,  lemos 


fix) 


Corn  Lido,  F(x)  — 
quer  constants  C 


-x s  nao  e  a  uniea  antiderivada  de/ncsse  imervalo.  Se  somarmos  qual- 
a  emilo  a  funquo  G(x)  —  \x?‘  +  C  Lambem  6  uma  antiderivada  de 


/cm  {-00 *  +00X  pois 


G'm  =  f  [±A3  +  C]  =  A2  +  0  =  f(x) 

Em  geraL  uma  vez  eonhecida  uma  antiderivada,  podemos  obler  outras  antiderivadas  soman  do 
constantes  a  essa  antiderivada  eonhecida.  Assim, 


3 


—  r'r  i  j/  +  0  ip  —  Sj 

r  j  r  3 


1^3 


+  v/2 


sao  to  das  aniiderivadas  da  funyao  /(.v)  =  .v7 

E  razoavci  perguntar  se  ex i stem  aniiderivadas  de  uma  ftmqao  /  que  nao  podorn  ser 
obtidas  adicionando-se  constantes  a  uma  antiderivada  F  eonhecida.  A  resposla  e  nao  -  uma 


vez  eonhecida  uma  uniea  antiderivada  de  /  em  urn  imervalo  /,  todas  as  outras  antidenva- 
das  naquele  imervalo  podem  ser  obtidas  adieionando-se  constantes  aquela  antiderivada.  Isso 
aeonteee  devido  ao  Teorema  5.7.3, 0  qua!  nos  diz  que,  se  duas  funqoes  diterenciaveis  em  utn 
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imer valo  abcrio  /  tem  a  mesma  derivada  em  entao  eius  diferem  por  uma  constant*;  em  /,  O 
teorema  a  seguir  resume  essas  observagoes. 


6*2.2  ilukema  Se  Fix)  for  qua  kilter  antiderivada  de  fix)  em  um  intervalo  /,  entau 
para  qualquer  constant?  C a  fun^do  Fix)  +  C  ?  iambem  uma  antiderivada  de  fix)  n  a  quid? 
intervalo.  Aleut  dissoT  coda  antiderivada  de  fix)  no  intervalo  1  pod e  ser  expressa  na  for¬ 
ma  F{x)  +  C.  escolhendo-se  apmpriadamente  a  constant?  C. 


•  '£tZj  'y  "  ■  s  b  r 


Treclso  do  i i isnm serri s o  dc  Leibniz,  daladi.t 
do  29  dc  oulubro  de  1675,  no  qual  apareceu 
pela  primeira  vez  o  sinal  de  integral. 


O  sinal  de  integral  e  a  dtferancial  ser¬ 
vers  eomo  delimitacJores.  cercando  o 
integrando,  Em  particular,  nao  deve- 
mos  escrever  f  tlx  f(x)  quando  que- 
remos  dizer  /"  fix)  tlx. 


■  A  INTEGRAL  INDEFINIDA 

O  processo  de  enoontrar  antiderivadas  e  den  am  in  ado  antiderivagdo  f  antidiferen  ciacdo  on, 
a i  Elba,  integrando,  Assim,  se 

d  IF(JC)J  =  f{x) 


dx 


(I) 


entao,  integrando  on  antiderivando  a  lungao_/U),  oblemos  uma  antiderivada  da  forma  Fix)  +  C. 
Para  enfatlzar  esse  proccsso,  reescrevemos  a  equagao  ( I )  usando  a  notaqdo  integral 


/ 


fix) dx  -  Fix)  +  C 


(2) 


otide  C  deve  ser  interpretado  eomo  uma  con  statue  arbitrarla.  E  imp  on  ante  observar  qtie  { 1)  e 
(2)  sao  lao-somenle  notagoes  d  Her  ernes  que  expressam  o  mesmo  fauu  Por  exempk\ 

j  x2  dx  =  -x*  4-  C  e  equivalent  a  —  [™xJ]  =  x 2 
Observe  que,  se  derivarmos  uma  antiderivada  de/(x),  voltanios  a  obier/t.vl  Assim, 


(3) 


d  i 

r  f 

dx 

j  f(x)dx 

=  m 

A  expressao  j  f(x)dx  6  denominada  integral  indefinida.  O  adjetivo  indefinida  enfatiza 
que  o  resulmdo  da  anliderivagSo  €  uma  funguo  “generic  a’ \  deserita  so  a  menos  de  um  ternio 
con st ante.  O  sinal  de  s  espichado”  que  aparece  no  lado  esquerdo  de  (2)  6  deuominado  sinal 
de  integral*  a  fuiigao  /tv)  6  denominada  integrando  e  a  cons  tame  C  6  denominada  comtante 
de  integrando.  A  Equagao  (2)  deve  ser  lid  a  eomo  segue. 

A  integral  dej(x)  em  re  la  {'do  a  x  e  igttal  a  Fix)  man  uma  const  ante. 


O  sfmbolo  diferencial  dx  das  operagoes  de  derivagao  e  arUiderivagao, 

d 


dx 


l  )  e 


/ 1  w* 


serve  para  identificar  a  vaiiavel  independente.  Se  for  utiiizada  uma  outra  variavel  independen- 
te  em  ve/  de  a,  digamos  entao  a  notagao  deve  ser  aj  us  Lada  de  acordo,  Assim, 

d 

7t 


•/ 


=  /(/)  e  /  f(t)  dt  =  Fit)  +  C 


*  Essu  nola^ib  tbi  invcfiiiwJn  por  Leibniz.  Nos  urtigas  iniciais.  Leibniz  n  son  a  rsotis^ao  “utiitT  £uma  wbrcvialurn  da  pa  lavra  latinu 
"omiieis”!  para  denocar  iriicgra^ilo.  Entito.  cm  7.9  dc  outubm  dc  3fi75.  vie  cscrcvcu  'bent  libl  cscrtvtr  piiri'i  significar  omn.. 
assiin  j  /  [loromii.  Duns  ou  Ires  semnnas  depois.  clc  aperfd^oou  <iinda  nmis  a  notagao  c  cscrcvcu  /  f  1  vcz  dc  s 6 

j  .  Essa  ]iola^ao  e  tao  util  e  podemsa  que  seu  desenvolvimenlo  par  Leibmz  deve  ser  vlslocoma  um  grande  manco  na  hisldria 
dn  Miuemiilica  e  lLi  Ciiiticia, 
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sao  ufmnugoes  equivalents  A  seguir,  apre  sen  tamos  alguns  exemplos  do  formulas  de  deriva- 
gao  c  as  equivalents  de  integragao. 


formula 

id  R  MOL  A  DE 

DE  DERI VA  DA 

IMEO  R A C A O  KQl  1 1  VALE  NTE 

4  [x3]  =  3a-2 
dx 

fix2  dx  -  X  +  C 

■fl  Vi|  =  rV 

dx  2\fx 

f  -p  d.x  =  \fv  +  C 

J  2-A 

■j  flg  t]  =  sec2  / 

j  sec 2  f  df  =  ig  /  +  C 

E9 

fN~ ’ 

& 

4a 

dti  -  lP;2  +  C 

Para  simpliliear,  dx  pode,  as  vezes,  ser  ahsorvido  no  integrando.  Por  exemplo, 

I  [  dx  pode  ser  escrita  eomo  j  dx 


H 


dx  pode  sei  escrita  como 


/ 


dx 


x2 


M  FORMULAS  DE  INTEGRAGAO 

Integragao  c  cssenctalmcnie  um  trabalho  dc  dar  pal  piles  -  dada  a  dcrivada/de  unia  fimgao  F, 
tenta-se  adivinhyr  qua!  €  a  fungao  F,  Poreni,  muiias  fdrmulas  Ntsicas  de  intcgragao  podem  ser 
obtidas  diretamente  de  suas  formulas  de  dil'ereneiagao  correspondentes.  Algumas  das  mats 
importantes  estao  na  Tabela  6,2.1. 


Tii b da  6.2. 1 


FORMULA  DE  DIFERENClAgAO  FORMULA  l>E  EMF.C.kAOAO 


FORMULA  DE  MFEEENCI  ACAO 


FORMULA  DE  iSTECRAgAO 


'■  i|rI  =  1 
2  i[yxi=xr 

J 

3.  -j-  [sen  x]  -  cos  x 
dx 

4.  y-  [-cos  x]  -  sen  x 

CIA 

5.  4~  [ig  a]  -  see2  x 
dx 

d  > 

6.  -j-  [-cmg  x]  -  cosaetr  x 

7.  4~  f  see  a]  =  see  x  x 
dx 


X  +  C 


+  C  (r*-l) 


h- 

J  cos  X  dx  -  soil  x  +  C 
j  sen  x  d.x  =  -cos  x  +  C 

J  see  2  x  dx  -  ig  x  +  C 

J  COS  Sec2  A'  dx  =  — eotg  x  4  C 

J  sec  x  ig  a-  dx  =  sec  x  +  C 


8 .  ~  [ -cossec  x  |  =  cosscc  x 
dx 


9.  -f  M  ^ 

dx 


/ 


cossec  x  cote  x  dx  =  -cossec  jr  +  C 


10 


d  \  ipn 
'  dx  Lin  *  J 

1 3.  !  litre  sen  jc[  =  * 

r/.v  vrr? 

U.  SL  [arc  sen  |  v||  =  X= 
(tv  .vV.v2  -  1 


ex  r/.v  =  e1  +  C 

6-T  (0  <  b,  b  *  1)  /  b* dx  =  -/'C  +  C  (0  <b.b*  I ) 


/-  - 
J^/.v  =  In  \x\  +  c 

/— — -  dx  -  arc  Ig  a  +  C 

I  +  X2 

/-, — = — -  dx  —  arc  sen  x  +  C 

Vi -V* 

/-  — —  dx  -  arc  sec  |,v|+  C 


Ver  Exercicio  64  para  uma  discussSo 
da  Formula  14  da  Tabela  6.2. 1 . 


►  Exemplo  1  A  segunda  formula  de  intcgragao  na  Tabula  6.2.1 
for  expressa  cm  palavras: 


sera  facil  de  lembrar  sc 


Para  hnegrar  uma  pat  met  a  em  x  (dife  rente  de-\),  some  I  ao  expoente  e  divtda  pela  nova 
potiftcia. 
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Em  bora  a  formula  2  na  Tabola  6,2.1 
nao  seja  aplicavel  a  integragao  de  x~\ 
es&a  funcao  pode  ser  integrada  Feescre- 
vendo  a  integral  rra  Formula  11  CO  mo 


dx  =  In  \x\  Hr  C 


Aqui  estao  alguns  exeraplos. 


■  PROPRIEDADES  DA  INTEGRAL  INDEFIN1DA 

Nossas  primeiras  propriedades  de  antidcrivadas  seguem  cl  ire  tarn  cute  das  regms  do  fator  cons¬ 
tant,  da  soma  e  da  difeienga  de  derivadas. 


6*23  TKORtiMA  Sejam  F(x)  e  G{ x)  antiderh-adas  de  fix)  e  de  g(x),  respect  ivamente,  e 
c  uma  const  ante.  Entdo: 

(a)  Unto,  constitute  pode  sermovida  at  raves  do  s  inal  de  i  ntegra^doi  isto  e. 


cf(x)  dx  —  cf(x)  4*  C 


(b)  Uma  antiderivada  de  uma  soma  e  a  soma  das  anfiderivadas;  isto  e. 


j  I/O)  +  g(x)]dx  -  Fix)  +  G(x)  +  c 
(cL)  Uma  antiderivada  de  uma  diferert^a  e  a  diferen^a  das  antidcrivadas:  isto  i\ 

f  [f(x)  -  g(x)]dx  -  Fix)  -  G(x)  4i  C 


]>kmons  ira(;ao  Em  gerui,  para  esiabeleeer  a  validade  de  uma  equa^ao  da  forma 


j  h(x)dx  =  H(x)  +  C 

preei  samos  nmstrar  que 

d-uaoi = 

dx 

Aqu Fix)  e  G{x)  sao  antiderivadas  de/U)  cg(x),  respeetivamente;  porianto,  sabemos  que 

~lF(x>\  =  /(J)  e  ~lG(x)t~g(x) 
dx  dx 

Assim, 

d-[cF(x)  ]  =  -(F(.v)l  =  efix) 

dx  dx 

-j-[F(x)  +  G(M  =  -t-[F(a-)]  +  -f-[G(.v)]  =  fix)  +  g(x) 

dx  dx  dx 

E[f(X)  -  cun  =  fy&m  -  i~mm J  =  no  - &{x) 

dx  dx  dx 

o  que  prova  as  ti  es  all  imagoes  do  teorema.  ■ 
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As  afirmagdes  doTeorema  6,2.3  podem  ser  resumidas  na$  formulas  seguintes: 


(4) 


/ 


l/(T)  +g(.X)]dx 


-/ 


/(x)dx-b  /  £  (  v )  i/v 


/ 


(5) 


/ 


[/(A)  -^(.V)Kv 


=  I  fix)  dx-  I  g(x)dx 


(6) 


Comudo,  cssas  cquagdes  devem  ser  aplicadas  cuidadosamcntc  para  evitar  erros  e  complieagoes 
desneeesstSrias  provocadas  pelas  constants  de  integragao,  Porexemplo,  se  utilizarmos  (4)  para 
integral  Ox  igiralando,  erradamente*  f  Ox  dx  com  0  f  x  dx  =  0,  entao  en  adanientc  perderomos 
uma  consiantc  dc  integrugao  (onde?)*  Se  ulilizarmos  (4)  para  integral"  7x  e  sere  vend  o 

I  2x dx  =2  j  xdx  =  2  (y  +  c)  =  x2  +  2 C 

entao  obteremos  uma  forma  des  necessarian!  ante  complicada  tie  constante  arbitraria.  Analo- 
gainente,  ulilizatido  (5)  para  integral-  I  +  x  esc  re  veil  do 


/ 


(1  +  x)dx  —  /  I  dx  -f-  /  x  dx  —  ( x  +  C i }  T  [  ■■■ — V  —  x  — —  +  Ci  4-  C4 


obteremos  duas  con  stun  res  tie  integragao  ondc  bastavu  uma.  Passes  ties  tipos  dc  problem  as 
sao  caus  ados  pci  a  introdugao  demasiado  cede  das  cons  tan  tes  dc  integragao  e  podem  ser 
evil  ados  colocando  uma  constante  de  i  ntegragao  somcnie  no  resultado  e  nao  cm  comas  in¬ 
ter  medi  arias. 


►  Exempio2 


Calc  ule 


j  A-coaxdx 


(x  4-  x2)dx 


Sol u 0o  (a) 

temos 


Como  F(x)  —  sen  x  6  uma  anliderivada  de  fix)  —  cos  x  (Tab  el  a  6.2.1),  oh- 


4  cos.v  dx  =  4 


(4) 


/cos.rf.  =  4  wn  x  +  C 


Soluodo  (h )  Pc  1  a  Tabe  la  6.2.1,  oh  re  rrios 


As  partes  (b)  e  (c)  do  Teorema  6,2,3  podem  ser  estendidas  para  mais  de  duas  fun  goes,  o 
q  uc ,  c  o  m  bi  a  a  n do  co  m  {a ),  r-e  sultana  seg  uinte  for  m  u  I  a  gera  I : 


j  Icfiix)  +  c2Mx)  H - 1-  c„f„(x)}dx 

=  ct  j  /]  (x)  dx  +  C2  j  fiO)  dx  H - +  c„  j  f„ix)dx 
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Fig  lira  6.2*1 


No  Exerriplo  5,  a  exig&ncia  d&  quo  o 
gr3frco  do  /  pass®  polo  ponto  (2,  1J 
seleoiona  a  OnSca  curva  integral 
v  =i  ft1  -  f  da  fairu'lia  da  curvas 
y  _  ^ jl- s  +  C  {Figura  6.2,2). 


►  Exemplo  3 

J0x(‘~2xI  +  lx+  \)dx 


=  3/A/,-2/,>*+7/,*  +  / 

3.v7  2.r'  lx- 


\dx 


3 


+ 


■F  a  +  C 


h. 

As  vezes,  e  muito  uii 3  reescrever  o  inlegrando  de  forma  diferenle  antes  tie  efeluar  a 
integragao. 


►  Exemplo  4  Calcuie 

f  cos  a  .  f  i2  -  2t4  f  x2 

(a)  /  — —dx  (b)  /  — - — di  (c)  /  •  ,  dx 

J  sen"  A’  J  t 4  J  a  +  1 


Sohigao  (a) 


/COS  A  /■  1  COS  A  /’ 

■ - r-  */a  =  / - -  t/v  —  /  cossec  A  COtg  A^A 

sen  “A  J  sen  a  sen  a  ,/ 


=  —  cossec  x  4-  C 


Formula  S  da  T:ibth  6,2. 1 


Solu^ao  (b) 


f1  I 

—  " —  2f  4"  C  “  — "  ”  2f  +  C 

—  I  r 

Stf/ufa#  (c)  Usando  a  Formula  1 2  da  label  a  6.2. 1 , 

>1  1 


dr 


/^-/e 

-/(■ 


2  +  I  A"  +  1 

I 


a2  4-  1 


dx  —  x  —  are  tg  x  +  C  < 


■  CURVAS JNTEGRAIS 

Os  gralieos  das  amiderivadas  de  uma  funeao  /  sao  deno  min  ados  any  as  integrals  de  /.  Sabe- 
mos  a  pariir  do  Teorema  6.2.2  que,  se  y  -  I\x)  for  uma  curva  integral  Lie  /(a),  as  denials  curvas 
integrals  sao  translates  dessa  curva.  uma  vez  quo  tem  equagdes  da  forma  y  -  F  (a)  +  C.  For 
exemplo,  v  —  \x*  c  uma  curva  integral  de  fix)  -  a2,  porfamo,  as  demais  tern  equagoes  da 
forma  v  =  \x?  +  C;  reciprocamente,  ografico  de  qualquer  equagao  dessa  forma  6  uma  curva 
integral  (Figura  6.2,1). 

Em  muitos  problemas,  estamos  interessados  cm  encontrar  uma  fungao  cuja  derivada  sa- 
t  is  fag  a  condigoes  especilicas.  O  exemplo  a  seguir  ilustra  um  problems  geoinctrico  desse  tipo. 


►  Exemplo  5  Suponha  quo  um  ponto  movimente-se  ao  longo  de  uma  curva  desconhedda 
y  =  f(x)  no  piano  .vv,  de  lal  forma  que,  cm  cada  ponto  (a,  y)  da  curva,  a  ret  a  tangente  tem  in- 
el  mag  ao  a".  Encontre  uma  equagao  dessa  curva  sabendo-se  que  cl  a  pass  a  pelo  ponto  {2,  1 .  )* 

Sohiqdo  S  abem  os  q  ue  dyfdx  =  x" ,  1  ogo 


v=f 


x1  dx  =  Lr3  +  C 
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Fi^ura  6.2.2 


Como  a  cum  passu  por  (2,  I ),  pode-se  enconlrar  um  valor  espeufieo  para  C  usando  o  fato  de 
quey  =  1  sc  x  -  2 .  Substituindo  esses  valores  na  equagao  anterior,  obtemos 


I  =  i(23)  +  C  ou 


e,  port  an  to,  uma  equagao  da  curva  e 
(Figura  6.2.2).  < 


■  INTEGRAQAO  DO  PONTO  DE  VISTA  DE  EQUAQOES  DIFERENCIAIS 

Vamos  considerar  agora  uma  outra  forma  de  enearar  a  integragao  quo  sera  util  posted  ormente 
cm  nosso  trabalho.  S  upon  ha  (|iie  f(x)  seja  uma  fungao  conhecida  e  que  queiramos  enconlrar 
uma  fungao  F(x),  tal  que  y  =  F(x)  sat  is  fag  a  a  equagao 

~  =  fix)  (8) 

dx 


As  solugoes  dessa  equagao  sao  as  antiderivadas  de  fix),  e  sahemos  que  das  podem  ser  obn 
das  inlegiando-se  fix).  Par  exemplo,  as  solugoes  da  equagao 


dy 

dx 


=  x 


(9) 


sao 


y  —  j  x~  dx  —  +  C 


A  equagao  (8)  d  chamada  de  equagao  diferencial.  pois  envoi ve  a  dcrivada  de  uma 
fungao  desconhecida.  As  equagoes  difereneiais  diferem  dos  tipos  de  equagao  eneontrados 
ate  agora,  pois  a  incognita  e  uina/d/igw  e  nao  um  ntimero,  como  cm  uma  equagao  do  tipo 
xz+  5x-6  =  0. 

As  ve/.es,  naoestamos  in  teres  sad  os  cm  enconlrar  todas  as  solugoes  de  (8),  mas  somente 
cm  uma  cuja  curva  integral  passe  por  um  ponto  especifi cado  (xty  y0).  Por  exemplo,  no  Exem- 
plo  5,  resol  vein  os  (9)  para  a  curva  integral  que  passa  pelo  ponto  (2,  1). 

Para  simplificar,  e  comum  no  estudo  das  equaqocs  diferendais  denotar  uma  solugao 
de  dy/dx  -  fix)  como  y(.r)  em  vez  de  F(x),  como  anterlormente.  Com  essa  nolagao,  o  pro- 
blema  do  encontrar  uma  fungao  y(jt),  cuja  derivada  e  f(x)  e  cuja  curva  integral  passa  pelo 
ponto  (xiY  \\X  &  expresso  como 


dl 

dx 


=  fix),  y(x 0)  =  y0 


(10) 


Esse  pro  blema  e  de  nom  i  n  ad  o  problema  de  valor  initial  e  a  exigeneia  y(jc())  -y„c  uni  a  condi- 
gdo  initial  para  ele. 


►  txemplo  6  Resoiva  o  problema  de  valor  inicial 


dy 

dx 


y( 0)  -  l 


Solugao  A  solugao  da  equagao  diferencial  6 


j  cos  a  dx 


=  sen  x  4-  C 


(11) 


A  eondigao  inicial  y(0)  =  3  impliea  que  y  —  1  se  x  =  0;  substituindo  esses  valores  em  (1 1), 


obtemos 


]  =  sen  (0)  +  C  ou  C  =  1 


Assim,  a  solugao  do  problema  de  valor  inicial  e  y  =  sen  x  +  1 .  < 
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■  CAMPOS  DE  DIRECJOES 

Se  inter  rerami  dy/dxc  m  a  inc  inaga  a  reta  tangente,  enta  em  uni  nt  x,y  e  uma 
cur  aintegra  ae  uaga  dy/dx  =  fx  a  inc  inaga  a  rcta  tangente  e  igua  a  fx  in  tore 
ante  hre  i  6  ue  a  inc  inag<5e  a  re  La  tangente  a  cur  a  integral  em  er  bti  a 
em  rea  mente  rc  er  a  e  uaga  i  erencia  P  r  e  em  ,  e 

d\ 


j-  =  A2 + 1 

dx 


a  rcta  tangente  a 


enta  ,  em  re  er  a  e  uaga  ,  ahem  ue  n  nt  x  =  1  a  inc  inaga 
uma  cur  a  imegra  £  *f 1 2  +  I  =  mai  gera  mente,  em  x  =  a,  a  reta  tangente  a  uma  cur  a 
Integra  tern  inc  inaga  *fa2  +  I 

ma  c  crigu  gc  mthrica  a  cur  a  integral  Cumae  uaga  i  erencia  dyfdx  —  Jx 

e  er  bti  ae  c  hen  e  uma  gra  e  retangu  ar  c  nt  n  an  xy\  ca  cu  an  ea 

inc  inagoe  a  reta  tangente  k  cur  a  integral  n  nt  a  gra  c  e  e  enhan  c  e 
uena  rgoe  a  reta  tangente  na  ue  e  nt  figura  re  u  lante,  en  ntina  a  campo 
de  diregdes  ucampode  inclinagoes,  m  traa“  iregli  ”  a  cur  aintegra  n  nt  a  gra 
e  muiTindmer  raz  a  entente  gran  e  e  nt  nagra  e,  muita  e/e  e  f  e  i  ua 

izara  ro  iia  cur  a  integral  re  em  , aFigura  2  3am  traumcam  c  iregoc 

araac  uaga  i  erencia  dy/dx-x\  e  a  Figura  2  3/>  m  Ira  me  m  cam  c  ma  cur  a 
integrai  bre  ta  -  uant  mai  nt  na  gra  c  rem  u  a  t  mai  c  m  e t ament e 
cam  c  iregoe  rc  eaa  rma  a  cur  a  integral  P  rem,  a  uanti  a  c  ecacu  c 
er  c  n  i  era  c  uan  rem  nccc  ari  muit  nt  na  gra  e,  c  r  i  gera  mente  a 
uti  i/a  e  m  ula  re 


Csmpo  de  diregS&s  para  dytdx  -  x2 


Campo  de  diregSos  com  curvas  integrois 


Figura  6+2  J 


a 


|/  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6,2  {Verpagina  365 para  mspostas.) 


1,  ma  unga  F6  uma  anti  cri  a  a  euma  unga  /em  um  in 
ter  a  /  e  • _ _  ara  t  x  em  / 


2.  R  ere  a  uma  oumi  a  e  integraga  e  ui  acute  ara  ea  a  6t 


mu  a  c  en  aga 

<* ,  r,  '  1 
a  —  [  «/* )  = 


dx 

d 


2jx 


c  —[^1=4^ 
dx 

X  a  cu  c  a  integral 

■v 

+  rV  +  51  dx 


■  /'*’ 

0  /  [v  +  :J 


dx 


h  —  [sonar]  =■  cos  a 
dx 


J  f  see  "  x  —  cosset  x  cotg  x\  dx 

/KvtW 


dx 


■1 

4,  grdfic  e  y  =jf  +x&  uma  cur  a  integra  a  unga  fx  = 
_ Se  O  6  uma  unga  eu  grade  lamhcm  6  uma 

cur  a  integra  e/,  e  eC  1  -  5,  enta  G  x  - _ 

5.  m  cam  e  iregoe  araac  uaga  i  erencia 

dy  2x 
dx  ~  x-  -  4 

Lein  u m  egment  e  reta  e  inc  inaga  _  e  nt 

0,  5  e  um  egmeru  e  reta  e  inc  inaga _ _____  e 

m  -4, 1 
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EXERC1C10S  6*2  'r*  Recurso  Grafico  [e]GAS 


1*  Em  cada  pane,  confirme  quo  a  formula  esta  correta  e  emincie 
uni  a  formula  do  integragao  correspond  cute. 

d  r - -  X 

(a)  —  [Vl+Jr‘j  = 


(b) 


dx 

d 

dx 


V I  +  -V3 
[vf'l  =  (.V  +  I  )ex 


2,  Em  cada  parte*  confirme  que  a  formula  esta  correta  por  d i fe- 
rertdagao. 

(a)  /  x  sen  x  dx  —  sen  x  —  x  cos  x  +  C 


(b) 


j  x  sei 

f  _  x  r 

j  (I  -xi)V2  =  ,/nrj?  + 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


3*  O  que  6  urna  consfarite  de  mtegra$ao2  Por  que  a  resposta 
de  urn  problem  a  de  integrate  envoive  uma  const  ante  de 
integragffo? 

4*  O  que  e  uma  ciina  integral  de  uma  fungao  /?  Qual  e  a  rela- 
gao  entne  duas  curvas  integrals  quatsquer  de  uma  fungao  /? 


5-8  Encoiurc  a  dcrivada  e  cminde  a  formula  de  imegragao  cor- 
respond  enie. 


S*  ^-[vV  +  5  1 
dx 

X  *^[sen{2V^)] 

ax 


6* 


8* 


d  f  x 
dx  \_x2  +  3  _ 

“[sen  x  —  a  cos  a  ] 
ax 


9-10  CalcuJc  a  integral  reescrevendo  apropriodamente  o  integran- 
do.  sc  necessdrio,  e  entao  aplique  a  regra  da  potencia  (Formula  2 
naTabda  6.2.1). 


17.  J  x>n (2 


f  .V5  +  lx 

19-  J  — 


-  a)*  dx 
-5  j..^2  i 


dx 


•/o 


18.  I  0 +x2)(2-x)dx 
—  2/s 


dt 


a  f[l-J 2s]j, 


21*  j  -  -+-  3 t  l  J  dx 
23.  j " [3 sen x  —  2 $cc2x\dx  24,  J [eossee2  r  —  see  t  tg  f]  dr 
25.  j  see  a  (sec  .v  4"  t g.x)dx  26.  jf  eossecAfsen  a  4-  eotg  x)dx 


f  SCCO 

27*  /  - -d9 

J  cos  y 


f  dr 

28*  /  *■ — : - 

J  cossec  v 

30.  I  L 


sen"  $  _ 


f  sen.c  , 

29*  /  — —  dx 

J  cos1  x 

31.  f[\  +  sen2 fi  cossec  9 32.  [***  +  <»**  d 
J  J  2  COS  A 


.». /[ 


2x/f-A3  l+A-3J 

|  + 


£/A- 


35*  CalcuJc  a  integral 


/ 


i 


1  +  5CJ1.V 


multi  pticando  o  numerator  e  o  denominador  por  uma  ex  pres- 
sac  apropriada. 


9 .  (a) 

10.  (a) 


(b)  I  xsndx 

'b>  j  7  J' 


11-14  Calcule  cad  a  integral  aplicando  adequadamenie  o  Teorema 
6.2.3  e  a  Pdrimula  (2)  na  Tabula  6.2. 1  r 


15-34  Calcule  a  integral  e  verifique  sua  respOSU  pordil’eren- 
dagao. 


j  x(\  +x,)Jx 


j  ( 2  +  y2)2  dy 


36*  Use  a  fdrmula  do  angulo  duplo  cos  2.v  =  2  cos2  x  -  I  para  cal- 
eular  a  integral 

f - - — —  dx 

J  \  +  cos  2a 

E5  37,  Use  um  rocurso  grafico  computacional  para  gcrar  algumas  cur¬ 
vas  integrals  representafivas  de  /(a)  =  5x'  -  sec2.v  ao  longodo 
intervals  (— jr/2,  tt/2). 

38, Use  um  recurso  graftco  computacional  para  gerar  algumas 
curvas  integrais  representativas  da  fang  So  fix)  =  (x  -  1  )fx  ao 
Ion  go  do  intervalo  (0.  51 

39 ,  S  Lj  ponha  q  ue  u  m  pun  to  move-se  ao  lo  ngo  tie  u  m  a  curve  y  =  fix) 
no  piano  av*  de  tal  forma  que  cm  cad  a  ponto  (a*  v)  da  enrva  a 
Ida  iangente  tern  indinag^o  -sen  a.  Encoiurc  uma  equagao  da 
eurva.  saben  do  que  el  a  passa  pdo  ponto  (0*  2). 

4t)*  S  upon  ha  que  um  ponto  move-se  ao  longo  de  uma  eurva  y  =  f{x) 
no  piano  ry.  de  tal  forma  que  cm  cad  a  ponto  (x,  y)  da  eurva  a 
ret  a  tangente  tern  indinagao  (x  +  i)2.  Encoiurc  uma  equagao  da 
eurva.  sabendo  que  ela  passa  jielo  ponto  (-2*  8). 
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41.  (a)  ~  =  V*,  v ( L }  =  2 
dy 


CO 


41  {a) 


ay  /7T\  t 

(b)  ~  =  sen  /  +  1,  y(-)  =  - 

dy  x  +  1 


dx 
d  v 


v(  1 )  -  0 


1 


,  -  ^  -V(1)  =  0 

dx  {2xy 


„  dy  , 

(b)  “  =  sec-  r  —  sen  t 
di 


(0 


—  x2\hf' ,  _v(0)  —  0 


dx 

dy 


43,  (a)  —  =  v(0)  =  I 

dx 


dy 

(b  di 


|>  y(— 1)  =  5 


44,  (a)  —  = 


3 


(b) 


dr  vf^T? 

dy 


4-|.o 


Jv 


.V2  —  1  JT 

ST?  *’>  =  2 


(b)  Esboce  algumas  eurvas  integrals  representativas  da  fungao 
fix)  =  ^72  para  ,v  >  0. 

(c)  Encontre  uma  cquagao  para  a  curva  i  ntegral  que  passa  pc  to 
ponio  (0,  I). 


53-56  Os  carnpos  de  di  redoes  dados  correspondent  a  uma  das 
equates  dil'ereneiais  abaixo.  Identifique  a  equagao  diferertcia! 
que  combi  na  com  a  fig  urn  e  esboce  curvas  solugoes  pel  os  pontos 


destacados, 

d\ 

dx 

(a)  f-2 

(b) 

dx 

dx 

,  d  v  j 

(e)  —  =  xl  -  4 

(d) 

dy  -  c*11 

dx 

dx 

53. 


4  >' 


f  /  t  i  / 
l t  S  t  i  / 
r  t  t  t  f 
ill// 

r  t  *  *  f  2— 

t  !  I  i  /  /  “- 

4  r  r  i  if  x- 


6- 
/  ■ 

A 

/  ■ 
■i. 


■x  2  \ 


—f}  —4  —  2  /•  — 
r  i  t  i  /  -2* 

till/ /  • 
t  i  i  t  y_j- 

J  t  !  i  /  S  4-  S  'N  3 

tilt/  -6  T  ^  \  3 


■v  V  \  \  \  1 

V  \  \  \  \  \ 

■w  \  \  \  \ 

AU  I  U 

\u  M  1 

s  \  1,  \  \  \  t 

i,  k  \  \  X  I  > 


4  i  6 

s  \  \  \  \  \ 

\  \  i  1  i  1 

S  \  \  1  1  l 

\  \  1 

l  1  1 


54. 


- ^  6 

. —  -*1  ^  ^  s 

^ 4 

-  -  -  ^  «  i 


.  .)■  j. 


^  /  - 


4  v 

//fits 
i  1  1  t 

///its 
//fits 
//tits 
<-  /  /  f  #  t  r  x 


-6  -4  ™2  /  i  k 

■"-*  --p  ^  —2 
_  ^  ^  ^  / 

-  -  -  --  „  _4 
^  ^  ^  z 
— ■  —  ^  — ■(■) 


1  >  M  M  1  > 


y  2  f  4  f  6 
//fit! 
'-//fit! 
//til! 
///FIS 

/  /  f  t  t  r 


45,  E  tic  out  re  a  forma  geral  do  uma  futigao  cuja  derivada  segunda 
c  \/x.  [Sugestdo:  Resolva  a  equacao  f'ix)  —  para  fix). 
integrando  ambos  os  ] ados  dues  vczes.] 

46,  E neon t re  uma  funcao  /  tal  que  f  f\x)  =  ,v  +  cos  x  e,  alcm  disso, 
/(f))  =  1  e  f(0)  —  2.  [Sitgestdo:  IiUugre  umbos  os  lados  da  equa- 
gao  do  as  vezcsj 

47-49  Hncon  me  u  m  a  eq  u  ac  ao  da  c  u  r  va  que  satis  fa/  as  c  on  d  i  goe  s 
dad  as. 


47,  Em  cad  a  porno  (a\  v)  da  curva,  a  inclinagao  6  2x  +  1;  a  curva 
passa  pclo  porno  (-3, 0). 

48*  Em  cada  porno  (a:  y)  da  curva,  a  incli  napao  6  igunl  ao  quad  ratio 
da  d  i  st  and  a  entre  o  ponto  e  o  cixo  y;  o  ponto  (-3,  2)  esta  tia 
curva. 


4V ,  Em  cada  pon  to  (x,  y)  da  c  li  r  va,  y  satis  fa/  a  cor  id  i  gao  d  y  i  dx'  =  6,r; 
a  rcta  y  =  5  -  3v  €  tangente  a  curva  no  ponto  onde  r  =  L 

[c]5tt.  Em  cada  parte,  use  tun  CAS  para  resolver  o  problems  de  valor 
inicial. 
d  v 

(a)  —  —  ,vi’cos3x,  _v(jt/2)  =  —1 


(b) 


dx 

dy 


■,  y (0)  -  -2 


dx  (4  +  #)3'2 

951.  (a)  Use  um  rccurso  grdfico  computacional  para  gcrar  um 
campo  dc  direyoes  para  a  equaqao  difcrcncial  dy/dx  =  x  na 
regiao  -5  <  a  <  5  e  -5  <  y  <  5 , 

(b)  Esboce  algumas  curvas  iniegrais  re  presen  (ativas  da  fun- 
qao  f(x)  —  x. 

(c)  Encontre  uma  equacao  para  a  curva  integral  que  passa  pelo 
ponto  (4, 7), 

9  52,  (a)  Use  um  rccurso  grafico  computacional  para  gerar  um  cam¬ 
po  tie  di  redoes  para  a  equacao  diferencial  dyfdx  -  e72  na 
regiao  - 1  <  jr  <  4  e  - 1  <  v  <  4. 


55, 


-6 


-i 


t  -  6 
t  *  ^ 

I  -  4 

i 1  -  \ 

i  -  2 
I  -  > 

4— M- 


-2  ^ 
i  -  -2 
t  “  ^ 

i  - 

t  -  ^ 
i  — 6 


j  >y 

-  \  - 1 

-  \  -  i 1 

-  t 

r  \  —  t 

-  \  -  t 

-  \  ~  # 
+-M- 


56. 


M  1  f 

-  \  -  i 
\  “  f 

-  \  -  r 

-  \  —  I 

-  \  —  r 


[  .r 
-I — ► 


-6 

/ 

y 

/ 

/ 

/ 


XV 

t  / 
Lf 
/ 
/ 

*-  / 
>- 1 


-2  / 
/  f-2 
i  /  f 

/  t  -4 
/  /  / 
/  y-6 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

t  x 


/  2  /  4  /  6 
)////// 
/ 

/ 

/ 

/ 


/ 
i.  f 

W  f 
/ 


ENFOCANDO  CGNCEITOS 


57.  (a)  Mostrc  que 

Fix)  =  i  (3x  +  4)2  e  G(x)  =  *x2  +  4x 


diferem  poi  uma  const  ante,  verilreando  que  silo  antideiiva- 
das  de  uma  mesma  fungSo, 

(b)  Eneontre  a  con  si  ante  C  la]  tpie  F{x)  —  G(a)  —  C,  calcu- 
lando  Fix)  e  G(x)  em  urn  mesino  ponto  x. 

(c)  Verifique  sua  resposta  cm  (b)  simplificando  algcbrica- 
mente  a  expressao  /4a)  *-  G(a). 

58.  Siga  as  mesmas  orientagbes  do  Hxerefcio  57  com 


Fix)  = 


A" 


A-2  4  5 


e  O  (a)  — 


5 


a"  +  5 


59.  Sejam  F  e  G  as  fungdes  dell  nidus  por 


Fix)  = 


a2  4-  3a- 

X 


c 


A  >  0 
A  <  0 


(a )  M ost  re  qu e  Fc(J  tern  a  mesma  dc r  i  vad a . 

(b)  Most  re  que  GTv)  ^  Fix)  +  C  para  toda  constante  C. 

(c)  As  partes  (a)  e  (b)  viol  am  o  Teorema  6,2*2?  Exp  I  i  que. 
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6 (K  R e p i  la  o  Exerc fc io  59  u sand o 


Fix)  —  In  |.v|  e  Cf.v)  = 


2  +  In  a\  a  >  0 
1  +  ln(  — t),  x  <  0 


6L 


A 


x  dx 


'■■fc 


62*  /  cul^xdx 


¥  ’■>  2 

63*  Use  as  idemidades  cos  29  =  l  -  2  seif  0=2  cos  0  -  I  para  aju- 

dara  calcutaras  integrals 
(a)  f  sciru/2)  rfx 
64,  Lembreque 

d 


0>) 


J  cos2(a/2)  dx 


fare  sec  x]  — 


l 


que  a  lemperaiura  T  sobe.  Experimental  mosiraram  que  a  lax  a 
do  variable  de  v  cm  relacao  a  7  e 


</r 


«0«7  l/3 


2V273 


ondc  u  csla  cm  pds/s  e  7.  cm  kclvins  (K).  Enconlrc  uma  fdrniu- 
3  a  que  expresse  v  como  uma  fun^ao  de  T. 

66*  Suponha  que  uma  hurra  de  metal  uni  forme  lenha  50  cm  de  com- 
primenio  e  esteja  isolada  lateral  monte*  enquanto  as  tempo  ratums 
nos  extremes  sejant  mantidas  a  25  e  850C  respect ivamente*  Su- 
ponha  que  o  etxo  x  seja  cscolhido  confoime  a  figura  abaixo  e  que 
a  temperatura  T(x)  cm  cada  porito  x  satisfa^a  a  equate 


d2T 
dx 2 


=  0 


dx  |.r|V.(2  -  I 

Use  isso  para  confcrir  a  Formula  1 4  na  Tabcla  6.2. 1 . 

6S*  A  vdoddade  do  som  no  ar  a  0fC  (273  K*  n a  esc  ala  Kelvin)  c 
1.087  |>es  por  scgimdo,  mas  a  velocidadc  v  aumenta  a  medida 

^  RESPOSTAS  DOS  EXERCiCIOS  DE  COMPREENSAO  6.2 


Enconlrc  T  U)  para  0  <  a  <  50. 


25°C 
€ 

o 


S5’C, 

-> 

50 


Fi^ura  Ex-66 


1* 

3, 

5* 


,v  =  e4jc  4-  C 


Fix)  —  f(x)  2*  (a)  j  ■— ~  dx  ™  */x  C  (b)  j  cos  x  dx  =  sen  x  4-  C  (e)  J  4e41  d: 

(a)  | .r4  +  ijc2  +  5x  +  C  (b)  tg x  4-  cossec  x  +  C  (c)  3ex  4-  4  In  \x\  4-  C  (d)  l.v3''2  “  j  sen”1  v  4*  C  4*  2a  +  1 ;  a:2  4“  x  +  3 

0‘  -- 
u,  3 


6.3  INTEGRAQAO  POR  SUBST1TUIQAO 

Nesta  secdo  estudaremos  uma  tecnica  detwminada  $ubstitui$dor  que  imittas  ve~.es  pode  set 
imtda  pant  transfer  mar  problemas  de  imegragew  compikados  em  pro  hie  mas  mats  simples. 


M  SUBSTITUIQAO  u 

O  metodo  da  substituigao  pode  scr  motivado  exammando-se  a  regra  da  cade i a  do  ponto  de 
visia  da  anudilerenciagao.  Com  esse  proptfsito,  s  upon  ham  os  que  F  seja  uma  antidei  ivada  tie 
/  e  que  g  seja  uma  fungao  difereneiavel.  A  derivadade  F(g(x))  pode,  pel  a  icgra  da  cadeia,  ser 
expressa  como 

d 


— [P(g(A-J)j  =  F'(g(x)  )£'(*) 
e,  cm  forma  integral,  scr  escrita  como 

F'(g(x))g'(x)dx  =  F(g(x})  +  C 
ou,  ainda,  uma  vez  quo  F  c  uma  antiderivada  dc  /, 

f(g(x))g\x)  dx  =  F(g(  x))  +  C 


! 


(i) 


/ 


(2) 


Para  nos  s  os  propdsilos,  seta  util  to  mar  u  =  g(x)  e  esc  rover  du/dx  =  g  r(x)  na  forma  difereneial 
dit  =  $  (a)  dx.  Com  ess  a  notaqao,  (2)  pode  ser  expressa  como 


/ 


f(u)dn  =  F(«)  +  C 


0) 
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O  processo  de  culcutm  uma  integral  da  forma  (2)  eonvertida  na  forma  (3)  com  a  subslituiqao 

it  -  g(x)  e  du  -  gr(x)  dx 

e  denominado  metodo  da  siibsfituigao  u.  Aqui,  nossa  enfase  ndo  6  a  interpretagao  da  expres- 
sao  da  =  g'ix)  dx.  Em  vez  disso,  a  notagao  de  diferendal  tern  a  fungao  basic#  de  servir  eomo 
uma  maneira  convcniente  dc  exccutar  o  metodo  da  suhstituigao  u,  O  exemplo  a  seguir  i lustra 
COmo  funciona  o  metodo. 


►  Exemplo  1  Calcule 


/(.<= 


+  I)*1  ■  2xdx. 


*2 

Sohtgdo  Sc  tomarmos  u  =  x~  +  1,  entao  dttfdx  -  2x.  o  que  impliea  da  =  2x  dx ♦  Ass  im,  a  inte¬ 
gral  dada  pode  ser  escrita  eomo 


/('2 


+  !  )so  -  2x  tlx  = 


/■ 


50  , 


du  = 


u5i 

51 


(x2  H-  1  )51 

+  C  =  - — H 


E  importante  saber  quo,  no  metodo  da  substituigao  a,  eontrolamos  a  escolha  de  u,  mas, 
uma  vez  I'ei la  a  escolha,  perdemos  o  controle  sobre  a  expressao  resultante  para  du,  Assim, 
no  ultimo  exemplo,  escolhemos  u  =  x"  +  I,  mas  du  =  2x  dx  foi  catculado.  Afortunadamente, 
nossa  escolha  dc  ut  combinada  com  o  valor  ea  leu  I  ado  dc  dti,  funcionou  pcrfcitamcntc  para 
produzir  uma  integral  envoi vendo  u  que  foi  faeii  dc  ealeulur  Porcm,  cm  gcrul,  o  metodo  da 
substituigao  a  falhara  sc  o  tt  cscolhido  e  o  du  calculado  produzirem  um  integrando  cm  que 
persistem  expresses  envoi  vendo: u,  ou  Sc  nSo  sou  berm  os  calcular  a  integral  resultante.  Assim, 
por  exemplo,  a  substkuigiio  u  =x~,  da  =  2x  dx  nao  ira  funeionar  para  a  integral 


/ 


2x  sen  x4  dx 


pois  a  substituigao  da  lugar a  integral 


/ 


sen  tr  du 


que  continua  nao  podendo  ser  ca  leu  lad  a  em  term  os  de  bungees  conhecidas. 

Em  geral,  nao  ha  um  metodo  seguro  e  rapido  para  eseolher  u,  eT  em  alguns  casos,  ne- 
n  hum  a  escolha  de  a  funcionara.  Em  tals  casos,  outros  metodos  serao  necessaries,  alguns  dos 
quais  serao  diseu  Lidos  mais  adiame.  Fazer  a  escolha  apropriada  de  u  vira  com  a  ex periS ncia, 
mas  pode  ser  util  seguir  o  roteiro  abaixo  com  bin  ado  com  uni  dommio  das  inlcgrais  basic  as 
da  Tabela  6,2.  t . 


Roteiro  para  a  Substituigao  it 

Passo  1  Procure  alguma  composigao  f(g(x))  denlro  do  integrando  para  o  qual  a  subsli- 
tuigSo 


U  =  £(*),  du  —  g ' (jc )  dx 


produza  uma  integral  express#  inteiramente  cm  termos  de  u  e  de  du.  Isso  pode 
ou  nao  ser  possfveL 

Passo  2  Sc  o  Pas  so  1  liver  side  completado  com  sueesso,  lento  calcular  a  integral  resul¬ 
tant  em  termos  de  a.  Novamente,  isso  pode  on  nao  ser  possfvcl . 

Pas  so  3  Sc  o  PasSO  2  tiver  sido  completado  com  sueesso,  substitua  u  por  g{x)  para  ex- 
pressar  a  resposta  final  em  termos  tie  x. 
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■  SUBSTITUfQOES  FACILMENTE  1DENTIFICAVE1S 


As  substitutes  mais  faceis  ocorrem  quando  o  integrando  for  a  derivada  do  uma  fungao  conhe- 
cida,  excelo  por  alguma  constants  somada  ou  subtrafdada  variavel  independente. 


►  Exempk>2 


/ 

/ 


sen  (x  4  9)  d x  —  f  sen  if  du  — 

I  J 


(A-  -  Hr'  tlx  =  f  It 

\J 


—  I  aiy  du 


24 

if' 

24 


—  COS  If 


4  C  = 


4  C  =  —  cos  (a  -1-  9)  -t-  C 


(X  -  8)w 
24 


+  C  < 


Uma  outm  substituigio  if  simples  oeorre  quando  o  integrands  6  a  derivada  de  uma  fun¬ 
gao  conhecidu,  excelo  por  uma  eonstante  que  multi  plica  ou  divide  a  variave!  iudependente,  O 
exemplo  a  seguir  i lustra  duns  maneiras  de  calcular  lais  integrals. 


►  Exemplo  3 
Sohivdo 


Calcule 


cos  5x  d  x , 


1  f  I  I 

—  —  J  cos  u  du  =  —  sen  it  4  C  —  -  sen  5x  4  C 

5  /  5  5 


Sohtvdo  alterriatim  Ha  uma  variagao  do  procedi  me  mo  an  terior  que  c  preferida  por  ab 
guns.  A  subsiiuiigao  u  -  5x  requer  du  =  5  dx.  Sc  houves.se  um  fator  5  no  integrand  o,  on  Lao 
poderiamos  agrupar  5  c  o  dx  para  for  mar  o  du  requer  i  do  pel  a  substituigao.  Como  nao  ha  La! 
fatoi;  vamos  inserir  um  fator  5  e  conipensar  pondo  na  frenie  da  integral  um  fator  tic  1 .  Os 
calculos  sfio  os  seguiiues: 


J  cos  5.x  dx 


-  f  cos  5x5dx^  -  /  cos  u  du 

^  J  I  5  J 


i'J  —  f>x 
if  if  =  5itx 


\ 

-  sen  a  4  C  = 


1 

-  sen  5x  4  C 


Mais  geralmcntc,  a  substituigao  u  -  ax  +  b,  du  -  a  dx  funciona  quando  o  integrando  for 
Lima  composigao  da  forma  f(ax  +  b),  onde^.v)  6  uma  fungao  fact!  de  integral. 


►  Exemplo4 
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►  Exemplo  5  Calcule 
So  l u^ilo  S  ubst  i  i  ui  n  d  o 


dx 

I  4-  3.v*  ‘ 


du  —  \/  3  dx 


obtemos 


dx 

1  -b  5x2 


_L  f  du 
>/3  J  I  +  M_ 


arc  tg  u  +  C  — 


arc  ig  ( v'A.t )  H-  C 


As  vexes,  com  a  ajuda  do  Teorema  6,2.3,  podemos  calcutar  uma  integral  complieada 
expressando-a  como  uma  soma  de  integrals  mais  simples. 


Exemplo  6 


I  i  j 

—  +  seer  7i.x  \  dx 


f dx  f  2  t 

—  j  —  +  j  sec^  nx  dx 

j**'’>d* 

—  /  sec  "iidu 

x  J 


=  In  |jc[  H- 


—  In  \x\  -F 


In  [jt[  H —  tgn  4-  C  =  In  |.*|  4-  —  tgjrjt  +  C 

7T  7T 


Os  prdximos  quatro  exeniplos  ilustram  a  substituigao  it  =  g(x)  cm  que  g(A>  e  uma 
funcao  nao-l inear. 


►  Exemplo?  Calcule  j  sen2.*  cos xdx. 

Sot u$ao  Fa/e nd o  it  =  sen  jc,  e n tao 

du 


dx 


—  COS  X  y  logo  du  -  COS  V  dx 


Ass  ini. 


/■ 


sen  a  cos  xdx  = 


f  2  ,  « 

J  «  aw  —  - 

J  3 


3  sen'’  jc 

=  —  +  c  =  — —  +  c  < 

3  3 


!alcule  J 


►  Exemplo  8  Calcule  /  - — dx. 

s & 

Sohiqdo  Fa/endo  it  —  ^fxy  entao 

du  1 

—  =  - 7=^,  lOgO 

dx  2\/x 


du  — 


dx  ou  2  du  =  — =  dx 
x  yfx 


J  “=  dx  =  j  2eu  du  —  2  J  e”  du  —  2?!i  4-  C  =  2e^*  4-  C 


Assini, 
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►  Exemplo  9  Calcule  / 
Solugao 


1  H 


4/3 


25  4/3 


+  C  =  - 


—  (3  -  5/5)'1  *  +  C  « 
]  00  1  1 


►  Exemplo  10  Calcule 
Solu^do  S  u  bs  l  i  t  u  i  n  do 


du  =  e 1  dx 


o  Incmos 


f  e*  f  du 

j  r  ax  —  I  —  arc  sen  it  +  C  =  arc  sen  (e  }  4-  C  * 

j  j 


■  SUBSTITUigdES  ME  NOS  EVIDENTES 

O  metodo  du  substitute  e  reladvamente  dire  to,  desde  que  o  integral]  do  corner  ha  umu  coni- 
posigao  j(g(x))  facil  monte  rcconhccfvel  c  seu  resto  seju  um  multiplo  constante  de  g'tv).  Sc 
isso  nao  ocorrer,  o  m&odo  ainda  pode  ser  aplicaveb  mas  pode  exigir  mais  comas. 


►  Exemplo  1 1  Calcule 


al cu  I c  j'  x 2  y/v  — 


I  dx. 


Sofu^do  A  composigao  /v  -  I  sugere  a  substituigao 

u  "  x  -  I t  logo  du  -  dx 

Da  prime ira  igualdade  em  (4), 


>  -5 


A"  =  (k  4-  ! )  =  if  +  2u+  ! 


logo, 


j/2  ,  tt\n* 


J  x2Vx-  1  c/.v  —  ^ («2  4-  2u  -H)^/u  —  j' (tf  :I  +  2h,,/4  + 

=  |u7/2  4*  ^5/2  +  +  C 

-  p  -  |p  +  i(.r  -  |p  +  §(jc  -  l)3/2  4-  C 


(4) 


►  Exemplo  12  Calcule 


7 


.Sp/ufa#  As  tinieas  composigoes  visfveis  no  integrando  sao 

cos'  x  —  (cos  a)'  e  cos2  x  —  (cos.v)7 

Conludo,  nem  a  substituigao  it  =  cos  x  nem  a  substitute  u  -  cos2 x  funcionam  (verifique). 
Nesse  caso,  nao  ha  substituigao  apropriada  que  seja  sugerida  pel  a  composigao  eontida  no 
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integrando*  Por  oulro  ladot  note  quo,  na  Equa^ao  (2)t  a  derivada  gf(x)  aparece  como  um  faior 
do  iutegrando,  Isso  sugere  quo  escrevamos 

j  cos3  x  dx  —  J  cos2  jr  cos  xdx 

c  rcsolvamos  a  eq  uagao  du  =  cos  x  dx  para  u  —  sen  x.  Como  serf  x  +  cos  x  =  I ,  tern  os 
j  cos  *  xdx  =  j  cos2  x  cos  x  dx  —  ^{1  —  sen2  x)  cos  xdx  =  J  {l  —u2)du 


u 2  I  ^ 

=  er  “  “  +  C  =  sen  x  —  -  sen 1  x  4-  C  < 
3  3 


ExemplolS  Calcule 


l*h«- 


onde  a  =  0  e  Lima  constants. 


Sotugdo  Uma  manipulate  algdbriea  simples  c  tuna  substituigao  a  apropriada  nos  perm  item 
usar  a  Formula  12  na  Tabda  6.2.1, 


/ 


dx 


a2  4-  x2 


\s 


1  (x  /  a ) 


du 


]  4"  W"  a 


I  i  x 

—  arc  lg //  +  C  =  —  arc  tg  —  4-  C  ^ 


fi 


& 


0  mdodo  do  Exernplo  S3  leva  as  segtiinles  general  izagoes  das  Fdmiulas  !  2,  13  e  14  na 
Tabda  6/2. 1 ,  para  a  >  0: 


1  it 

-  arc  tg  -  4  C 
a  a 


—  arc  sen  — h  C 
a 


f  du  1 

u 

1C 

i  „ — ..  —  .....  =  -  arc  see 

— 

J-  u^u2  —  a2  a 

a 

Exernplo  14  Caleule 


/ 


dx 


V2 


x2 


Solugao  Apt  i  can  do  (6)  com  =  a  —  V?  >  obtemos 

dx 


S 


x 


—  arc  sen 


4 -C  < 


DOMINIO  DATECNOLOGIA 

Utilize  um  CAS  para  ealeular  as  inte¬ 
grate  dos  exemplos  desta  se^ao. 
a  resposta  do  CAS  diferir  da  do  livro, 
coniirme  algebricainenia  se  as  duaa 
coincidem.  Explore  o  efeito  do  usar  o 
CAS  para  stmplificar  as  expressoes 
produzidas  para  as  integrals, 


■  INTEGRA9AO  USANDO  SiSTEMAS  ALGEBRICOS  COMPUTACIONAIS 

O  advento  dos  si  stem  as  algchncos  coinputaeionais  lornou  possfvel  ealeular  v&rios  lipos  de  in¬ 
tegrals  que  dan  am  muito  trabalho  se  lei  Eos  a  mao.  Por  exernplo,  cm  uma  calculadora  manual, 
o  Derive  calcuiou  cm  questao  de  sc g undos 


f  5x2  3(x  4-  l)2/2(5.v2  —  6x  4-  9) 

f  - 77T  dx  —  - - — ■  -F  C 

J  (l-Kv)1^  K 


ia  o  Mathematical  cm  um  computador,  leva  menus  tempo  ainda,  Porenq  da  mesma  forma 
que  nao  se  quer  depender  de  uma  calculadora  para  ealeular  2  +  2,  farnbdm  nao  sc  quer  de- 
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pendcr  de  uni  CAS  para  in  leg  rat  uni  a  fuoqao  simples  Como  /( v)  =  x\  Assiny  mesmo  que 
tcnframos  um  CAS,  e  desejavel  que  desenvolvamos  um  nfvel  razoavel  de  compefencia  no 


integrals  mais  compUcadas. 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6.3  ( Verpagina  373 para  respostas) 


L  In  clique  a  substitute  it. 

(a)  j  3a:2 ( 1  +  dx  —  j  tt2' 


2\lu 


se  it  ~ 


c  iht  = 


(b) 


j  2a  sen  x2dx-=  j  sen  itdu 


$e  u  = 


e  tin  = 


tc)yT T^dx=j-Udu 


SC  II  = 


e  du  — 


(d) 


/ 


1  +  9x2 
e  du  - _ 


dx  = 


Irh- 


d  ti  so  u  ~ 


2.  Calcule  as  integrals  do  Exercieio  l . 

X  Oblenha  o  inlegrando  que  falta  na  integral  da  direila  e  que  cor¬ 
responds  h  substitutes  indicatia. 


(a) 

(b) 


j  5(5.*  -  3)~mdx  -  j 
j  (3  —  lgjr)sec2  .*  dx  —  j 


du;  ti  =  5.v  —  3 
_  du\ 


,0  / 


11=  3  —  IgA 
^/8  +  \fx 


(d) 


v? 


dx 


-/ 


du;  u  =  S  +  sfx 


du:  u  —  3.v 


4,  Caleule  as  integrals  do  Ex  ere  i  do  3. 


EXERCICIOS  6.3  B  Recurso  Gr^ffco  \c]  CAS 


L  (a)  j  2x(x2  +  1 )”  '  dx ;  n  =  x2  +  1 

/“ 

/  sen  vS  rAv;  w  —  yA7 

,/  A 


(b)  /  cos3  x  sen  x  dx ;  u  =  cos  x 


(c) 

(d) 


f  3x  J.v  ^ 

/  ;  w  =4x-  +  5 


\/4x2  4-  5 

2.  (a)  j  sec- (4a  +  I )  dx :  it  =  4.*  +  I 

(b)  f  y y"  1  -h  2y2  <7y;  w  —  1  +  2 y- 

aJ 

(c)  J  V sen  nO  cos  dO;  it  —  sen  nij 

(d)  j  Qx  +  7)(x2  +  7x  +  3)4/s  ix;  u  =  x2  +  7x  +  3 

3.  (a)  I  cotg  x  cossec2  xdx;  a  —  cote  x 
(b)  /  (1  +  sent)9 cos; dt;  it  —  I  -R  sen t 

(0  fM*r.u  =  2*  wjx***>*rtu  =  x* 


4.  (a)  J  x2V\  x  dx ;  //  =  l  q-x 

j  fcossee  (sen  .v)l2  cos  a  <r/x;  h  =  s 


(b) 

(e) 

(d) 


J  sen  (x  —  jt)  f/.i ;  u  =  x  —  s t 

f-5** 

J  (Xs 


+  D- 


dx;  it  =  x*  +  3 


_  /  dx 

S.  (a)  /  - — — ;  u  —  in  x 
J  x  In  x 

j, 5x 

/*  sen  3 

/  !  +  cos  3# 


(b> 

(c) 

(d) 


-  dO;  u  =  1  q-  cos 30 


f  _e^ 

.1  i  + 


e 


i.  (a)  jf 


x2  dx 
I  +x6 


dx ;  it  =  I  +  cv 


;  ^  —  x 


(b) 

(c) 

(d) 


f  dx  , 

/  —  — ;  if  =  inx 

J  xV'i  —  (inx)2 

dx 


/ 


-  1 

dx 

yfx(l  +  x  ) 


:  ff  —  xx 


;  U  = 
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ENFOCANDO  CONCEITOS 


7*  Explique  a  relagao  cutro  a  regra  da  cadeia  para  a  derivagao 
c  o  mdtodo  da  suhsii tuigao  para  a  integragao. 

8,  Explique  ccmo  a  substituigao  u  ~  ax  +  b  ajuda  a  efeiuar 
uma  iiHegragao  em  que  o  inlegrando  C  f(a.\~  -r  b)  c/U)  e  uma 
furtgao  facil  dc  iniegrar. 


9-50  Calcule  as  integrals  usando  uma  subslituigao  a  prop  Had  a. 


9.  f  (4  v  -  3)9  dx 

■  /* 


sen  lx  dx 


sec  4v  l  £  Ax  dx 


1 5.  J  e2x  d.x 

f  dx 

17.  /  -== 

^  V I  -  4,v2 

19,  I  tvltT+  \  2dt 


10.  J  x  'i/5 

12.  /  cos  —  f/x 

J  3 

14.  /s«i5,* 

-/I 


+  .V4  l/  v 


1  +  1 6x 2 


dx 


21‘  /  (I  -  2.03 

23'  /  (5a:4  +  2) 3  d 
25.  f  e* 


■/ 

•  I  ~ 

'  ^4  -  5,v; 

■/ 


24 


vV  -h  3  a- 
sen(1  /a) 


.2 


cos  .v  Jx 


•  I-' 

■  1  TTT 

■/ 


dx 


Jx 


sen(3/.v) 


c/x 


33,  j  cos4  3/  sen  3r  f/  ? 

35.  j  xscc 2(x2)dx 

37.  j  cos  40  V2  -  sen  40  rM 

/  /nr 

41.  j  sec 3  2x  tg  2x  dx 


/  sen(1 

'  J  ~ 

.  /,V‘ 

f  ex  +  c~J 
*  /  - dx 

J  ex  —  e  x 

■h 

32.  f 

J  sfx 


I  cos  2t$£fi*  2tdt 
cos  4  9 


26 


28 


30 


dr 


+  1 

"  sec2  (%/x) 


34, 


36. 


/ 


38 


(1  +  2sen4tf)4 

.  j  lg35.vsec  2Sxdx 


d9 


sec2  x  dx 


(Fi  r 

Ijj,  .4 


f  SO 

40.  /  — - 

J  cos^  i 


sen  0 


d0 


«•  /  7 


s-e  + 1 

42,  j  [  sen  (sen  0)  |  cos  6  dO 
44,  ^  Vf?  </x 


45. 


f  f/x 

J  VZet2J7} 


47. 


49. 


f/x 


46,  . 

C  JL.V-A+1 

/  -z - -  dy 

f  JT7+  l 

48. 

/  a  v  4  —  x  dx 

/  V^FTT 

j  sen3  dO 

50,  ^  see4  30  d0  [Swgmao:  Use  uma  identidade  trigonometrical 

51-54  Calcule  cad  a  integral  moditkaiido.  imcialmenie.  o  formate 
do  inlegrando  e  entao  fazendo  uma  substituigao  apropriada. 


51 


■rx 


dr 


a/i 


[  1  n  (e?'  )  +  ln(c  )J  dx  54.  /  cotg  a  dx 


■  /*■“ 

•/ 


dx 


55.  (a)  . 

f  dx  (hi 

r  dx 

(c) 

dx 

J 

f  v'9  -  .A  J 

'  5  +  x2 

j  dx 

56,  (a) 

\  ,  dx  (b) 

\f9  -  4x2 

(C) 

dx 

J 

'  4  +  eX  J 

•)  [  li 

J  Xx/x^ 


,T 


■  v': 


57-59  Calcule  as  integrals  supondo  que  n  6  um  inteiro  positive  e 
que  b  =  0. 


57.  /  {a  +  )jj  //a 


'•/ 

,  J  sen" 


58.  j 


+  /a,v  r/x 


l"  t>;  -1-  /av  )  cos  (ft  -h  Z?x  )  r/x 

p0.  Use  um  CAS  para  veri  dear  as  rcsposias  obi  id  as  nos  Excrci- 
cios  57  a  59.  Sc  a  rcsposla  prod u /id a  pel o  CAS  nao  esliveiL  dc 
acordo  com  a  stias  mosire  que  el  as  sSo  equivalent's.  | Sugestdo: 
Usufirios  do  Mathematica  podem  achar  muito  util  aplicar  o  co- 
mando  ^Simplify”  a  res  post  a.  J 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


61.  (a)  Calc  u  1  a  r  a  inte gra  1  j '  sen  x  cos  x  dx  per  do  is  m  £  t  o- 

dos:  pn metro  fazendo  u  -  sen  x  e,  depots,  tt  —  cos  ,v, 

(b)  Explique  por  que  as  duas  respostas  aparcmemcnie  di fc- 
rentes  lie  (a)  sao  realm  erne  equtvalenles, 

62.  (a)  Galenic  a  integral  j\5x  —  1  )2  dx  pordois  metodos: 

pri  metro  elevando  ao  quadrado  e  imegrando  e,  de¬ 
pots,  t’azendo  m  =  5x  -  ] . 

(b)  Exp]  i quo  por  que  as  duas  respostas  aparemementc  dtfe- 
rentesem  (a)  sao  realmenie  equivalents. 
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63-65  Resol  va  os  prohlemas  de  valor  initial, 

63,  ~  =  V5.v  +  I,  v(3)  =  -2 
dx 

d  v 

64*  —  =  2  +  sen  3x,  v(w/3)  —  0 
ax 

65,  -7-  =  —e2f,  y(0)  =  6 
at 

te.  ^  =  _L_  y  (-5)  =  — 

di  2  5-t9t2>  \  3J  30 

-] 67  *  { a)  Calcule  / [a / v  a'2  +  1  ]dx. 

(b)  Use  um  recurso  gtifico  para  gernr  algumas  cuTvas  integral 
tf  picas  de  f(x)  =  xf\fx-  +  1  sob  re  0  interval  0  (—5,  5X 


[2684*0  Calcule  f[xf{x2  +  1 )  |  dx . 

( b )  Use  u  m  recurs o  grab  co  pa  ra  gera  r  a  I gu  ma sen  rvas  i  nteg rai  s 
tipicas  de  f(x)  -  x/(x~  +  I )  sob  re  o  intorvalo  (-5*  5). 

69.  Encontrc  11  ma  fungao  /  tat  quo  a  1  ncl  fnacao  da  ret  a  tangeiUe  em 
um  ponto  (jl\  y)  da  eurva  y  =  f(x)  d  V’3a  -f  \ ,  e  a  eurva  pass  a 
pelo  ponto  (0,  ! ), 

7f ),  8  u  ponha  q u  e  u  ma  popu tagao  p  de  ras  e  in  it  m  I  ago  esl  &  esl  i  mad  a 
no  com  ego  tie  2005  cm  100.000  e  que  o  model  0  de  erestirnen- 
10  para  a  popuiagSo  p(t)  supOe  que  a  taxa  de  creseimento  (em 

i.  1*JTi 

milhares)  apos  ;  a  nos  sera  de  p  {!)  =  (3  +  0.12/)'  '3  Estime  a 
populagao  projetada  para  o  comego  do  ano  2010. 

71.  Peduza  a  Formula  (6)  de  integraguo. 

72,  Deduza  a  F6rinu!a  (7)  de  integraguo. 


✓  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIQS  DE  COMPREENSAO  6.3 


1,  (a)  1 +a3;  3  a2  dx  (b)  a2;  2a  dx  (c)  1  +  9-v2;  1  8  a  dx  (d)  3a;  3  dx  2,  (a)  4(1  +  a2)"-'  +  C  (b)  —  cos  a  2  +  C 
(c)  ln{]  +  9a2)  +  C  (d)  are  tg  3a  +  C  3,  (a)  (b)  —u  (c)  2-g/u  (d)  4,  (a)  \ (5a  —  3)2'3  +  C 

(b)  -J(3  -  tg  a)2  +  C  (c)  |(8  +  Jff2'  +  C  (d)  +  C 


6,4  A  PEFtNKpAO  DE  AREA  COMO  UM  LIMITE;  NOTAgAO  DE  SOMATORIO 

Nos  so  ohjetivo  principal  nest  a  segdo  e  usar  o  met  ado  do  retanguh  para  ohtermos  it  in  a 
definipao  maiematicamenie  precisa  da  u area  sob  nina  eurva  Para  simplificar  nossos 
calc  id  os  y  comegaremos  discutindo  uma  notaqdo  util  para  ex pressor  so  was  ext  e  ns  as  em  um 
fori nato  compact  o. 


Valor 
final  de  Jt 

Isso  nos  diz 
para  so  mar 

Valor 

initial  de  k 

Figura  6,4*1 


*X>> 

A"  =  m 

_ t 


■  A  NOTAQAO  SIGMA 

A  notagao  a  ser  discutida  nest  a  segno  e  denominada  notagao  sigma  on  notaqao  de  somaUmo, 
pois  utiliza-se  da  letra  grog  a  maiuscula  X  (sigma).  Para  ilustrar  eomo  essa  notagao  funeiona, 
considcrc  a  soma 


na  qua)  cada  lermo  6  da  lorma  k2\  onde  k  c  um  dt>s  inteiros  de  I  a  5.  Com  a  notagao  sigma, 
ossa  soma  pode  ser  eseriia  eomo 

k-\ 

a  qual  se  le  “somaidrio  de  P ,  para  k  variando  de  1  a  5'\  A  notagao  nos  diz  para  for  mar  as  so- 
mas  dos  termos  que  resultant  quando  substitunnos  k  por  iiueiros  succssivos  na  expiessao  k\ 
eomegando  com  k=  1  e  acabando  com  k  =  5, 

Em  gcral,  se  f(k)  for  urn  a  fungao  <ie  k  e  se  m  c  t\  forum  tais  que  m  <  entao 


it 


E  /<« 


to 


k—  tu 


denota  a  soma  dos  termos  que  result  a  quando  substitmmos  k  por  inteiros  succssivos,  come- 
gando  eom  k  -  m  c  acabando  com  k  =  n  (Figura  6.4*  I ). 
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►  Exemplo  1 


J2  k*  =  4l  +  53  +  (r  +  7-'  +  S-1 


t=4 

5 


^2jt=2-]+2-2  +  2-  3  +  2-  4  +  2-  5  =  2  +  4  +  6+  8+]0 


fc-l 

5 


^(2i-  +  1)  =  1  +  3  +  5  +  7  +  9+  11 


s 


£(-1/(2*  +  1)  =  1  -  3  +  5  -  7  +  9  -  1) 


t=0 

I 


53  k*  -  <-3)3  +  (— 2)5  +  ( —  1  )-*  +  03  +  C  =  -27  -  8  -  l  +  0+  1 


k~- 3 
3 


E/kn\  it  In  3jT 

k  sen  \  —  =  sen  — h  2  sen - h  3  sen  — 

*=.  V5/  5  5  5 


Os  ruimeros  m  e  n  cm  ( ] )  sao  chain  ados,  respcctivaniente,  dc  limites  inferior  o  superior 
do  somatdrio ;  a  letra  k  c  charnada  cic  indice  do  somatdrio.  Nao  6  essential  o  uso  dc  k  como 
indice  de  somaLOrio;  qualquer  ouira  lelra  pode  scr  tisada.  Por  exemplo, 

Ai  i  jc  i 

£r  Zi  °  E; 


l- 1 


J  =  1 


H4=  J 


todos  denoiain  a  soma 


13  111 

1+2+3+4+5+6 


Sc  os  li  mites  inferior  c  superior  do  somatdrio  for  cm  iguais,  cmao  a  “soma’'  cm  1 1 )  sc 
reduz  a  um  unico  ter  mo.  For  exemplo, 


E^=2S  e  E7 

k=7.  (=1 


I 


3 


I 


+2  1+2  3 


Mas  sonias 


E2  e  E*3 

/=!  J=0 

a  expressao  a  direila  de  E  nao  envoi  ve  o  fndice  do  somaidriov  Em  lal  ease,  lomamos  uxJos  os 
termos  da  soma  como  sendo  iguais,  um  para  cada  valor  admissive!  do  fndice  do  somatdrio. 
Assim, 

5  2 

^2  =  2  +  2  +  24-2  +  2  e  +  x3  + 

i=l  ;=0 


■  MU DAN DO  OS  LIMITES  DE  SOMAIORIOS 


Lima  soma  pode  ser  escrita  dc  mais  dc  uma  maneira  usando  a  notagao  sigma  com  limites  de 
somatdrios  diferentes  c  somandos  correspondemcnieinc  diferentes.  Por  exemplo. 


5  4  7 

53 2/  =  2  +  4  +  6+8+  10  =  53(2/  +  2)  =  Y^<2k  ~ 4> 


i=\ 


/=0 


k=l 
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V 

As  vexes  queremos  mudar  a  notagao  sigma  de  uma  dada  soma  para  ouira,  com  diferentes 
limites  no  somatorio. 


►  Exemplo  2  Ex  pr  esse 


£3“ 


com  a  notagao  de  somalorio  de  forma  que  o  limiie  inferior  seja  0  cm  vex  de  3. 


Solugao 


£5*-2  =  5'+52  +  53  +  54  +  5* 

Jt**3 


=  50+ 1  +  51+l  +  52+l  +53+i  +  54+] 


_^5i+l_  ^5i+i  ^ 

/-o  *=o 


■  PROPRiEDADES  DE  SOMAS 

Midtas  vexes  6  convenientc*  ao  enunetar  propricdadcs  gcrais  de  somas,  utilizar  uma  Ictra 
subserita  eomo  ak  cm  vez.  da  notaqao  fund  on  al  f(k)>  For  exemplo. 


5  5  3 

V  ok  =ai  +  a2  +  «3  +  +  cis  —  7>j  —  V 

A=I  /— !  fc=-1 

If  n  ft  —1 

E  ak  =al+a2~\ - 1-  ««  =  E  Ct>  ~  E  aM 

k=l  j—\  &=-! 


Nossas  primeiras  pi  opriedades  dao  regras  basicas  para  a  manipulaqao  dc  somas. 


6.4.1  TEOREMA 


n 


(o)  Y,  cak  —  c  E  (tj,  {se  c  ndo  depender  de  k) 

k=  I 


n 


rr 


fw  +  bit)  -  at  +  E !>t 


k-  I 


£=l  fr=l 

n  n 


(<•)  'YllUk.  -  bk)  =  E -  E bk 


k^\ 


*=j.  it=j 


Vamos  provar  (a)  e  (b)  e  deixar  (c)  como  exercfclo. 


DEMONSTRAqAO  (#} 
n 

Y can  —  ca\  +  co 2  ~t - +  can 

k=\ 


n 

—  c(a  i  +  «2  +  "  ■  +  =  c  'Y  Ok 

k=i 
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IJEMGNSTRApAO  (&) 

n 

y^(ak  +  d }  —  (a \  4  b[ )  4-  («?  +  ^2)  4-  -  — h  (&n  4  bn) 

k=\ 

n  li 

=  (a]  4  a?  4  1  fc  ■  4  fin)  +  (Pi  4  hi  4  1 1 1  4  /3W)  —  4  ^  I 

*-1  m 


Em  pal  a  v  ms,  podemos  en  unciai  u  Teorema  6.4.1  como  segue. 


(a)  Um  fmor  conskmte  pode  sermovido  para  font  do  somatdrio. 

(b)  O  somcitdrio  se  distribui  sabre  somas , 

(e)  O  somatdrio  se  distribui  sabre  difereugax. 


■  FORMULAS  DE  SOMATORIOS 


O  teorema  a  seguir  enumera  algumas  formulas  uteks  dc  somas  de  potcncias  de  imeiros.  As 


deduces  dessas  formulas  pod  cm  ser  enconiradas  no  Apendice  G,  no  Volume  2. 


OOMINIO  DATECNOLOGIA 


6.4,2  TEOREMA 


Os  CAS  fornecem  meios  para  en- 

(a) 

n 

eonlrar  formulas  fechadas  como  as 

£** 

=  14  2 

4 

■  ■  ■  4 

do  Teorema  6.4,2.  Use  um  CAS  para 

k=l 

confirms r  as  formulas  daqueie  tec* 

n 

rema  e,  entao.  encontre  formulas  le- 

(b) 

£*2 

T 

+  ■' 

chadas  para 

Jt=l 

n  n 

W  e  I>5 

(c) 

£*3 

=  i’+ 

2* 

4  ■  ■ 

n(n  4  1) 


n (n  4  l)(2rc  4  I) 


i-  l 


k=i 


n (n  4  1 ) 


7 


_  30 

►  Exemplo  3  Calcule  ^ k{k  4  1), 

jfr= ! 


OOMINIO  DATECNOLOGIA 

Metros  recursos  computacionals  tor- 
necem  alguma  maneira  de  calcular 
somas  expressas  na  noia^ao  sigma. 
Se  o  leitor  disposer  de  um  desses 
recursos,  use-o  para  conferir  a  veraci 
dado  dos  resultados  do  Exemplo, 


Solugao 


30 


30 


30 


30 


£>{*  +  I)  =  I>2  +  Jfc)  =  g#  +  JQ  k 

k=  l  k~i  *=]  A— l 

3G(31)(61)  30(31) 


4 


=  9920 


Teorema  ).  (b) 


Em  formulas  tals  como 


ir 


£*  = 


H  (ft  4  1 ) 


ou  \  4  2  4  *  — h  ft  — 


n{n  4  i) 


k  =  \ 


o  lado  esquerdo  da  igualdade  6  ehamado  de  unia  soma  cm  forma  aberia ,  enquanto  o  lado 
direiio  6  eh  am  ado  de  forma  fechada\  a  forma  aberta  indie  a  os  term  os  a  serem  somados,  en- 
quanto  a  fee  had  a  e  uma  formula  exp  I  id  la  para  a  soma. 
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n 


Exemplo4  Expresse  ^(3  -b*)2  cm  forma  fechada. 


k—  i 


Solu^ao 


Y^(3  H"  ky 


k=i 


=  [1~  4- 2  A~  3^  ”h  4  2  +  5"  +  ■  ■  ■  H™  (3  +  ft )~  J  —  [I  ■+■  2  +3  | 


(3  +  b)<4  +  n)(7  +  2n)  1d  lm  ,  2  ,  „  3, 

- — — - ■*  —  14  =;  -(13n  +  21fr  +  2n ■)  ^ 

6  6 


■  A  DEFINIQAO  DE  AREA 

Passamos,  agora,  ao  problems  de  dar  uma  defimgao  precisa  do  que  signifies  a  "area  sob  uma 
eurva”.  Especifi  came  rite,  suponha  quo  a  fungao/seja  contfnua  e  nao-negativa  no  interval  o 
[a,  fr]  c  quc  R  denote  a  regiao  dclimitada  infenormente  pelo  eixo  x,  lateral  meme  pel  as  ret  as 
verticals  aj  =  a  e  x  =  b  e  super!  ormente  pel  a  curva  y  =  fix)  (Figura  6,4.2),  Us  an  do  o  metodo 
dos  retang ulos  da  Segao  6.1  T  podemos  motivar  a  defmigfio  da  area  de  R  como  segue. 

*  Dividimos  a  inter  valo  [a,  h\  cm  n  subin  tervalos  iguais  inscrindo  //  -  !  pom  os  iguaU 
mente  espagados  entre  a  e  b  e  den  ot  am  os  esses  pom  os  por 

A  ) ,  A'2,  ■  ■  -  ,  -t  /i-  ] 


I^V^- 


(Figura  6.4.3).  Cada  um  desses  subintervalos  tern  comprimenlo  (b  -  a)fn,  que  eostu 
in  a  ser  de  not  ado  por 

h~a 
Ax  —  — - 


n 


Acima  de  cada  subintervalo  eonstrufmos  um  re  Lingula  cuja  altura  e  o  valor  de/em 
um  porno  arbitrariamente  sciecionado  no  sub  in  ter  valo.  Assim,  sc 


v* 

*  I  +  A  -j  , 


denotam  os  pontos  scieeionados  nos  subintervalos,  entao  os  retangulos  tem  ai turns 

/«),  /(-*?) . fix*)  c  ar^s 


f(x*)Ax,  f(xf)Ax .  fix’)  A. x 


(Figura  6.4.4). 


*  A  uiiiao  dos  ret  an  gu  I  os  forma  tuna  regiao  R/t,  cuja  area  pode  ser  con  si  derad  a  como 
uma  aproximagao  da  area  A  da  regiao  /?;  on  seja, 

A  —  area  (R)  %  area (/?„)  =  /(xJ)Ajt  +  /(x'J)Ax  4-  <  <  ♦  4-  f(x*)Ax 

(Figura  6.4,5).  Isso  pode  ser  expresso  mais  compaetameiue  na  notag  ao  sigma  como 

jr 

A  J2  f(x%)  Ax 

k=l 


Figura  64,4 
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O  llmiifi  em  (2)  deve  $er  interprelado 
assimi  cfado  unrt  ntimero  f  >  0  quat- 
quer.  a  desigualdade 


*  -  E  HxZ)Ajc 


b~] 


<  4 


vale  para  n  sulicieniemente  grande, 
inde  pendente  me  nte  da  escolha  dos 
pantos  jt£ . 


•  Repetimos  o  processo  usando  cada  vez  mais  subiniervuios  e  deiinimos  a  £rea  R  como 
o  "lim  he"  das  aproximagoes  dadas  pdas  areas  das  regiocs  R!;  quando  n  eresee  sem 
parar  Assim,  delinimos  a  fueu  A  por 

n 

A  -  lim  Y'  f(4)&x 

If  ”**  'T  * 

k=] 

Resum indo,  temos  a  defmiqao  seguinte. 


6,4.3  Dt'FiNigAo  (Area  Sob  uma  Curva)  Se  a  fimgao  /  for  eontfnua  em  [a,  b]  e 
se  j(x)  >  0  para  cada  x  cm  [a,  b\,  entao  a  area  sob  a  curva  v  =/( x)  c  acitna  do  intervalo 
[a,  /*]  6  definida  por 

ri 

A  =  lim  V  f(xt)Ax  (2) 

n  -» -j-w  ' 
k=\ 


Ha  uma  diferenqa  6®  interpretag&o  entro  lira,,  ,t.,  e  lim,  , ,  onde  n  represonta  um  inteiro  positivo  e  x 
represonta  um  numoro  real.  Adiante  estudaremos  detalhadamemo  os  iimftesdo  iipo  iimlt  ,r^n  mas  por 
enquanto  basta  dizer  quo  as  t^enreas  oomputacionais  quo  estivemos  utilizando  para  os  Jimitos  do  tipo 
lim,  h^tambem  vafenrt  para  Itfiv 


Qs  valores  de  jc*#  xj,  . . . ,  jc*  cm  (2)  podeni  ser  escolhidos  arbitrariamcnLc*  portanto  e 
conccbivcl  que  escolhas  distinfas  desses  valores  possam  produzir  valores  distintos  de  A.  Se 
isso  fosse  possivel,  entao  a  Delia  igao  6.4.3  nao  seria  uma  delinigao  aceitavd  de  area.  Feliz- 
mente,  isso  nao  ocorre;  prova-se  ein  disciplinas  avangadas  que,  se  /  for  con  tin  ua  {como  esta- 
mos  supondo),  entao  resulta  o  mesmo  valor  de  A,  independentemente  da  eseolha  dos  pontos 
a/.  Na  pratica,  esses  pontos  sao  escolhidos  de  alguma  forma  sistematica;  algumas  escolhas 
comuns  consistent  em  tomar  sempre 


*  o  extreme  esquerdo  de  cada  subintervalo,  on 

*  o  extreme  direito  de  cada  subintervalo,  ou 

*  o  ponto  medio  de  cada  subimervalo. 


Para  sermos  mais  espeeiticos,  suponha  que  o  intervalo  [a,  b\  tenha  si  do  dividido  em  n 


partes  iguais  de  corn  pri  men  to  Ax  =  ( b  —  a)  In  pelos  pontos  x\ ,  a-2,  . . *  ,  e  sejam  xa  =  a  e 
a„  -  b  (Fig lira  6.4.6).  Entao, 


Xk  —  a  +  kAx  para  k  —  0,  1 , 2, . , .  t  n 


Assim,  as  escolhas  do  extreme  esquerdo,  do  extreme  direito  e  do  ponto  medio  para 
x*,  x? . x*  sao  da  das  por 


=  x^-i  =  a  +  (k  -  3)Aa: 


I’Xtrciiio  Lsquvi  ilo 


=  X{:  ”  a  +  Ar  A.V 


Hstre  in  t>  direito 


xi  —  |»4  +  Xk)  =  a  +  (k  -  P  A .v 


EVmtO  mddio 


(3) 

(4) 

(5) 


a  a  +  Ax  a  +  2Ax  a  +  3Ajc  *  ■  -  a  +  (n  4-  1  )Ax  b  =  a  +  ft  Ax 

-# - « - * - » - \ - • - 9 — 

\* — Ax  ■  ■>!<  -•Ax — ►j* — Aa — *  +  i-  — Ar¥,rT~,^| 

r,  *3  -v^| 


Figura  6.4.ti 
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Sempre  que  forapiic^vel,  escolheremos  o  meuxio  da  amiderivada  para  encomrar  dreas, 
Contudo,  os  exemplos  a  seguir  ajudam  a  reformat’  as  ideias  que  acabamos  do  discutir. 


►  Exemplo  5  Use  a  Definiqao  6  A3,  com  x£  dado  pelo  ex  tie  mo  direito  de  cada  subinter- 
valo,  para  encontrar  a  area  cntrc  o  grafieo  dc  fix)  -  x2  c  o  intervalo  [0,  1 1. 


S&Iu^ao  O  comprimento  dc  cada  subimervalo  e 


Ax  = 


h  -  a  I  -  0  I 


n 


n 


n 


de  mode  que  segue  por  (4)  que 


xt  =  a  4-  A' Ax  =  — 
*  n 


Assim, 


A= i  k=l  Jt= l  ^  ;  k=i 


n(n  +  J )  (2/i  +  i) 


Pane  (/?)  do  Teorema  6.4.2 


do  que  segue  que 


I  I 

=  T  +  ~  + 


3  2  n  6n2 


A  -  lim  Wl  f(xZ)Ax  -  lim  (4  +  4  +  A 

n  -*  +*  \  3  2h  6/i  ~ 

A=]  v 


I 

3 


Observe  que  is. so  6  eonsistente  corn  os  re  suit  ados  ua  Tabela  6.1.2  e  a  diseussao  a  respeito  na 
Seqao  6.1.  < 


Na  resol  ugao  do  Exemplo  5*  uiili/amos  uma  das  formulas  de  '"formas  fechadas"  de 
somatorios  do  Teorema  6.4,2,  Os  resultados  a  seguir  resumem  algumas  consequeneias  do 
Teorema  6A2  que  podem  ajudar  no  ealeulo  de  areas  pela  Deling  So  6.4.3. 


6.4*4  teorema 


(a)  lim  ™ 

H  -*  +M  f] 


L,  =  1 


Jt=i 

n 


(C)  lim  4yv=4 
«  ris  3 

k=  i 


n 


1 

2 


(d)  lim  -jY'k'  —  7 

*j  ->  +«c  '  4 

i:=] 


Dcixamos  a  cargo  do  leitor  demons  trar  o  Teorema  6,4.4. 

'U,' 

►  Exemplo  6  Use  a  Defini^ao  6.4.3,  com  x%  dado  pelo  ponlo  medio  de  cada  subimervalo, 
para  encontrar  a  area  abaixo  da  parabola  y  =  fix)  =  9  -  x“  e  acima  do  interval o  [0,  3], 

Soluqaa  O  eomprimento  de  cada  subimervalo  e 

h  -a  3-0  3 


Ax  = 


n 


n 


n 
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de  modo  que  segue  por  (5)  que 


=  a  + 


1 


xk  =  a  i-  |  k  —  -  1  Ax  =  [  k  —  -  ]  f  — 


=H)G 


Assim, 


f(x*)Ax  =  19-  {*f)2JAjc  = 


9  -  (k2  - 


k  + 


4 


-(*-0^)1  (I 

?)](! 


27  27  2  27  27 

_  _ 


n  n 


tv 


do  quo  segue  cjue 

n 

A  —  II ITS  f(xt)  Ax 

ti '  ^  +*  A 


Jt=3 

n 


X-/27  27  2  27 

—  Um  > - H-  -r* 

w-*  +« f — J  \  n  tr  ti 


21 
4  n3 


=  I  ini  27 

;r  — >  +2t 


;E'-?E^+;(pE*|- 


.rj 


=  27 


1. 


1  -  r  +  0--— 0-  i 
3  2 


=  18 


Tcrarcma  6.4.4 


{a) 


■  AREA  LIQUIDA  COM  SfNAL 

Na  Deliniqao  6.4.3,  supomos  que/seja  conimuae  nfio-negativa  no  intervale  [a,  h\.  Se/for 
contmua  e  tomar  tamo  valores  positivos  quanto  negatives  em  [a,  b\,  entao  o  limite 


ji 


3im  Y  f(4)&x 

n  -*■  +»  i— ^  1  k 


(6) 


A=1 


n a o  nia is  represent  a  area  entre  a  eurva  y  —  f(x)  e  o  intervalo  [a,  b]  no  eixo  x;  o  l i mile  repre¬ 
sent  a  agora  uma  diferen^a  de  areas  -  a  area  acini  a  de  [a,  b\  e  abaixo  da  eurva  y  -  /(x)  men  os 
a  area  abaixo  de  [a,  b]  e  acima  da  eurva  y  -  fix).  Cbamamos  isso  de  area  Uquida  com  sittal 
entre  o  grafico  de  y  =  f(x)  c  o  intervalo  [at  b ].  Por  exemplo,  na  Figura  6.4.7a,  a  area  liquida 
com  sinal  entire  a  eurva  v-  f(x)  e  o  intervalo  [a,  b]  £ 

(Ai  +  A !fr)  —  Atf  =  [ area  acima  de  [a,  b]}  -  [area  abaixo  de  \aj?}] 

Para  expl i car  por  que  o  limite  cm  (6)  represen t a  essa  area  itquida  com  sinal,  vamos  subdividir 
o  intervalo  [a,  b]  da  Figura  6.4. la  em  n  subintervalos  iguals  e  examinar  os  terrnos  da  soma 


J2  f(x^)Ax 


(7) 


Se  f(xp  for  positive,  entao  o  prod  mo  f{x%)  Ax  represen  ta  a  area  do  retatigulo  com  altura  /(xp 
e  base  Ax  (os  retfingulos  nzul  escuro  na  Figura  6.4.7b).  Poreni,  se  /(.*£)  for  negative,  emao  o 
prod u to  f(xf)  Ax  e  o  negative  da  area  do  retangulo  com  altura  | e  base  Ax  (os  retangtilos 
a/.ul  claro  na  Figura  6  4.7  b)  *  Assim,  (7)  represen  ta  a  area  total  ret&ngulos  a/nl  escuro  men  os 

v 

a  area  total  dos  retangulos  azul  claro,  A  medida  que  it  crescc,  os  retangulos  a/ul  escuro  pre- 
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Assim  corio  na  Definite?  6.4.3,  pode 
sar  provado  qua  sempre  exisle  o  limi¬ 
ts  err  (Sj  e  que  o  mesmD  valor  tie  A 
results,  independentemante  da  esco- 
lha  do$  polios  nos  subbtervabs. 


Figura  6.4,8 


enchem  as  regioes  com  tons  A{  e  AiU  e  os  a/u  I  dare,  com  A/f,  o  que  ex  plica  por  que  o  limite 
cm  (6)  representa  a  area  total  com  sinal  entre  y=f(x)  e  [a,  b\,  Formal  i/amos  Lsso  no  definigao 
seguime. 


6*4*5  dhfini^ao  (Area  Lufitida  com  Sinai)  Sc  a  fimgao/for  comfnua  cm  \a>  b],  cj> 
tao  a  area  iiquida  com  sinal  A  entre  a  curve  y  =fl[x)  e  o  intcrvalo  [a*  b]  €  dclinkia  por 


ip 


A  = 


lim 

If  -+  +  Sc 


/(x,*)A,v 


*=1 


►  Exemplo  7  Use  a  Definigao  6.4.5,  com  xt  dado pdo  extremo  esquerdo  de  cada  submlcrva- 
!o,  para  one  on  Ira  r  a  area  Iiquida  com  sinal  entre  o  grail  co  de  y  -J[x)=x  —  I  c  a  intcrvalo  [0, 2]. 


So  ht  {  do  O  co  m  pri  me n  to  de  cada  subi  n  terva  1 0  e 

_  b-a  _  2-0  _  2 
n  n  n 

de  modoque  segue  por  (3)  que 


xt  =  a  +  (k  -  I  )Ax  =  (k  -  1)  0  j 


Assim, 


it 


it 


n  r 


E  Ax*t)Ax  =  y>;  -  da^  =  ]r 


*=i 


k=\ 


(k  -  1) 


k-i  L 
n 


B 


~  1 


2 

n 


=  E 


*=i 


X\k-X- - 


n 


ti- 


tt 


do  que  segue  que 


A  =  lim  T  f(x*)Ax  =  Hi 

ri  +sg  /  t  n 

£=l 


m 

-H* 


n 


n  \  n 


E1 

ft= i 


H 


E' 

i=l 


=  4  |  2  1  -0-  I  -2-  I  =0 


Teorema  6.4  4 


Como  a  drea  Iiquida  com  Sinal  e  nul a,  a  area  A]  abaixo  do  grdlico  de/e  acima  do  intcrvalo 
[0,  2]  deve  ser  igual  a  area  A2  acima  do  grafico  d e/e  abaixo  do  intcrvalo  [0,2].  Essa  condu- 
sao  esta  do  acordo  corn  o  graft  co  de/tnostrado  na  Figura  6.4.8.  M 


m  APROXIMAgOES  NUMERICAS  DA  AREA 

Enibora  o  metodo  da  amiderivada,  discutido  na  Segno  6. 1  (e  a  ser  estudado  com  mass  detalhes 
adiante);  seja  geralmente  mats  eftciente  do  que  a  Definigao  6.4.3  para  calcular  areas  exalas, 
essa  definigao  e  util  para  apmximar  areas.  Segue  dessa  definigao  que,  se  n  6  grande,  entao 


ir  i? 

=  Ax  J2  A4)  =  Ax[/(x*)  +  JX4)  +  . . .  +  /&<)]  (9) 

k=\  k^ ! 

6  uma  boa  aproximagao  da  area  A ,  Se  uma  das  Formulas  (3),  (4)  ou  (5)  for  usada  para  es- 
eollier  os  pomos  x'j.  cm  (9),  entao  dizemos  que  o  resultado  e  a  aproximaqdo  pelo  extremo 
esquerdo,  a  aproximagao  pelo  extremo  dire  do  ou  a  aproxtmaqdo  pelo  panto  medio  da  area 
A ,  respectivamente  (Figura  6,4.9), 
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Figure  6.4.9 


►  Exemplo  8  Encontre  as  aprox  imagoes  polo  extreme  esquerdo,  pelo  extreme  dircito  e 
pelo  porno  nitSdio  da  area  abaixo  da  eurva  y  =  9  —  x2  acima  do  intervale  [0,  3],  com  n  =  10, 
n  -  20  c  n  -  50  (Figura  6.4. 1 0).  Compare  a  precisao  desses  tres  metodos. 


Solu^do  Os  detalhes  dos  calculus  para  o  case  n  =  1 0  esiao  exibidos  com  sets  casas  decimals 
na  Tabela  6.4. I ,  e  os  resnltados  de  lodes  os  calculos  estfio  dados  Fia  Tabela  6.4.2.  No  Exemplo 
6,  mostramos  que  a  area  exata  e  18  (ou  seta,  18  unidades  de  area),  de  mode  que,  nesse  caso, 
a  aproximagao  pelo  porno  medio  e  mais  precisa  do  que  as  aprox  imagoes  pelos  extremes.  Is  so 
tambem  e  evidente  geometricameme  a  partir  da  Figura  6.4,1 1.  Nessa  figrna,  tambem  pode- 
mos  ver  que  a  aproximagao  pelo  extreme  esquerdo  snpe  res  lima  a  area  e  a  aproximagao  pelo 
extreme  dircito  a  subestima,  Adi  ante  neste  lex  to,  investigaremos  o  erro  que  resulla  quando  a 
area  e  aproximada  pda  regra  do  porno  medio,  < 


Tabela  6.4.1 


n  =  1 0,  Ax  = 

(b  “  a)/ tt 

=  (3-0)/ 10  =  03 

APROXIMAg^O 

APROXIMAGAO 

‘OX!  MACAO 

PELO 

EXTKEMO  1:  SQUEIR1  X> 

PELO  E 

■XTItliMO  LHREITO 

IX) MC  MJ  :l)EO 

k 

i-* 

9-(4)2 

x* 

9-{Af)2 

'Xk 

9-  (.v*)2 

] 

0.0 

9,000000 

0,3 

8.910000 

0,15 

8,977500 

2 

0,3 

8,910000 

0,6 

8,640000 

0,45 

8,797500 

3 

0.6 

8,640000 

0.9 

8.190000 

0,75 

8,437500 

4 

0,9 

8,190000 

\a 

7.560000 

3,05 

7,897500 

5 

1,2 

7,560000 

1,5 

6,750000 

3,35 

7,177500 

6 

3,5 

6,750000 

1.8 

5,760000 

3,65 

6,277500 

7 

1,8 

5,760000 

2,1 

4.590000 

3,95 

5,197500 

8 

2,3 

4,590000 

2,4 

3,240000 

2,25 

3,937500 

9 

2,4 

3,240000 

2,7 

1,710000 

2,55 

2,497500 

ID 

2,7 

1.710000 

3.0 

0,000000 

2,85 

0.877500 

64350000 

55350000 

60.075000 

ArE  /<-**) 
£=  ! 

(0,3)(64,?50000) 

=  1 9,305000 

(0,3){55.35000Q) 

=  16,605000 

(03X60,075000) 
=  18.022500 
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ass 


label  a  6*4*2 


11 

AmJXfMAq’AO  f+l-O 

KXTREMO  KSQUHR3JO 

AINROXIMAg’AO  Phl.o 

RXTKRMO  1)1  ROTO 

ArROXEMAq’AO 

t+LO  IX INTO  MfilMU 

3  0 

19,305000 

16,605000 

1 8,022500 

20 

18.663750 

17.313750 

3  8,005625 

SO 

18,268200 

17.72R200 

i  8,000900 

A  aproximagao  peso 
extreme  esquerda 
superestima  a  area 

A  apreximagao  pelo 
extreme  direito 
subestima  a  Srea 

A  aproximagao  pelo 
panto  m£dio  e  melhor 
q  tie  as  pel  os  extremes 

Figurii  6.4*11 


EXERCfClOS  DE  COM  PREENS  AO  6.4  (Verpagina  386  para  respostas .) 


1.  (a)  Escreva  a  soma  de  duas  maneiras: 


(b)  Expresse  a  soma  10  +  1  O'  +  30'  +  10  +  KV  usando  notagao 
de  somatdrio. 


(bj  Os  extremos  esquerdos  dos  subintervalos  sao  . _ . 

(c)  Os  pottos  mtfdios  dos  subintervalos  sao _ . 

(d)  O  s  ex trerno  s  d  i  rei  tos  dos  su  bi  n ter va  \  os  s act _ , 

4.  Encon  t  re  a  aprox  i  in  agao  pel  o  ext  re  m  o  esq  uerdo  d a  area  e  n  ( re  a 
eurva  y  —  y  e  o  interval o  [1.3]  usando  n  —  4  snbdivisdes  iguais 
do  i  nter valo. 


2*  Expresse  a  soma  cm  forma  feehada. 

fin  a 

(a)  V  k  (b)  y^m  +1)  (c)  J2  k1 

k=i  k=l  A=  I 

3*  Divida  o  intervale  [  L  3]  cm  n  =  4  subintervalos  de  igual  ta- 
mariho. 

(a)  Cada  subittervalo  tern  eomprimento _ _ . 


5*  A  aproximagao  pclo  ex tremo  direito  da  area  Ifquida  coin  sinal 
entre  y  ~flx)  e  o  intervale  [a,  b]  6  dada  por 


ff 


E 


6k  +  i 


Encontre  o  valor  exato  dessa  area  Ifquida  com  siual. 


EXERCICIOS  6.4  [c  CAS 


1*  Calculo 

3 


(a)  yy 


k=\ 

5 


(<i)  1 


ii=0 


(b)  ~  I )  (c)  2]  (j2  -  i) 


j=2 

4 


1=-- 4 


(e)  £(-2)*  <f>  E 


sen  hjt 


*=0 


J4  —  I 


2*  Calculc 

Ekjr 
k  sen  — 

fr=l 


5 


(d) 


432+-  1 


in  ■  3 


5 

(b)  E<-]r 

20 

(C)  £ 

i=0 

1=7 

ft 

(e) 

FE  —  1 

lift 

(o  2> 

k=0 
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3-s  Escreva  cada  expressao  com  a  notagao  de  somatorku 
mas  nao  a  calculc. 


3*  J  +  2+  3+  ""  +  10 

4*  .V  I  +3-2  +  3  ■  3  +  ™  +3-20 


5*  2  +  4  +  6+  8  + — +  20  6*  1  +  3  +  5  +  7  +  ■■■  +  15 

7.  1-3  +  5—  7  +  9-11  8.  l-^  +  j-5  +  i 

9 *  (a)  Expiessc  com  a  notagao  de  somaiorio  a  soma  dos  inteiros 
panes  de  2  a  1 00, 

(h)  Expnussc  com  a  noiaguo  de  somaiorio  a  soma  dos  imeiros 
mi  pares  de  ]  a  99. 

10*  Expresse  com  a  noiagao  de  soinatdrio 

(a)  a  |  “  a2  +  ay -  aA  + 

(b)  +  b j  b 2  +  bj  “  />j  +  bj 

(c)  a(l  +  a ,  a  +  r?  >v2  +  —  +  aj' 

(d)  it  +  c?Jjb  +  a  7/  +  tf '  +  ait  +  ft 


11-16  Use  o  Teorema  6.4.2  para  calcular  as  so  mas  e  veritique  suas 
respostas  usando  um  recurso  cotnputacionaL 


26 

14.  ^k2  15. 

*=4 

6 

k>.  Y]a-  -  a-  3  ) 

A  =  l 


300  20 

y](7A-  +  I)  13,  VV 

a«j  Jt=i 

52  *<*  -  2)(fc  +  2) 

£=1 


17-20  Ex  pi  esse  as  somas  em  formas  fechadas. 


021*  Para  cada  tima  das  somas  obtidas  nos  Exerddos  ]7  a  20.  use 
um  CAS  para  vcnficar  suas  res  post  as.  Sc  a  res  post  a  produzida 
pe!o  CAS  nao  estiver  de  acordo  com  a  sua*  mostre  que  am  has 
slo  equivalentes, 

rt 

22.  Resolva  a  eqnag^o  k  —  465, 

k=] 


23-25  Ex  pres  se  a  fuugao  de  a  em  forma  lecbada  e  entao  e  neon  ire 
o  limite. 


23*  linn 

fr-^  +  x 


24*  lim 

2i—*  -\-y. 


1  +  2  +  3  -p  ■  ■  -  +  « 


7J2 


I2  +  2'  -j-  32  +  ■  •  •  + 


}} 


25* 


5k 


lim  T  — 

n  -*■  + »  * — {  ti L 
k—  I 


26 


2 k2 


*  lim  y  — rr 

A=l 


27.  Expresse  I  +  2  +  22  +  2'1  +  2'J  +  2'  na  notagfio  de  somatdrio  com 

(a)  7  =  0  co m  o  1 1 mi le  i n fc  r i o  i' d  o  so m atdrio 

(b)  j  ~  1  como  limite  inferior  do  somauSrio 

(c)  j  =  2  como  1  [mile  in tenor  do  so m atdrio 

28.  Expresse 

X>*+4 

k=5 

na  notagao  de  somatdrio  com 

(a)  k  =  I  como  limite  inferior  do  somaidrio 

(b)  k  -  1 3  como  limite  superior  do  somattirio 


ENFOCANDO  CONCEtTOS 


29*  (a)  Escreva  as  ires  primciras  e  as  duns  til  it  mas  parcel  as  da 
soma 

4 


Ex  pi  i  que  por  que  ess  a  soma  dd  a  aproximaqao  pelo 
ex  Ire  mo  dire  bo  da  drea  sob  a  curva  y  -  ,vJ  admit  do 
iniervalo  |2*  5|. 

(b)  Mostre  que  uma  mudanga  adequada  na  variagao  do  in¬ 
die  e  do  somaiorio  de  (a)  podc  fomecera  aproximagao 
peio  extreme  esquerdo  da  area  sob  a  curva  v  —  x1  acima 
do  intervale  [2,  5], 

30*  Para  uma  fungiio/que  e  conti nua  cm  [t?,  b  1*  a  Definigfto  6,4.5 
diz  que  a  area  Ifquida  com  sjrtal  A  entre  v  -fix)  e  o  intervals 


ft;,  b  \  & 


A  =  lim  y  f(xT) A.v 

n  +y  " 
k—  I 


De  imerpreta^oes  geometrical  para  os  sfmbolos  ti .  e  4v. 
Explique  como  inter  pie  tar  o  limite  dessa  defi  nigao* 


31-34  Div  ida  o  intervale  especifieado  em  ;;  =  4  subintervalos  de 
ignal  tamanhoe  entao  calcule 

4 

Ew4* 

k=- 1 

tomaudo  aJ  como  (a)  o  extremo  esquerdo  de  cada  subinlei  valo* 
(b)  o  ponto  medio  de  cada  subintervalo  e  (c)  o  extremo  direito  de 
cada  subintervalo.  Ihistre  cada  parte  com  um  gratico  de/que  in- 
clui  os  retangulos  cujas  areas  estao  representadas  na  soma. 

31*  J{x)  =  3x  +  1;  [2,  6]  32*  fix)  =  1/a;  [1,9] 

33*  J{x)  =  cos  a;  j  0.  n  \  34*  fix)  =  2c  -  r;  [-1,3] 

35-3  E  Use  um  recurso  co  input  acionai  com  capacidade  para  tratar 
de  somat dries  ou  um  CAS  para  obter  um  valor  aproximado  da  area 
entre  a  curva y  —fix)  e  o  iniervalo  especificado  com  n  —  10,  20  e  50 
snbintcrvalos  usando  a  aproximagao  (a)  pclo  extremo  esquerdo, 
(b)  pelo  ponto  medio  e  (c)  pelo  extremo  direito. 

£]3S.  Av)=  l/.r;  1 1,2]  03C../W  =  1  tx\  [1.3] 
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@  37.  fix)  =  Jx ;  [0,  4]  W\  38.  fix)  =  sen  jc;  [0.  jt/2  j 


39.44  Use  n  Deli ni gao  6.4,3  tomando  x£  como  o  extreme  dimta 
de  cada  subimervalo  para  encontrar  a  area  sob  a  curva  y -fix)  aci- 
ma  do  imervalo  especilicado. 

39,  f(x)  =  xf2;  [1,4]  40.  f(x)  =  5  -  xi[(h  5\ 

41.  f(x)  =  9-  A':  to,  3]  42.  fix)  =  4  -  ±A-2;  [0,  3] 

43.  f(x)  -x':  [2, 6]  44.  /(a)  =  1  -jc5;  [-3.-1] 

4E-48  Use  a  Dell  ni  gao  6.4.3  tomando  como  o  extremo  esquer- 
do  de  cada  subimervalo  para  encontrar  a  area  sob  a  curva  y  =  J[x) 
acima  do  intervale  especificado. 

45,  f(x)  =  x/2:  [  1 , 4|  46.  f(x)  =  5-  x)  [0.  5) 

47.  j(x)  =  9-  A-3;  [0. 31  48.  J(xj  =  4  -  ^v2;  [0.  3 1 

49-52  Use  a  Definigao  6,4,3  torn  an  do  x;.  como  o  panto  medio  de 
cada  subintervalo  par a  encontrar  a  area  sob  a  curva  y  =^.v)  acima 
do  i  nter  valo  especificado. 


49.  fix)  =  2x\  [0, 4]  50.  /(.r)  =  6™x;  [L5] 

51.  f(x)=x2;  [0,1]  52.  f[.t)=.r:[-U! 


53-55  Use  a  Delinigiio  6,4,5  tomando  xf  como  o  ext  re  mo  direiio 
dc  cada  subintervalo  para  encontrar  a  area  iiqmda  com  sinal  entre 
a  curva  y  =/Lv)  c  o  intervalo  especificado. 


53*  f{x)  =.v;  [-L  1 1.  Con  lira  sua  res  post  a  com  um  argurnento  geo- 
met  rieo  simples. 

54.  fix)  -  jc;  [-1 . 2],  Con  lira  sua  res  post  a  com  um  argument©  geo- 
met  rico  simples, 

55,  fix)  =  *  -  I :  [0, 2]  56,  fix)  =  jc3;  j-L  1 1 

57,  Use  a  Definigao  6,4.3  tomando  xj.  como  o  extreme  esquerdo 
de  cada  subimervalo  para  encontrar  a  drea  abaixo  do  grdlico  de 
y  —  mx  e  acima  do  inter  valo  \amb\*  onde  m  >  0  e  a  >  0, 


58,  Use  a  Deli  ni  gao  6,4.5  tomando  x'i  como  o  ext  re  mo  direilo  de 
cada  subimervalo  para  encontrar  a  area  Ikpiida  com  sinal  entre 
o  grfdico  tie  y  =  mx  e  o  inter  valo  \a,  b]. 


59,  (a)  Most  re  que  a  area  abaixo  do  graft  co  de  y  =  x'  e  acima  do 
inter  valo  [0,  b]  e  bA/4. 

{ b)  E  no  oi )  t re  ti  ma  I'Grin  ul  a  para  a  £rea  abai  x  o  dc  y  =  x  e  ac  i  ma 
do  inter  valo  \a.h  |,  onde  a  £  0. 


60.  Eneontre  a  area  entre  o  grille  o  de  y  =  fx  c  o  intervalo  [0,  1 1. 
[ Sugesffio:  Use  o  resultado  do  Exerddo  25  da  Segao  6.1.] 

61.  Uma  anista  deseja  criar  uma  forma  rudimentar  de  triangulo. 
usando  ladrilhos  quadrados  unilormcs  colados  pdas  arcs t as.  Ela 
coloca  w  ladrilhos  cm  fila  para  fomiara  base  do  triangulo  e,  eniao, 
iaz  cada  linha  sucessiva  dois  ladrilhos  men  ores  que  a  precede  ntc. 
Ache  uma  formula  para  o  numero  de  ladrilhos  u  sad  os  it  a  pega, 
[Sugestao:  Sua  resposla  ini  de  pen  del-  dc  n  $er  par  ou  iinpar.  | 


62.  Uma  artista  deseja  criar  uma  escultura  colando  esferas  uni- 
formes.  Ela  cria  uma  base  com  for  mat  o  ret  angular  que  tem  50 


esferas  de  um  lado  e  30  esferas  do  outro.  Eniao,  cria  Candi¬ 
das  sucessivas  colando  esferas  no  sulco  da  camada  prccedeme. 
Quantas  esferas  ira  ter  a  escullura? 


63-66  Considere  a  soma 

4 


■(k+\f -k:'i  =  \p  -  4J]  +  [4'  -  33] 

*-*  +  [33  -  23]  +  [23  -  ! 3] 

=  53  -  I3  =  124 

Para  stmplificaiv  list  am  os  as  parcel  as  em  ordem  invertida.  Observe 
como  o  caneelamento  possibilitou  que  a  soma  se  retrais.se  como 
um  tc  lose  dpi  o,  Dizcnios  que  uma  soma  e  tel esco pica  quail  do  uma 
parte  de  cada  parcel  a  cancel  a  oulra  de  alguma  pa  reel  a  vizinha, 
deixaiido  somente  partes  da  primeira  e  da  ultima  parcel  as  sem 
cancclar.  Calcule  as  somas  tclcscdpicas  nos  cxcrdcios. 


17 


sn 


63.  ^(3a  -3*-1) 


^•E(r-  1 


k-^ 

20 


65.  y  f  ±  -  -  1 

\  i2  n. 


Jt=i 

too 


k  +  I 


J2  (k  -  1  )2 

k^i 

67.  (a)  Most  re  que 

1  I 

-  .J  ■  ■  ■  | 


66.  ^2(2‘-hI  -  2a) 


Jt“| 


1 


tl 


1-3  3-5 

Sages  (do: 


{In  -  l)(2rt  +  1)  2tt  +  1 
1  _  1  /  1  1 
(2^  -  l)(2 n  +  1)  ”  2 


(-! _ 

\2n  —  1  2  n 


+  1 


(b)  Lise  o  resultado  de  (a)  para  encontrar 

fi 

liin  V 

n  -*■  HrM  ^ ^ 


I 


68.  (a)  Mostrcquc 


III 

4*  ~ — r  4r  ~ — r  +  •  ■ J  + 


1 


n 


{ 


12  2  3  3  4 

\  \ 


n  in  +  I )  h  4*  1 


Sugestao: 


I 


n  (n  +  1 )  n  h  +  1 


( b )  Use  o  res  u  I  i ado  d e  (a)  pa  ra  enco  tit  rar 

rJ  i 

fSm  12  T 

n  —r  ~|,OC  t  (  £-  | 


69.  Seja  x  a  media  aritmetica  de  n  ndmeros  .vr  _v^ ...  xn.  Use  o  Teo- 
rema  6,4. 1  para  provar  quo 


E^--u  =  o 


70.  Seja 


ir 


5=E 


ar 


k=  0 

mni 


Mostre-  quo  .S’  -  rS  -a-  ar  '  c,  portanto, 

,»i+l 


a  —  ar 


fr=t> 


1  -  r 


ir  £  1) 


(Uma  soma  dessa  forma  e  denominada  soma geometrica.) 


386  Calculo 


73,  Em  cada  parte,  reescreva  a  soma,  se  necessirio,  de  tal  forma 

que  o  lirnite  inferior  seja  zero,  e  entao  me  a  formula  deduzida 

no  Exercfcio  70  para  calcular  a  soma,  Verifique  suas  respostas 

usando  um  recurso  computacional 
20  JO  iOO  . 

(a)  (b)  £2*  Cc)  £(-l)‘+l? 

4=1  4=5  4=0 

3  72,  Em  cada  pane,  faga  uma  conjee tura  sobre  0  lirnite  usando  um 
CAS  para  calcular  a  soma  para  n  -  10,  20  0  50;  entSo,  veri- 
fique  sua  eonjectura  usando  a  formula  do  Exercfcio  70  para 
expressar  a  soma  cm  forma  fediada  e,  as  si  in.  encontrar  exata- 
mente  0  lirnite. 

n  \  n  /V\k 

(a)  lim  lb)  lim  F  U 

ft  ->  +*  ^  2k  / 

4=0  4=1  V  7 

73,  Escrevendo  per  extcnso  as  somas.  determine  se  sao  vAHdas  as 
seguimes  idemidades 


(a) 


(b) 


/ 


£_ 

dx 


N 


T,Mx) 


i—  I 

tl 


£j}C*> 


dx  =  y\  f  fi(x)dx 

<■= 1  Ld  J 


=£!#« 


L  r— ! 


1=1 


74.  Qua  is  das  seguiutes  identidades  sao  valklas? 

w  X>=£*i>  w  ±%-±«/±h 


|  =  I 
n 


i=l  c  =  ] 

Ff  *  ^ 


l=\ 


fxs  I  /  [=] 


«=)  »  =  S> 

i— t  V#— 1 

75*  Prove  a  pane  (c)  do  Teorcma  6,4. 1 
76,  Prove  0  Teo  re  in  a  6. 4 , 4 , 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERClCIOS  DE  COMPREENSAO  6.4 


1 


1 


M(H-r  I) 


fi  (tt  +  1  H  2n  1 ) 


1.  (a)  — - (b)  £  2.  (a)  — (b)  3h<«  +  1)  +  n  (c)  —  -12=1  _  _  ).  (a)  (1,5  <b)  I;  1,5;  2: 2.5 


2  k  20  +  1) 


4-1 


6 


(c)  ]  ,25:  1 ,75;  2,25;  2,75  (d)  1 ,5;  2;  2,5;  3  4.  6,75  5. 


3«2+4h 

lim  - t — -  —  3 


«-►+«  /r 


6.5  A  INTEGRAL  DEFINIDA 


Afestai  iegrttf  //?  t  roduzireittos  a  no^do  de  “integral  definida  ",  que  relaciona  o  conceilo  de  area 
a  outros  conceit  os  imporfantes,  fats  como  compnmmto,  volume,  densidade,  probahiltdade 
e  tmbalho. 


m  SOMAS  DE  RIEMANN  E  INTEGRAL  DEFINIDA 

Em  nossadefinigao  de  area  lfquida  com  sinal  (Definigao  6.4,5),  supusemos  que,  para  cada  mi¬ 
ni  ero  posiiivo  n,  o  intervalo  \a%  b]  foi  subdividido  em  n  subinterval  os  de  mesmo  com  pri  memo 
para  criar  as  bases  dos  retSnguIos  da  aproxiinagao.  Para  algumas  fungoes,  pode  ser  mais  con- 
veniente  utilizar  reutngulos com  bases  de  eompri memos  di  reroutes  (ver  Exercfcio  39);  contu- 
do,  se  quiserinos  exaurir  uma  area  coin  relangulos  de  larguras  dife rentes,  e  importanteque  as 
subdivisoes  sucessivas  sejain  construfdas  dc  tal  mode  que  as  larguras  dos  reifmgulos  tend  am 
a  zero  com  h  cresceme  (Figura  6,5. 1 ).  Assim,  devemos  evilar  o  tipo  de  situagao  que  oeorre  na 
Figura  6.5.2,  cm  que  nunca  e  subdividida  a  metade  da  direita  do  lntervalo.  Se  perniitfssemos 
esse  tipo  de  subdivisao,  entao  o  erro  na  aproxiinagao  nao  tenderia  a  zero  com  n  cresceme. 

Uma partiqao  do  intervalo  [at  b]  6  uma  colegao  de  pontos 


a  =+„ <  j:,  < xt  < -  -  ■ 

que  dividem  o  intervalo  |«,  b\  cm  ti  subintervalos  de  eomprimentos 

AX[  =  X[  —  V0t  —xt>  ~  x$  —  .v; , , , , ,  Axn  —  x,s  —  Xu-\ 

Dizemos  que  a  partigfio  e  regular  se  os  sub  interval  os  t£m,  tod  os,  o  mesmo  comprimenlo 

b-a 
=  Ax  = - 

ft 


Ca  pilule  6  /  Integragao  387 


No  case  de  uma  purliga<.^  regular,  as  larguras  dos  retfmgulos  da  apmxiniagao  tendem  a  zero 
quando  n  ere  see.  Como  isso  nao  precisa  scr  o  caso  para  toda  partigao,  preeisamos  medir  o  ”ta- 
manho"  dessas  larguras  de  alguma  maneira.  Umaabordagem  d  deuoiaro  maior  comprimento 
de  uni  subiniervalo  por  max  Axt.  A  magnitude  max  Ay,  e  denominada  norma  da  partigao.  Por 
exemplo,  a  Figura  6.5.3  mostra  uma  partigSo  do  intcrvalo  [0,  6]  cm  quatro  subintervalos  de 
norma  igual  a  2. 


Figura  6.53 


K — A*l - 


-A-S'; 


■>1+’ — A.v. 


"►I 


0 


3 

't 


4 

'l 


max  A.xt  ~  A*-,  -  f  -  2 


So  quisermos  general  izar  a  Definigao  6.4.5  para  perniitir  subintervalos  de  com  prime  n- 
tos  diferentes,  deveremos  substituir  o  comprimento  constante  Av  pclos  comprimentos  varia- 
veis  Axk.  Uma  vez  feito  isso,  a  soma 


£  f{xMk  )Ax  e  subst itukla  por  /(.*/ )  A x k 

k=[  k~l 


Alguns  autores  usam  o  stmbolo  ||A]| 
em  vez  de  max  Av(  para  a  norma  da 
parllQSo,  case  em  qua  max  -*  0 
deve  ser  trocado  por A||  — >  (X 


Tambcm  devemos  trocar  a  ex  pres  sac  n  — >  +oo  por  alguma  quo  garania  que  os  com  pri  men  tos 
de  lodes  os  intervales  tendam  a  zero.  Para  isso,  ulilizaremos  a  expressao  max  A*-,.  — »  0.  Utili- 
zando  nosso  conccito  inmitivo  dc  area,  esperamos  que  a  area  iiquida  com  sinal  entre  o  gratico 
de/e  o  intervale  [a,  b\  deva  salisfazer  a  eqnagao 


]lni  nX) /<**’) a** 

Jt=l 


(Daqui  a  pouco  veremos  quo  isso  oeorre*)  O  liniite  que  apareee  ncssa  expressao  e  um  dos 
concertos  fundamentals  do  Calculo  Integral  c  constrtui  a  base  da  delinigSo  seguinte. 


definigao  Dizemos  que  uma  fungao/e  integrdvel  cm  um  intcrvalo  fechado  fi¬ 
nite  [a,  b]  se  o  limite 

tt 

'V11  nYlf&ki&X* 

max  A.v*  — *  0  — J 
*=  I 

exist ir  e  nao  depender  da  eseolha  das  partigoes  ou  da  eseolha  dos  pontes  x£  nos  subinter- 
vales.  Nesse  caso,  denotamos  o  limite  pelo  simbolo 


que  e  denominado  integral  definida  de/de  a  ate  b.  Os  numeros  a  e  b  sao  denontinados 
limite  de  integraqao  inferior  e  limite  de  integragao  superior,  respect ivainenle,  e  fix)  e 
de  n om  i  n  ado  in tegrando . 


A  notagao  usada  para  a  integral  deiinida  mereee  algum  comentario.  Historicamenle,  a 
expressao  ”/(  v)  dx”  era  inlerpretada  como  uma  "area  infinitesimal”  de  um  relangulo  de  altura 
fix)  e  base  ‘infinitesimal”  dx.  Ilnlao,  a  area  total  sob  acurva  era  obtlda  “somando”  essas  areas 
in  fin  Lies  inia  is.  O  simbolo  “p  e  um  ;iS‘‘  espichadoqueera  usado  para  indicar  essa  soma.  Para 
nos,  o  sfmbolo  "p  de  integral  e  o  simbolo  4V/.r”  podem  scrvir  para  Icmbrar  que  a  integral  defi™ 
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iikhi  6  realmente  0  H m i ie  de  uni  soma! 6 no  quando  Axk  —*  Oh  A  soma  que  upareoe  nu  Definiquo 
6*5.  I  e  chamada  dc  soma de  Riemann  c  a  integral  definida  eT  as  vezes,  clenominada  integral 
de  Riemann,  para  homenagear  o  maiemdlieo  ale  mao  Bernhard  Riemann,  que  formulou  mui- 
tos  dos  coneeitos  basic  os  do  Calculo  Integral.  (A  razao  para  a  senielhanqa  entre  as  nota^oes 
de  integral  definida  e  integral  indefinida  sera  esclarecida  na  proxima  segno,  ondc  estabeleee- 
remos  tuna  relagao  entre  os  dots  tipos  de  “integrate”.) 

G  li mite  que  aparece  na  Dcfinigao  6.5. 1  e  um  pouco  diferente  dos  tipos  de  limite  discu- 
tidos  no  Capiluio  2,  Falando  um  tank)  vagamente,  a  imengao  da  expressao 


n 


lm  Yf  (4)  AXt  =  L 


rrm  A.vt  0 

k-\ 

6  transmilira  ideia  de  que  podemos  forgar  as  somas  de  Riemann  a  ficarem  tao  pro  xi  mas  quan¬ 
to  quisermos  de  U  independenteriiente  da  escolha  dos  vukires  de  _v£ ,  tomando  a  norma  da  par- 
ligao  sufieieiitemeiue  pequena.  Enibora  seja  possivel  dar  Lima  defmigao  formal  desse  limite, 
simplesnieme  vamos  usar  argument  os  intuilivos  sempre  que  aplicarnms  a  Delinigao  6.5. 1, 
Enibora  a  fungao  nao  precise  ser  continua  em  um  intervale  para  podcr  ser  integravel 
nesse  intervalo  (Exercfcio  35)T  esiaremos  interessados  basieamente  em  integrals  definid&s  dc 
f undoes  ecmlmuas.  O  teorema  a  seguir,  que  enunciamos  sem  prova,  diz  que,  se  uma  ftmeao  e 
continua  em  um  intervalo  fechado  finite,  entao  essa  funcao  c  integravel  nesse  intervalo,  e  sua 
integral  definida  e  a  area  liquida  com  sinal  etitre  o  grafico  da  funcao  e  o  intervalo. 


6.5*  2  tkc  )RJ*  v  i  A  Se  i  tma  ft  m  q do  f  e  con  ft n  u  a  cm  um  i  n  term  lo  [a ,  b  ] .  en  tdo  f  4  h  neg  m  vel 
em  \tu  h]  e  a  area  liquida  com  sinal  A  entre  o  grdfico  defe  o  intervalo  [a,  b]  e 


Georg  Friedrich  Bernhard  Riemann  (1826-1866) 

Mate  Emit  i  co  ale  mao.  Bemhard  Riemann,  como  6  cornu- 
mente  conheddo,  era  filho  de  um  mini  sum  proiestante. 
Reccbeu  de  seu  pai  a  cdueagao  e  l  e  men  tar  e  com  pouca 
idade  mostrou  talcnto  em  Aritmetica,  Em  1846,  enrrou 
na  Universidade  de  Gottingen  para  estudar  Teologia 
e  Filosofia,  mas  logo  transferal- sc  para  a  Matemdtica.  Estu- 
dou  ITsica  com  W.  E.  Weber  e  MnicmAtica  com  Carl  Friedrich 
Gauss,  con  side  rad  o  por  alguns  o  maior  maternal  i  co  de  todos  os 
tempos.  Em  1851,  recebeu  seu  Fh.!>  sob  a  orientagao  de  Gauss 
c  permaneceu  em  Gottingen  para  lecionar.  Em  1862,  um  tnes 
ap6s  seu  casamento,  sofreu  um  ataque  dc  pi  cun  si  a  e  permane- 
ceu  exlremamente  doe  me  pelo  restante  da  vtda,  Fhialmente. 
sueumhiu  a  t  u  here  u  lose  em  1866.  com  39  a  nos. 


O  trabalho  de  Riemann  em  Geometria  esi3  eercado  de 
uma  historia  interessante.  Para  sua  aula  introdutoria,  antes  de 
tomar-se  professor  assistenre,  submeteu  tres  to  pi  cos  possiVeis 


a  Gauss.  Gauss  surpreertdeu  Riemann,  escolhendo  o  que  ele 
mertos  gostava,  os  funda memos  da  Geometria,  A  au  la  parecia 
uma  cena  dc  ill  me.  O  velho  e  cnfraquccido  Gauss,  um  gigantc 
cm  scu  tempo,  observando  intensamente  seu  jovem  bri  Hi  ante 
protegido  juntar  as  partes  de  seu  trabalho  em  um  sistema  bdo 
e  complete.  1  )izem  que  Gauss  ficou  ofegante  de  prazer  quando 
a  aula  chegava  ao  Jim  c  voltou  para  a  casa  maravilhado  com  o 
ta lento  de  seu  estudante.  Gauss  morreu  pouco  depois.  Os  resu!- 
tados  apresenlados  por  Riemann  naqueledia  acabaram  sen  do 
a  ferramenta  fundamental,  usada  por  Einstein  ceica  de  50  an  os 
depois.  para  desenvolver  a  teoriada  Relatividade. 

A ldm  de  scu  trabalho  cm  Geometria,  Riemann  fez  grandcs 
contributes  k  teorsa  das  kmcdcs  complexas  e  k  Fasica  Mate- 
mdiica,  A  no^So  de  integral  definida,  presente  na  maioria  de 
cursos  de  Cdlculo,  6  a  ele  devida.  Sua  morte  prematura  foi  uma 
grande  perda  para  a  Matematica,  uma  vez  qtie  scu  trabalho  era 
brilhante  e  de  importancia  fundamental. 
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A  Formula  (1)  segue  da  integrabilidade  de/,  que  nos  permits  utilizer  quaEquer  partigao  para  calcular  a  inte¬ 
gral.  Em  particular,  se  utilizarmos  parties  regulares  de  [a,  b],  entao 

h  —  « 

Aa>  —  Ax  — - 

tt 


para  cada  vaEcr  de  k,  Isso  implies  que  masc  At,  =  (h-  «}/«,  do  que  segue  que  max  Ar.  0  se,  e  somente  ser 
n  — >  +oo.  Assim, 


/' 


fix )  dx  —  lim 

man  A.n  • 


=  lint  ^/UD&x  -  * 

■  0  *■"'  it  >  \ ■»  L — ^ 

A  =  1 


Nos  casos  mats  simples,  podemos  calcular  integrals  definidas  de  fun  goes  contfnu  as 
usando  formulas  da  Geometria  plana  para  calcular  areas  com  sinal. 


►  Exemplo  1  Esboce  a  regiao  cuja  area  csta  representada  pela  integral 
a  integral  usando  uma  formula  apropriada  de  Geometria. 


deEinida  e  calculc 


(, x  +  2)  dx 


Solugao  (a )  O  gra fico  do  i ruegrando  e  a  re  la  horizontal  v  -  2;  portamo,  a  regiao  6  um  retan- 
gulo  de  altura  2,  estendendo-sc  sobre  o  intervale  de  I  ate  4  (Figura  6.5,4a).  Assim, 

2  dx  ~  (area  do  re  tang  u  I  o}  =  2  (3)  =  6 


Soiuqao  ib)  O  griifico  do  integrando  6  a  ret  a  y  =  x  +  2;  portanto,  a  regiao  e  um  trapd/io, 
cuja  base  se  estende  de  .v  =  - J  a  x  =  2  (Figura  6,5.4/?),  Assim, 


I 


15 


f  (x  +  2)  dx  =  (area  do  frapezio)  —  ^(]  +  4) (3)  -  — 

/-  i  2  2 


Solu^do  (c)  O  graftco  de  y  “  1  2Tpy-  d  o  semicfrculo  superior  de  raio  1  e  centro  na  ori- 

gem;  portanto,  a  regiao  6  o  quarto  de  cfrculo  superior  dircito  estendendo-se  de  x  “  0  an  =  I 
(Figura  6.5.4c).  Assim, 


x2dx  =  (drea do  quarto  de  cue ulo)  =  -jr(I2)  = 

4 


figura  6SA 
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Calculo 


►  Exemplo  2  Calcule 


(a)  /"<*- 

Jn 


1 )  dx  (b)  /  (x-l)dx 


/ 

Jo 


Solu^da  O  gratico  de  v  -  x  -  I  esta  na  Figura  6.5.5,  e  deixamos  a  cargo  do  Iciror  veri- 
ficarque  am  has  as  regioes  triangulares  tem  area  ~.  No  imervalo  [0,  2|T  a  area  Ifquida  com 
sinal  e  A\  —  A2  =  \  —  i  =  Q  e,  no  interval  o  1 0,  l]s  a  area  liquid  a  com  sinal  e  —  A2  = 
Assim, 


■>  ■ 


X 


(  x  -  1 )  dx  —  0  e 


s  / 


(A  -  I )  </a  = 


(Lembre  que  no  Exemplo  7  da  Segao  6.4  utilizarnos  a  Definigao  6.4,5  para  mosirar  que  6  nula 
a  area  Ifquida  com  sinal  entre  o  gralico  de  v  =  x  -  3  c  o  interval o  [0/2],)  M 


m  PROPRIEDADES  DA  INTEGRAL  DEFINIDA 

Supoe-se  na  Definigao  6.5.1  que  [a,  b]  6  urn  imervalo  linilo  fechado  com  a  <  h  e,  portanto, 
o  I i mi te  superior  de  integraqao  de  uma  integral  delinida  e  maior  do  que  o  liniite  inferior.  E 
convenient,  porem,  estender  essa  definigSo  para  irtcluir  os  casos  em  que  os  li mites  de  inte- 
gragao  sao  iguais  on  o  li  mite  inferior  6  major  do  que  o  superior.  Com  essa  I  inalidade,  fareinos 
as  seguimes  definigoes  especiais. 


6.5.3  dehnicAo 

(a)  S  e  ( i  esti  ver  no  do  min  i  o  de  /.  de  fini  m os 


x )  dx  —  0 


C  b)  5e  /  for  i  n  teg  ravel  c  m  p  i ,  ft  J ,  de  t  i  nf  mos 


fix)  dx  -  - 


I(x )  dx 


A  parte  (a)  dessa  definigao  6  consistent  com  a  ideia  inluiiivade  que  a  area  enire  um  ponto  no 
eixo  x  c  a  curva  v  =  f(x )  deva  ser  zero  (Figura  6.5.6),  A  parte  (b)  da  definigao  e  simplcsmente 
umaconvengao  util;  elaestabelece  que,  intercanibiando-se os  limites  de  inlegragao,  inverte-se 
o  sinal  da  integral 


►  Exemplo  3 


* 


Uscinplo  t  {cj 
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Uma  vc/  q tie  as  integrals  definidas  $ao  dadas  per  um  limile,  eias  herd  am  muitas  das  pro* 
priedades  dos  li  mites.  Por  cxemplo,  sabemos  cjue  constantcs  podem  scr  movidas  afraves  do  sinal 
de  li mite  e  que  o  I i mite  de  uma  soma  ou  diferenga  €  a  soma  ou  dilerenga  dos  li miles.  Assirrq  o 
lei  tor  nan  deve  sc  supreender  com  o  teorema  a  seguir,  enunciado  sem  prova  formal. 


6*5.4  ii:oki:ma  Se  f  e  g  f ore  m  in  teg  rave  is  em  [a,  />]  e  se  c  for  uma  cotistcmte,  emao  cf 
/  +  g  $  f  -  g  sao  inte grave  is  cm  (a  b]  e 


(a) 


(b) 


[ 

/' 

Ju 

/* 


cf(x)dx  =  c\  f(x)dx 


■f 


pb  pb 

\f(x)  +  g(.r)]rfjc  =  j  fix) dx  +  f  g(x)dx 

J  if  J  a 

pb  pb 

(O  I  [/(.v)  -glx)]dx=  /  fix) dx  -  I  g{x)dx 

J  a  J  u 


A  parte  (b)  dcsse  teorema  pode  serestendida  a  mats  do  quo  duas  fun  goes.  Mais  predsumenle, 

ib 


J 

Ju 


if]  (*)  +  hix)  + - h  f„{x)}  dx 

pb  pb  ph 

=  (  fi(x)dx+  /  fi(x)dx-i - 4-  f  f„{x)dx 

J  (I  J(i 


Algumus  das  propricdadcs  das  integrals  definidas  podem  scr  molivadas  inlcrprctando- 
se  a  integral  como  uma  area.  Por  exemplo,  se  /  for  contfnuae  nao-negativa  no  intervalo  [a,  b] 
e  sc  c  for  um  ponto  enlre  a  c  fr,  enlao  a  area  sob  v  =  f(x)  c  aeima  do  intervalo  [ay  b]  pode  ser 
dividida  em  duas  partes  e  express^  como  a  area  sob  o  grafieo  de  a  a  c  mais  a  area  sob  o  grafico 
de  c  a  b  (Fig  era  6.5.7),  is  to  c. 


f 

J  a 


fix)  dx  -  jf  fix)  dx  +  j  fix)dx 


Esse  e  um  ease  especial  do  tcorema  a  seguir  sobre  integrals  definidas,  o  qua!  enunciaiemos 
sem  prova. 


6 .5.5  TEGREMA  Se  f  for  integrdvel  em  um  intervalo  fechado  contendo  os  tics  pantos 
a,  h  e  c,  entcio 

f  f{x)dx=  f  f(x)dx+  (  f(x) dx 

Ja  Ju  J c 

ndo  imporfando  como  os  pantos  estejam  ordenados. 


O  teorema  a  seguir,  que  en  unci  are  in  os  sem  prova,  tarn  be  in  pode  scr  molivado  interpre- 
tando  as  integrals  definidas  como  areas. 
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A  parte  (b)  do  Teorema  6,5,6  afirma 
que  e  possfvel  integrar  ambos  os  la- 
dos  de  urn  a  desiguaidade  fix)  >  #(-0, 
sem  altarar  o  serHtdo  da  mesma, 
Caso  h  >  a ,  airit>as  as  panes  do  too- 
roma  corrtiiiuam  validas  $e  irocarmoa 
*por  <  >  ou  ■=  em  toda  parte 


6.5,6  TKOREMA 

(a)  Sc  f  for  integrdvef  cm  [a,  h]  a  fix)  >  0  para  todo  x  em  [c7,  /?],  emtio 


x)  dx  >  0 


(b)  Se  f  e  g  forem  in  teg  rave  is  em  |a.  b  [  e  f(x)  >  g(x)  para  todo  x  em  \<t.  b  |,  emdo 


f(x)  dx  >  j  g(x)  dx 


Figura  633 


Figura  633 


Geomet  ri ca nienie ,  a  parte  (*/)  desse  teorema  cstabelcee  o  faio  dbvio  de  que,  sc  /  for  nao- 
negaliva  em  [ti,  bU  entuo  a  area  lfquida  com  sinal  entre  t>  grafico  de  f  e  o  intervalo  [a,  b |  e 
tambem  nao-negativa  (Figura  6,5.8).  A  parte  (h)  Lem  urna  interpret  agao  simples  quando  /  e 
g  forem  nao-negativas  em  [a,  b\ ,  alirmando  quo,  se  o  gralieo  de  /  naopassa  por  baixo  (it?  de 
g,  entao  a  area  sob  o  grafico  de  /  e  pelo  menos  tao  grande  quanto  aquela  sob  o  gralieo  de  g 
(Figura  6.5.9). 


►-  Exemplo  4  Calculc 


f  (5-3VI  -x*)dx 
J  Q 


Solu^do  A  partir  das  partes  (a)  e  (c)  do  Teorema  6.5.4,  podemos  eserever 

f  ^  r  n  r  t  _  p  E  p  i  _ 

/  (5  -  3V''  1  —  x ~ )  dx  —  /  5dx  -  f  3%/ 1  —  x2  dx  =  /  5  dx  -  3  /  \/l  —  x2dx 

Jo  J  6  Jo  Jo  J  0 


A  primcira  Integra]  dess  a  diferenga  podc  scr  interpretada  como  a  area  de  um  rctangulo  dc 
aEtura  5  e  base  1 ;  portamo,  sen  valor  d  5  e,  peio  Exemplo  1 T  o  valor  da  segunda  integral  d  jt/4. 
imt 

n=5-- 

4/  4 


l  (5-3yrr^)^  =  5-3(J)=5-^ 


■  DESCONTINUIDADES  E  INTEGRABIUDADE 

O  problems  tie  determ  inar  precisamenle  quais  fun  goes  sao  imegraveis  e  hem  complexo  e  foge 
do  eon!  ext  o  deste  livro,  Porems  existem  alguns  resultados  basic  os  sobre  integrabilidade  quo  e 
importante  conheeer;  comcgaremos  com  uina  deiinigao. 


/ £  limitada  em  [a,  fc) 

Figura  6.5J1J 


6,5.7  of  FI  Mg"  AO  Dizcmos  que  uma  fungao  /  delinida  em  um  intervalo  /  6  limitada  cm 
/  se  existir  um  numero  M  positivo  lal  que 


-  M  <  f(x)  <  M 

para  todo  x  cm  A  Geomctricamcntc,  is  so  significa  que  o  gratico  dc  /  no  intervalo  /  tica 
enlre  as  retas  v  =  —  M  ev  =  M. 


Por  exemplo,  uma  fungao  eonifnua  /  6  limitada  em  quaiquer  intervalo  fmito  lech  ado,  pois  o 
Teorema  do  Valor  Extreme  (5.4.2)  impoe  que  f  ten  ha  um  maximo  e  um  mmimo  absolutes 
no  intervalo;  logo,  set:  gralieo  esta  entre  as  retas  y  -  -M  e  v  -  M ,  desde  que  M  seja  grande  o 
suficientc  (Figura  6,5, 10).  Ao  contrario.  uma  fungao  que  tem  uma  assfmota  vertical  dentrode 
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/  nao  £  iimitada  em  [*/,  b] 
Fig  urn  6,5.11 


urn  i  mem  jo  nuo  e  liroitada  nesse  intervale,  poi$  seu  graiieo  dentro  dele  nuo  pode  ser  forga- 
do  a  ficar  entre  as  retas  y  =  -M  c  y  =  A/,  nao  import  an  do  quao  grande  fizennos  o  valor  de  A/ 


(Figura  6,5. 1 1)* 

()  teorema  a  seguir,  enuneiado  sem  prova,  lisla  alguns  fat  os  sobre  a  integrabilidade  de 
f Lingoes  com  dcscontmmdad.es. 


6,5.8  TKOBEM  \  Seja  f  uma  funedo  definida  em  um  intervalo  ftnito  feehado  [a  h\. 

(a)  Se  f  t her  mu  nfmero  finite  de  descontinuidades  em  [a,  /;],  mas  for  Iimitada  em  [a,  h\t 
enrao  e  integrdvel  em  [a,  b], 

(b)  Se  f  nao  for  Iimitada  em  [a,  b ]t  enrao  ado  e  integrdvel  em  [ a ,  h\> 


if  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6.5  ( Ver pagina  396  para  respostas.) 


1,  Em  cada  parte,  use  a  parligao  de  [2, 71  da  lintia  abai xo. 


2  3  4.5 

6.5  7 

(a) 

Qua)  d  o  ml  mere  /t  de  subintervalos  nessa  partigao? 

(b) 

:  x>  = 

Xq  -  IX,  = 

(c) 

At,  :  Ao  = 

;  A v,  s= 

Ar,  - 

(d) 

A  norma  dessa  parti  gao  e 

m 

2,  Seja  fix)  =  4a  —  12.  Use  a  parti  guo  de  [2,  71  do  Exercfcio  1 
acima  e  as  escolhas  x*  =  2, =4, x*  ^5e  x\  =  7  para 
calcular  a  soma  do  Niemann 

4 

Y 

i=1 


X  (a)  Esboee  a  regiao  cuja  *1reu  com  sinal  6  represent  ada  por 

*7 


f, 


[4x  -  12]  dx 


(b)  Use  formulas  apropriadas  de  Geometric  para  calcular  a 
integral 

4.  Supon  ha  que  g(x)  seja  uni  a  fungao  para  a  qua  I 


/. 


f  f 2 

g(x)dx  =  5  e  /  six) <lx  =  -2 

2  J  i 


Use  essa  mfomnagao  e  formulas  apropriadas  de  Geometria  para 
calcular  as  integrals  dotinidas, 


a)  J  5.?(.v 

* L 


;.v)  dx 


[4™yg(x)]dx 


(b) 


(b) 


g(x)dx 


Ij 

j  [gO)  +  v'4  -  x2}  dx 


eXERClCIGS  6,5 


1  -4  Encontre  o  valor  do 

n 

(a)  V;  f{xp  A.i-fc  (b)  max  Ax*. 

k=l 


1.  f(x)  =  x  +  1;  a  =  0.  b  =  4;  n  -  3; 

Ax i  =  U  Ax 2  —  U  Axj,  —  2; 

_  1  y*  .  1  v*  ■ v 

A\  "  3^  a2  ~  2*  " 

2.  fix)  —  cos  A”  a  —  0,  b  —  2  7i:  u  —  4; 

Ax |  —  n / 2,  Ax2  =  3jt/4,  Ax i  =  jt/2.  A  ax  =  jt/4; 
x*  =  tt/4,  xj  =  jt,  .x*  =  3tt/2,  xj  =  7tt/4 


fix)  -  4  -  x2;  €2  =  -3,  b  -  4;  n  -  4; 
Ax]  =  L  Ax‘2  =  2,  AXt,  =  1,  Ax'4  —  3; 


4.  /U)  =  .r1;  a  =  —3,  b  =  3;  «  =  4; 

Axj  =  2,  Ax2  =  1.  A  a*  3  —  L  Aa‘4  =  2; 

At  =  -2.  ,v|  =  a,  .v’  =  0.  x-  =  2 

5-S  Use  os  valores  dados  do  a  e  b  para  expressar  os  It  miles  sogain- 
tescomo  intograis.  (Nao  calculc  as  integrais.) 


ff 


lim 

max  A.t> 


n 


^fxfYAxk\ 


ti  -  —\.b  =  2 


k=] 


5 . 
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(>.  lim  (jc? Ajcjt-;  ti  —  I ,  h  —  2 

nuix  A.tj,  — k  0  4-* ^ 

*=I 

7.  lim  V 4a£(1  -  XKt)Axk;  a  =  -3.  /?  =  3 

mnx  Axt  h*  <1  '  *  * 

i=I 


iT 

8*  lim  y (sen2 x?)Axk;  a  =  0.  /?  =  tt/2 

iiui*  A.**  ->■  0 

A=I 

9  - 1  o  U  sc  a  dc  [i  n  i  q  So  6.5. 1  para  ex  pressar  as  in  leg  rai  s  eo  mo  1  i  mi  - 
tesdc  Sonias  do  Ricmann*  (NSocakulc  as  integrals.) 


9.  (a) 

J  2x  Ja 

(b) 

10.  (a) 

j  *Jx  dx 

(b) 

i 


A 


dx 


X*+. 

/jt/2 

(I  +  co$x)dx 

■jt/2 


ENF0CANDO  CONCE1TOS 


17-18. 


(a)  f  fix)  (Lx 
Ja 


(c)  f  f(x)dx 

Jo 


L 

Jf'd 

a 


W)  fix)  dx 


Area  = 


11-14  Esboce  a  regiao  cuja  area  com  sinal  e  represciuada  pel  a  in¬ 
tegral  definida  e  calcule  a  integral  tisnndo  uina  formula  apropriada 
dc  Gcomcma  ondc  for  necessario. 


II.  (a)  / 

Jo 

/.: 


(C) 


12,  (a) 


(c) 


x  dx 


f  (l  -  | a)  dx 
J  o 

j\\-h)dX 


13.  (a)  /  2dx 


l 


<C) 


J  \2x-3\dx 


14,  (a)  /  6dx 

J- 10 

(c)  /  |  a  —  2 1  dx 

J  o 


(b) 


(d) 


(b) 


(d) 


(b) 


(d) 


(b) 


(d) 


j  x  dx 

£  (i  -  h)  dx 
I  ( 1  -  fX)  dx 

Jo 


cos  x  dx 


L 

t*= 


x2  dx 


i 

/jt/3 
-;r/3 

/V? 

Jo 


sen  x  dx 


x 2  dx 


15.  Em  cada  parte,  calcule  a  integral,  sabendo  que 

|A~2js  x>0 


/(a)  -  i 


(a)  j  fix)  dx 

(c)  f 
Jo 


x  -r  2,  x  <  0 

<b)  f 


*6  r6 

f(x)dx  (d)  / 

r 0  J—4 

16*  E  n  i  cada  pa  lie,  cal  c  u  I  e  a  i  meg  rat ,  sahe  nd  o  q  ue 

2a,  x  <  I 


m  - 


X  >  I 


/ 


19*  Obtenha  /  [  fix)  +  2g(x)  |  dx  sc 


J  f{x)  dx  ~  5  e  J  g(x)dx  =  —3 


“/4| 


2U*  Obtenha  j  [3f(x)  —  g(x)]dxsc 


^  fix)  dx  =  2  c  j"  g(x)dx-\0 


21,  Obtenha  /  /(a  )  dx  se 


/  f(x)dx  -  “2  e  /  f(x)dx  =  \ 
Jo  Jo 


22.  Obtenha  j  fix)  dx  se 

i 


j  fix)  dx  =  2  e  J  f(x)dx  =  —6 


23-26  Use  o 
paracatcular  as  integrals. 


'A 


fix)  dx 

23*  j  (4  -  5a)  dx 

24. 

fix)  dx 

25.  f  (x  +  2y/l  -x2)dx 

Jo 

26* 

■/>-' 


3 1  a  | )  dx 


26.  J  (2+  y9  -  -v: ) dx 


27  -28  Use  o  Teorema  6*5*6  para  determinar  se  o  valor  da  Integral 
e  positive  on  negative. 


(a)  j  f(x)dx 

Jo 

(b) 

1  fix)  dx 

27*  (a) 

r  *  dx 

1 2  I  —  A 

(b) 

f .  * 

Jo  3— COS  A 

f  to 

(c)  j  fix)  dx 

(d) 

(  f(x)dx 

J  3/2 

28.  (a> 

r%su, 

1—3  V3  —  A 

(b) 

J- 2  |A| +  1 
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2  3  “30  Caloric  as  integrals  completnndo  n  quadrado  c  apiicando 
formulas  apropriadas  de  Gcomcma. 


31  “32  Calcule  o  limite  cxpressando-o  como  uma  integral  deli- 
nida  no  intervalo  [t*.  b]  e  apiicando  uma  formula  apropriada  de 
Geo  me  (ri  a. 


n 

31.  lim  V (34  +  1 )  Axk ;  a  =  0,  b  =  I 

itlni  iJtjj  -V  0  J 

32,  lim  V  tA  “  (4) 2  &xk\  a  —  — 2,  />  —  2 

mix  a.ia  -*  o  4-^  y  * 


Eneontre  o  maior  e  o  menor  valor  que  pode  ter  a  soma  de  Rie- 
mann 

3 

E 

t=i 


no  intervalo  [0,  jt]  para  a  fuugao/U)  =  sen  a\  com  Atq  -  ?r/4. 

A\a  -  7?r/l  2  e  Ay3  =  jt/6, 

38,  Encontre  o  menor  e  o  maior  valor  que  a  soma  de  Riemann 

3 

J2  ■>'<■<'> 

k-l 


pode  ter  no  intervalo  [0,  4]  se  f  ix)  -  jC  -  3.r  +  4  e  Ar,  ~  L  Av2  ■=  2 
e  Av-,  —  I  * 

39.  A  fun^ao  fix )  =  */x  e  eonttnua  em  [0. 4]  e,  portanlo,  Integra- 
vel  nesse  intervalo.  Calcule 

4 

a/v  tlx 

usando  a  Definite  6.5. 1 .  Use  subiniervalos  de  tamanhos  dife- 
rentes  dados  pel  a  partiqao 

0  <  4(l)2/n2  <  4(2)2/;j2  <  ...  <  4(w  -  l)2/n2  <  4 

e  tome  4  como  setido  o  cxtremo  direito  do  A-^simo  subtit¬ 
le  rvalo. 


ENFOCANDO  CGNCEITOS 


4(1.  S  upon  ha  que/csteja  defin  ida  no  i  ntervalo  [re  b ]  e  quejfljr)  -  0 
para  a  <  a  <  b.  Use  a  DefinigSo  6.5. 1  para  pravar  que 

f(x)dx  -  0 


41.  S  u  po  nha  q  ue  g  scj  a  u m  a  1\i  neao  con  If  n  na  no  i  n  [ erval 0  [a,  b]  c 
que/ seja  mna  funcao  deft  nida  em  [tL  /;]h  de  inodo  que /a)  = 
g(.v)  para  a  <_v<  b.  Prove  que 


f(x)dx 


1  Su^es too :  Esc  re va 


g(x)  tlx 


fix )  dx 


h 

l(/t-v)  -  g(x))  +g(x)]dx 


e  use  o  resultado  do  Exercicio  40  junto  com  o  Teoremn 
6.5.4(6),] 


42.  Deli  na  a  f  un^ao  /  por 


0. 


x^0 

x  =  0 


Segue  peloTcorcma  6.5 .8(6) que/nao  6  integravel  no  intern- 
lo  lOt  I  ],  Aplique  a  Delimqao  6-5- 1  para  provar  que  isso  real- 
memeocorre.  \Su%estaoi  Argumente  quo.  independeniemen- 
tc  de  quao  pequena  seja  a  norma  de  tuna  partisan  tic  [0,  1 1. 
senipre  haver  a  a  i  gum  a  escoiha  de  4  que  torne  a  soma  de 
Riemann  da  Definite  6,5. 1  lao  grande  quanto  queiramos.) 
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l/'  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6.5 

I.  (a)  n  =  4  (b)  2;  3;  4.5;  6.5;  7  (c)  1 :  1 .5:  2: 0,5  <d)  2  2.  26  3.  (a)  Vcr  Figura  EC-3  (b)  30 

4.  (a)  -10  (Id  3  (c)  -3  (d)  3  +  2^ 


Figura  EC-3 

6.6  OTEOREMA  FUNDAMENTAL  DO  CALCULO 


Nesm  segdo  estahe  leceremos  duas  re  1  acne  s  hastens  entre  as  integrals  definida  e  indefinida 
que,  juntas,  formam  urn  re  suit  ado  conhecido  como  “Teorema  Fundamental  do  Calc  id  o  ", 
Uma  pane  desse  teo  rema  re  lac  Ion  a  os  met  ados  do  retdngido  e  da  antiderivada  com  o  cdlcido 
de  area,  enquanto  a  outra  parte  fornece  um  poderoso  rue  to  do  para  o  calcs  do  de  integrals 
definida  s  us  and o  antide  rivadets. 


■  OTEOREMA  FUNDAMENTAL  DO  CALCULO 

Como  lias  se^oes  anter iores,  come^amos  supondo  j  nao-negativa  e  eontmua  em  um  intervalo 
[a,  h\;  nesse  casot  a  area  A  sob  o  grafico  de  /  acim  a  do  intervalo  \a>  b\  e  representada  pel  a 
integral  definida 


-j 


b 


A  =  j  f(x)dx 


(I) 


(Figura  6.6.1). 

A  discussao  do  metodo  da  anliderivada  na  Seqao  6/1  sugere  que,  se  A(x)  for  a  area  sob 
o  grafieo  de  /  de  a  ate  a:  (Figura  6.6.2),  entao; 

•  A\x)=m 

•  A{a)  —  0  A  drea  sob  a  curva  de  u  ale  ti  c  a  die  a  acirna  tic  um  tinico  pernio  c.  poruuno.  e  zero. 

•  A(b)  “  A  A  area  sob  a  curva  de  a  at£  b  C  A . 

A  formula  A  (a)  -  f(x)  alirma  que  A  (a)  6  uma  anliderivada  de  fix),  o  que  implica  que  toda 
amiderivada  de  /(a)  cm  [ar  h]  podc  ser  obtida  acre  seen  tando-se  uma  consiante  a  A  (a).  Con- 
seqdenteinente,  seja 

F(x)  =  A(x)  +  C 

uma  amiderivada  qualqucr  de  /(a).  Subtraindo  F{a)  de  Fib),  obtemos 

F(b)  -  F(a)  =  \A(b)  +  C\  -  \Ma)  +  C|  =A(b) -A(d)=*A  ~0  =  A 
Logo,  ( I )  pode  ser  expressa  como 

*b 

f(x)  dx  =  F  (h)  -  F(a ) 


Jti 


Em  pa  lavras,  css  a  cquagao  afirrna: 


A  integral  definida  pode  ser  calcidada  enconlrando-se  uma  antide rivada  do  integrando  e. 
entao,  subtraindo- se  o  valor  dessa  amiderivada  no  extreme  inferior  de  Integra 0o  de  sett 
valor  no  extrema  superior  de  integrando. 
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Em  bora  esse  resuitado  tenha  sido  obtido  sujeito  a  hipdtese  de  que  /  d  nao-negaiiva  em  f  at  h]f 
essa  hipdtese  nao  e  esscneiaL 


6.6  J  teorema  { Teorema  Fundamental  do  Cdlculo,  Parte  l)  Se  f  for  conrfnm  em 
\a,  61  e  F for  tana  mtideeivada  de  /  em  [a,  b]>  enido 

b 

fix)  dx  =  Fib)  -  F(a)  (2) 


! )J  \ i ONSTRavaO  Sc j am  x _rr_ s  po n los  c\ u ai sij u er  cm  [a,  b]7  tai s  que 

a  <  a,  <  ,v:  <  ■■■  <  xtt_ ,  <  b 
Esses  ponies  dividem  [a,  b]  cm  n  subiniervalos 

[0,JC|1,  f.T(> U',,.,,  b\  (3) 

cajo  comprimcnto,  como  anies.  denoiaremos  por 

A.v,  Ax, Ax 

l  ■.  iiii  fr 

Por  hipbicse,  Fix)  =  f  (x)  para  lodo  x  em  [a,  b\\  logo,  F  satisfa/  as  hipdieses  do  Teorema 
do  Valor  Medio  (5.7.2)  eni  eada  subimervalo  em  (3).  Portanto,  podemos  encomrar  pontos 
x*.  x*_ . v*  nos  respcctivos  subintervalos  em  (3),  lais  que 

F{X[)  ~  F(a)  =  F'(x*)(xt  ~  n  WUpAx, 


F(x3)  -  Fix;)  =  rtx^ix,  -  *,)  =  /(x?)iv; 

F(x  j  -  F(x ,)  =  /''(xj)(.v.  -  -v,)  =  f(x'F)M\ 

Fib)  -  F(x„_ ,)  =  F'(x*)(h  -  ,)  =  fixate" 

Soman  do  as  cqua^oes  preeedentes,  obtenios 

n 

Fib)  -  Fid)  =  £  /{ x*k)&xk  (4) 

k=\ 


Vamos  agora  aumentar  n  de  tal  forma  quo  max  Axt-*0,  Como  se  supoe  /  eontmua,  o  lado 
direito  de  (4)  lende  a  f(x)  dx,  pelo  Teorema  6,5,2  e  pel  a  Defmigao  6,5  J,  Porem,  o  lado 
esquerdo  de  (4)  e  inclependentc  de  n;  on  seja,  o  lado  esquerdo  de  (4)  permanece  cons  (ante 
q  uando  n  aumenta.  Assim, 

^  «  fh 

F(b)  -  F{a)  =  lim  5a/{x*)Ax*=/  f{x)dx  ■ 

A.tr.  “+■  (1  1 

fr—  i  *  a 


k=l 


E  usual  denotar  a  diferenga  F(b)  —  F(a)  por 

Fix)]^  =  Fib)  -  F{a)  ou  [F(jt)]';  =  Fib)  -  F(a) 

Por  exemplo,  usando  a  prime ira  dessas  notagoes,  podemos  expressar  (2)  como 


As  vezes  eserevemos 

FWPfx*  =  F(h>  ~  F <«) 

q uando  for  importance  enfatixur  que  a  e  b  sao  valores  da  varidvel  a\ 
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A  Integra!  no  Exemplo  1  represents 
a  area  de  um  certo  Irapezio.  Esbo- 
ee  esse  trapezio  e  catcule  sua  area 
usando  Geometisa. 


ky 


Figura  6.6,3 


►  Exemplo  1 

Solu^ao  A 


culc  ^ 


Calcule  /  xdx. 


t  ^ 

Fix)  =  e  uma  antiderivada  ctefix)  =a%  assim,  a  partir  de  (2) 


L^  =  ¥ 


.2 


J 


1,1,  13 

=  -(2)2  —  -(l)2  =  2-  -  =  - 
2  2  2  2 


►  Exemplo  2  No  Exemplo  6  da  Scqfio  6.4  usamos  a  definigao  de  area  para  mostrar  quo  a 
area  sob  o  gralieo  de  v  ='  9  -  jf  e  acima  do  intervale  [0,  3]  e  de  18  (umdades  de  area).  Agora 
podemos  resolver  esse  problema  com  niuito  mats  faciiidade  usando  o  Teorema  Fundamental 
do  Calculo: 


-f 


(9  —  x~)  dx  —  9.v  — 


3 


h*- 


27 

T 


-0=  18  < 


►  Exemplo  3 


(a)  Bncomre  a  area  sob  a  curva  v  =  cos  x  no  intcrvalo  ID,  xI2  |  (Figura  6.63). 

( b)  Faq a  uma  co nj ee l  ura  s ob re  o  val or  d a  i  n legra I 


f 


cos  x  dx 


e  a  eon  fir  me  usando  o  Teorema  Fundamental  do  Calculo. 

Solugdo  (a)  Como  cos  x  >  0  no  intcrvalo  [0,  tt/2],  a  area  A  sob  a  curva  c 


rJl/2 

Jo 


-ix  f  2 


cos  v  dx  —  sen  _y 


Jo 


=  sen  —  —  sen  0  —  l 
2 


Solugtio  (h )  A  area  da  da  podc  ser  intcrprcEada  como  a  area  com  sinal  entre  o  gralieo  de 
y  =  cos  a’  e  o  intcrvalo  [0,  tt]  .  O  grafico  na  Figura  6.6.3  siigcic  que  a  parte  da  area  acima  do 
eixo  x  6  igual  a  pane  abaixo  dele;  logo,  a  conjee  tufa  6  de  quo  a  area  com  sinal  6  zero,  Is  so 
impllca  que  o  valor  da  integral  e  zero,  o  que  6  confirmado  pci  os  calculus 


l 


.T 


•r- 


cos x  dx  —  sen  x  =  sen  Jt  -  sen  0  —  0  A 
o  Jo 


■  A  RELAQAO  ENTRE  AS  INTEGRA1S  DEF1NIDA  E  INDEFiNIDA 

Observe  que  nos  exemptos  preeedemes  nenhuma  eonstante  de  integraqao  lot  inelufda  nas 
antidcrivadas.  Em  geral,  quando  for  aplicado  o  Teorema  Fundamental  do  Caleulo,  nao  ha  nc- 
cessidade  de  iueluir  uma eonstante  de  mtegruqao,  pois,  de  qualquer  forma,  ela  ira  sumjr,  Para 
calender  isso,  seja  F  uma  antiderivada  do  imegrando  cm  [ a ,  /;]  c  C  uma  eonstante  qualquer; 
entao. 


/*h 

Jii 


f(x)  dx  =  F(x)  +  C 


=  lF{b)  +  C|  -  [F(fl>  +  C|  =  Fib)  -  F(a) 


it 
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DOMINEO  DATECNOLOGIA 

Consults  os  manuals  de  sou  CAS  a 
rsspeito  do  calculo  ds  integrate  deli* 
nidas  e  eonfrra  os  resuitados  obtidos 
no  Exsmplo  S. 


ADVERTENC1A 


Assim,  quando  estivermos  ealeutendo  a  integral  definida,  podemos  omilir  a  consiante 
dc  integrate  cm 


e  expressar  (5)  coino 


/v 


} 

-t  i«' 


(a )  d a  =  Fix)  -f-  C 


I  fix)  dx  -  I  fuutx] 


quo  rclaciona  as  integrals  dcfinida  e  mdcfimda. 


(6) 


►  Exemplo4 


j  VZ  dx  =  j  x 


T _ 

ha 

_ i 

y  2  1 

1,  3  J 

2  „  52 

=  -(27-  + 


►  Exemplo  5  A  Tahela  6,2.1  nos  sera  util  nos  ealculos  a  scguir. 

■9 


j  x2\fxdx  =  j  x ‘S  2  dx  =  -a 


7/2 


2  4118  2 

=  -(2187  —  128)  =  -y-  =  588- 


f 


jib 

sen  x  cos  a 

- t/TV  =  —  — 

5  5 


7i  it 


Jo 


1 

5 


j^eos  J  —  cos  oj  =  —  -[0  —  1  I  “ 


1 

5 


l 


tv  3 


sec3  a  r/ a  —  tgA 


=  ig(r)-<gO  =  VS-0  =  V3 
-  o  v  - 


i 


In  3  t1h3 

5f"  <V.v  -  .Vr  -  5U1" 3  —  e0!  =  5[3  —  1 1  =  10 

-  0 


a 


-ii  .-i 

—  ax  =  In  |a[ 


=  In  |  —  ]  |  —  In  |  — e|  =0-  I  =  -I 


J  —  e 


f 


j/a 


- 1  /2  V  \  ~  X' 


dx  =  arc  sen  x 


1/2 


-1/2 


=  arc  sen  (  ~  }  —  arc  sen 


/  1  \  jT  /  7t\  71 

\  2j  =  6  (  6.)  =  3 


As  exigences  do  Teorema  Fundamental  do  CAfculo  de  que/seja  continua  em  [at  h]  e  quo  I  seja  uma 
antiderivada  para  /'em  todo  intervalo  [o,  h]  n&o  podem  ser  esquecidas.  A  desconsiderag^o  dessas  hi* 
pdteses  quase  certamente  levari  a  resultados  incorretos.  For  exemplo,  a  fungSofo)  =  l/-c  deixa  de  ser 
continua  em  x  =  0  por  dels  motives:  for)  n£*o  est&  definida em  x  =  0  e  niio  existe  limL  H.fo).  Assim,  □  Teorema 
Fundamental  do  C6Eculo  nao  deveria  ser  usado  para  integrar/em  qualquer  intervalo  quo  contenha.v  -  0. 
Con  todo,  se  ignore  rmos  isso  e  cegamente  aplicarmos  a  Formula  (2)  no  intervalo  [-1, !].  entao  poderernos 
oalcular  incorrelamente  a  integral  f\{ l/x1)  tomando  os  valores  da  antiderivada  -J/r  nos  extremes  e 
oblendo  a  re&posla 


=  HI  -(-Dl  --2 


Como  .for)  i-  ]  tx  P  uma  fungSo  n«£o- negativa,  £  imposstvel  obter  um  valor  negative  para  essa  integral 
definida. 
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O  Teorema  Fundamental  do  Calculo  pode  ser  aplicado,  sem  modificagoes,  a  in  leg  mis 
definidas  cm  que  o  iimite  inferior  da  integraqao  c  maior  do  que  on  igual  ao  timitc  superior 
da  integraqao. 


►  Exemplo  6 


O  ultimo  resullado  esta  de  acordo  com  o  tj tic  Leria  sido  oblido  reverlendo-se  os  limites  de 
i  n  teg  i  aq  ao,  co  n  to  rinc  a  De  I  in  i  qao  6 . 5 .3  (b): 


Para  integrar  uma  fungao  continuaque  e  definida  por  partes  no  iniervalo  [a,  Z?]>  divida  o 
intervale  em  subintervalos  nos  ponies  em  que  a  fungao  t*  descent  in  ua  e  i  meg  re  separadamente 
em  cada  iniervalo  de  acordo  com  o  Teorema  6,5,5. 

- -  r€ 

►  Exemplo  7  Calcule  f  f(x)dx  se 

Jo 


3a-  -  2t 


x  <  2 
x  >  2 


So  hie  do  A  parti r  do  Teorema  6,5,5 


(a) 


f 

Jo 


f(x)dx  =  f  f(x)dx  +  f  f(x)dx 
Jo  J  2 


-l 


=  I  x~  dx  + 


!>  - 


2 )  dx 


\  -i  2  i-  rt 

x '  i  r  3x' 


-,6 


+ 


—  2jc 


in 


J2 


-(!- 


0  )  +  (42  -  2)  = 


128 


Se/e  uma  fungao  comfnua  no  iniervalo  [a,  b],  definimos 


-t 


area  total  —  /  \f(x)\dx 


(7) 


como  a  area  total  entre  a  curva  y  —fix)  c  o  iniervalo  \a,  b]  (Figura  6.6,4).  Para  calcular  a  area 
total  usando  a  Formula  (7),  comegamos  dividindo  o  iniervalo  de  in  teg  rag  ao  cm  subin  ter  valos 
nos  quais  fix)  nao  troca  de  si  nab  Nos  subintervalos  em  que  0  Sfix),  trocanios  \f(x)\  por/fx);  e 
nos  subintervalos  em  que^x)  <  0,  trocamos  \f(x)\  por  -fix).  A  soma  das  integrals  assim  obtidas 
6  a  drea  total 


Figura  6.6.4 
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Figura  6.6,5 


►  Example  8  Encontre  a  area  total  emre  a  curva  y  =  J  —  x* e  o  eixo  a  sobre  o  intervalo 
[0,2]  (Figura  6.6.5). 


Softigao  A  area  A  6  dada  par 


A  —  f  |1  —  a2  |  dx 

Jo 


-L 


X  — 


/ 

tIH] 


(1  -xi)dx+  j  -(\-x2)dx 


-i-H)- 


2  M 


Ja 


■  VARIAVEIS  MU  DAS 

Para  o  calculo  de  uma  integral  definida,  usando  o  Teorcma  Fundamental  do  Calculo,  e  ne- 
cess£rio  eneonlrar  uma  antkferivada  do  i  n  teg  r  undo;  assim,  e  imp  on  ante  saber  que  tipos  de 
fungao  tern  antiderivadas.  E  nosso  proximo  objetivo  inostrar  que  toda  fungao  contfnua  tom 
antiderivadas,  mas  para  fazer  isso  preeisamos  antes  de  a l guns  resultados  prelim  in  ares. 

A  Formula  (6)  mostra  que  ha  uma  estreita  relaqao  enlre  as  integrals 

f(x)(tx  e  (  f(x}  dx 

Porem,  as  integrals  definida  e  indefinida  diE'erem  cm  alguns  aspeetos  imports  ntes*  Em  prinicf 
ro  lug  an  ambas  sao  objetos  de  classes  dife  rentes  -  a  integral  definida  e  urn  numetv  (a  area  If 
quida  com  sinal  enlre  o  giaficodev  —  f(x)  e  o  intervalo  [a,  b])y  enquanto  a  integral  indefinida 
6  iimftfitngdo  ou,  mais  prceisamcnlc,  um  eonjunio  de  Eung5cs  |as  antiderivadas  de /(*)[.  No 
entanto,  as  dois  tipos  de  integral  tambem  diferem  no  papel  desempenhado  pela  variavel  de  in- 
tegragao.  Em  uma  integral  indefinida,  a  variavel  de  integraqao  c  “transmitida*7  a  antiderivada, 
pois  integratido  uma  fungao  de  a  produz  uma  fungao  de  v,  integrando  uma  fungao  de  t  produz 
uma  fungao  de  t,  e  assim  por  diante,  Par  exemplo, 

J  x2  dx  =  ~  +  C  e  j 

Par  out  ro  lados  a  variavel  de  iutegragao  de  uma  integral  definida  nao  c  transmitida  ao  resul- 
tado  final,  ja  quo  estc  6  um  numcro.  Assim,  integrando  uma  f'ungao  de  x  sobre  um  intervalo  e 
integrando  a  mesma  Iungao  de  /  sobre  o  mesmo  intervalo  de  integragaO  produz  o  mesnio  valor 
da  integral.  Por  exemplo, 

.3  a  *  a  jfe  /*3 


v 

tA  dt  ^  —  -b  C 


SXd’= i 


x=  l 


27 

T 


i 

3 


e 


J/=l 


27 

T 


i 

3 


26 


Contudo,  esse  ultimo  resultado  nao  deveria  ser  surpreendente,  pois  a  area  sob  o  grafieo  da 
curva  v  =/U)  sobre  um  intervalo  \a,  b]  do  eixo  x  €  igual  h  area  sob  o  gralico  da  curva  v  =fl,f) 
sobre  um  intervalo  la,  b]  do  eixo  f  (Figura  6.6,6). 

Uma  vez  que  a  variavel  de  inlegragao  em  uma  integral  definida  nao  desempenha  ne- 
nhum  papel,  eln  e  usualmente  ehamada  de  variavel  muda.  Em  suma: 


Sempre  que  for  conveniente  mttdar  a  terra  ttsada  para  a  variavel  de  iutegragao  em  uma 
integral  definida ,  isso  pode  serfeito  sem  altera r  o  valor  da  integral 
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Fig  lira  6.6.7 


m  O TEOREMA  DO  VALOR  MEDIO  PARA  INTEGRAIS 

Para  atingir  o  objetivo  de  mosliar que  funqoes  contmuas  lent  antiderivadas*  vamos  desenvol- 
ver  uma  pmpriedadc  basieadas  integrals  dcfimdas,  conbecida  coma  Teorema  do  Valor  Medio 
para  Integrals,  No  proximo  cap  flu  la*  usaremos  esse  teorema  para  amp  bar  a  ideia  usual  de 
''valor  media"  para  torna-la  aplicavel  a  fungous  contfnuas,  mas  aqui  o  teorema  sera  util  no 
desenvolvimento  de  oulros  rcsultados. 

Seja  /  uma  limgao  con  tin  ua  e  liaa-negativa  cm  [a,  hf  e  in  e  M  os  vatores  mmimo  e  ma¬ 
xi  mo  de  f(x)  nesse  interval  o.  Can  side  re  os  reiftngulos  de  all  Liras  m  e  M  sabre  o  interval  o  [a,  h] 
(Figura  6.6,7).  H  claro,  geomelricamenle  a  pari  i  r  da  fig  Lira,  que  a  area 


y  =/U) 


Figura  6.6,8 


sob  y  -  fix)  6y  pel  a  menos,  tao  grande  quanto  a  area  do  retangulo  de  altura  m  e  nao  maior  do 
que  a  area  do  retangulo  de  altura  A/,  E>  portanlo,  ru/oave I  supoi  que  exisla  uni  retangulo  sobre 
o  intervale  [a,  b]  com  alguma  aliura  apropriada  fix*)  emre  m  e  M  cuja  area  e  preeisamente 
A\  isto  e, 

b 

fix)  dx  —  f(x*){b  —  a) 


r 

a 


(Figura  6.6.8).  Este  e  um  easo  especial  do  seguinte  resuliado. 


6*6*  2  1 1  ;<  >  k  i  :  M  a  ( Teorema  do  Va  tor  Medio  para  l n  tegrais )  Se  f  for  con  tf  n  a  a  em  t u n 
intervalo  fechado  [a,  h\,  entdo  exist  e  pelo  men  os  um  panto  x*  em  |o,  b]  to!  que 

f(x)dx  =  f(x*)(b-a)  (8) 


dfmonstra^ao  Pelo  Teorema  do  Valor  Extreme  (5.4.2),  /  lama  os  valores  minimo  m  e 
maximo  M  em  [a,  h],  Assim,  para  todo  x  em  |o,  b]. 


e.  pelo  Teorema  6.5.6(b), 


nt  <  j\x)  <  M 


on 


rb  fb 

I  m  dx  <  / 

J  a  J  a 


mdx  <  /  fix )  dx  <  /  M  dx 


f 


<  [  fO 


m(h  —  a)  <  j  f(x) dx  <  M(b  —  a) 
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OU 


m 


<  1  r 

-  b -a  l,  J 


fix)  dx  <  M 


h- 


~ 

a  Ja 


b 


fix)  dx 


00) 


6  urn  ntlmcro  entre  m  e  Mt  c  como  f(x)  assume  lodes  os  valorem  entre  m  e  M  cm  [«,  A?]j,  tern -sc 
a  parti r  do  Teorema  do  Valor  In  termed  kino  (2.5.7)  que  fix)  deve  tomar  o  valor  ( 1 0)  em  algum 
ponto  x*  de  [a,  h\\  isto  e. 


hi 


dx  =  /(x*)  oil 


f  /(v 

■Ah 


X)  f/x  -  /(**)(/>  ^  (7) 


►  Exemplo  9  la  que  f(x)  =  x 2 6  corctiuua  no  intervalo  [  1 , 4|,  o  Teorema  do  Valor  Medio 
para  Integrals  garante  existir  um  ponto  x*  em  [1*4],  la!  que 


Mas 


s: 


x’dx 


~  /(**■) (4  -  1)  =  (jf*)2(4  -  I)  =  3(jc*)2 


logo, 


3(x*)2  =  21  on  (x*)2  =  7  ou  x*  =  ±*Jl 


Ponanto>  x*  —  \/7  2,65  6  o  numero  em  [  1 1 4],  euja  existSncia  estd  garantida  pelo  Teorema 

do  Valor  Medio  para  Integrals,  M 


■  PARTE  2  DO  TEOREMA  FUNDAMENTAL  DO  CALCULO 

Na  Segao  6. 1  a  foi  dado  um  argumento  informal  para  mostrar  que,  se  /  for  comfnua  e  niio-ne- 
gativa  em  [a,  b)  c  se  /\{x)  for  a  area  sob  o  grafieo  de  v  -  fix)  sohre  o  intervalo  1  a,  x\  (Figura 
6.6.2),  entao  Af(x)  =  /(x).  Mas  A{x)  pode  ser  expressa  como  a  integral  definida 


=f 


Mx)=  /  fU)dt 


(onde  us  am  os  t  como  variavel  de  mtegragao  para  evitar  confusao  com  o  x  que  aparece  no 
extremo  superior  da  integrate),  Dessa  forma,  a  relagao  /V‘(x)  =  /(x)  pode  ser  expressa  como 

d  r  rx 

7“  /  HOdt 
dx 


=  /(*) 


ma  va lores  negatives . 


6,6,3  TEOREMA  ( Teorema  Fundamental  do  Cdlcufo,  Parte  2)  Se  f  for  continua  em 
um  intervalo  /,  entao  f  tern  uma  antiderivada  em  /.  Em  particular,  se  a  for  um  ponto  quab 
qtter  em  f  entao  afunqdo  F  definida  par 


Fix) 


fU)dt 


e  uma  antiderivada  de  f  em  /;  isto  e,  F  (x)  =  f(x)  para  coda  x  em  I,  ou  em  uma  notaqao 
alternative! 


d 

r  r  i 

dx 

.Ja 

=  /(A) 

00 
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i>kmonstra(;a(>  Vamos  mostrar  primeiro  quo  F(x)  estd  definida  era  cada  ponto  x  do  inter¬ 
vale  A  Sc  x  >  a  c  x  estiver  cm  A  entao  o  Tcorema  6.5.2  apiicado  no  intervalo  [a,  x]  c  a  conti- 
nuidade  de  /  cm  /  assegurain  que  Fix)  esdi  definida;  e  sc  x  estiver  no  intervalo  /  e  .v  <  at  entao 
a  Defini^ao  6.5.3,  combi  nada  com  o  Tcorema  6.5.2,  garantc  que  F(x)  esta  deli ni da.  Assim, 
Fix)  csla  definida  para  todo  x  cm  /. 

A  seguir,  mostraremos  q  ue  F‘(x)  —  f(x)  para  cad  a  x  no  intervalo  /,  Sc  .v  nao  lor  urn  ox- 
tremo  de  A  entao  tem-se,  a  partir  da  definigao  de  derivada,  que 


F'(x)  =  lim 

it  -+  o 


F(x  -E -  h)  —  F(x) 


=  !ini  - 

h 


h 

xXh 


u 

“ft  l[J, 

i  rx+" 

hi 


f(t)dt-  £  fit)  i/m 

r* 


fU)dt  +  /  f(t)dt 


—  lim 

h->  0 


f(t)dt 


Teorenui  6.5.5 


(12) 


Aplicando  o  Tcorema  do  Valor  Medio  para  Integrals  (6.6.2)  ao  in  teg  ran  do  cm  (12), 
obtain  os 

i  rx+h  i 

7  nodt  =  -if(t*)‘h\  =  f(t*) 
h  J,  h 


(B) 


ondc  t*  6  algum  numero  entre  xc  ,v  +  h*  Como  F  csta  cere  ado  cnlrc  ,r  e  xF  ht  segue  que  F  — >  x 
qua  ndo  /i  — >  0+  Assim,  a  continuidade  de/em  x  ini  plica  quo  fit*}— >  f(x)  quando  h—*  0. 
Portanto,  segue  dc  ( 1 2)  c  ( 1 3)  que 


F\x)  =  lim  {  7  / 
h  ->  o  \  h  Jx 


Jt+A 


find!  ]  =  lim  f(t*)  =  fix) 

ij  — ^  0 


Sc  a:  for  urn  ponto  extreme  do  intervalo  A  entao  os  limites  laterals  da  demonstrate  devetn 
ser  t  mead  os  pel  os  limites  J  at  era  is  apropriados,  mas,  a  nao  ser  por  isso,  os  argument  os  sao 
identieos.  M 


Em  palavras,  a  Formula  (II)  allrma  que: 


Sc  uma  integral  definida  fiver  urn  limit e  superior  de  integragao  vet  Have  l  am  l  mute  inferior 
de  integragao  constame  e  um  integranm  continue t  entao  a  derivada  da  integral  em  rela- 
cao  ao  sea  limite  superior  e  igual  ao  in  teg  ran  do  caladado  no  limite  superior. 


►  Exemplqio  Encontrc 


d  r  *  , 

—  /  t  dt 

dx  L/, 


aplicando  a  Pane  2  do  Tcorema  Fundamental  do  Calculo  e,  entao,  confirmc  o  resullado  6 
do  a  integrate  c  depots  diferenciando. 

Sohiqdo  O  integrando  e  uma  fun^ao  contmua;  assirn,  a  partir  de  ( I  I ), 

d 


dx 


—  x 


Alternativamente,  calculando  a  integral  e  depois  diferenciando,  obtemos 


i; 


t^dt-  t 


r  *4 

\ 

d 

IV 

J " 

Li  ~  4 

dx 

_  4 

~ 

i  4 

dc  modo  que  coincident  os  do  is  me  tod  os  para  dcrivar  a  integral  < 


=  x 
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►  Exemplo  1 1  Como 


fix) 


sen  A' 
x 


e  con  lino  a  cm  todo  inter  valo  que  nfio  con  Lem  a  origem,  tcm-sc  a  partir  tic  (II)  que,  no  in¬ 
tervals.)  (0,  +oo),  temos 

d 
dx 


J 


X 


sen  t 


dt 


sen  x 


Diferente  do  exemplo  anterior,  nao  ha  nenhuma  forma  de  calcuiar  a  integral  cm  tertnos  dc 
fungoes  conhecidas,  de  modo  que  a  Formula  ( J I )  fornece  o  unico  mdtodo  simples  de  eneon- 
trar  a  dcrivada,  < 


m  A  DIFERENCIAQAO  E  A  INTEGRAQAO  SAO  PROCESSOS  1NVERSOS 

Juntas,  as  duas  partes  do  Tcorcma  Fundamental  do  Catculo  nos  dizom  que  a  difercnciagao 
c  a  imegragao  sao  proccssos  in  versos,  no  sen  lido  dc  que  cada  uma  desfazo  efeito  da  outra. 
Para  confirmar  isso,  note  que  a  Parte  I  do  Tcorcma  Fundamental  do  Calculo  (6.6. 1  )  afirma 
que 

fX 

f'(t)ilr  -  f(x)  --  /(«) 


/ 

Jo 


o  quo  sign  idea  quo,  sc  o  valor  dc  f(a )  for  conhccido,  entao  a  fungao  /  podc  ser  obtida  a  pardr 
dc  sua  dcrivada  ff  por  integragao.  Reciprocamente,  a  Parte  2  do  Tcorcma  Fundamental  do 
Calculo  (6.6.3)  afirma  que 

'/(/)  rffl  =  /W 


o  quo  significaque  a  fungao  /  podc  ser  obtida  a  partir  dc  sua  integral  por  difercnciagao,  Dcssa 
forma,  a  difcrcnciaglto  c  a  integragao  podem  ser  encaradas  como  processos  inverses. 

E  comum  iralar  as  Partes  I  e  2  do  Tcorcma  Fundamental  do  Calculo  como  urn  unico 
tcorcma,  e  nos  re  Id  rim  os  a  esses  result  ados  como  o  Tcorcma  Fundamental  do  Calculo.  Esse 
tcorcma  ocupa  o  posto  de  uma  das  maiores  descobertas  da  hisloria  da  Cioncia,  c  sua  formula- 
gao  por  Newton  c  Lcibtiiz  6  vista,  geralmcnte,  como  sen  do  "a  descobcrta  do  Calculo”. 


Integrandoa  indina^Sode 
v  =  Fix)  no  i n terva I o  [u,  R 
Gb-terrtos  a  variafSo  F(b)  -  F{a) 
no  valor  de  Ha). 


Fi^ura  6.6,9 


■  1NTEGRANDOTAXAS  DEVARIAQAO 

O  Tcorcma  Fundamental  do  Catculo 


l 


h 


f{x)  dx  =  Fib)  -  F(a) 


(14) 


tetri  uma  inierpreiagao  muito  tail  que  podc  ser  vista  reescrevendo-o  cm  uma  forma  ligeira- 
ineiuc  diferente.  Como  F e  uma  antiderivada  de  /  no  inter valo  [a,  b]>  podemos  usar  a  relagao 
Z7  (Ail  =  fix)  para  rcese never  (14)  como 


/ 


Efmm  =  Fij>)  -  Fla) 


(15) 


Ness  a  formula,  podemos  imerpretar  F(\)  como  a  taxa  dc  variagao  de  F{x)  cm  relagao  a  x. 
c  F{b)  -  F(a)  como  a  variagao  no  valor  de  F(x)  quando  x  crcscc  de  a  ate  b  (Figura  6.6.9). 
Assim,  results  o  seguinle  principio  bastante  util. 


6,4.4  !NTE(iRANl>o  IMA  taxa  DE  \\R].\C\0  Intcgrando  a  taxa  dc  variagao  de  Fix)  cm 
relagao  a  x  no  in  ter  valo  [a,  b],  obtemos  a  variagao  no  valor  de  Fix)  que  ocorre  quando  x 
cresce  de  a  ate  b. 
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A  seguir,  iilguns  exemplos  dessa  iddia: 


Sc  Pit)  tor  uma  populagao  (plantas,  animats  ou  pessoas)  no  instante  i,  entao  P'ij)  c  a 
laxa  segundo  a  qual  a  popuJagao  esta  variando  no  instante  c 


P\t)dt  =  P(t2)  -POO 


6  a  variaguo  na  populagaoenlre  os  mementos  /t  e  t-,. 

•  Sc  A(t)  for  a  area  de  urn  derramamento  tie  61  eo  em  urn  instante  r,  entao  A'(f)  e  a  taxa 
segundo  a  qua!  a  area  do  derramamento  varta  no  instante  i\  c 


Ar(t)  dl  —  .4(b)  —  A(fi) 


c  a  vaiiagao  na  area  do  derramamento  entre  os  moment  os  /  ,  e  tv 

*  Se  Pf{x)  Tor  o  lucre  marginal  que  res  u  I  la  da  produgao  e  da  vend  a  de  x  unidades  de  urn 
prod u to  (ver  p.  3  J  7),  eniao 


Pf(x)dx  =  P(x2)  -  P( jci) 


e  a  variagao  no  lucre  que  resulta  quando  o  rnvel  de  produgao  aumenta  de  a,  para  x2 
unidades. 


EXERC1C10S  DE  COMPREENSAO  6.6  (Verpagina  410  pars  respostas.) 


I,  (a)  Se  P (a)  €  Lima  andderivada  de/uh  eniao 

fix)  dx  = - 


(b) 

/  F'UUlx  =  _ 

Jii 

(c) 

[l md'. 

(a) 

1  Or2  ~2x)dx 

(b) 

fv/4 

I  COS  A  dx  — 

JT /fr 


3«  A  area  total  entre  o  gralico  de  v  =  2a  +  2  e  o  intervale  |-4.  2] 

d? 

c  _ 


4,  O  ponto  aj  *  gain ntido  pelo  'I eorem  a  do  Va  I  or  M edio  para  a  fit n  - 

q&oflx)  =  1/a  e  o  interval  o  [  I ,  e]  6 _ . 

5.  A  area  de  um  vazamento  de  61eo,  t  segundos  depots  do  tiiicio  do 

vazamento,  esta  crescendo  a  uma  laxa  do  25  nr/s.  Entre  os  lem- 
pos  r  =  2  e  t  =  4,  a  area  do  vazamento  aumentou _ m". 


EXERCiClOS  6,6  ^  R ecu rso  Graf ico  fc~|  CAS 


1.  Em  cad  a  parte,  use  uma  integral  defuiida  para  encotitrara  drea 
da  regiao  e  verifique  sua  resposta  usando  uma  formula  apiw 
priada  de  Geometria. 


2.  Em  cad  a  parte,  use  uma  integral  defmida  para  encontrar  a  area 
sob  a  curva  y  =  /(a)  aciina  do  interval o  dado  e  verilique  sua 
resposta  usando  uma  formula  apropriada  de  Geometria, 

(a)  f(x) -a;  [0,5] 

(b)  /(a)  -  5;  13,9] 

<c}  /(a) -a +  3;  [-1,2] 

3-8  Encontre  a  area  sob  a  curva  y  =  f(x)  acima  do  intervale  dado. 

3.  /(,!-)  =  -v1;  12, 3]  4.  f(x)=/\ [-1, 1] 

5.  fo)m3jx;  !  i.  41  <1.  /(4=.rw:  [1. 27| 
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7.  f(x)  -  f [0,  In  2] 


8.  fix)  —  — * ■  11.5] 

X 


19.  j 

Jk 


21.  f 

Jo 

23.  [  - 

Jfi  .v 


$ 

5eA  dx 

In  2 

I  tjl 


2ii.  f  ~  dx 
J 1/2  2x 


dx 


vw 

dx 


22. 


f 1  dx 
J- 1  I  +  *2 


‘  Jx2  -  1 


*/ 


-2/V3 


t/.V 


-V2  W.*2  -  1 


“•  /*  (t?  "  3'/7)  d‘ 

26*  f  ^ 

j4 


(4 y  ,y "  -f-  2y 1 ' 2  +  y  5'  ”)  dy 

rxft  /  9  \ 

27.  /  A-  + - jr-  f/.v 

Jff/6  V  sen  "a/ 

[cl 28.  Use  uni  CAS  para  calculara  integral 

«4tr 


/ 

h/  fl 


(ain-xin)dx 


e  veri iiq Lie  a  sua  resposta  k  mao. 


29-32  Use  o  Teorema  6.5.5  para  calcular  as  integrals  dadas. 


‘3ji/4 


29.  (a) 


39.  (a) 


31.  (a) 


J  \2x  —  1  ]  dx  (b)  j  \  cos  a  |  dx 

"  it/ S 


/! y 2+y 

/. 


v|<7.v  (b) 


£  —  cos  a 


[eJ  —  1 1  Ja  (b) 


l 


dx 


dx 


32.  (a)  j 


y  15 

Li’2  -  \  - 


x2  +  1 


dx 


VI/2  |  | 

(b)  /  I  .  —  V  2 


f 

Jo 


VI  -  v2 


r/.v 


9-27  Calcule  a  integral  usando  a  Parte  I  do  Teorema  Fundamental 
do  Calculo. 


[c]33,  (a)  Os  programas  CAS  fornecem  mCtodos  para  dar  entrada  a 
fun^ocs  definidas  por  partes.  Con  lira  o  manual  do  sen  CAS 
para  ver  como  isso  e  feilo  e  enlao  calcule 


9. 

f  (x2  -6x  +  \2)dx 

io. 

|  4.v  (1  -x2)dx 

(b) 

11. 

h* 

12. 

/> 

13. 

i  2x^dx 

14. 

E34.  (a) 

15. 

rx/2 

I  sen  0d6 

J—iri'2 

16. 

/  sec2  0  dO 

Jo 

17. 

pxJA 

j  cos  x  dx 

■/-it/4 

18, 

/  (2 a  —  sec  a  tg  a)  dx 

Jo 

(b) 

/  f(x)dx,  onde  f(x)  — 
Jo 


X 


X  <  l 

X  >  I 


Use  o  Teorema  6.5.5  para  con len r  a  resposta  ti  mao. 

Enconue  uina  formula  para  uma  antklerivada  F  d 
intervalo  [0,  2|  e  verifiqueque 

^  f(x)dx,=  F(2)^F(Q) 

Jo 


/ 


onde  f(x)=< 


^fx9  0  <  x  <  1 
.V  >  l 


Use  o  Teorema  6,5,5  para  con  fed  r  a  resposta  a  mao. 

Encontre  uma  formula  para  uma  amiderivada  F dtj 
tervalo  [0.  4J  e  ^‘t3Ii  litLUse  que 

f  f(x)  dx  =  F(4)  -  F(0) 

Jo 


35-38  Use  mn  rmirso  computaciomil  para  encontrara  aproxima- 
q&o  pdo  porno  mddio  da  imegral  usando  n  =  20  subiniervalos.  e 
entao  encoiure  o  valor  exato  da  integral  usando  a  Pane  ]  do  Teo¬ 
rema  Fundamental  doCdleulo. 


/  1 

35.  /  t 

J,  X2 

37.  j  sec 


x  dx 


36.  f 

Jo 

f*  i 

38.  /  —  dx 
J]  x 


sen  x  dx 


39.  Encontre  a  area  abaixo  da  curva y  =  jt"  +  I  e  acima do  intervale 
SO.  3).  Fac a  um  esboco  da  regiaot 

49.  Encon r re  a  area  acima  do  e j  xo  a,  mas  aba i x o  da  cur v a  y  =  a  - . v", 
Fa^a  um  csbogo  da  regiao. 

41.  Encontre  a  area  abaixo  da  curva  y  =  3  sen  x  e  aci ma  do  i mcrvalo 
[0,  2jt/3].  Fa^a  urn  esboco  da  regtao. 

42.  Eneot 1 1  re  a  area  abai xo  do  i  nter va  1  o  [-2 .  - 1  ] ,  ma s  ad  m  a  d  a  ct i r- 
va  y  =  x .  Fa^a  um  esboco  da  regiao. 

43-46  Bsboce  a  curva  e  encontre  a  area  total  cut  re  a  curva  u  o 
interval  o  dado  do  dxo  x. 


y  =  x'1  -x;  [0,  2J 


44  y  —  scnjLT  |(X.W2J 


45,  y  =  2y/x  +  1  —  3;  [0.  3]  46.  y  — 


2  i 

A  —  1 


;  11.2] 


47.  y  =cA  -  1;  [-U  1! 


x  -  2 

48.  y  = - ;  [I,3| 


49.  Um  aluno  quer  cncontrar  a  area  deli  ini  tad  a  pci  os  grdficos  do 
y  =  1/V 1  —  x2,  y  =  0,  a  =  0  e  a  =  0,8. 

(a)  Mostro  quo  a  area  exata  6  are  son  0,8. 

(bj  O  aluno  usa  uma  calculadora  para  aproximar  o  resultado 
da  parte  (a)  ate  a  segunda  casa  decimal  e  ohiem  a  resposta 
income ta  de  53,13.  Qual  foi  o  erro  dele? Encontre  a  aproxi- 
ma^ao  correta. 
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ENFOCANDO  CONCEITOS 


q-'SO.  (a)  Use  urn  recurs o  grafico  computacional  para  gcrar  o 
grafico  tie 

fix)  =  ™(x  +  2Kx  +  Y)(x  -  3)(a-  -  5) 

e  use  o  graii  eo  para  la/.er  uma  ccnjectura  sob  re  o  sinal 
da  integral 


/: 


f(x)  d.x 


(b)  Verifique  sua  conjectura  calculando  a  integral, 

51.  (a)  Seja  /  uma  I'ungao  Impar,  isto  e.  f(-x)  =  -  fix),  Invenle 
urn  icorema  quo  faga  uma  afirmativa  sob  re  o  valor  de 
uma  integral  da  forma 

fix)  dx 


f 


( b )  Con  ft  rm e  q ue  se  u  t eo  re ma  fu no  l  ona  para  as  t  n  leg  rai  s 

■it/2 

fJC 


f  1  f 

f  x'  dx  e  f  sen  x  d 

J-i  J-it/2 


(c)  Seja  /  uma  fungao  par.  isto  e.  f{-x)  =  f(x).  lnvcnte  um 
re  ore  m  a  quo  faga  uma  alirmativa  sob  re  a  relagao  entre 
as  integrals 


/■ 


fix )  dx  e 


/. 

Jo 


fix )  dx 


(d)  Conftrmc  que  sen  teorema  fundona  para  as  integrals 

[*fl 

’  “  dx  C  I  COS  x  dx 

I  J  ~tt/2 

£}52,  Use  o  i  core  ma  inventado  no  Exercfcio  5 1(a)  para  ealcular  a 
integral 


/> 


l 


S  7 

X  —  x *  +  x 
Jt4+JC2'+7 


dx 


e  verifique  sua  res  pc  si  a  com  um  CAS, 


53.  Deli  mi  F(a)  por 


-/ 


Hx)=  /  Qr-? 


(a.)  Use  a  Parte  2  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  para 
encontrar  Ffx). 

f  b )  Vcri  fi q tie  o  res  u  I  tudo  de  ( a )  i  n  tegra  nd  o  c  depot  s  d  i  fe  re  n  - 
ciando. 


54.  Delina  F(a)  por 


F(x)  = 


=  r  cos 

J  jt/4 


s2  (dt 


(a)  Use  a  Pane  2  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  para 
encontrar  f  ix). 

( b )  Veri  liq  ue  o  res  u  I  tado  de  ( a )  in  teg  rand  o  e  depoi  s  d  i  fere  n  - 
eland  o. 

55-56  Use  a  Parte  2  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  para 
encontrar  as  derivadas. 


55.  (a) 


-f 

tlx  J, 


sen  (t 2 )  dt 


(b) 


fr* 

dx  J o 


dt 


„  d  r  dt 

56.  (a)  —  I 

dx  h 


(b) 


-i 

dx  J | 


In  t  dt 


y  l  +  \ft  u  x  J  | 

d  f° 

57.  — -  /  t  see  t  dt  {Sitgestao:  Use  a  Del  i  niqSo  6.5.3(b).  j 
dx  Jx 

d  r 

58.  —  /  \x\dx 
di  t  Jo 

59.  Seja  F{x)  =  J  ft 2  +9  dt.  Encontre 

(a)  F(4)  (b)  F(4)  (c)  F(4) 

60.  Seja  F(x)  =  /  arc  l e  t  dt .  Encontre 

(a)  FiV%)  (h)  F’iJf)  (c)  F"(V3) 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


61.  Seja  F(x)  = 


t  -  3 

Jo  t2  -\-l 


dt  para  --co  <  x  <  +co. 


(a)  Encontre  o  valor  de  a  cm  quo  F  atinge  sen  valor  mini  mo. 

(b)  Et  l  co  tit  re  os  i  nler  val  os  n  os  qua  is  F  6  so  mei  i  le  c  rcscer  i  te 
ou  so  me  nte  decrescente. 

(c)  Encontre  os  intervalos  abestos  nos  quais  F  6  somenle 
cfincava  para  cima  ou  somenle  con  cava  para  baixo. 

[£162.  Use  a  geragao  de  graficos  e  a  tmegragao  numdrica  de  um 
CAS  para  gei  ar  o  grafico  da  fungao  F  do  Exercieio  6 1.  no 
Intervalo  -20  <  x  <20,  e  conlirme  que-  o  grafico  esta  de 
aeordocom  os  rcsultados  obtidos  naquele  exerefdo, 

63.  (a)  Em  qua!  intervale  abeno  a  formula 

„  r  dt 

fu)-l  T 

representa  uma  antiderivada  de  fix)  -  1/a? 

(b)  Encontre  um  ponto  em  que  o  grafico  de  F  cruaa  o  eixo  x. 

64.  (a)  Em  qual  intervalo  aberto  a  formula 

vv  I 

TT 
I 


Fix) 


-/V 


dt 


representa  uma  antiderivada  de 


fix)  = 


] 


x 2  —  9 


(b)  Encontre  um  ponto  ein  que  o  grafico  de  F  ernza  o  eixo  x. 


65-66  Encontre  todos  os  valores  do  x*  nos  interval  os  que  satis- 
fazem  a  Equagao  (8)  do  Teorema  do  Valor  Medio  para  Integrals 
(6.6.2)  e  ex  pi  i  que  o  que  rep  resen  Lam  esses  numeros. 


65.  (a)  fix)  =  -Jx-,  to.  ^ I 

(b)  f(x)=x2+x;  [-12.0] 

66.  (a)  j'(x)  -  sen  a;  [— jr,  jt| 


(b)  f(x)=  \/xl:  [1.3] 
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67-68 

tr  u 

e  na  r  a  e  rema  a  r  6 

i  ara  n 

teg  rai 

2 

ue,  e/  rc  niinuaem  b  cm<f 

x  <  M  em 

af  b  , 

entii 

rf} 

m{ 

b  —  a)  <  /  ,f(x)  dx  <  M{b  -  a) 

Jtf 

er 

E  a 

e  igua  a  e  t  mam  f  e  hter 

imuagee 

bre 

lam  an  h 

e  uma  iniegra  elini  a,  a  artir  e 

iniitagfie 

bre 

ram  an h 

e  eu  integran  e  ta  i  u  tea. 

n  e  er 

efei 

7  c 

67.  EnC  Hire  a  re  rt\&  im  e  minim  e  Va3  +  2  ara 
0  <  j  <  3  c  u  e  e  e  a  re  araenc  ntrar  imitate  bre 
a  r  a  iniegra 

3  _ 

v'V-  -h  2  dx 

line  ntre  a  re  cmeMtai  ue m£x  cn x < M  ara0<  ,r  <tt, 
e  ue  araenc  mrar  imilagoe  bre  a  r  a  iniegra 

r  sen  x  dx 

69,  Pr  e: 

a  \cF(x)t  =  c[F(^)j;; 
b  [F(.v)  +  C(*)i;  =  F  <*)]£  +  G  <x)]J 
c  [F(.x)  -  G(x)fa  =  Fix) t  -  G(x)]‘ 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


70,  E  i  ue  r  ue  e  rema  Fun  amenta  a  cu  e 
era  ica  em  m  ilicagoe  a  integral  dim  a  cm  ue 
imite  e  integrals  in  eri  r  £  mai  r  ue  u  igua  a 
imite  e  integraga  u  eri  r 

71*  a  Se  hr  t  rata  a  e  ariaga  a  a  tura  e  uma  c nan 

ea  em  cemfmetr  r  an  ,  ue  re  re  ema  a  Integra 
^  1 0  **" 

J'Q '  h*(t)dt*e  uai  a  ua  uni  a  e 

b  Se  r  i  r  a  ta  a  e  ariaga  rai  e  inn  ba  S 

c  ci  ie  me  i  a  cm  centimctr  r  egun  .  ue 

re  re  eft  ta  a  Integra  r  (t  )  dt ,  e  uai  a  ua  uni 

a  e 

c  Se  //  t  i  a  la  a  e  ariaga  a  e  ei  a  c  m 
emreaga  h.  tent  cratura  me  i  acmm/  ra  ,  ue 
re  re  enta  a  iniegra  H(r)dt,  e  uai  a  ua 
uni  a  e 

Se  v  i  r  a  e  ei  ace  Lima  artfeu  a  em  m  imen 
t  retime  me  i  aemcm/fi,  ue  rc  re  crua  a  Integra 
f^v{t)dt,c  tiai  a  ua  uni  a  e 

72,  a  Su  nha  ucctea  azan  ama  am  entr  eumri 
a  uina  ta  a  a  V  t  ga  ue  r  minut  (c  megan  cm 
uni  in  tame  i  -  0  E  ere  a  Lima  iniegra  lic  re  re  eiite 
ume  t  ta  e  ama  ue  aza  am  entr  ri  ,  n 
3  ante  a  rimeira  h  ra 

b  Su  nlia  ue  a  re  La  Eangenle  it  cur  a  y  =  f  x  ten  ha  in 
c  inaga  m  x  n  nt  x  Lie  re  re  enta  a  Integra 
f**m{x)dx 


73,  a  $u  nha  ueum  re  er  uteri  megaiigua  ara  urn  ar 
ue  in  u  uia  a  uma  ta  at  n  tante  e r - 4 ga 0e  r 
mi  mu  entre  1 1 30  min  e  h  a  man  ha  uanta  agua 

re  er  at6ri  rncccra  urante  e  e  erf  etem 

b  Su  nha  ue  uma  a  in  tl  tria  au  monte  cue  n  urn 
outre  lie  1  Oh  amanhae  ue  a  la  a  egun  a  ua 
re  er  atori  meets  agua  ere  ga  inearmente,  c  n  rme 
a  tig  Lira  abai  nan  (a  Agna  re  er  ai6ri  rnecera 
urante  a  Lie  a  I  h  ra 

c  Su  nha  ue  a  I  Oh  aid  a  1 2h  amanMaia  a  e 
gun  a  ua  re  er  ai6ri  meets igua  ea  a  a  e a 

6nmi  a  r  /  =  1 0  +  v7  ga  de  r  minut  ,  n  e  /  -  0 

e  rre  ti  cii  I  Oh  a  manha  uanta  &gna  re  er  a 
tori  nieceni  in  ante  a  ue  e  erf  e  2  h  ra 


Consume  de  3gua 


Figur.ii  F\-73 


74.  maengenheira  etr&eg  m  nit  ra  Iran  it  urante  uma 
h  ra  h  rati  e  ic  a  tar  e  artir  e  eu  a  , 

e  a  e  ttma  ue,  entre  a  4hl0mm  e  a  5h30mtn  a  tar  e, 
a  la  a  Rt  egun  a  ua  can  entrain  em  uma  ccrta 
ia  e  re  ae  a  a  ea  ormu  a  ft  t  =3  00  1  -  0,0001  f 


carr  r  minut  ,  n  e  /  e 

tern 

em  minut 

e  ea 

4h30min  a  tar  e 

a  uati  c  rre  ie 

e  flu 

e  trail  it 

ara  entr 

a  iae  re  a 


b  E  time  mirtier  e  carr  ue entram  na  iae  re  a 
urante  a  b  ra  tn  nit  ra  a 


75-76  a  cu 

e  ca  a 

imite  inter  ret  an 

c  m  uma  ma  e 

iemann  em 

Lie 

inter  a  a  i  i  i 

em  n  ubi titer  a 

e igua  c  m 

ri  men! 

77.  Pr  e  e  rema  a  r  £  \  ara  ntegrai  e  rema  2 
a  Scan  e  rema  a  r  6  \  5  7  2  a  uma  anti  eri  a 

a  F  e/ 
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RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6.6 


1.  (a )F(b)-F(a)  (h)  F(b)  -  F(a)  (c )j[x)  2.  (a)  6  (b)  ■  '■  (t)V5-  1  (d)  |  -V  18  4.  *?-l  5.  150 


6.7  MOVIMENTO  RETILINEO  REVISTO  USANDO  INTEGRAgAO 

Na  Segdo  5,8  usamos  a  derivada  para  defmir  as  nogoes  de  velocidade  e  aceleragao 
instantdneas  parti  uma  panicida  em  movimenro  retilineo.  Nesta  seqao  retomaremos  o  esmdo 
de  tal  movimento  utiliz/indo  as  ferramentas  da  integragao* 


HS  usne  Qriica  funggo 
posi^So  tal  que  .T(r(>)  =  slt 


Figura  6.7.1 


■  ENCONTRANDO  POSIQAO  E  VELOCIDADE  POR  INTEGRA? AO 

Lembrc  que  na  Scgao  5.8  (ver  Formulas  ( I )  e  (3))  vimos  que,  sc  urtia  partfcula  em  movimento 
retilineo  tem  uni  a  fu  ngao  posigao  sit),  entao  sua  velocidade  c  aceieragao  mstantSneas  sao 
dad  as  pelas  formulas 

u(f)  —  j'(0  e  a(t)  =  t/(r) 

Segue  dessas  fdrnmlas  que  s(t)  6  uma  aniiderivada  de  u(f)  e  que  v(t)  6  uma  aruiderivada  de 
a{  t),  ou  seja. 


(1-2) 


Pela  Formula  { I  )3  sc  conheccrmos  a  fungao  velocidade  v(t')  de  uma  partfcula  cm  movimento 
retilineo,  entao  a  integragao  de  v(j)  produz  uma  familia  de  fungoes  posigao  com  aquela  fun- 
gao  velocidade.  Sc,  aiem  chsso,  sou  berm  os  a  posigao  s()  da  partfcula  cm  algum  instante  r(J,  en¬ 
tao  teremos  informagao  suficierUe  para  encontrar  a  constants  de  integragao  e  determinar  uma 
unica  fungao  posigao  (Figura  6.7.1).  Analogamente,  sc  conheccrmos  a  fungao  aceieragao  a(t) 
da  partfcula,  entile  a  integragao  de  a(t)  produz  uma  familia  de  tiingoes  velocidade  coin  aquela 
fungao  accleragao.  Se,  alem  disso,  sou  berm  os  a  velocidade  ul?da  partfcula  em  algum  instante 
rip  entao  teremos  informagao  sufidentc  para  encontrar  a  const  a  ntc  de  integragao  c  determinar 
uma  tinica  fungao  velocidade  (Figura  6.7.2), 


fl 

^ - s 

'w' 

> 1 

e 

L)(0  = 

j  a(l)df 

H3  urna  times  fungao 
velocidade  tal  que  v(iti)  =  uf) 


Figura  6,7,2 


►-  Exemplo  1  Uma  partfcula  niove-se  com  velocidade  v(j)  =  cos  tti  ao  longo  de  um  eixo 
eoordenado.  Sabendo  que  a  partfcula  tem  a  coordenada  s  =  4  no  instante  t  —  0,  enconire  sua 
fungao  posigao. 

Sola qdo  A  fu ngao  po si gao  e 


j  v(l)dt  = 


j  COS  7V  dt 


—  —  sen  izt  -f-  C 

jT 


Como  5  =  4  quando  /  =  0,  Lem-se  que 


Assim, 


—  sen  0  4-  C 

7t 


c 


s(t)  —  —  sen  nt  +  4  ^ 

7T 


M  CALCULANDO  DESLOCAMENTO  E  D I  STAN  Cl  A  PERCORR1DA  POR  INTEGRAQAO 

Lembre  que  o  deslocamento  de  uma  partfcula  cm  movimento  retilineo  ao  longo  de  um  in¬ 
tervale  de  tempo  e  sua  coordenada  final  rnenos  sua  coordenada  imcial.  Assim,  se  a  fungao 
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Interprete  a  Formula  (3)  come  um 
caso  especial  da  Formula  (1 S)  da  Se- 
6.6. 


po-sigao  da  parii'eula  for  s(t\  entao  sou  deslocamento  ao  longo  do  intervalo  de  tempo  \t0>  /,  |  0 
s(t , )  -  ,*(/„).  Isso  pode  ser  escrito  cm  forma  integral  como 


deslocametuo 
ao  longo  do 
i nti-rvulo  [j|f,  rj 


s(t i )  -  s(to) 


Noentanto,  para  enconirar  a  distancia  pci  corrida  pda  parlfcula  ao  longo  do  intervalo  de  lempo 
[4,  r,  |  (on  seja,  0  total  da  distancia  pcrcorrida  no  seniido  positivo  mats  a  distSneia  percorrida 
no  seniido  negativo),  precis  a  mos  integrar  o  valor  absolute  da  lung  a  o  velocidade,  on  seja, 


dUl&ncia  total  j>cr- 
corridaem  om  inter- 
valo  de  tempo  j,  j 


Como  o  valor  absolute  da  velocidade  e  a  velocidade  escalar*  podemos*  informalmente*  resu- 
mir  as  Formulas  (3)  e  (4)  como  segue. 


huegrando  a  velocidade  ao  longo  de  um  intervalo  de  tempo,  obtemos  o  deslocamento; 
integrando  a  velocidade  e scalar  ao  longo  de  um  Intervalo  de  tempo t  obtemos  a  distancia 
percorrida . 


►  Exemplo  2  Uma  parlfcula  move-se  ao  longo  de  um  eixo  eoordenado  de  tai  forma  que 
sua  velocidade  no  in stan te  t  c  u(f)  =  r  -  2t  m/s. 


(a)  Encontre  o  deslocamento  da  parlfcula  no  intervalo  de  tempo  0  <  t  <  3. 

(b)  Encontre  a  distancia  total  percorrida  pel  a  parlfcula  no  intervalo  0  1 1  <  3. 


Em  problemas  Itsicos,  4  important 
associar  as  unidades  corretas  as  inte* 
grais  delinidas.  Em  gerat.  as  unidades 
para  a  integral  definida 

/(I)  dx 

serao  unidades  de  /(.v)  vezes  unida- 
des  de  j.-,  ja  que  a  integral  detinida  4 
0  limit-e  de  somas  de  Riemann,  nas 
qua  is  cada  termo  tem  essas  unida¬ 
des,  For  exemplo,  de  est4  em  me¬ 
tros  por  segundo  (m/s)  e  1 4  dado  em 
segundos  <m,  entao 

)  dt 

4  dad  a  em  metros,  pois 
(m/s)  x  5  =  m 


Soluqdo  (a)  A  partir  dc  (3),  o  deslocamento  6 


Ass  ini,  em  f  =  3t  a  parlfcula  esta  na  mesma  posi^ao  que  em  t  =  0. 


Sohiquo  (h)  A  velocidade  pode  ser  cscrita  como  u{f)  =  r  -  2f  =  t(t  -  2),  logo  v{t)  <  0  sc 
0  <  r  <  2  e  v(t)  >  0  sc  2  <  /  <  3.  Desse  modo*  segue  de  (4)  que  a  distancia  total  percorrida  e 


■  ANAL1SAMDO  A  CURVA  VELOCIDADE  VERSUS  TEMPO 

Na  Se^ao  5.8  mostramos  como  usar  a  curva  posi^ao  versus  tempo  para  obler  in  form  usees 
sob  re  0  comportamento  dc  uma  partfcula  cm  movimento  rctilinco  (Tabula  5,8.1).  Da  mes¬ 
ma  forma,  podem  ser  obtidas  valiosas  iniormacoes  da  curva  velocidade  versus  tempo,  Por 
exemplo,  a  integral  cm  (3)  pode  ser  interpret  ad  a,  geo  metric  amente*  como  a  area  ffquida  com 
sinal  outre  0  gralico  dc  i?(r)  e  o  intervalo  [rlp  4];  c  a  integral  em  (4),  como  a  area  total  enlre  0 
grafieo  de  u(r)  e  u  intervalo  q],  Assim,  temos  o  seguinte  resultado. 
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A}-A2  +rii  =  de&tocamento 
+A2  +a^=  distancia  percorrjda 


Figura  6.7  J 


6-7,1  ENCONTRANIH)  O  DKgLOCAMKNTO  ATRAVE.S  DA  CURVA  VEI-OCIDADK  VERSUS 
1’kmpO  Para  umu  part  feu  la  cm  movimento  retilfneo*  a  area  Ifquida  coni  sinal  entre 
a  cm  va  velocidade  versus  tempo  c  urn  intcrvalo  j7,>,  1. 1  no  eixo  r  representa  o  desloca- 
mento  da  partfcula  nesse  intervale  dc  tempo,  e  a  area  total  entre  a  curva  velocidade  ver¬ 
sus  tempo  e  o  intcrvalo  [/tt)  f,]  no  eixo  t  reprcscnia  a  distancia  pereorrida  pela  partfcula 
nesse  intcrvalo  (Figura  6.7.3), 


►  E  x  e  m  p  I  o  3  A  Figu  ra  6 .7 .4  most  ra  trO  s  cu r va s  ve  loc  i  d  ad  e  versus  tern  po  para  it  ma  part  feu  - 
la  cm  movimento  retilfneo,  ao  longo  dc  um  eixo  horizontal  com  sentido  positive  para  a  dire ita. 
Em  cad  a  casoT  encomre  o  dcslocamcmo  e  a  distancia  percorrida  pc  la  partfcula  no  intcrvalo  de 
tempo  0  <  t  <  4  e  expltque  o  que  essas  informagoes  revel  am  sobre  o  movimento  da  partfcula. 


Soluqao  (a)  Na  parte  (a)  da  figura,  a  area  e  a  area  Ifquida  com  sinal  aeima  do  intcrvalo  sao 
ambus  iguais  a  2.  Assim,  no  final  do  perfodo  de  tempo,  a  partfcula  esui  2  unidades  a  direita  do 
ponto  inicial  c  pcrcorrcu  Lima  distancia  dc  2  unidades. 


Soluqao  (b)  Na  parte  (b)  da  figura,  a  area  Ifqukia  com  sinal  6  -2  e  a  area  total  c  2.  Assim, 
no  final  do  perfodo  de  tempo,  a  partfcula  esia  2  unidades  a  esquerda  do  porno  inicial  e  percor- 
reu  uma  distancia  dc  2  unidades. 


Solaqdo  fc)  Na  parte  (c)  da  figura,  a  area  Ifquida  com  sinal  e  0  e  a  area  total  e  2.  Assim, 
no  final  do  perfodo  de  tempo,  a  partfcula  esta  de  volta  ao  ponto  inicial  e  pcrcorrcu  uma  dis¬ 
tancia  de  2  unidades.  Mais  especificameme,  pereorreu  !  unidade  para  a  direita  ao  longo  do 
interval o  dc  tempo  0  <  t  <  1  c,  depots,  I  unidade  para  a  esquerda  ao  longo  do  intcrvalo  dc 
tempo  I  <1  <2  (por  que?).  * 


figura  6,7.4 


+ v 


t 


■  MOVIMENTO  UNIFORM EMENTE  ACELERADO 

Uni  dos  cases  mais  importantes  dc  movimento  retilmco  ocorre  quando  a  partfcula  tem  acclc- 
raqao  constant  e.  Tal  caso  e  denominado  movimento  uniforme  me  nte  acelerado, 

Vamos  mostrar  que,  se  uma  partfcula  tiver  aceleragao  constante  cm  seu  movimento  ao 
longo  dc  um  eixo  s,  e  sc  torem  conhecidas  sua  posi^ao  c  velocidade  cm  um  eerio  instante, 
digamos  t  =  0,  entao  e  passive!  deduzir  formulas  para  a  posiqiio  s(t)  c  a  velocidade  u(f)  cm 
qualqucr  instante  r.  Para  ver  Como  isso  pode  sei  feiLo,  vamos  supor  que  a  partfcula  tenha  uma 
aeelera^ao  constants 


e  q  tie 


a(t)  -  a 


s  =  s0  quando  t  =  0 
v—  quando  t  ~  0 


(5) 

(6) 
(7) 


onde  .s,-,  e  v0  sao  conhecidos,  Cham  am  os  (6)  e  (7)  de  Condi  goes  initials  do  movimento. 
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Tom  an  do  (5)  como  ponto  de  partida,  podemos  integrar  aU)  para  obter  v{t)  e,  por  suu 
vc/,  integrar  u(f)  para  obtei\f(f)»  usando  em  cada  caso  as  condigoes  imciais  para  determinar  a 
co  ns  tame  de  integragao,  Os  c  ale  u  l  os  sao  os  seguintes: 


y(0  —  J  a(f)dt  —  j  a  dt  — 


—  at  +  Ci 


<*) 


Para  determinar  a  constanle  de  integmgao  Cr  aplicamos  a  eondigao  inicial  (7)  a  essa  equagao 
para  oh  ter 

v0  =  u(0)  =  a  ■  0  +  C,  —  C, 

Subsfiluindo  isso  em  (8)  e  colocando  em  primeiro  lugar  o  termo  conslante,  obtemos 

v(t)  =  vu  4  at 

Como  va  e  conslante,  tem-se  que 


$(t)  -  j  v(t)  dt  =  J  (no  +  at)  dr  -  vot  +  -[at2  4-  Ci 


(?) 


Para  determinar  a  conslante  C2i  aplicamos  a  eondigao  inicial  (6)  a  cssa  equagao  para  obter 

~  x  (0)  “  i?o  ■  0  ~(-  ■  0  H-  C2  ”  Co 

Substituindo  is  so  cm  (9)  e  colocando  0  termo  const  ante  cm  primeiro  lugar,  obtemos 

J(0  —  X(y  +  vot  +  W2 
Resumindo,  lemos  o  segnime  resullado. 


Como  podemos  deduzir,  a  partir  do 
gr^fleo  da  curva  velocidade  versus 
tempo,  so  oma  partfcula  movordo-se 
ao  longo  de  uma  reta  tern  mo  vi  memo 
uniformemeote  acalerado? 


6,7,2  MOV]  memo  uni  form  em  ente  ace  lera  do  Se  uma  partfcula  se  move  com  uma 
aceleraqao  constame  a  ao  Ion  go  de  um  eixo  st  c  sc  e  vV/  forein,  respect  ivamente,  a  posigao 
e  a  velocidade  no  instante  /  -  0,  entao  as  fungoes  posigao  e  velocidade  da  parncula  sao 


sit).  =  so  4-  v0t  4-  {at2 


(IQ) 


v{t)  =  ib  4-  at 


(11) 


►  Exemplo  4  Suponha  que  uma  nave  espaeial  iniergaluedea  use  uma  vela  e  o  “vemo  so¬ 
lar'  para  produzir  uma  accicragao  constame  de  0,032  m/s2.  Supondo  que  a  velocidade  da  nave 
seja  de  10,000  m/s  quando  a  vela  e  desfraldada  pel  a  primeira  ve/,  quao  longe  a  nave  viajara 
em  uma  hora  e  qua  I  sera  sua  velocidade  ao  final  dessa  bora'? 

Sofu^do  Ncsse  problema,  a  escoiha  de  um  cixo  de  coordcnadas  esta  a  nosso  criterio;  logo, 
vain  os  eseolhe-lo  de  forma  a  tornar  os  calculus  tao  simples  quanto  possfvel.  Consequenle- 
mente,  vamus  introduzir  um  eixo  s  cujo  sentido  positivo  essa  na  diregao  do  movimento  e 
escolhcr  a  origem  eoineidenie  com  a  posigao  da  nave  em  {■=  0  quando  a  vela  e  desIValdada. 
Assiiru  as  Formulas  (10)  e  (1 1)  para  o  movimento  uniformementc  acelerado  podem  scr  apli- 
cadas  com 

r0  =  s( 0)  =  0,  u0  =  v(0)  -  1 0.000  e  a  =  0,032 

Como  1  hora  corresponde  a  3.600  segundos,  lem-se  a  partirde  (10)  que  em  1  bora  a  nave 
percorre  a  d  island  a  de 

j (3.600)  =  10.000(3600)  +  4(0,032)(3.600)2  36  200.000  m 

e  a  partir  de  (1 1)  tem-se  que,  ap6s  I  hora,  a  velocidade  e  de 


u(3.600)  -  10.000  +  (0,032X3,600)  -  1 0, 100  m/s  M 
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►  Exemplo  5  Urn  Snibus  para  para  receber  passageiros  e  uma  mulher  tent  a  alcangado  cor- 
rendo  a  uma  vdocidade  const  ante  dc  5  m/s.  Quando  da  esta  a  1 1  m  da  porta  diantcira,  o  on  i  bus 
parte  com  uma  aederagao  constants  de  f  m/s2.  A  partir  dai,  quanto  tempo  ela  levara  para  chcgar 
ate  a  porta,  se  continuar  a  corrcr  com  a  vdocidade  de  5  m/s? 

Soluqdo  Conforme  mostra  a  Figura  6.7.5,  escoiha  o  eixo  s  de  tal  forma  que  o  onibus  e 
a  mulher  se  movimentem  no  sentido  positive  e  a  porta  dianleira  esleja  na  origem  em  t  -  0, 
quando  dc  comega  a  sc  movimentar.  Para  pegar  o  onibus  depots  dc  algum  tempo  t,  a  mulhcr 
ierii  de  percorrer  uma  distaneia^  (r)  que  e  igual  a  i  I  metros  mats  a  distancia  sh(t)  percorrida 
polo  onibus;  isto  et  ela  ira  alcangar  o  onibus  quando 

K(*)  -  h(0  +  1 1  (12) 

Como  a  mulhcr  Lem  uma  vdocidade  constants  de  5  m/s,  a  distancia  percorrida  por  da  em  I 
seg  undos  d  su.(t)  =  5t.  Assim,  podemos  esc  rover  ( 1 2)  como 

^(r)  -St  -  11  (13) 

Como  o  onibus  tem  uma  aceleragao  constante  de  a  —  \  m/s"  e  come  sa  —  lv,  —  0  em  t  =  0  (por 
que?),  tem-se  a  partir  de  (10)  que 

S„(t)  - 

Substiluindo  essa  equagao  em  ( 1 3)  e  reorganizando  os  termos,  ohlernos  a  equagao  quadratica 

V2  -  5t  -f  1 1  =  0  ou  t2  -  10/  4-  22  =  0 
Resol  vendo  essa  equagao  at  raves  da  formula  quadratica,  obtemos  duas  solugdes; 

/  —  5  —  3,3  e  /  —  5  +  V''3  ^  6,7 


(vcrilique).  Assim,  a  mulhcr  pode  alcangar  a  porta  do  onibus  cm  dois  instantes  diferemes, 
i  -  3,3  s  e  t  -  6,7  s.  A  explicagao  para  duas  solugoes  6  a  seguinie;  quando  a  mulher  aleanga  a 
porta  do  onibus  pel  a  prime  ira  vc  ?.,  ela  esta  mais  rap  id  a  do  que  o  onibus  c  pode  passar  pel  a  por¬ 
ta  sem  que  o  motorista  perceba.  No  on  tan  to,  a  medida  que  o  onibus  aumenta  suu  veloeidade, 
ele  acaba  por  alcanga-Ia  e  a  mulher  podera  emparclhar  com  a  porta  do  onibus  novamentc.  M 


E  ixo  $ 

A 


Altura  < 


os 


TerraA, 

Figura  6.7.6 


■  O  MODELO  DE  QUEDA  LIVRE 

Quando  a  urn  objeto  na  proximidade  da  Terra  6  conferida  uma  vdocidade  inicial  vertical 
(para  cima  on  para  baixo)  e,  em  segiiida,  ele  e  deixado  livre  em  urn  movimemo  vertical,  di- 
zeinos  que  sen  movimemo  e  urn  movimento  de  queda  livre .  Na  modelagem  do  movimento 
dc  queda  livre,  supomos  que  a  unica  forga  atuando  no  objeto  e  a  da  gravidade  terrestre,  e  que 
o  objeto  permanece  suficiememcnte  proximo  da  Terra  para  que  essa  forga  gravitational  seja 
const  ante.  Em  particular,  desprezamos  a  resist  encia  do  ar  e  a  atragao  gravitacional  de  outros 
corpos  celestes. 

Em  nosso  model  o,  ignoramos  o  tarn  an  ho  Ffsico  do  objeto,  tvatando-o  como  sc  fosse 
uma  partfcula,  e  supomos  que  o  objeto  se  move  ao  longo  de  urn  eixo  s  euja  origem  esta  na 
super ITc ie  da  Terra  e  eujo  sentido  positive  6  para  cima.  Com  essa  convengao,  a  coordenada  $ 
da  partfcula  6  a  altura  desta  acima  da  superffeie  da  Terra  (Figura  6.7.6). 

E  urn  fato  da  Fisica  que  uma  partfcula  em  movimento  de  queda  livre  rein  aederagao 
constante.  A  magnitude  dessa  conslanle,  denoiada  pel  a  letra  g,  6  chamada  de  constante  de 
gravitagdo,  ou  aceleragaa  dev  Ida  it  gravidade.  e  e  aproximadamente  igual  a  9,8  m/s  ou  32 
pt5s/s“,  dependendo  da  unidade  de  medigao  da  dislanctaT 


*  De  nkhIo  a  <t>M&[aiue ^  varia  com  a  latiiudc c  a  ilisiancia  :to  cciiiro  da  Tem.  Por^m.  para  movj memos  cm  uma  laiiiu<k  fixa 

e  proximos  a  supcrticlc  da  Terra,  a  lifpotcw  dc  uma^  consiantec  satisfatorin.  pniamuiias  aplicagocs. 
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Como  seriam  alteradas  as  Formulas 
{14),  (15)  e  (16)  so  escolhSss&mos  o 
senttdo  positive  do  etxo  scomo  sendo 
para  baixo? 


mitts 


CeiiIuu  lIl1  bcisebol  tie  iVokira  Ryan 


A  bola  no  Exemplo  6  sobe  quart- 
do  a  volocidade  £  positiva  e  desce 
quango  £  negative,  de  modo  quo  te2 
sentido  fiaioo  qua  a  velocidade  seja 
zero  quango  a  bola  atlnge  sua  altura 
maxima. 


Lembre  que  uma  partfcula  estd  aumentando  a  velocidade  quundo  sua  velocidade  e  ace- 
leragao  tem  o  mesmo  sinal,  c  diminuindo  quando  tern  sinais  opostos*  Assim,  por  termos  es- 
colhido  o  sentido  positive  para  cima>  segue  que  a  ueeleragao  a(t)  de  uma  partfcula  cm  queda 
1  i v re  c  negativa  para  cada  valor  de  t.  Du  fato,  observe  que  uma  particula  cm  movimento  para 
cima  (velocidade  positiva)  csta  diminuindo  sua  velocidade,  portanto,  sua  aceleragao  deve  scr 
negativa;  e  uma  particula  em  movimento  para  baixo  (velocidade  negativa)  csta  aumentando 
sua  velocidade,  portanto,  sua  aceleragao  tambem  deve  ser  negativa.  Assim,  concluimos  que 


a(t)  =  -g 


(14) 


Segue  disso  e  das  Formulas  ( 10)  e  (1 1)  do  movimento  imiformemente  ace  I  era  do  t|ue  as  fun 
goes  posigao  e  velocidade  dc  uma  particula  cm  movimento  dc  queda  livre  sao 


s(f)  =  J'O  +  V(jt  ~  i  gt2 


(15) 


u(0  =  Ho  -  St 


(16) 


►  Exemplo  6  Um  dos  langadores  de  beisebol  rnais  rapidos  de  todos  os  tempos  foi  Nolan 
Ryan,  que  era  capa/  de  atirar  uma  bola  a  150  pes/s  (rnais  de  164  km/h).  Durante  sua  carreira, 
elc  teve  a  oportunidade  de  I  an  gar  no  e  studio  Houston  Astrodome  (cm  Houston,  no  Texas, 
EUA),  que  foi  a  sedo  do  Houston  Astros  de  1965  a  1999.  O  icto  dcssc  cstadio  coberto  cstava 
a  208  pcs  (cere  a  de  64  m)  acini  a  do  campo,  Teria  si  do  possfvel  para  Nolan  Ryan  afingi-lo 
langando  uma  bola  de  beisebol  verticalmente  com  uma  velocidade  inicial  dc  100  pes/s  a  partir 
de  uma  altura  dc  7  pcs? 

Solugao  Como  a  distuncia  estd  em  pcs,  tomamos  g  -  32  pt%/$7  Inieialmente,  temos  st)  -  7  p£s 
e  v0  =  1 00  pes/s,  de  modo  que  por  (1 5)  c  ( 1 6)  temos 

s(t)  —  7  +  100/  —  16/- 
v(t)  =  100  -  32/ 

A  bola  subira  ate  v(f)  =  0,  ou  seja,  ate  100  -  32/  =  0.  Resol  vendo  essa  equagao,  vemos  que 
a  bola  a  tin  go  sua  altura  maxima  no  ins  (ante  t  —  f  t  Para  eneontrar  sua  altura  nesse  instante, 
subsliitnmos  esse  valor  dc  /  na  fungao  posigao  e  obtemos 


s  (f)  -  7  +  100(f  )  -  16(f)’  =  163,25  pcs 
o  que  significa  que  faltam  aproximadamentc  45  pes  (cerca  de  1 4  m)  para  atingir  o  teto.  < 


►  Exemplo  7  Uma  moeda  e  largada  a  partir  do  repouso  de  um  ponto  proximo  ao  lopo  do 
Empire  State  Building  a  uma  altura  de  E250  pcs  do  solo  (Figura  6.7.7).  Supondo  que  o  mo- 
delo  de  queda  livre  seja  aplicavel,  quanto  tempo  eia  levara  para  atingir  o  solo  e  qual  sera  sua 
velocidade  no  momento  do  impacto? 


Sohtgdo  Como  a  dislUnda  esta  cm  pes,  tomumos  g  —  32  pcs/s 2  Jnicialmente,  temos  sn 
e  vn  =  0;  assim,  a  partir  de  ( 1 5) 

s(r)  =  - 1 6r  +  1250 

O  impacto  ocorrc  quando  .v(f)  =  0.  Resol  vendo  a  equagao  cm  tf  obtemos 

~J6f  +  1250  =  0 
1 250  625 

i  ^  — 


L250 

(17) 


/  =  ± 


16 

25 

7s 


±S,8s 
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Figura  6,7*7 


Como  i  >  0,  podemos  dcscartar  a  solugao  ncgativa  c  concluir  que  leva  25A/H  re  8,8  s  para 
a  moeda  atingir  o  solo,  Para  eneomar  a  veloeidade  no  memento  do  impacto,  subslituimos 
t  -  25A/8,  u0  =  0  c  g  =  32  em  (16)  para  obtcr 

if  f  j  =  0  -  32  -  -200v/2  «  -282,8  pes/s 

Assim,  a  veloeidade  no  memento  do  impacto  e 

=  21X172  »  282,8  pcs/s 


•*) 


que  e  mats  do  que  192  mi/h  (cerca  de  310  km/h). 


EXERCICIOS  DE  COM  PREENS  AO  6*7  (Verpagina  419  para  respostas .) 


L  Suponha  que  uma  pari  I  cub  esteja  em  movimento  ao  longo  de 
urn  tixo  s  com  veloeidade  v(/)  -  2f  +  L  Sc  no  mstanie  /  -  0 
a  partfcula  est£  na  postgao  s  =  2.  entao  sua  lu ngao  posiqao  6 
s(0= _ ■ 

2*  Seja  u(0  a  fungao  veloeidade  de  uma  partfcula  que  esla  ein  mo- 
vimento  ao  longo  de  urn  eixo  s  com  aederagao  constants  a  —  —2. 
Se  u(l)  =  4,  e nt So  v(t)  = _ „ 

3*  Sej  a  l-(  r )  a  I'ii  nqao  ve  [  oc  i  d  ad e  de  u  m  a  part  ie  ti  la  e  m  in  o v  i  men- 
to  retilfnco,  Suponha  que  t'(0)  =—  I.  t?(3)  =  2  e  que  a  cur- 


va  veloeidade  versus  tempo  e  uma  reta,  O  do  si  oca  memo  da 

partfcula  ontre  os  instantes  *=0e/=3d  _ _ _ _ ,  e  a 

dtsuincia  percorrida  pela  pardcula  ao  longo  dessc  interval o 
de  tempo  6 _ . 

4*  See  undo  o  model o  de  queda-livre,  de  que  altma  devc  ser  larga- 
da  uma  moeda  para  atingir  o  solo  com  uma  veloeidade  eseabr 
de  48  pes/s? 


EXERCICIOS  6.7 


H  Recurso  Grafico 


CAS 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


1.  Em  eada  parte,  e  dada  a  curva  veloeidade  versus  tempo  de 
uma  partfcula  que  se  move  ao  longo  de  uma  reta,  Use  a  cur¬ 
vy  para  encontrar  o  deslocamento  e  a  d  island  a  percorrida 
pda  partfcula  no  interval o  de  tempo  0  <  i  <  3. 


2.  Esboce  a  curva  veloeidade  versus  tempo  de  uma  partfcula 
que  percorre  uma  distuned  de  5  unidades  ao  longo  de  um 
eixo,  durante  o  interval o  de  tempo  0  <  /  <  10,  e  tem  um  dcs- 
!  Oca  men  to  de  0  unkbde. 

X  A  figure  a  seguir  mostra  a  curva  aceteragao  versus  tempo 
de  uma  partfcula  que  se  move  ao  longo  de  um  eixo,  Se  a 
veloeidade  initial  da  partfcula  for  de  20  in/s.  estime 

t  a)  a  vd  oe  i  dade  no  t  ns  tante  t  =  4  s ; 

(b)  a  veloeidade  no  instant e  j  =  6  s. 


l  igura  Ex-3 


4.  A  ligura  a  seguir  inostra  a  curva  veloeidade  versus  tempo 
no  inter valo  I  <  f  <  5  de  uma  partfcula  que  sc  move  ao  longo 
de  um  eixo  horizontal. 

(a)  O  que  pode  ser  dito  sobic  o  sinal  de  aceleragao  naquele 
intervale  de  tempo? 

i  b)  Q  ua  ndo  a  p  a  die  u  I  a  e  s  ta  au  m  entan  do  $  ua  ve  I  oc  i  dade  ?  E 
quart  do  esta  dimtnutndo? 

(c)  O  que  pode  ser  dito  sob  re  a  local  izagao  da  partfcula  no 
in  slant  e  f  -  5,  em  relagao  a  localizagao  no  instante  /  =  1? 
Exptique  seu  raeiocmio. 
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5-8  Uma  partial  In  move-se  ao  longo  de  nm  etxo  $.  Use  a  informa- 
quo  dad  a  para  encontrar  sua  fungao  posigao, 

5*  (a)  u(f)  =  3/ 2  —2 f;  a(0)  —  1 

(b)  a(t)  =  3  sen  3/;  y(0)  —  3;  5(0)  =  3 

6.  (a)  u(0  =  1  +sen  f;  s(Q)  =-3 

(b)  a(t)  =  r  -  3t  +  1 ;  u(0)  =  0;  #})  =  0 

7*  (a)  u(f)  =  3f  +  I;  s(2)  =  4 

(b)  rt(f)  =  r-3;  u(l)  —  0;  5(1)  —  2 

8.  (a)  v(t)  =  s(8)  =  0 

(M  «(r)  =  \/f;  u(4)  =  ];  i(4)  =  -5 


9-12  Uma  particula  move- sc  com  uma  velocidade  de  i/(0  m/s  ao 
longo  de  um  eixo  s.  Encontre  o  deslocamento  e  a  d  island  a  percor- 
rida  por  ela  duran  te  os  interval  os  de  tempo. 


9* 

(a) 

v(0 

=  sen  t;  0  <  f  <  jt/2 

lb) 

f(0 

~  cos  t\  7t/2  < ;  <  2^ 

to* 

(a) 

v(f) 

=  3 1  -  2;  0  <t  <  2 

(b) 

u(0 

—  |  i  -  2/|;  0  <  r  <  2 

11* 

(a) 

v(t) 

=  fL'  —  3/2  +  2f;  0  <  /  <  3 

(b) 

v(t) 

=  VF  —  2;  0  <  t  <  3 

12. 

(a) 

V(t) 

=  /  —  -ft ;  0  <  t  <  4 

(b) 

L'(0 

-  i - ;  o  <  f  <  3 

ft  +  l 

13-16  Uma  particula  move-se  com  aceleragao  a(t)  m/s2ao  longo 
de  urn  cixo  s  c  tern  velocidade  t*0  m/s  no  instante  t  =  0.  Encontre  o 
deslocamento  e  adistancia  percorrida  por  da  durante  os  intervalos 
de  tempo. 

13*  ii(f)  —  3;  uo  —  —  U  0  <  t  <  2 

14*  a{t)  =  t-2:vi)^Ovl<(<5 

15*  atf)  =  I/737TT:  Vfi  "  f;  1  <  t  <  5 

16*  a[t)  =  sen  /;  i?()  =  t ;  nf4  <  t  <  nil 

17*  Bm  aid  a  pane,  use  a  in  Ion  nagao  dada  para  encontrar  a  posigao.  a 
velocidade*  a  velocidade  esealar  e  a  aceleragao  no  instante  t  =  I . 

(a)  t1  —  sen  i*T t;  s  =  0  quando  t  -  0 

(b)  a  =  -  3r;  5  =  1  e  v  =■  0  quando  r  =  0 

18*  Em  cad  a  parte,  use  a  infomiagao  dada  para  encontrar  a  posigao,  a 
velocidade,  a  velocidade  escalar  e  a  aceleragao  no  instante  /  =  I . 

(a)  v  —  cos  tti7;  s  =  O  quando  /  =  | 

(b)  <t  =  4e2l~2;  5  =  l/e2  e  v  =  (2/e1)  —  3  quando  f  =  0 


19*  Suponha  que  uma  particula  em  movimento  retilineo  tenha  uma 
velocidade  v  no  instante  t  dada  por 

5f,  0  <  f  <  I 

I  ,<, 

t 

onde  /  cstd  em  seg undos  e  v  em  centimetres  por  seen n do  (cm/s), 
Calcule  o(s)  inslnnlc(s)  em  que  a  particula  eslfi  a  4  cm  de  sua 
posigao  midal. 

20* Suponha  que  uma  particula  em  movimento  retilineo  tenha  uma 
velocidade  u  no  instante  f  dada  por 

v(0  =  “TT  -  t  >  0 

f"  +  1 

onde  s  esta  em  seg undos  c  v  etn  centimetres  por  segundo  (cm/s). 
Calcule  o(s)  instante(s)  em  que  a  particula  esta  a  2  cm  dc  sua 
posigao  inicial, 

21.  Suponha  que  a  fung5o  velocidade  uma  particula  cm  movimento 
retilfnco  ao  longo  de  uni  eixo  $  seja  y(/)  =  2 Of  —  1  10m-  1 20  m/s  e 
t|uc  a  part  feu]  a  eslcja  na  origem  no  instante  t  -  0.  Use  um  rccurso 
gr/tftco  para  gerar  os  graficos  de  s(t ),  v(t)  e  air)  para  os  primeinos 
6  segundos  de  movimento* 

22.  Suponha  que  a  fungao  aceleragao  de  uma  particula  em  movimen¬ 
to  retilineo  ao  longo  de  um  etxo  .v  seja  a{t)  =  4/  —  30  m/ s2  e 
que  a  posigao  o  a  velocidade  no  instante  t  =  0  sejam  j()  -  -5  m  e 
uq  =  3  m/s.  Use  um  recurso  grdfico  para  gerar  os  graftcos  de 
,v(/),  ?;(/)  e  a(f)  para  os  prime  ires  25  segundos  de  movimento* 


23-26  Pam  cada  fungSo  velocidade  u(y)  dada: 

(a)  Gere  a  curva  velocidade  versus  tempo  e  use -a  para  la- 
ZC3'  uma  conjcctura  sobre  o  sitml  do  dcslocamcnto  so- 
bre  os  interval  os  de  tempo  dados. 

( b)  U se  u  m  C A  S  para  e  neon  t  r ar  o  desl  ocamc  n  to , 

J]23*  v(t)  —  0.5  -  t  sen  f;  0  <  /  <  5 

3  24*  v  (/)  =  0.5  —  i  cos  m ;  0  ■<  r  <  I 

jc]25.  v(t)  —  0*5  -  te~*:  0  <  t  <  5 

]c]2rt*  v(t)-t  lnft  +  0J);  0  <t  <  I 

27*  Suponha  que  em  /  -  0  uma  particula  esteja  na  origem  de  um 
eixo  A'  com  uma  velocidade  u0  =  25  cm/s.  Nos  prime iros  4 
seguudos  nao  ha  acdcragao  e.  entao.  age  uma  to  re  a  relat- 
dadora  que  produz  uma  aceleragao  negativa  cons  tame  de 
a  —  —  10  cm/s". 

(a)  Esboce  a  curva  aceleragao  versus  tempo  no  intervalo 
0^  t<  12. 

(b)  Esboee  a  curva  velocidade  versus  tempo  no  intervalo 
0</<  12* 

(e)  Encontre  a  eoordenada  x  da  particula  nos  itistan  les  f-8s 
e  i  -  \  2  s. 

(d)  Qua!  6  a  eoordenada  x  maxima  da  particula  no  intervalo 
0  <  /  <  1 2? 

2S,  As  Formulas  ( 1 0)  e  ( 1 1 )  do  movimento  uni  forme  men  le  acelera- 
do  podem  ser  renri'anjadas  de  varias  formas,  Para  simplillcar* 
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sejam  s  =  j(/)  e  v  -  v(r),  e  detiuza  as  seguintes  variates  daquelas 
formulas. 


2{s  -  .?o) 


(b)  t  = 


2($  -  Sp) 
LYj  +  LJ 


(c)  s  =  sq  +  vt  —  [Note  co mo  csta  diferedc  (10).] 


23-36  Ncstcs  excrete  i  os.  suponha  que  o  objeto  movc-sc  no  seutido 
positive  de  urn  eixo.  Aplique  as  Formulas  (10)  e  ( II ),  on  aquelas 
do  Exerefeio  28,  con  forme  for  apropriado.  Em  algous  dos  proble- 
mas,  voce  necessitari  da  nelagao  88  pds/s  =  60  mi/li. 


29.  (a)  Um  automtWel  viajando  cm  uma  estrada  reta  desaeeiera 

uni  forme meme  de  55  para  40  mi/h  cm  10  s.  Encontre  sit  a 
aceleragao  em  pds/s\ 

(b )  U m  e  t cl  l  st  a  pc rco  ri  e  n  do  u  m  cam  i  n ho  reto  ace  lera  u  n  i  f or- 
memento  do  repouso  para  30  km/h  em  ]  minuto,  Encontre 
sua  aceleraqao  cm  km/s2, 

30.  Urn  cario  pcrcorrendo  uma  cstrada  ret  a  a  60  mi/h  desaeeiera  a 
uma  tax  a  Co  ns!  ante  de  I  I  pds/s‘. 

(a)  Quanto  tempo  ii<S  levar  para  a  velocidade  ser  de  45  mi/h? 

(b)  Qua  I  6  a  dmaneia  q  ue  o  Cai  ro  ird  perconei  antes  de  parar? 

31.  Avista  nd  o  a  polfcia.  uni  motorist  a  freia  sen  earro  novo  para  re- 
dn/ir  a  velocidade  de  90  para  60  mi/h,  a  uma  taxa  eonstame  ao 
I  on  go  dc  uma  di  stand  a  de  200  pcs. 

(a)  Encontre  a  aceleraqao  cm  p£s/s2. 

(b)  Quanto  tempo  ira  levar  para  reduzir  a  velocidade  a  55  mi/h? 

(c)  Com  a  aederagao  obtida  em  (a),  quanto  tempo  lev  aria  para 
parar  coinpletamente  o  earro  partindo  das  90  mi/h? 


32.  Uma  part  feu  I  a  movendo-se  ao  Ion  go  dc  uma  re  la  esla  sen- 
do  acelcrada  a  uma  taxa  const  ante  de  5  m/s2.  Encontre  sua 


velocidade  inieial  sc  cla  percorre  60  metros  nos  primeiros  4 
sett  undos. 


33.  Um  motociclista,  partindo  do  repouso,  aumenta  sua  velocidade 
com  uma  aceleragao  constaute  do  2,6  m/s\  Apos  ter  percorrido 
1 20  m,  dc  diminui  a  velocidade  com  uma  aceleragao  eon  stance 
de  -1 .5  m/s“  ate  atingir  a  velocidade  dc  1 2  m/s.  Qua  I  c  a  distarn 
cia  percorrida  pdo  motocicMsta  ate  esse  instante? 

34,  Um  corredor  dos  100  m  arranca  com  uma  ace  tenure  de  4,0  m/s", 
a  qyal  mantem  per  2  segundos.  Sua  acelemgao,  entfto,  cat  para 
zero  pelo  resiante  da  prova. 


(a)  Qua  I  foi  o  scu  tempo  de  corrida? 

(b)  Faga  um  griilico  da  distancia  a  partir  da  arrancada  versus 
tempo. 


35.  Um  earro,  apos  ter  parade  no  guiche  do  peddgio,  satu  com  uma 
acclcragao  coristanle  dc  4  pds/sA  No  in  slant  c  em  quo  deixa  o 
guichc,  csta  a  2.500  pds  de  um  caminhao  via] undo  a  uma  ve¬ 
locidade  constanie  de  50  pds/$.  Quanto  tempo  o  earro  ird  levar 
para  alcangar  o  caniitihao,  c  qua!  $erd  a  distancia  percorrida 
desde  o  guich&  ate  esse  instamc? 


36.  Na  etapa  final  dc  uma  corrida  de  barcos  a  re  mo.  o  desa  haute 
csta  remando  a  uma  velocidade  constante  de  12  m/s.  No  ino- 


mento  em  que  esta  a  100  m  da  linha  dc  chegada,  com  o  desa- 
fiantc  15  m  amis,  o  lidcr  esta  remando  a  8  m/s,  mas  c omega  a 

■j  5 

ace  I  era  r  const  a  ntem  cute  a  0,5  m/sT.  Quern  veneera  a  prova? 


37-46  Sup  on  ha  que  o  modelo  de  queda  livre  se  aplique.  Re¬ 
sol  va  estes  exerefeios  aplieando  as  Formulas  (15)  e  (16)  on, 
quando  apropriado,  use  aquelas  do  Exercfcio  28  com  a  =  -g. 
Nestes  exerc  fetes.  tome  g  =  32  p^s/s2  oil  9.8  mis',  dependendo 
das  tmidadcs. 


37.  Um  pro] hhl  6  lancado  vertlcalmcnte  para  cimn  a  partir  do  solo 
com  uma  velocidade  inieial  de  1 12  pds/s, 

(a)  Encontre  a  velocidade  em  f  =  3  s  e  5  s. 

(b)  Qua!  6  a  altura  maxima  atingida  pelo  projdtil  ? 

( c )  Encon  ire  a  vel oe  i  dadc  do  proj  ct  i  I  qua  ndo  c  le  all  u g i  r  o  so  I o. 

38.  Um  projdtil  king  ado  para  baixo  de  uma  altura  de  i  1 2  pds  at  in* 
gin  o  solo  em  2  s.  Qua!  e  a  sua  velocidade  inieial? 

39.  Um  projetil  e  langado  venicalmente  para  cima  a  parti r  do  solo, 
com  uma  velocidade  inieial  dc  1 6  pcs/s, 

(a)  Quanto  tempo  ira  levar  para  o  projetil  atingir  o  solo? 

( b)  Por  quan to  tempo  o  proj  dd  1  es lam  se  m  ovc n  do  para  c  i  m a? 

40.  Em  1939,  Joe  Sprinz  do  Seals  Baseball  Club,  de  San  Fran- 
ciseo.  EUA.  teuton  pegar  uma  bola  largada  dc  um  dirigivel  a 
uma  altura  de  800  pcs  (com  a  intenqao  de  quebrar  um  rccor- 
de  anterior), 

(a)  Quanto  tempo  levou  para  a  bola  cair  os  800  pes? 

(b)  Qua]  era  a  velocidade  da  bola  em  mi] has  por  hora  apos  os 
800  pds  (88  pds  /  s  =  60  mi/h)? 

\Nota\  Na  prdtiea,  nao  6  possfvcl  ignorar  a  icsistencia  do  ar 
nestc  problem  a:  pordm,  mesmo  com  o  amortecimento  dev  id  o 
a  resistencia  do  ar.  o  impacto  da  bola  fez  com  que  a  luva  de 
Spiinz  batesse  em  sen  rosto,  fraturando  o  maxilar  superior  em 
12  lugares.  quebrando  5  dentes  e  fazendo-o  cair  inconsciente. 
deixando  a  bola  eair  da  luva.] 

41.  Um  projcHil  6  langado  venicalmente  para  cima  a  partir  do  chao 
com  uma  velocidade  inieial  de  60  nVs. 

(a)  Quanto  tempo  leva  para  o  projetil  atingir  o  seu  ponto 
mats  alto? 

(b)  A  que  altura  chega  o  projetil? 

(c)  Quanto  tempo  leva  o  projetil  para  cair  no  chao  a  partir  do 
ponto  mais  alto? 

(d)  Qua]  6  a  velocidade  esc  alar  do  proj  Chi  ao  atingir  o  chao'? 

42 .  (a )  U  se  o  s  resu  I  lados  d  o  Exerc fc  i  o  4 1  para  fazer  u rua  conjeetu- 

ra  sob  re  a  relag  ao  entre  as  vel  oci  dado  s  inieial  c  final  de  um 
projetil  que  e  Ian  gad  o  vertical  me  me  para  cima  a  partir  do 
nfvel  do  chao  e  re  torn  a  para  o  chao, 

(b)  Prove  sua  conjecture. 

43.  Um  projetil  c  dispatado  vertical  men tc  para  cima  com  uma 
velocidade  inieial  dc  49  m/s,  do  alto  de  uma  torre  com  150  m 
de  altura. 

(a)  Q [ la n t o  tem po  i ra  l  evar  para  el e  at i  ugir  a  alt u ra  ma  x i  m a? 
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(h)  Qua!  e  a  altura  maxima? 

(c)  Quanto  tempo  o  projCtil  ini  levar  para  passar  pclo  ponto  dc 
parti  da  na  desddaV 

(d)  Qua]  sc  i  d  a  vdocidade  quando  ele  passar  pelo  ponto  de 
parti  da  na  dose i  da? 

(e)  Quanto  tempo  o  projetii  ini  levar  para  atingir  o  solo? 

(0  Qual  sera  a  sua  veJoctdade  no  impacto? 

44*  Urn  iiomem  em  Lima  ponto  tieixa  cair  uni  a  pedra.  Qual  e  a  altu- 
ra  da  ponto  sc: 

(a)  a  pedra  atinge  a  3gua  4  segundos  depois  dc  largada? 


(b)  o  home  in  ouvir  o  som  da  pedra  bate  n  do  na  agua  depots 
de  4  s?  [Considoro  a  veloddado  do  som  como  sondo  de 
340  m/s.j 

45.  No  Exemplo  (x  qual  e  a  ve  loci  dude  com  a  qual  Nolan  Ryan 
devena  langar  Lima  hot  a  para  cima  a  partii  de  uma  allura  de  7 
jx5s  para  ale  an  gar  o  leto  do  Astrodome? 

46*  U  ma  pedra  j  og  ad  a  ve i  t  i  ea  I  me  n  te  para  bat  x  o  eo  in  u  ma  veloc ida- 
de  inieial  descon  heel  da  a  parti  r  dc  Lima  almra  de  300  in  alcanca 
o  solo  cm  5  segundos,  Obtenha  a  vdocidade  com  quo  da  a  tinge 
o  solo. 


1 /  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6,7 

L  f2 +  t  +  2  2*  6  —  2/  3*  f  4*  36pds 

rib-  Ar 

6.8  CALCULANDO  INTEGRAIS  DEFINIDAS  POR  SUBSTITUIQAO 

Nest  a  se^tio  discutiremos  dais  mdtodos  para  calcidar  integrals  de  fin  Idas  em  que  e  necessdria 
uma  sitbstita  iqao. 


■  DOIS  METODOS  PARA  FAZER  SUBST1TUIQOES  EM  INTEGRAIS  DEFINIDAS 

Lembre  quo  na  Segao  6.3  foi  visto  que  integrals  indefinidas  da  forma 

f  fig(x))g'(x)  dz 

podem  sercalculudas*  as  vezes,  fazendo-se  a  subsdtuiqao  u 

U  =  g(x),  dll  =  g(x)  dx  (I) 

que  convene  a  integral  para  o  Ibrmato 


j  f{u)du 

Para  aplicar  cssc  metodo  a  uma  integral  definida  do  lipo 

f(g(x))g\x)dx 


precisamos  levar  em  eonta  0  efeito  da  subsliluiguo  nos  limiles  de  integral ao  de  x.  duas 


maneiras  de  Inzer  isso, 

Metodo  1 

Deterininar  primeiro  a  integral  indefinida 

f  f(g(x))g(x)  dx 


por  substiluiqao,  e  entfio  usar  a  relagao 

f  f(g(x))g'(x)tix 

para  ealcular  a  integral  definida.  Esse  procedimento  nao  requer  qualquer  modilicaqao  nos 
limiles  de  integragao. 


/ 


f{g(x))g\x)dx  - 
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Metodo  2 

Fazer  a  substituigao  C 1 )  diretamente  na  integral  delinkla  et  entao,  usar  a  relagao  it  =  gCv)  para 
substituir  os  I  mikes  cm  x  =  =  h,  pel  os  correspondences  l  i  miles  cm  u ,  &  =  g(<v)  c  u  - 

g{b)>  Tsso  produz  uma  nova  integral  definida 


cpib) 


f{  U  )  d  it 


que  esta  expressa  inteiramente  em  termos  de  u< 


►  Exemplo  1  Use  os  dois  mdtodos  aeima  para  caleular  /  ,v{.v2  +  1  I  -■  (/.V, 

Jo 


Solacdo  pelo  Metodo  1  Rondo 


obtemos 


m. 


u  —  x  +  U  de  mode  q  ue  du  —  2x  dx 


! 


x{x2  +  I) 


2  dx =ij  u 


u 


(x2  +  I)4 


Jrfu  =  —  +  C  =  - 

8  8 


+  C 


f  -t(r  +  I  )5  dx  —  f  x(x2  +  l)3  dx 
Jo  U  J.r=0 


(Xs  +  IV 
8 


J  JT=0 


“-I.78 
8  8 


(2) 


Sohieao  pelo  Metodo  2  Se  fizermos  a  substituiqao  u  =  x~  +  1  em  (2),  entao 


u  =  1  se  x  —  0 
u  —  5  se  x  —  2 


Logo, 


jC 


x(x2  4-  I  yt'  dx  = 


-  C  - 


625  i 


8 


-73 


o  que  esta  de  acordo  com  o  rcsukado  obtido  pelo  Metodo  I  .  < 


O  teorema  a  seguir  eslabelece  as  condigoes  precisas  sob  as  quais  pode  ser  usado  o 
Metodo  2. 


6*8*  1  T  Ei  )RL  M  A  Sc  g f  for  ■  con  tin  it  a  cm  [  a,  b  ]  e  f  fot r  con  tin  t  to  em  u  m  i  ti  tei  valo  cor  itendo 
os  valor?  s  de  guj  para  a  <  x  <  b,  entao 
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i»:\iOn$tka<;ao  Como  /  6  contfnua  em  urn  intervale  contend©  OS  valores  do  g(x)  para 
a  <  x  <  b>  segue  que /tern  uma  antiderivada  F  ncsse  intervalo,  Tomando  it  -  g(jc)t  a  regia 
da  eudeia  implica  que 

d  ^  d^  df  dit  du  ,,  H 

— F{g(x ))  -  —F(tt)  =  — —  =  /(«)  —  -  f(g(x))g  (0 

ax  ax  du  ax  dx 


para  cada  x  cm  [a,  h].  Assini,  F(g(x))  e  uma  antiderivada  de/(gC*))7U)  em  [a,  l>],  Portanto, 
pela  Parte  1  do  Teorema  Fundamental  do  Cdlculo  (Teorema  6,6. ! ),  temos 


f  f(g(x))gt(x)dx  =  F(g(x)) 
Ju 


rz(b) 

=  F(g(b))  -  F(g(a))  =  /  fUOdti 

Jv( 


a 


if  fa) 


A  e  sco  I  ha  do  mdtodo  para  delermina^ao  de  uma  integral  defmida  por  suhstiiuigao  6, 
geralmente,  uma  quesrao  de  gosto,  mas  nos  exemplos  a  segtiir  usarenios  o  segundo  metodo. 
por  ser  uma  ideia  nova. 


►  Exemplo  2  Calcule 


sen1'  2x  cos  2x  dx 


(2x-5)(x-3  fdx 


Solugdo  (a)  Scja 

u  =  sen  2a\  portanto  du  —  2  cos  2x  dx  (ou  \du  —  cos  2x  dx) 
Com  essa  subsiiluigiku  Lcmos  que 


Logo, 


u  =  sen(O)  =  0  se  x  -  0 

it  =  sco(3t/4)  =  |  /  72  se  x  =  jt/8 


L 


sen5  2x  cos  2x  dx  — 


i  , 

=  H  “ 


t  a 

2  '  ~6 


5rf« 

6-.1/V5 


1 

2 


6(72}* 


-0 


3 

96 


Solu gao  (h)  Seju 

u  —  x  -  3,  portanto  du  =  dx 

Desse  modo,  falta  resolver  o  I  at  or  2x  +  5  no  integrando.  Corttudo, 


x  —  u  +  3, 

portanto  2x  - 

5  —  2 (n  4-  3)  -  5  —  2 it  +  1 

Com  essa  substiluigao. 

w  =  2  —  3  =  —  1 

r-] 

tl 

£> 

u  =  5  -  3  =  2 

se  x  ~  5 

c  entao 

(2 x-5)(x  -3fdx 


(lit  4-  l  )u9dtt  = 


(2u 1 0  4-  « <J)  du 
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►  Exemplo  3  Calcule 


(a)  f 
J o 


3/4 


dx 


]  -.t 


(b)  f  e*{l  +ex)l/Adx 

Jo 


In  3 


Solugdo  (a)  Seja 

u  —  l“j*r?  ponanto  du 

Coni  essa  substiluiqao,  lemos  que 

u  —  I  sc  x  —  0 

„  =  i  se  a-  =  l 


~—dx 


A  sub5liluig§0  n  no  Exemplo  3{a)  pro- 
duz  uma  integral  em  que  o  exlremo 
superior  em  n  e  rnenor  do  que  o  extre* 
mo  inferior.  Use  a  Delinigao  6.5.3(b) 
para  converter  ossa  integral  em  uma 
na  qua  I  o  extreme  inferior  e  menor  do 
que  o  extreme  superior,  e  verifique 
que  isso  produz  uma  integral  com  o 
mesmo  valor  que  a  do  example. 


Ass  inn 


r3/4  dx  _  r 
Jo  1  -  x  J  ] 


1/4 


du 


ti 


=  - !n  - 


HO- 


tn(!) 


-  In  4 


Solagao  (A)  Fazenios  a  substituigao  a 

u  =  I  +  e\  du  -  e*  dx 

c  trocamos  os  li  mites  dc  inicgragao  de  jt  (x  ~  0,  x  =  In  3)  para  os  li miles  de  u 

h  =  !  +  =  2.  u  =  ]  +a,,J  =  I  +3  =4 


Assinn  ob tamos 


L 


In  3 


e'(\  +  e 


X)l;2dx  —  j  u 


i  ft , 


du 


-  ?■“ 


n4 


=  -  [4,/2  -  2V2]  = 
3 


!6-4j2 
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j .  Sup  on  h  a  q  leu  g r  seja  con  tfn  ua  e  m  [  a,  h\  e  qu  c  f  sej  a  conlfi  mac  m 
um  interval o  que  contem  os  valorem  de  g(x)  para  a  <  x  <  b.  Se  F 
tor  uma  anbderivada  de /entao 


f 

J  a 


fkg(x))g\x)dx  — 


2.  Em  cada  parte,  use  a  subsliluigao  para  subsiilmr  a  integral 
dada  por  uma  integral  qLte  envoi va  a  variiivel  itt  (Nao  calcule 
a  integral,) 

f2 

(a) 


(b) 


/  3.v2(!  +  .rYrf.v;  it  =  l  +a3 
Jo 

f 

Jo 


dx  ;  u  =  5  -  x: 


f'1  c'f* 

(c>  /  ““pr  dx\  a  =  yfx 

Jo  V x 

3*  Calcule  a  integral  fazendo  uma  substituiqao  apropriada. 


W  t 

J— n 


(a)  /  sen  (3  a  —  jt)  dx  = 

■— 7f 


(h) 


(c) 


/- 

L 


2  x  2 

rt/2 


r/x  = 


i/  sen  x'  cos  x  dx  — 
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EXERCICIOS  6,8  H  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


/ (Zv  ~ 1  )3 

f  3.V v'25  - 

Jo 

fl/2 

fc)  /  cos (7t9)dB;  it  =  7t$ 

J-l/2 


dx ;  u  =  2a  —  ] 


V"  Ja;  m  =  25  “  x 2 


fix 
Jo 

;a)  I  (5 -It 


(d)  /  (a-  +  2){a  +  ])■'  dx;  u  =  x  +  I 

( 

■4 


">  (a)  /  (5-2a)Ma;  «  =  5-2a 


(b) 


(c) 


(d) 


3.  (a) 


(b) 


4*  (a) 


(b) 


/: 


sen  ,i 


-jt/3  V2  +  COS  X 
it/ 4 


g/.v;  w  =  2  4-  cos  a 


It/  ^4 

/  ig 2  a:  see2  x  dx:  it  ~  tg  x 

Jo 

f'x'yfc 

Jo 


+  3  dx ;  w  =  x 2  4-  3 


r1'- 1  tlx;  a  =  Z>  -  1 


i, 

fe'  III  X 

L  jf 

l 

I 


dx:  it  =  In  a 


arc  ig  x 

l  +x 2 

dx 


i  x^fl  —  (In  a): 


dx:  n  =  are  l&A 


r  \  u  =  In  A 


5-1 S  Calcuie  a  integral  ddlnida  de  duas  formas:  primeiro  com 
Lima  suhstiuii^Io  it  na  integral  defmida  e,  depois,  com  uma  substi- 
luiqao  if  na  integral  indefmida 


19-22  Calcuie  a  integral  defmida  expressando-a  em  temios  do  it  e 
cal  cu]  an  do  a  integral  resultants  usando  uma  formula  de  Geomelria. 


a;  it  —  3a 


.  /  v'  25  -  9a 

J-5/3 

.  /  x \/l6  —  xA  dx ;  tt  —  x 1 

JO 


‘.t/2 


21*  /  sen  $  v'  1  —  4  cos2  B  dB ;  it  —  2  cos  0 

Jjt/3 


-■Id 


v/9  -  On  a)2 


A 


dx:  n  =  In  v 


23-  EncoiUre  a  area  sob  a  cum  y  =  sett  ttx  acima  do  i  rite  mil  o  [0,  I], 
24.  Encontre  a  area  sob  a  curva  y  —  3  cos  2x  acima  do  interval 0 

[a  my 

25*  Bn  centre  a  area  sob  a  curva  v  =  9/ (a  +  2)“  acima  do  intervale 

HO]- 

26.  Encontre  a  fire  a  sob  a  curva  v  =  I /(3a  +  t  y  acima  do  inter  valo 

[0, 11- 

27*  Eric  on  ire  a  area  da  regiao  deli  mint  da  pci  os  grail  cos  de 
v  =  I /Vi  —9a-2,  v  -  0-  a  =  0  e  a  =  V 

r  *  p 

28,  Encontre  a  area  da  regiao  delimitada  pel  os  grab  cos  de 
v  =  arc  sen  a*  a  ~  0  e  v  =  jt/2. 

f  a 


(  (2a  +  1  f  dx 

r2 

33* 

5. 

6. 

/  (4a -2  fdx 

Jo 

Jl 

f] 

r2 

35. 

7* 

/  (2a-  -  1  )3  dx 

Jo 

s* 

j  (4  -  3a)8  f/A 

.  - 

f'0 

37* 

9* 

/  A  V  l  -h  xd  x 

10. 

/  A  Vi  —  A'  c/a 

Jo 

9-? 

^tt/2 

gjr/6 

39. 

11* 

j  4$en(xj2)dx 

12* 

1  2  COS  3a  f/A 

Jo 

/(> 

f  —  3 

f  l+Jf 

41. 

13* 

L  c»+a.‘" 

14. 

f  sec2  (|a  -  j)  f/.v 

J  3  — JT 

rln5 

15* 

/  ,  rfJ* 

16- 

/  V(3-4V)^ 

J0 

43* 

17* 

A  In  3  e*  +  4 

fJ  f/A 

18. 

45* 

X  /Hv+D 

J Eh  2 

-  I 

”■  /,  7 
*  / 


c/v 


V2a  -  1 

1  v  2  g/a 

i  Va3  +  9 

3  A  +  2 


*/' 
32*  f 

J.T 


vW-  I  0_v 


6  sen  a  (cos  a  f  I r  dx 


i  Va2  -3-  4  a  +  7 

jf/4 


Ja 


34*  /  - 
Jt  ■ 


.t/2 

dx 


f  71/  + 

35*  /  4  se 

do 


4  sen  a  cos  x  dx 


i  a2  —  6x  +  9 

fit/ 4 

36*  /  Vtg  a  sec2  a  dx 
Jo 

.4jE 


5x  cos  (a-)  dx 


f  I 

38‘  L  yl 


sen  VAtf 


/■.Tfy 

/  sec2 : 

l 


‘ir/6 

40.  /  ig  2^  r/y 


V2  v 
v;4  -  3y 

dx 

2a  +  e 


4 

■/. 


A  f/_V 


.  f  -  -  T 

Jo  ,/4  -  3a4 


dx 


■l 

■i: 


-E  \/5  +  A' 


xe  v  dx 


dx 


1  V.rV4  ™  X 
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47. 

049, 


Jo 


1 


dx 


*■1 


J2 


X 


r  4 


dx 


1  +  X2  Ji  3  +  A 

cum  S  aracnc  ntrar  a  re  at  a  integra 

■  jt/6 


J  0 


sen'3  x  cos1  x  tf  .v 


0  SO, 


a 


nfirme  a  re  at  cacuan  a  ma 
Sugesiao :  eaa  enti  a  ee  “jc=i  —  en“ x 

cum  S  ara  enc  ntrar  a  re  at  a  integra 


/. 


,7/4 


tsJ  .v  r/.v 


.t/4 


51, 


b  nfirme  a  re  at  eacu  an  a m3 

eai  enti  a  el-s-lgVv  =  ee'.v 

a  Enc  nirc  j  f'Ox  +  1  )dx  se  ^  f{x)dx  =  5, 

b  Enc  litre  /  /(3x)dx  sc  f  f(x)dx  =  5. 

Jo  Jo 


/0  **4 

xf(x2)dx  se  jf 


c  Enc  ntre  j  xf(x)  dx  se  /  /!>)</a'  =  I 
Da  ueinc/i  a  intcir  iti  .m  Lrc  ue 
xm (I  —  a );J  dx  —  j  .v"(l  -x)mdx 

Jo 


/, 

Jo 


S3, 


azen  unta  ub  tituiga  a  ten  to  cacti  ara  integral 

Da  uc  n  c  um  intcir  iti  ,  m  lrc  ue 

fnfl  rx/2 

I  scn;j  x  dx  ™  /  cos nxdx 

Jo  Jo 

u  an  umai  enci  a  etrig  n  metricae  azen  uma  ub  titui 


a  tente  ca  cu  ar  a  integral 


54,  Pa  ue  n  6  um  imeir 


iti  ,  ca  cu  c  a  integra 


f 

Jo 


55, 


a(I  -  x)fJ  dx 


Su  nha  uecm/-0c  i  tam 750 bacteria  emumreci  iente 
e  ue  a  u  aga  c  bacteria  v  t  ere  ga  a  uma  ta  a  yf  t  = 
02. 137tfl,w  bacteria  r  h  ra  uanta  bacteria  ha  erd  cm 
12  h  ra 

56,  Su  nha  ue  uma  artfeu  a.  m  en  ca  n£  cumei  , 


tenha  e  ci  a  e  v  t  —  25  +  3  Oi? 


-(MM* 


€  / 


a  ua  a  i  laneia  ere  rri  a  ea  articna  e  t  —  0  ate  t  -  10 

b  term  I0c'"'"s  a  etamuii  a  i  Lancia  ere  rri  a  ea  ar 

ticu  a  n  inter  a  e  tem  E  i  uc  cu  raci  dm 


57,  Enc  ntre  um  a  r 


m 


e  k  ta  uc  a  area  b  era  lie  c 


y  =  e~  n  inter  a  0 ,k  e  a  3  uni  a  e  ua  ra  a 

058.  e  um  recur  gratie  ara  e  dinar  a  r  e  k  k>  0  eta 
in  ue  a  regia  e  imi  ta  a  r  y  -  I  /  I  +  kx1  .  y  -  0,  x  -  0  e 
x  -  2  tenha  uma  area  c  0,  uni  ace  drea 

059,  a  Enc  nlrc  imitc 


sen  (knfn) 

iim  } - 

n  -f  +  *  ^ — *  fi 

k  — -  1 


ca  eu  an  uma  integra  elini  a  a  r  ria  a  n  inter  a  0,  i 

h  crib  uc  ua  re  ta  cm  a  ca  cu  ail  imitc  ircta 
memo  c  m  um  S 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


60,  tre  uc.  e/ eg  rem  ungoe  c  mfiiua  ,  enta 

/  fU  -  x)g{x)  dx  -  I  f(x)g(r  -  x) dx 
Jo  Jo 


6L  a  Se  a 


,  r  /(-v) 

Jo  f(x)  +  f(a~x)  ' 


tic  ue/”f?/2 

Sttgestao:  Faga  ti  —  a  —  x.  e  enta  c  re  e  integran 
c  nt  a  ma  c  ua  ragoe 

b  c  re  u  ta  e  a  ara  enc  ntrar 


l 


3 


\/T  +  >f 3  —  X 


dx 


c  re  u  la  c  a  ara  enc  ntrar 


son  a 


riif  2 

Jo  sen  a  +  cos  a~ 


dx 


62,  Sc  a 


/  - 


-  f  T-V- 

J-l  I  +JC* 


tre  uea  ub  lituica  x  =  Utt  rc  u  ta  cm 


/ 


i 


1  +  u: 


dll  =  —  J 


g  2/=0,im  Scan  i  =  0  P  rdnt  i  6  ini  i  e,uma 
cz  uc  integran  a  integra  a  a  c  iti  n  infer  a 
c  integraga  ua  6  err 

63,  a  Pr  e  uc.  tf  ruma  ungS  fm  amenta 


/' 

j  ~ti 


fix)  dx  =  0 


e  £  Lima  c  ieagft  gc  metdea  c  c  re  u  ta 

Sitgestaoi  ma  rma  e  r  ar  tie  uma  uanti  a  c  q  o 
zer  e  m  Irar  uc  q  —  -q, 

b  Pr  c  uc,  e  /  r  uma  unga  ar,  ciHil 

/£«' 

fix)  dx  —  2  j  f(x)  dx 
■a  Jo 

o  fiumae  icaga  ge  metrics  e  ere  u  ta 

Sttgestao:  D i  i  a  inter  a  e  i ntegraga  e  -a  ai£f  a  cm 
ua  arte  em  0 


64.  a  cu  e 


a  j  aVcos(, 


y(x  2  )  dx 


b 


j  senB  x  coss  x  dx. 

Jo 

Sugestao:  ea  ub  titLiiga  tr-x-  nil 
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•/RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6.8 


1.  F(g(b))-F(g(a))  2. 


- — ^  dtt  (c) 
2<Ju 


2e'  f  da 


2  1 

X  (a)  -  (b)  -  in 
^  2 


6.9  FUNQOES  LOGARiTMICAS  DO  PONTO  DE  VISTA  DA  INTEGRAL 


Niio  reprcse/iladn  cm  escala 

Figure  6.9.1 


Na  Segiio  L6  definimos  a  fun  mo  logaritmo  natural  In  x  como  sendo  a  Inversa  de  e\  Embora 
is$o  ten  ha  si  do  convenient e  e  nos  ten  ha  permit  ido  deduzir  muitas  prop/iedades  de  In  x. 
seu  ftmdamento  matemdtieo  ndofoi  muito  solido,  jd  qne  aceitamos  a  coniinuidade  de  e 
e  de  todas  as  funpoes  exponenciais  sem  demonstracdo  (ver  no  to  de  rodape  a  pdgina  67 ). 
Nesta  scpdo  most  rare  mas  que  tn  x  pod  e  ser  deft  n  id o  eonio  uma  certa  integral  e  utilizaremos 
essa  nova  defmipcio  para  provarque  asfimqdes  exponenciais  sdo  contfnuas.  Ess  a  defutiqdo 
integral  tambem  e  ini  port  ante  nas  aplicaqoes,  pois  fornece  Lima  maneira  de  recoil  hecer 
quando  as  integrals  que  apareeem  como  solitudes  de  problem  as  pod  cm  ser  expressas  como 
logo  i itn  ws  n  a  turn  is. 


m  A  CONEXAO  ENTRE  LOGARITMOS  NATURAIS  E  INTEGRAIS 

A  conexao  enlre  os  logantmos  naturais  e  as  integrals  foi  feita  em  me  ados  do  seculo  XVII,  no 
curso  das  pesquisas  a  respcito  das  areas  sob  a  curva  y  =  l/t.  O  problems  era  cncontrar  valorcs 

de  ?],  para  os  quais  as  areas  A,,  A2 . AAt,t>  na  Figura  6,9.1a  seriam  iguais,  Ahaves 

do  trabalho  combinado  de  Isaac  Newton,  do  padre  jesuita  belga  Gregory  de  Saint  Vincent 
( 1 584- 1 667)  e  do  estudame  deste  ultimo,  A I  Tons  A.  de  Sarasa  (1618-1 667),  foi  mos  trade  que, 
eseolhendo~.se  os  pontos 

f  t  ^  ^2  ”  ^  7  h  ”  ^  7 

cada  uma  das  area  e  1  (Figura  6.9.  lb).  Assim,  em  noragao  moderna  de  integral 


/ 


fn  | 

—  di  =  n 

t 


a  qual  pode  ser  expressa  como 


ru. 

J I  t 


\n(en) 


Comparaado-se  o  limite  superior  da  integral  e  a  expressao  deniro  do  logaritmo,  €  naturat 
pular  para  o  rcsultado  mais  gcral 

1 


x 


dt  —  In  x 


que,  hoje,  tom  am  os  como  a  defmieao  formal  de  logaritmo  natural. 


Reveja  o  Teorenna  6.S.A  e  entao  ex- 
plique  por  que  se  requ&r.i  positive  na 
Definite  6.9.1. 


6.9.1  miiMrAo  O  logaritmo  natural  de  x  c  tie  not  ado  por  In  x  c  detinido  pel  a  integral 


(1) 


Nossa  estrategia  para  dar  am  fundamenlo  maternal  ico  sol  ido  para  as  fun  goes  logar  it  mi¬ 
cas  e  exponenciais  €  usar  (1)  como  urn  ponlo  de  partida  e,  entao,  definir  e  como  a  inversa  de 
lux.  Isso  e  o  oposto  exato  de  nossa  abordagem  anterior,  na  qual  definimos  In  x  como  sendo  a 


inversa  de  e.  Contudo,  enquanto  anteriormente  ttvemos  de  sapor  que  /  era  conrinua,  agora  a 
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Nenhuma  das  propria  da  des  de  hi  ,v 
obtidas  nesta  sepSo  deveriam  ser  no- 
vidade,  mas  agora,  pela  primeira  vezi 
efas  i£m  uma  base  maternal  ica  sdlida. 


a  v 


m 


Figure  6.9.2 


A.v 


Figure  6.9 3 


com  mu  blade  de  /  decorreui  de  nossa  definiguo  corny  uni  teorema >  Nosso  primeiro  dcsaHo  d 
demons! rar  que  as  propriedades  do  In  x que  resulfam  da  Definigao  6,9 J  sao  con  sis  ten  tea  com 


aquelas  obtidas  ameriontieme.  Para  comegar,  observe  que  a  Pane  2  do  Teorema  Fundamental 
do  Calculo  (Teorema  6.6.3)  implica  que  In  x  e  diferenciavel  e  que 


d 

d  r 

[x  1 

I 

”  [  1  n  x  ] 

=  —  j 

f  -dt 

(X  >  0) 

dx 

dx  [J 

i  t  i 

X 

!sso  6  consisiente  com  a  formula  da  derivada  de  In  x  que  obi  i  vein  os  anteriormenLe,  A  ldm 
disso,  conio  diferenciabilidade  implica  cominuidade,  segue  que  In  x  c  uma  fungao  contmua 
no  interval 0  (0,  +co), 

Outras  propriedades  de  In  x  podem  sen  obtidas  inlerpretando  geomeiricamcme  a  inte¬ 
gral  cm  ( I ):  no  caso  ern  (.pie  x  >  1 ,  ess  a  integral  represents  a  area  sob  a  eurva  v  =  lit  desde 

t  —  1  ate  /  “  x  (Figura  6  *9. 2  a);  no  caso  em  que  0  <  v  <  Fa  integral  represents  o  negative 

da  drea  sob  a  eurva  v  =  1  ft  desde  t  =  x  ate  t  —  I  (Figura  6.9.2 b)\  e  no  caso  cm  que  x  -  I ,  a 
integral  tern  valor  0  porque  coincidem  seus  1i mites  de  integragao  inferior  e  superior.  Essas 
observagoes  geometricas  implicam  que 

lnx>0  sc  x>  I 
In  .vc  0  se  0<x<l 
lnx  =  0  se  x=  I 


Tambein,  como  \fx  e  positive  para  x  >  0,  segue  de  (2)  que  In  x  e  uma  fungao  cresceme  no 
intervale  (0,  -boo).  Tudo  isso  e  consisteme  com  o  graftco  de  In  x  na  Figura  6.9.3. 


■  PROPRIEDADES  ALGEBRICAS  DE  In  * 

Podemos  usar  (1)  para  mostrar  que  a  Definigao  6.9*1  produz  as  pmpriedades  algehricas  pa- 
d  rao  dos  1  Og  a  ri  l  m  o  s . 


6.9*2  thorkma  Pam  qnaisqaer  mtmeros  positives  a  e  c  e  qualquer  inane ro  rational  r: 

{a)  In  ac  —  In  a  +  In  c  (b)  In  -  —  —  In  c 

c 

(c)  In  —  —  In  a  —  In  c  (d)  In  ar  —  r  In  a 
c 


])KMONsTKL\gAO  ia)  Tratando  a  como  uma  constante,  considers  a  iungSo fix)  -  In  (ox).  Entao 

w  Id  I  I 

j  (x)  -  —  ■  —  (ax)  =  —  ■  a  =  - 
ax  ax  ax  x 

Assim,  In  ax  e  In  a  tern  a  mesma  derivada  em  (0,  +oo),  de  niodo  que,  nesse  intervalo,  essas 
fun  goes  devem  diferir  por  uma  constants.  Logo,  cxiste  uma  cons  tame  k  lal  que 

In#x--lnx  =  fc  (3) 

cm  (0,  +oo).  Substituindo x  —  1  ncssa  equaguo,  conclufmos  que  In  a  -  k  (vcrillquc).  Assim, 
podemos  esc  never  (3)  como 

In  ax  -  Inx-  In  a 

Tomando  x  =  c  estabelecc  que 

In  ac  -  in  c  =  In  a  ou  In  ac  =  In  a  +  In  c 


okmGNSTkaoOfs  (b)  i:  (c)  A  parte  (/>)  segue  i media tamenie  da  parte  (a)f  substituindo  a 
por  Me  (veribque).  Entao  (r)  dccorrc  dc  (a)  c  ( b ); 


a 


I 


I 


In  —  =  In  [  a  *  -  =  In  a  +  En  -  —  In  a  —  In  c 
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i)i:MO\sriiA(;\<)  (rf)  Inicialmenie,  vamos  mostrai  que  a  parte  (d)  d  satisfeUa  Se  r  for  tun  mi- 
niero  inteiro  nao-negativo  qualquer.  Sc  r  =  ! „  cntaoevidememente  vale  (d);  sc  r=0,  cntao  (d) 
segue  do  fato  de  que  In  1  -  0,  Vamos  supor  que  id)  seja  valida  para  r  igual  a  algum  numero 
inteiro  n.  Entaq,  segue  da  parte  (a)  que 


In  a',+]  =  In[«  •  a"]  =  Ina  +  In  a"  =  !na  + ;/  ill  a  -  (n  +  1)  ]na 


De  que  mane  Ira  e  semethante  a  uma 
fileira  de  dominds  cairido  a  prova  do 
Teorerna  6.9.2(d)  no  caso  em  que  re 
um  inteiro  nao-negativo?  (Esse  argu¬ 
ment  "doming  lisa  uma  versao  inlor- 
mal  de  uma  propriedade  dos  inteiros 
conhecida  coma  principio  da  indugao 
matefnatica.) 


Assim,  sc  (d)  for  valida  para  r  igual  a  algum  inteiro  a,  enlSo  tarn  hem  sera  valida  para  r  = 
ft  +  1 .  Contudo,  como  sabemos  que  (d)  e  valida  para  7  =  1,  segue  que  id)  tambem  6  valida 
para  r  =  2.  Mas  isso  implies  que  (d)  6  valida  para  r  —  3,  o  que  per  sua  vez  implies  que  (d) 
e  valida  para  r=-  4,  e  assim  per  diante.  Conelutmos  que  {d)  6  salisfeila  se  r  for  um  numero 
inlet ro  n ao-neg ati vo  q u a Iq u er. 

Em  seguida,  vamos  supor  que  r  —  —w  seja  uin  inieiro  negalivo.  Entao 


In aT  —  Ina  m  =  In  — 

am 


—  —  111  c'tm 

—  — m  Ina 

—  r  In  a 


EVIji  pant’  (h) 


A  parte  Uf)i  v£li<fo  jsoj-ij  po(£nda*  prusitivas 


o  que  mostra  que  id)  c  valida  para  qualquer  inteiro  r  negalivo.  Combi nando  esse  rcsultado 
com  nossaeonclusao  anterior  de  que  id)  €  satisfeita  se  r  for  um  numero  inteiro  nao- negative, 
tenios  que  (d)  <5  valida  para  qualquer  inteiro  r. 

For  dm,  vamos  supor  que  r  —  m  /  n  seja  um  numero  radonal  qualquer,  onde  m  ^Oe 
n  3=  0  sao  inteiros.  Entao 


ulna'  ln[(a')M] 

In  a  — - — - 

n  n 

In  a™ 
n 

 In  am 
n 

m  In  a 
n 


A  ]Mrte  Ul)e  \alida  jwira  potL'ncia^  inteiras 

ProijUedrtde  de  expneiiies 

Delini^AD  de  r 

A  parte  (tl)  e  valida  j^ara  ]>o[eiicLi;is  intetras 

m  S  I 

=  —  In  a  ■=  r  Ina 
n 

o  que  mostra  que  (d)  tambem  e  vdlida  para  ml  meres  raeionais  r. 


m  APROXEMAQAO  NUM  ERICA  DE  In  x 

Para  valores  espeeflicos  de  xt  o  valor  de  In  x  pode  ser  aproximado  numeri  came  me  pels  inte- 
gra!  definida  cm  (I),  digamos,  usando  a  aproximagao  pelo  ponto  medio  que  foi  discut  ida  na 
Segao  6  <4. 


►  Exemplo  1  Aproximc  In  2  usando  a  aproximaqao  do  ponto  medio  com  n  -  10. 
Holuqdo  A  parti r  de  ( I),  o  valor  exato  de  In  2  e  represemado  pela  integral 


In  2 


A  regra  do  ponto  medio  estn  dada  nas  Formulas  (5)  e  (9)  da  Segao  6.4.  Em  lermos  de  /, 
aquela  formula  e 


fb  tl 

Ja  k= i 


onde  At  e  o  comprimcnto  comum  dos  subimcrvalos  c  fj",  . , . ,  r*  sao  os  pent  os  mCdios. 
Nesse  ease,  temos  10  subintervalos;  logo.  At  =  (2  -  1)/10  —  0, ! .  Os  caleulos  com  sets  casas 
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Tabula  MA 


At  =  (, b 

a  ~ 

-  a}/ tt  =  i 

10 

(2-  I )/ 1 0  =  0,1 

k 

n 

n 

l 

1,05 

0,952381 

2 

1,15 

0,869565 

3 

1 ,25 

0.800000 

4 

1,35 

0,740741 

5 

1,45 

0,689655 

6 

1.55 

0,645561 

7 

1,65 

0,606061 

8 

1,75 

0.571429 

9 

1,85 

0,540541 

10 

1,95 

0.512821 

6,928355 

*  (0.1X6.928355) 
i=1  <•  0,692836 


decimais  estao  na  Tabela  6.9, 1 .  A  tftulo  de  comparagao*  unia  caleuladora  ajustada  para  dispor 
seis  casas  decimals  da  In  2  ?w  0,693147,  do  modo  que  o  tamanhg  do  crro  na  aproximagao  do 
porno  medio  e  de  cere  a  de  0,00031  I .  Maior  preeisao  na  aproximagao  do  ponto  medio  pode 
ser  obtida  aumentando-se  n.  Por  exemplo:  com  n  =  1 00,  ohLtSm-se  In  2  =e  0,693144,  a  qua  I  csta 
correta  ale  a  quinta  easa  decimal.  4 


■  DOM1NIO,  IMAGEM  E  COMPORTAMENTO  FINAL  DE  In  x 


6.9. 

3  TEOREMA 

Ui) 

O  dominie  de  In  x  e  (0 

+oo). 

ib) 

lim  In.  .v  —  — x  e 

lim  In  a  =  +x 

X  "7  0+ 

.V  — *■  4-90 

(c) 

A  imagem  de  In  x  e  (-c. 

DEMON STRAg ao  (a)  E  (b)  Ja  most  ram  os  que  In  x  esra  defimda  e  c  crcscentc  no  intervalo 
(0,  +oo).  Para  provar  que  In  a  — ►  -j-w  quando  x—>  -f-*,  devemos  mosirar  que,  dado  qualquer 
ndrnero  M  >  0,  o  valor  de  In  x  excede  M  para  valores  suficienlcmentc  grand es  de  x.  Para 
mosirar  isso,  seja  N  urn  in  lei  no  qualquer.  Se  a  >  2A,  enlao 


In  x  >  In  2jV  —  N  In  2  (4) 

pelo  Teorema  6.9.2 (d),  Como 

f2  1 

In  2  =  j  “  dt  >  0 

segue  quo  N  In  2  podc  ser  feito  arbitral iamente  grande,  bastando  escolher  N  sufidentemente 
grande.  Em  particular,  podemos  escolher  N  de  tal  modo  que  N  In  2  >  M.  Agora,  segue  tie  (4) 
que,  se  x  >  2'\  entao  In  x  >  M,  e  isso  prova  que 

litn  In  a  —  +x 

Alcm  disso,  observando  que  v  —  \fx->-\-x  quando  x  — ^ 0+t  podemos  usar  o  I i mite  prece¬ 
dents  e  o  Teorema  6,9>2(&)  para  eoneluir  que 

lim  In  a  =  lim  In  —  =  lim  ( —  In  u)  =  —  x 

jr  — 01-  [?— ■*  j|-dc  y  !?—►+■» 


demon's!  tuc  vo  U')  Segue  da  parte  (a)t  da  continuidade  dc  In  x  e  do  Teorema  do  Valor 
Intcrmctfiario  (2.5.7)  que  In  x  toma  eada  valor  real  quando  x  varia  sobre  o  intervales  (0f  +oo) 
(por  que?),  ■ 


■  DEFINIQAO  DE  0* 

No  Capftulo  S  definimos  In  x  como  a  inversa  da  fungfto  exponencial  natural  e\  Agora  que 
dispomos  tie  uma  definigao  formal  de  In  x  em  term  os  de  uma  integral,  defmiremos  a  fungfto 
exponencial  natural  como  a  in  versa  de  In  x. 

Como  In  x  e  ere  scenic  e  contmua  em  (0,  +oo),  coni  imagem  dada  por  (-oo,  +oo),  existe 
exatameme  uma  solugao  (positiva)  dacquagao  In  x=  1.  Agora  definimos  e  como  a  unica  solu- 
cao  de  In  x  =  I ,  de  modo  que 

l  n  <?  =  1  (5) 


Alem  disso,  se  x  lor  um  nilmero  real  qualquer,  exisle  uma  unica  solugao  positiva  y  de 
In  y  —  x,  de  modo  que  para  valores  irrationals  de  x  definimos  e'  como  sen  do  ess  a  solugao. 
Assim,  quando  x  for  irrational,  definimos  e  por 

In  e  =  x 


(6) 
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Observe  quo  para  valores  racionais  de x  tambem  tamos  In  ex  =x  hi  e  - x pelo  Teorema  6.9,2(t/>. 
Tam  hem  segue  imcdiatamcnte  que  e]ax  =  a  para  qualquer  x  >  0,  Assim,  (6)  define  a  fungao 
exponeneial  para  quaisquer  valores  reals  de  v  como  a  inversa  da  fungao  logarilmo  natural 


6.9.4  definicao  A  inversa  da  fungao  logarilmo  natural  In  x  e  denoiada  por  ?  c  deno- 
mmada/KH£«f0  exponeneial  natural - 


Podemos,  agora,  esiabelecer  a  diferendabilidade  de  e'  e  con  firm  ar  que 


dx 


6,9,5  teorema  Afutt^ao  exponential  natural  e  e  diferencidvei,  e  ponanto  conthtua, 
em  (— oo,  +oo)  e  sita  derivada  e 


d_ 

dx 


[d]  =  t'1 


demons  iRA{;\o  Como  I  n  x  e  di  fere  n  clave  I  e 


d  ,  i 

—  I  In  a  |  =  —  >  0 

dx  x 


para  eada  _vem  (0,  +oo)f  segue  do  Teorema  4,3.1,  com  fix)  -  In  x  e/  (a)  —  e  ,  que  e  e  dileren- 
eiavel  em  (-oos  +qg)  e  que  sua  derivada  e 


_  \e*]  =  -  =  c>-r 

dx  I  /e* 

/-'<*>  '  ' 

/’(/  'CO) 


■  EXPOENTES  1RRACIONAIS 

Lembre  que  no  Teorema  6,9,2(</)  vimos  que,  se  a  >  0  e  se  re  uni  numero  racional,  entao 
In  a  —  r  In  a .  Segue  que  ar  —  e]nt1'  —  vale  para  quaisquer  valores  posilivos  de  a  e 
qualquer  numero  rational  i\  Mas  essa  oxpressao  e  nw  fa/  senddo  para  qualquer  numero 
real  t\  tanto  rational  quanto  irrational,  de  modo  que  e  uni  bom  tandidaio  para  dar  senddo 
a  d  para  qualquer  numero  real  r. 


Use  a  Definigao  6.9.6  para  provar 
qua,  se  a  >  0  e  r  q  urn  numero  reat3 
entao  In  a'  -  j*  In  fj. 


6*9*6  Dl+fNit;\o  Se  a  >  0  e  r  e  um  miniem  real,  entao  definimos  a  por 


r  1  n  a 


Com  essa  dciinigSo,  podemos  mostrar  que  as  propricdadcs  algdbr it  as  padrao  de  expe¬ 
dites,  tais  como 


d’d  =  a**9 


a 


p 


—  a 


P-C} 


(apf  =  a?* 


(ap){}Y)  =  {ahY 


valeni  para  quaisquer  valores  reals  de  a,  b „  p  e  q ,  onde  a  e  h  sao  positives,  Alem  disso,  us  an  do 
(7)  para  um  expoente  real  r,  podemos  delinir  a  I’ungao  polencia/,  cujo  dominto  consiste  em 
todos  os  ndmeros  reais  positives;  e,  para  uma  base  b  positiva  qualquer,  podemos  definir  a 
fungdo  exponeneial  bx  de  base  b ,  cujo  domfnio  cons  isle  em  todos  os  numeros  reais. 
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6-9.7  TKORftMA 

(a)  Para  quafquer  n itinera  real  n  a  fimrao  pminria  x  4  diferencidvel  em  (0*  +oo)  e  ma  denvada  4 

d 


dx 


IV]  =  rx 


r- 1 


(b)  Para  b  >  0  e  b  ^  L  a  fimgdo  exponent  ial  [>'  de  base  b  c  diferencidvel  em  (— :xj,  +<x>)  e  stta 
derh'ada  e 

—  I//  ]  =  bx  In  b 
dx 


dkmonstra^ao  A  di fcrciiciabi lidadc  dc  xr  —  erlnx  e  dc  bx  —  £Eln/j  cm  seus  donifnios  se¬ 
gue  da  diferonciabjlidadc  de  in  x cm  (0t  +oo)  c  dc  e  cm  (-oc\  +oo); 


— UrJ  =  —  [erlnjr]  = 

dx  dx 


^rii  r  r 

—— [r  In  jcJ  =  x  ■  —  =  rx 
dx  X 


r-\ 


—  [bx]  —  ~[ex]nh]  —  ex  lri/f  ■  —[a  in  b]  —  bx  in  b 
dx  dx  dx 


Nas  Formulas  (7)  e  (8)  da  Segao  2.3  c  na  Formula  ( 1 )  da  Se^ao  4.2,  expres  samos  e  como 
o  valor  dc  um  HmiCc.  Agora,  dispomos  das  ferramentas  maictnaficas  necessarias  para  provar 
a  existeiieia  desses  limites. 


6.9,8  TEORliMA 


(a)  lim(l  -F  a  )1  1  —e  (b)  lim  (  \  +  — ^  —  e  (c)  lim  ( 1  +  —e 

-V-:^0  x->+  s-  \  X/  X  J 


i>emonstra<;ao  Provaremos  a  parte  (a);  as  provas  das  partes  ( b )  e  ( c )  seguem  desse  limite 
e  sao  deixadus  como  exerctcio.  Prime iro  observamos  (pie 


d 

dx 


[ln(x  -F  1}] 


.V— 0 


x  4-  I 


Contudo,  usando  a  definigao  da  dcrivada,  obtemos 


I  =  i 

x—0 


I  -  ~ffn(jc  +  J }] 
dx 


v=0 


^  lim 

h  — >  0 


—  lim 

h  -*  0 


ln(0-F/?  -F  l)  -ln(0+  1) 

~~h~ 


7  j  ln< l  -h  h) 
h 


on,  equivaientememe. 


Assim, 


lim  —  ■  In ( I  -Fa)  —  I 

X  o  a 


lim  (1  -F  x) I;  r 

x  “*■  0 


=  lim  <rT  '"“I+Jr) 

.v  — *■  0 


6.9.6 


I'eorema  In.  5 


Equa^iio  (&) 


—  e 
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■  LOGARITMOS  GERAIS 

Observamos  que,  para  h  >  0  e  h  ^  I ,  a  fungao  bl  e  in  jetora,  portanto,  possui  uma  fungao  inver- 
sa,  Usando  a  dcfinigao  dc  b\  podemos  resolver  y  =  bx  para  x  como  uma  fungao  de  y: 

v  —  bx  —  ex  111  b 

In  y  —  ln(e*iflfr)  =  x  In  b 
In  y 
In  b 

Assim,  a  fungao  inversa  de  b'  e  (In  x)/(ln  b\ 


6,9.9  t>kf[M('AO  Para  b  >  0  e  b  ?-  I ,  deli  n  i mos  a  fungao  logaritmo  de  base  b?  denoiada 
por  log,,  x,  por 


\ogh  .x  = 


in  x 
\nb 


Segue  imedialamente  dessa  defimgao  que  Iogx,x  e  a  fungSo  in  versa  de  //  e  quo  sal  is  la/ 
as  propriedades  da  Tabeta  1 .6.3,  Ale  in  disso,  log,,  a  6  diferenci£vel»  c  porianto  eontfmia,  eni 
(0,  +oo),  scndo  sua  derivada  dada  por 

"[log,,^]  =  ~~T 
ax  x  I  n b 

Como  uma  dltima  observagao  de  consist£ncm,  observamos  que  log,  a  =  In  x. 


■  FUN<?OES  DEFINIDAS  POR  INTEGRAIS 

As  tangoes  que  vimos  aid  agora  nesle  livro  sao  denominadas  fmigoes  elementares;  el  as  in- 
cluem  pot  in  6  mi  os,  fun  goes  radon  a  is  +  tangoes  po lend  as,  tangdesexponenoiais,  fun  goes  loga- 
ritmieas,  fungous  Lrigonomdtricas  e  lodas  as  ou  Iras  que  podern  ser  obtidas  dess  as  por  adigao, 
subtragSo,  multi  pi  ieaguo,  radieiagao  e  composigao. 

Emretanto,  ha  muitas  lu ugoes  importances  que  nao  se  incluem  nossa  eategoria.  Tais 
tangoes  surgem  de  muitas  manciras,  mas  coimimente  aparccem  no  decorrer  da  solugao  dc 
problem  as  de  valor  inicial  da  forma 


7-  -  fix).  >’(*o)  -  >'o 
dx 


(10) 


No  Exemplo  6  da  Segao  6,2  e  na  diseussao  que  o  precede,  vimos  que  o  meiodo  basico 
para  resolver  (10)  c  integral’ /(,*)  e  eniao  usar  a  condigao  inicial  para  delerniinar  a  constante 
de  integrag&o,  Pode-se  provar  quo,  se  /  for  contfnua,  entao  (10)  tern  uma  dnica  solugao,  que 
e  a  obtida  com  esse  proeedimento.  Ha,  porem,  uma  oulra  ahordagem:  em  vez  de  resolver 
individual  memo  cada  problema  de  valor  inicial,  podern  os  cncontrar  uma  formula  geral  para 
a  solugao  dc  (10)  e,  entao,  apliea-Ia  na  solugao  de  pmblemas  espeefficos.  Vamos  mostrar 
agora  que 

y(x}  =  y0+[  f(t)dt 
J.Xn 


(II) 


e  uma  formula  para  a  solugao  de  (10).  Para  eonflrmar,  precisamos  mosirar  que  dy/dx  —  fix)  e 
que  yU'n)  =y0.  Os  c  ale  u  I  os  sao  os  seguinics: 

dx  d 


dx  dx 


Jo  4-  f  f(t)dt 


X 


=  0  +  /<x  )  =  /(*) 


f.V|l 


find!  =  V'o  +  0  =  Vo 
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►  Exemplo  2  No  Exemplo  6  da  Segno  6.2,  mosiramos  que  a  solugao  do  problems  de 
valor  inicial 

dy  . 

~  —  cos.t.  y(U)  —  I 
ax 


6  v(a')  -  1  +  sen  x.  Esse  problem  a  tambern  pode  ser  resol  vido  aplieando-se  a  Formula  (II) 
com  fix)  =  cos  x,  ~  0  e  y0  =  1 .  Entao, 

y  (a)  =  1  +  J  coat  d  i  =  I  +  [sen  t]rl=Q  ==  I  4-  sen  a  ^ 

No  ultimo  exemplo,  fomos  eapazes  de  efetuar  a  integragao  da  Formula  (1 1 )  e  de  expres- 
sar  a  solugao  do  problems  de  valor  inicial  como  lima  fungao  elemental  Ha  casos,  contudo, 
nos  quais  is  so  nan  e  posfdvcl,  C  entao  a  solugao  do  problems  deve  ser  deixada  cm  termos  dc 
uma  integral  “nao-eulculada”.  Por  exemplo,  a  solugao  por  (11)  do  problem  a  do  valor  inicial 


dy 

dx 


=  e~x  ,  y(0)  =  l 


yM  = 


=i+/v 

Jo 


dt 


Entretanio,  pode  ser  mostrado  que  €  impossivel  expressar  a  integral  nessu  solugao  em  ter- 
mos.  de  fungoes  elementares.  Assirn,  encontramos  umawm  fungao,  que  eonsideramos estar 
definida  pel  a  integral.  Uin  parente  proximo  dcssa  fungao,  eonhecido  como  funqdo  erro , 
desempenha  urn  papel  importante  cm  Probabilidade  c  Estatfotica;  ele  c  denotado  por  erf  (  v) 
e  6  detinido  por 

2 


erf(,v)  = 


Jo 


dt 


(12) 


Realtneme,  rnuilas  das  fungoes  mais imporlanles  nas  cieneiase  na  Engenharia  estao  delinidas 
como  integrals  e  tem  nomes  e  notagocs  especiais  associados  a  elas.  Por  exemplo,  as  fungoes 
delinidas  por 


5W  =  l sen  (t)  dt  c  C(X)^L  cos(t) 


dt 


(13-14) 


sac  charnadas  d  &  fungoes  seno  e  ctmeno  de  Fresnel,  respeclivamenie,  em  h  omen  age  m  ao 
ITsieo  francos  Augustin  Fresnel  (1788-1827),  que  primeiro  as  encontrou  em  seu  esludo  da 
difragao  das  ondas  de  luz. 


■  DETERMlNAgAO  DOS  VALORES  E  DOS  GRAFICOS  DE  FUNpOES  DEFIN1DAS 
POR  INTEGRALS 

Os  valorcs  a  seguir  deS(l)eC(l)  foram  produ/idos  por  um  CAS  que  tem  urn  algoritmo  para 
aproxi  mar  i  n  tegrai  s  de  l i  n  ida  s : 

5(1)  =  j  sen  |  (it  0,438259,  C{1)  =  [  cos  df  *  0,779893 


Para  gcrar  os  graficos  de  fungoes  delinidas  por  integrals,  os  prog ra mas  de  computador 
escolhem  um  conjunto  de  valorcs  de  x  no  domtnio,  aproxi  mam  a  integral  para  cada  um  desses 
valorcs  e,  entao,  fazem  o  grafico  com  os  pantos  resultantes.  Assim,  ha  muito  calculo  envoi  vido 
na  geragSo  de  tais  graficos,  uma  vez  que  cada  ponto  requer  a  aproxi inagao  do  uma  integral.  Os 
graficos  das  fungoes  dc  Fresnel  da  Fig  in  a  6.9.4  foram  ge  ratios  dcssa  forma,  nsando  um  CAS, 
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Embora  as  fungoesde  Fresnel  exijam  umaquantidade  razo^vel  de  calcuto  para  gerar  os  grafrcos.  as  derivadas 
de  Su)  e  Ox)  siloMceis  de  o&ter  usando  a  Parle  2 do Tsorama  Fundamental  do  CSIculo  (6,6.3);  elas  s^o 


S' (a  )  =  sen 


e  C(-0  —  cos 


(15-16) 


Essas  derivadas  podem  ser  usadas  para  determiner  a  localteagao  dos  extremes  relatives  e  de  pantos  de 
inflexao,  benn  como  de  outras  proprieties  de  Six)  e  C(.v). 


KLgura  6.9.4 


■  INTEGRA1S  COM  FUNgOES  COMO  LIMITES  DE  INTEGRAQAO 

Varies  aplicaqdes  podem  levar  a  integrals  cm  que  urn  ou  ambos  os  I i miles  dc  integrate  sao 
funqoes  de  x.  Alguns  exemplos  sao 


r  1  _  pscitx  - .  fir  (ff 

f  x/sci Udt,  I  yV  +  I  dt,  I  — — 

J X  J.t-  */]»  ,T  ^  “ 


8 


Vain  os  completar  esta  segao  mostrando  como  diferenciar  integrals  da  forma 

■^(rT) 


/’ 


fit)  dr 


(17) 


onde  a  e  tuna  conslante.  Derivadas  de  oulros  tipos  de  integrals  com  funcoes  por  liniite  de 
integragao  scrao  discutidas  nos  cxercicios. 

Para  diferenciar  (1 7),  podeinos  considcrar  a  integral  como  uma  coniposigao  F(g(x)),  ondc 


F(x)  =  f 

Jti 


find! 


Aplicando,  entao,  a  regra  da  cadcia,  obtemos 

■jet*) 


-if 

ax  U„ 


]-£ 


f(t)dt  -  —  [F(jf(*))l  =  /;,(s(.r))/(v)  =  figix'm'ix) 


Teftncmn  6.63 


Assim, 


r  rxi*) 


dx 


fit)  di\  =  f{g{x))g'(x) 


(IS) 


bm  mats  pa  lavras; 


Para  diferenciar  uma  integral  com  urn  limite  inferior  constant  e  e  um  limite  superior  igual 
a  umafimgfiQ,  substitua  o  limite  superior  no  integrando  e  maltiplique  pela  derivada  do 
it  mite  superior. 
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►  Exemplo  3 


d 

d x 


r)dt 


=  0  - 


sen”  jc)  cos-T  —  cos*  jr 


EXERCIOIOS  DE  COMPREENSAQ  6*9  (Verpagina  436 para  respostas.) 


1-  (a) 


r>- 


(b)  Se  In  a  =  2  e  ]  ti  h  -  -3.  entao 


ph  ! 

ii  7 


= 


2,  De  uina  estimariva  do  Iti  2  usando  a  Deiinigao  6,9, 1  c 

( a)  a  aprox i  magao  pel  o  ex  t  t  ern  o  esque rd o.  co  m  n  -  2 . 

( b)  a  aprox i m a? au  pel o  ex l rem o  d i rei to,  co m  ji  =  2, 

a  — l/(]n,T>  _ 

%/f  J  L  =  _ 


4*  A  soluqao  do  problema  de  valor  initial 


dv 

-f-  =  sen  x ,  v  (0)  —  7t 

ax 


EXERCICIQS  6.9  [-  Reeurso  Grafico  [c]  CAS 


L  Esboce  <\  curva  v  =  Ml  e  sombreie  a  regiao  sob  a  curva  cuja  area  e 
(a)  In  2  (b)  -In  0,5  (c)  2 


9-1 0  Exprcsse  a  quantidadc  dada  como  uma  poteneia  dc  c. 


2,  E$  boce  a  c  u rva  y  —  I  //  e  so  m  hre  i  e  du as  reg  i  dcs  di  feren  re  s,  sob  a 
curva,  cuja  dnea  din  1,5. 

3*  Dado  que  In  a  =  2  e  In  c  =  5,  encontre 


4*  Dado  quo  In  a  =  9,  encontre 


5.  A  proximo  In  5  usando  a  regra  do  ponto  medio  com  n  —  10  c 
e  slime  a  magnitude  do  erra  comparando  sua  resposta  com  a 
produ/ida  di  retainer  te  per  urn  recurso  computational. 


6,  Aprox i me  In  3  usando  a  regra  do  ponto  medio  com  n  —  20  e 
estime  a  magnitude  do  erro  comparando  sua  resposta  com  a 
produzida  diretaniente  porum  rccurso  computational. 

7,  $  i  m  p]  i  fiq  u  e  a  ex  pre  ssao  e  e  nu  nci  e  os  va  I  ores  do  x  para  os  q  u  a  i  s 
sua  smipiiiicagao  seja  v£lida. 

(a)  f'1"’'  (b)  e*,! 

(c)  Inf'')  (d)  ln(l/eT) 

(e)  exp(3  Iiur)  (f)  !n(.vcY) 

(e)  In  {<?■'-  (h)  e‘-Jn' 

8*  (a)  Seja  /  (,r)  -  e  2x.  Encontre  o  valor  ex  a  to  mats  simples  de 
/(In  3). 

(b)  Seja/ (jc)  =  e  4-  3c~3  Encontre  o  valor  exato  mais  simples 
de/(ln  2), 


9.  (a)  3'T  <b)  2^ 

10.  (a)  7z  (b)  jTr,x>  0 

11-12  E  ncont  re  os  limit  es  l  aze  tid  a  u  irta  sub  si  i  tu  igao  ap  rop ri  ada 
nos  I i mites  dados  pelo  Teorema  6.9.8. 

(b)  lim  (I  -F  2x)l:  i 

x  —>  0 

(b)  lim  (1+j) 1/(111 
x  0 


1!,  (a)  lim  |  1  +  — 


12,  (a)  lim  [  1  +  — 

X  -+  +tr.  \  x 


13-14  Encontre  g'/v)  usando  a  Paite  2  do  Teorema  Fundamental 
do  Calculo  e  veriiique  sua  resposta  calculando  a  integral  e  depois 
diferendando. 


13,  g(x)  — 


-  0  dr 


14.  g(x)  -  f  (l 


-s:- 


cos  i)dt 


15-1 6  Encontre  a  derivada  usando  a  Formula  (IS)  e  verifique  sua 
resposta  calculando  a  integral  e  depois  derivando  o  resultado. 


d  r  i 

]5,  (a)  —  /  -dr 

dx  J  i  ; 

d  fx  2 

16.  (a)  —  /  n/TH 
dx 


di 


17,  Seja  Fix)  =  f  ~ 

Jo  *2  +  1 


d  fU}X 
(b)  ~  dr 

dx  J I 


(b) 


-[ 

dx 


!/.( 


sen  t  dr 


I 


di.  Encontre 


(a)  F( 0) 


(b)  F\ 0) 


(c)  F'\ 0) 
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18*  Seja  F{x)  —  \3t2  +  \dt.  Encontre 

(a)  F{ 2)  (b)  F{ 2)  (c)  F"( 2) 

[cl  19.  (a)  Use  a  Formula  ( 1 8)  para  encontrar 

J  ^ 


-I 

ix  A 


rv!  Ftdt 


(h)  Use  urn  CAS  para  calcitlar  a  integral  e  diferenciar  a  fungao 
resullante. 

(c)  Use  o  comando  de  simplificagao  do  CAS,  se  necesstfrio, 
para  confirmar  que  as  ms  post  as  de  (a)  e  (b)  sao  iguais, 

20*  Mostreque 


(a) 


(b) 


m  dt  =  -hx) 


j;[j  /( Orffj  - -Ag(x))g’(x) 


21-22  Use  os  resuitndos  do  Exerdcio  20  |>aia  encontrar  a  derivada. 


21.  (a) 


,  d  r  r , 

a)  — -  /  cos(r 

dx  Jx 

—  f 

dx  A 


)dt 


(bl  ~  f  —X—  dt 
dx  Jlgx  1  4-  t2 

r  i 

/  COS’ 

J  If  x 


22.  (a) 


23,  Encontre 


(t2  +  l)2 


dr 


(b) 


J i/x 


£_ 

dx 


C  7- 


-  I 


H"  1 


dt 


eserevendo 

T> 

•  - 1 


['  i  -  l  r°  t  - 1 

Jit  *“■  +  1  JJi  1  ~  +  1 


-  I 


+  1 


dt 


24*  Use  o  Exercfcio  20  (b)  e  a  ideia  do  Exercfcio  23  para  mostrar  que 

~  f  mdt  -  f(g(x)}g’(x)  -  /(/jUJ)/;'^) 

25,  Use  o  resullado  obtido  no  Exercfcio  24  para  efeluar  as  segu  ju¬ 
tes  diPerenci  agues: 


d  F  a  . 
(a)  —  /  wrrtdt 
dx  JX2 

26,  Prove  que  a  fungao 


(b) 


d_  F  I 
dx  j-x  I  +  t 


dr 


Fix)  = 


n 


U/ 


d  const  a  me  no  in  larval  o  (0,  -hxj),  us  an  do  o  Exercfcio  24  para 
encontrar  /‘(a).  Oh  ten  ha  a  constame* 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


27.  Seja  Fix)  =  fit )dt,  onde  /da  Punqslo  do  grdfico  a 

scgitir. 

(a)  Encontre  f(0).  FO),  F(5).  F (7)  c  F(  1 0), 

(b)  Em  quais  subimcrvalos  de  [0*  10]  /  e  crcsccntc  c  cm 
quais  e  decrescente? 

(c)  Onde  F  tom  a  sen  valor  maxi  mo  e  onde  to  mu  sen  valor 
minima? 

(d)  Esboce  o  grdfico  de  F. 


28.  Determine  o(s)  ponto(s)  de  in  Ilex  no  do  gmfico  de  F  do 
Exercfcio  27. 


29-30  Expncsse  Fix)  por  partes,  de  forma  que  nao  envoi va  uma 
integral. 


-r 

J- 1 


29,  Fix)  =  I  \t\dt 


30.  Fix) 


*-r 


fit )  dt,  onde  f(x)  = 


x ,  0 <x  <2 

2,  .v  >  2 


31. 


dy 

dx 

dy 


\  dy 

- y(l)  —  2  32.  :-~- 

.v  av 


A  +  1 


s  >(1)  =  o 


33.  —  =  see2  x  —  sen  a,  v ( jt/4)  =  1 


34. 


dx 
d  V 


I 


dx  x  In  x 


■  y{e)  =  1 


35,  S  upon  ha  quo*  em  /  =  0.  PQ  pessoas  ten  ham  a  doenga  X.  e 
que  u  in  eerio  modelo  para  a  transmissao  del  a  prediga  t|ue  a 
taxa  de  transmissSo  €  de  r(0  pessoas  por  dia.  Escreva  uma 
formula  para  o  nilmcro  dc  pessoas  quo  terao  a  doenca  X  apds 
x  dias. 

36,  S  upon  ha  que  v(t)  seja  a  ftmgtio  veloddadc  de  uma  parricula 
movendo-se  ao  I  on  go  do  eixo  v.  Escreva  uma  formula  para  a 
coordcnada  da  part  feu  la  no  tempo  T.  sc  ela  estiver  no  ponio 
s 3  em  t  =  1. 


E  NFOCANDO  CONCEITOS 


37*  A  ligura  abaixo  most!  a  os  grdllcos  de  y  =  f(x)  e  de 
y  =  )q  f(t)  dr.  Determine  dc  qua!  fun^ao  silo  os  graficos 
e  explique  sen  raeioefnio. 


.r 

■> 

Fig  ura  Ex-  37 

38 .  (a )  Faca  uma  conjee  t  ura  sob  re  o  val  or  do  3  i  m  i  te 


ib  >  0) 
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(b)  Verifique  sua  conjectura  calc  u  1  an  do  a  integral  e  depois 
encontrando  o  Finite,  [Sugcstaa:  Interpreteo  limitecomo 
a  definigao  da  derivada  de  uma  fungae  exponencial.] 

39,  Scja  F(x)  =  onde  /6a  fungno  cujo  g  calico  e 

mostrado  abaixo. 

(a)  Ondc  ocorrcm  os  minimus  relatives  de  F? 

(b)  Ondc  ocorrem  os  maximos  relatives  de  Ft 

(c)  No  intervale  [0,  5|.  onde  ocorre  o  maxima  absolulo 

dc  n 

(d)  No  interval*)  [0.  5].  ondc  ocorre  o  mini  mo  absolute 
de  F? 

(e)  Onde  F  e  con  cava  para  dma  e  onde  6  edneava  para 
baixo? 

(f)  Esboce  o  grdfieo  dc  F. 


[c]40.  Os  programas  CAS  tern  com  and  os  para  trabalhar  com  a  maioria 
das  fungous  naod  omen  tares  iinportames.  Verifique  scu  manual 
para  inform  agues  sabre  a  fungae  erro  erf  ( x )  [veja  a  Formula 
<  1 2)1,  e  entao  i’aga  o  seguinte, 

(a)  Gere  o  grafico  de  erf  U) . 

(b)  Use  o  grafico  para  Inzer  uma  conjectura  sobre  a  existfineia 
c  a  local  izagao  dc  possivcis  maximos  e  minimos  relatives 
dc  eif  (x). 

(c)  Verifique  sua  conjectura  cm  (b).  usando  a  derivada  de 
erf  (jt)+ 

(d)  Use  o  grafico  para  fazer  uma  conjectura  sobre  a  extslencia 
e  a  local  izagao  dc  possivcis  pent  os  dc  in  II  ex  ao  dc  erf  (x). 

(e)  Verifique  sua  conjectura  cm  (d)  usando  a  derivada  segunda 
de  erf  (x). 

(f)  Use  o  gralleo  para  fazer  uma  conjectura  sobre  a  existSneia 
dc  ass  into  las  horizontals  dc  ert  (x) . 

(g)  Veriliquc  sua  conjectura  cm  (f)  usando  o  CAS  para  encon- 
trar  os  I  i  mites  de  erf  (,v)  quando  x  -*±oo. 

41,  As  fun  goes  sc  no  e  cosseno  de  Fresnel  Six)  e  C(x)  foram  deli- 
nidas  nas  Formulas  ( 13)  e  ( 14)  e  tern  sens  gnilicos  mostrados 
Eia  Fig  urn  6.9.4.  Suas  dcrivadas  foram  dadas  nas  Formulas 
(15)  e  (16). 


(a)  Em  que  pontos  C(x)  tern  minimos  relatives?  E  maximos 
relatives? 

(b)  Onde  ocorre m  os  pontos  de  mfiexao  de  C(.v)? 

(c)  Contirme  que  suas  respostas  em  (a)  e  (b)  estao  cm  confor- 
midadc  com  o  gralleo  dc  C(x). 

42,  Encontrc  o  1  unite 

i 

lim  -  /  Inr  dr 
h-*Q  n  Jx 

43.  Encontre  utna  lung  no  /  cum  mimero  a  tais  que 

4  -p 


f 


f{t)dt=e- 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


44,  (a)  Dc  um  argumenio  gcom£trico  para  mostrar  que 

|  fV+l 


/  [  \ 

r  -  dt  <  — ,  X  >  0 

Jx  t  X 


X  +  I 

(b)  Use  o  resultado  de  (a)  para  provar  que 

— —  <  In  [  1  -f  x  >  0 

.v+I  V  XJ  x 

(c)  Use  o  re  suit  ado  de  (b)  para  provar  que 


e 


■v/U+3  \ 


<!!+“]  <  e T  x >  0 


e.  porta  mo.  que 


1 


lim  1  +  -  =  £ 

\  x  ) 

(cl)  Use  a  desigualdade  cm  (c)  para  provar  que 

i+i 


I  4" 


I 


<<?<(!  + 


1 


X 


X  >  0 


45.  Use  um  recurso  gralleo  computational  para  gerur  o  grafico 
de 

JT+I  /  i  \  X 


-Ob)  -Ob 


na  jane  I  a  [(X  100]  x  [0;  0.2 1,  Use  esse  gralleo  e  a  pane  (d)  do 
Kxercicio  44  para  fazer  uma  esiimativa  grosseira  do  eno  na 
aproximagao 

Mi 


tr  515  I  1  H- 


( 


1 


50 


46,  Prove;  se  /  for  conlfnua  cm  u m  interval o  aberlo  /  e  a  for  um 
ponto  qualquer  cm  /.  entao 


F(x)  =  /  f{t)dt 

J  a 


6  contmua  em  /. 


%/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  6.9 


1.  (a)~l  (b)-4  2.  (a)  j  (b)  g  3.  e  4.  -cosA  +  n'+l  5 


1  +  c 
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EXERC1CIOS  DE  REVISAQ  DO  CAPITULO 


^  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


L  Escreva  uni  pardgrafc  que  descreva  o  tnetodo  dos  wtanguhs 
para  a  area  ahaixo  tla  curva  y  =  fix)  c  acima  do  interval  o  fa,  b\, 

2*  (a)  Esquematize  urn  procedi merito  para  encontrar  as  estimati- 
vas  da  drea  da  regiao  tm  figura  ahaixo  por  fait  a  e  per  execs- 
so  (cm  cm3). 

(b)  Use  sen  procedi  me  nto  para  enconti  ar  estimativas  por  falta 
e  por  excesso  da  area, 

(c )  A  p  ri  in  ore  as  est  i  m  at  i  va s  ohi  i  das  c  in  (bg 


Figura  Fx-2 


3'  /[i 

5.  f(4  s 


dx 


/■ 


2u  ~\~  7J  di  t 


sen  x  H-  2 cos x]  dx  6*  /  sec u(tg  x  4-  cos  x)  dx 


K  j[x  2; ;l  -  Se v ] dx  8.  J  -  sec2  a;  dx 


x+Jx2  —  I  I  +  x2 
11.  Resol  va  o  pro  b!  e  ma  de  va  for  i  nicial 
d\  1  —  x 


(a) 


(b) 


dx 

dy 

dx 


,  v(!)  =  0 


—  cos  a  —  5e  \  v(0)  =  0 


12*  A  figura  ahaixo  mosira  o  catnpo  dc  diregbes  para  uma  cquagao 
diferencial  dyidx  -  fix).  Qua!  das  seguintes  1  lingoes  tern  mais 
chances  de  ser  fixY! 

sfx.  sen  x,  a-4 ,  x 
Explique  seu  ruciocinio. 
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Figura  Fx-I2 


13.  (a)  Most  re  que  as  substltuigoes  »  =  sec  .v  c  ti  =  t  g  x  produzem 
valorcs  dite  rentes  para  a  integral 


(b )  Ex p I  i q  ue  por  q ue  a m bos  est ao  cone t  os , 


14,  Use  as  d u as  subs tilu iqoes  n o  H x erefe i o  13  para  esbmar  a  inte¬ 
gral  deli  ni  da 


I'TjM 

Jo 


sec2  x  tg  x  dx 

eeonfinne  que  os  result  ados  sao  iguais. 
IS.  Calcule  a  integral 


/ 


(x2  -  l)\/v4  -  2x2 


dx 


fa/endo  a  subsLituEgao  it  =  x"  -  I . 
16,  Calcule  a  integral 


/ 


V  I  +  A  dx 


2/t 

faze  nd  o  a  subs  ti  Ling  ao  u  =  1  +  x 

17-20  Calcule  a  mao  as  integrals  c  verifique  suas  rcsposlas  com 
urn  CAS*  se  dispomvel. 


•/ 

■hJ 


cos  3a 


\/5  +  2  sen  3  a 
..2 

— T  dx 


dx 


IS 


dx 


f  JiTTi 

’  J  Jx 
20*  J  xscc2(ax2)dx 


21*  Em  cad  a  parte,  confirmc  a  iguafdade  dad  a. 

(a)  I  ■  2  +  2  *  3  +  ■  *  ♦  +  rc (n  4-  1 )  =  jti(n  +  1  ){n  +  2) 

'd4/9  k\  17 

(b)  hm  V  { - ^—1  =  — 

V1  H2/  - 

ni  —  L 


X)  (X^ + ■/> )  =2] 

i-l  \;=!  / 


22,  Expresse 


is 


Hk{k~y> 


k= 4 

na  notagao  com  soniatdrio,  com 
( a)  k  =  0  ci >mt >  1  i  in  i  te  i  n  feri  or  d o  so m  alb  ri  o 
(h)  k  —  5  como  li  mite  i  n  feri  or  do  somaibrio 

23*  A  Jigura  a  seguir  niostra  urn  quadrado  com  n  utiidades  por  n 
tinidades  subdividido cm  um  quadrado  imuano  err  -  1  regioes 
em  forma  de  L,  Use  ess  a  figure  para  mostrar  que  a  soma  dos  n 
primeiros  inteiros  fmpares  posit ivos  conseculivos  b  n  . 
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I  2  3  4  n 


Etgura  Ex-23 


24*  Dedu/.a  o  result  ado  do  Exerci'cio  23  escrevendo 

n 

1  4*  3  +  5  + - k  (2u  ■—  1 )  =  'y  "'('2k  — ■  ] ) 

Jt=l 


25*  A  ligura  aba  ex  o  mostra  5  pontos  no  gr£fico  de  uma  lungao 
desconheeida  /,  Planeje  uma  estratdgia  que  use  os  pontes  co¬ 
in  heeidos  para  aproximar  a  area  A  abaixo  do  grdfico  de  y  -  f(x) 
e  acima  do  intervale  [1,  5].  Desere va  sua  estraiegia  e  use -a 
para  aproximar  A. 


Figura  Ex-25 


26*  Encontre  as  aprox imagoes  pclo  extreme  esquerdo,  pclo  extre- 
mo  dive i to  e  pclo  panto  medio  da  area  abaixo  da  curva  y  =  e  c 
acima  do  intervale  [0,  5Jt  usando  n  -  5  subinterval  os. 


27.  Enc  on  Ire  a  area  sob  o  g  rd  li  CO  de/(,v)  =  4jc  -  x~  aei  ma  do  i  nterva- 
lo  [0.  4]  usando  a  Definigao  6.4.3,  to  man  do  x%  come  sendo  o 
extreme  direilo  de  cada  subi  liter  valo. 


28*  G  nc  on  l  re  a  a rea  sob  o  g  rd  li  co  de  fix)  -  5.v  -  x~  aci  ma  do  i  ntet  va¬ 
lo  [0.  5]  usando  a  Defini^ao  6,4,3*  tomando  xf  como  sendo  o 
extreme  esqiterdo  de  cada  subi  n  ter  valo. 


33*  Suponhaque 


f(x)dx  - 

E 

gMdx 


\ 

4  * 


2 


Em  cada  parte,  use  essa  informa^aC  para  calcular  a  integral 
dada.  sc  possfvcl.  So  nSo  ho user  inlormagao  sulicieme  para 
calcular  a  integral,  entao  digs  is  so. 


34* 


Em  cada  parte*  use  a  in  format;  ao  do  Exercicio  33  para  calcu¬ 
lar  a  integral  dada,  Se  nao  houvei  intormac^ao  suficieute,  eutao 
diga  isso. 


(a)  /  \f(x)  +  g(x)]dx  (b) 
Jo 

{C>  f '  —  dx  (d) 

Jo  a  (-*■') 


l 

L 


f(x)g(x)dx 


[4j>(.r)  -  Sf(x)]dx 


35*  Em  cada  pailc.  caleule  a  integral.  Quando apropriado,  use  uma 
formu  l  a  geo m  el  ri c  a, 

(a)  j  ( I  +  %/  l -.v2)  tlx 

(b)  /  (.v\4v:  +  I  -  y"9  —  x2)dx 

Jo 


Jo 


36.  Calc  tile  a  integral  /J  \2x  —  1 1  dx  e  fag  a  tim  esbogo  da  regiao 
cuja  di  ea  cla  represents 

37*  Um  dos  ntimeros  nr*  ?r/2,  35;r/12B,  1  -  jt  6  o  valor  corrcto  da 
i  niegral 


2B  30  Use  um  recur  so  computacional  para  encontrar  as  aprox  l- 
magdes  pelo  extreme  esquerdo,  pelo  extreme  direilo  e  peto  ponto 
medio  da  area  abaixo  da  curva  y  -  fix)  acima  do  inter  valo  dado, 
usando  n  =  10  submtervalos. 


29*  y  =  tn  a;  [1,2]  30*  y  =  /;[(>,  I] 

3 1  *  Ain  tegra  I  defm  id  a  de  /  no  in  ter  valo  [a,  h]  esta  dcltnida  como 
o  limite 


rh  n 

/  f(x)dx=  Urn  V  fix*}  Ax 

Jit  11MX  XXi:  —  0  “ 


Explique  o  significado  dos  virios  sfmbolos  do  lado  direilo 
dessa  equate. 

32*  De  um  argumenlo  geomelrico  convtncenle  para  mostrai  que 


In  a-  dx  -f 


sen8  x  dx 

Use  o  gralico  abaixo  tie  y  =  sen"  x  e  um  processo  logico  de 
eliminate  para  encontrar  o  valor  coiTeto.  [Nao  tentc  calcular  a 
integral.  [ 


Figura  Ex-37 


38.  Em  cada  parte,  encontre  o  limite  interpi‘Ctando-0  como  o  limite 
de  uma  soma  de  Riemann,  na  qua]  o  inter  valo  [0,  t  ]  esta  dtvidi- 
do  em  n  subimervalos  de  mesmo  comprimento. 


(a)  lim 

n  — >  -fw 


v  I  +  V2  +  V5  +  ’  ♦  -  +  \Jn 


11 


.02 
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(h)  lim 

ri  '-t  t-c 


(c)  lim 

n  — *  +m 


I4  +  24  +  34  +  *  ■  ♦  +  n 


n 


eUn  _f_  eVn  +  ei/n  q - j_  ^rt/?i 


39*  (a)  Expressc  a  equagao 


f 

Jit 


[/,  (x)  +  f2{ x)  H - +  /„  (a  )]  tlx 


pb  pb  pl> 

—  I  f]  U)  dx  4-  /  Jiix)  dx  +  -  *  ■  4-  /  fN(x)dx 
da  Ja  Jit 

na  nouigao  de  somatdrio. 

( b )  Sc  f } ,  r  2 . cr,  fore  m  con  stun  L  es  e  /t ,  /2 . /„  forem  fu  n  foes 

integral  vein  em  [a.  b}*  d  sempre  verdudeiro  que 

[*(£,«&&)  dx-'tLf  am* 

Ja  \k= i  /  *= i  L  ^ 

Explique  seu  raciocmio, 

40,  Expresse  o  iimile 


mux  a..vt 


Urn  V  Axt> 

A.n  — »-Q  * — * 

Jt=! 


como  urn  a  integral  definida  sobre  [0,  1  j  e  entao  calcule  o  limite 
calc ti I ando  a  integral. 

41*  E  tic  on  t  re  it  ina  f ormu  t  a  { de  fi  n  t  d  a  p or  partes)  para  o  com omo  su¬ 
per!  or  do  trapezio  mostrado  abaixo  e  entao  in  teg  re  essa  fungao 
para  deduzir  a  formula  para  a  area  do  trapezio  dad  a  na  capa 
interna  frontal  doste  livro* 


Fig  lira  Ex -41 


42*  (a)  Divida  o  intervalo  ]  I.  2|  em  3  subin  ter  vales  de  mesmo 
comprimento  e  use  uma  soma  de  Rtemann  apropriada  para 
mostrar  que 


(b)  Mostre  que  se  o  i ntervalo  ]  L  2 |  for  dividido em  n  subi mer- 
valos  de  mesmo  comprimento,  entao 


n-l 


<  In  2  <  V 


A=0 


tl  T  k 


(c)  Most  re  q  tic  a  d  i  fc  renga  en  t  re  as  duns  so  mas  cm  (b)  6  I  /  (2  it ) , 
e  use  esse  resuttado  para  mostrar  que  a  soma  da  parte  (a) 
aproxima  In  2  com  erro  de*  no  mdximo*  0*1. 

(d)  Quao  grande  deve  ser  n  para  garantir  que  a  soma  da  parte 
(h)  a  proximo  In  2  com  ires  casus  decimals? 

43-46  Enco litre  a  area  sob  a  curva  y  -  fix)  acima  do  intervalo 
dado* 


43* 

/(-*)  =  [i.  9j 

44.  fix)  =  ,CJ/5;  [1.4] 

45* 

m=ex\  !  1.3] 

46.  f(x)  = 

X 

47-54  Calcule  as  integrate  usando  o  Teorema  Fundamerital  do 
Calculo  e  (sc  for  necessario)  propriedades  da  integral  definida. 

47, 

jnO 

j  (JT-4J+  l)dx 

2 

48.  j  x(l+x3)dx 

49* 

rs 

50.  j  (5.r‘L  ’  —  4x~2)  dx 

51* 

/  (.v  sec  .v  tg  x)  dx 

Jo 

52* 

\  dt 

53* 

I  \2x~3\dx 

Jo 

54.  /  4  —  sen  x  dx 

Jo 

55*  En  centre  a  area  qtie  esta  acima  do  eixo  x  mas  abaixo  da  curva 
v  -  (1  -  -0U  -  2),  Faga  um  esbogo  dcssa  regiao. 


5]  56*  Use  um  CAS  para  aproximar  a  area  da  regiao  do  piimeiro  qua 
drante  que  se  situ  a  abaixo  da  curva  y  =  x  +  x~  —  jf  e  acima  do 
ei  xo  x. 

57,  Uefina  F(x)  por 

F(x)  =  J  </3  +  I )  dl 

(a)  Use  a  Parte  2  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  para 
eneontrar  F'(x). 

(bj  Contira  o  resuliado  de  (a)  primeim  integrando  e  depois 
derivando* 

58*  Dctlna  F{x)  por 


(a)  Use  a  Parte  2  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  para 
eneontrar  F%x). 

(b)  Contira  o  resuliado  dc  (a)  primeiro  integrando  e  depois 
derivando. 


59-64  Use  a  Paste  2  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  e  (quan- 
do  for  ncccss&rio)  a  Formula  (18)  da  Segao  6.9  para  eneontrar  as 
derivadas. 


65*  Enuneic  as  duas  partes  do  Teorema  Fundamental  do  Calculo  e 
explique  qual  o  sigmEieado  da  I  Vase  “dilereneiagao  e  integragao 
sao  processos  inversos”. 
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066.  Seja  F(x)  =  [  dt . 

Ja  t  ~r  f 

(a)  Eneontre  os  intervalos  nos  quais  F  e  crescente  e  aqueles 
nos  quais  e  decrescente. 

(b)  Eneontre  os  interval  os  abort  os  nos  quo  r*  /■'  e  ebneava  para 
cima  e  o  nos  quais  6  edneava  para  baixo. 

(e)  Eneontre  os  valores  do  a,  se  houver,  nos  quais  a  funqao  /’ 
tem  extremes  absolutes. 

(d)  Use  uni  CAS  para  fiazer  o  grafico  tie  f  e  confirms  que  os 
resul ratios  de  (a),  (b)  e  (e)  estSo  de  acordo  com  o  grafico. 

67*  Prove  que  a  fun^ao 


e  constitute  no  intervalo  (0.  +oo). 

68.  Qua  I  6  o  dominto  natural  da  fun^ao 

Explique  seu  radoefnio, 

69*  Em  cada  parte,  determine  os  va lores  de  a-  para  os  quais  Fix)  c 
positi  vo.  negative  on  zero,  sent  cfetuar  a  intcgia^ao,  Ex  pi  i  que 
scti  raciocmio. 

(a)  F{x)  =  j  (W  F(x)  =  f 

[c[|7(h  Use  urn  CAS  para  aproximar  o  maior  e  o  menor  valor  da  integral 

if  -J—dt 

J- 1  71+7* 

para  1  <x<  3. 

71*  Eneontre  todos  os  valores  de  x*  no  intervale  dado  cuja  cxistetv 
due  garantida  polo  Teorema  do  Valor  Medio  para  Integrals,  e 
ex  pi  iq  ue  o  que  esses  nilnieros  re  presen  I  a  in. 

(a)  fix)  =  N/I:  10,3]  (b)  fix)  —  i/x:  [l,c] 

72*  Urn  tumor  de  10  g  6  descoberto  em  urn  raio  de  labotalono  em 
1°  de  irtarqo.  O  tumor  cresce  a  uma  laxa  de  r(t)  =  ill  gramas  por 
sentana*  onde  i  denota  o  numero  de  semanas  desde  r  de  inar^o. 
Qual  sera  a  massa  do  tumor  em  7  de  junho? 

73*  Dedu/a  as  formulas  para  as  fungous  posiqao  e  vejocidade  de 
uma  partial  la  movendo-se  ao  longo  de  um  eixo  com  movhncn- 
to  uniformemente  acclerado. 

74*  A  veloeidade  de  uma  partfcula  movendo-se  ao  longo  do  eixo 
s  6  medida  em  intervalos  de  5  segundos  durante  40  segundos, 
e  a  tuneao  veloeidade  estd  modelada  por  uma  curva  lisa  que 
passu  pelos  pent  os  dados,  eon  forme  a  fig  ura  a  seguir.  Use  esse 
model o  em  cada  parte. 

(a)  A  partfcula  tem  aceleragao  constants?  Explique  scu  ra- 
cioclnio. 

(b)  Ha  a  I  gum  interval  o  de  1 5  segundos  durante  o  qual  a  acele- 
ragjioe  constante?  Explique  seu  raciocfnio. 

(c)  Estime  a  d  island  a  pereorrida  pcla  paiticula  de  t  -  0  a  t  -  40. 

(d)  Estime  a  veloeidade  media  da  partfcula  no  penodo  de  40 
segundos. 


(e)  A  part  fc  u  I  a  estd  d i  m t  nil  i  ndo  sua  veloc  i dade  algu  ma  vez  du¬ 
rante  os  40  segundos?  Explique  seu  raciocmio. 

(f)  Ha  informagao  sutidente  para  determ inar  a  coordenada  s 
da  partial  I  a  em  i  =  10?  Se  houver,  encontre-a,  Se  nao.  ex¬ 
plique  qual  a  informagao  adieional  necessdria. 


v  (m/$) 


Fig  ura  Ex-74 


75-78  Uma  partfcula  move- sc  ao  longo  de  inn  eixo  s.  Use  a  infor- 
magao  dada  para  encontrar  a  fungao  posigao  da  partfcula. 


75.  u(/)  -t1,  -It1  4-  !;  5(0)  -  ! 

76.  a{t)  =  4 cos 2/;  u(0)  =  - ] ,  .5(0)  =  -3 

77.  u(/)  =  2f  -  3;  j(I)  =  5 

78*  fl(0  =  cos  f  —  2r;  v  (0)  =  0,  x  (0)  =  0 

79 -82  Uma  partfcula  move -sc  com  veloeidade  v(f)  m/s  ao  longo 
do  um  eixo  s,  Eneontre  o  deslocamento  c  a  di  stand  a  pereorrida 
por  da  durante  os  interval  os  de  tempo  dados. 


79.  v(t)  =  It  -4:  0<t  <6 

80.  v(r)  =  j ;  -  3|;  0  <  t  <  5 

81*  v(t)  =  -  -  1  <  t  <  3 

2  1. 

3 

82*  u{Q  =  ;  4  <  t  <  9 

77 

a3-S4  Uma  partfcula  move-se  com  acelera^ao  a(t)  m/s2  ao  longo 
de  um  eixo  s  e  tem  veloeidade  i\:,  m/s  no  instante  /  =  0.  Eneontre  o 
deslocamento  c  a  distancia  pereorrida  por  el  a  durante  os  intervalos 
de  tempo  dados. 

83*  a(f)  =  -2:  u0  =  3;  i  <;  <  4 

84*  a(t)  —  ;  t'o  =  2:  0  <  /  <  3 

75f  -r  1 


85-87  Esboce  a  curva  c  eneontre  a  area  total  em  ro  ela  c  o  i  incrvalo 
dado  no  eixo  x. 


85.  v  =  .r2-l:  |0.3| 


86.  y  =  -fx  +  1  -  l:  [-1.  1] 


87.  y  =  i_?;  [1.2] 

•  88*  8  upon  ha  que  a  t'unqao  veloeidade  de  uma  partfcula  movendo-se 
ao  longo  de  um  eixo  s  seja  i'(0  =  20r  -  1 00 1  +  50  m/s  e  que  a 
partfcula  esta  na  origem  no  instante  t  =  0.  Use  um  reeurso  gratico 
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comptitacional  para  gerar  os  grdficos  de  &(i),  u(j)  e  a(j)  nos  pri¬ 
me  iros  6  segundos  do  inovimento. 

S9,  Uin  carro  desloca-se  a  72  km/h  ao  Ion  go  do  nma  estrada  reia 
desacelerando  a  uina  luxa  constants  de  I  m/s", 

(a)  Quanto  tempo  leva  para  a  velocidade  chegar  a  54  km/h'? 

(h)  Qua  I  a  di  stand  a  que  o  carro  percorreid  atd  parar? 

90.  U  tna  pa  r i id u  ]  a  em  mo v  i  m emo  ao  longo  de  u  m a  retft  e  std  ace ! e- 
rando  a  lima  tux  a  constants  de  3  m/s  Obtenha  sua  velocidade 
inicial  se  ela  avan^ou  40  m  nos  prime  iros  4  segtmdos. 

91.  Um  a  bo  I  a  6  jogada  vert  i  calm  erne  para  dm  a  a  parlir  de  uma 
altura  de  s0  metros  corn  velocidade  inicial  de  tfo  m/s,  Se  ela  for 
peg  a  n  a  altura  ,vn,  determine  sua  velocidade  media  no  ar  usando 
o  modelo  de  quod  a  livre. 

92.  Uma  pedra,  largada  de  uma  altura  dcsconhccida,  bate  no  chao 
com  uma  velocidade  de  24  m/s.  EneorUre  a  altura  da  qual  ela 
foi  largada. 


93-100  Calc  li  I  e  as  i  n  tegrn  i  s  faze  ndo  u  n  ta  su bsti  t  u  i  g3o  a  p  ropri  ad  a. 


93.  /  (2a-  +  I  )4 

h 


d\ 


•  I  — 

it)  ^/3x 


1 


sen :  f  nx  )  cos  ( nx )  dx  98 


95 

97 

99 

1 01.  Caieule  os  ti mites, 
(a)  lim 


ro 

.  /  ax/4 

■  f 

Jo 


-  X  (lx 


x  sen  x2  dx 


— 

Jo 


■  /  - f 

Jr  A  111  A 

f2j 

°.  / 

J  0 


1 


K 


2* 


4  +  9x2 


(b)  lim  11  +  /- 

x-*+tt\  3,v 


dx 


102.  Resolva  os  problem  as  de  valor  inicial. 
dv 


(4) 


dx 


=  y(l)  =  2 


(b)  =  xe'\  y  (0)  =  0 

ax 


i 03.  Encomre  u ma  fun^ao/e  urn  mlmero  a  ids  que 

2  -j-  f  /(f)  dt  “  e^x 
J  & 


u 


1 


Em  geral,  a  venfica^ao 
experimental  de  uma  teoria 
ace  yea  de  urn  fen&meno 
natural  qualquer  depende 
do  re  suit  ado  de  uma  inte- 
gm$do. 

— , I .  W,  Mellor 

Qutmico 


APLICAQOES  DA 
INTEGRAL  DEFINIDA 
NA  GEOMETRIA, 
NAS  CIENCIAS  E  NA 

ENGENHARIA 


o  capitufo  anterior,  introduzimos  a  integral  definida  como  o  limite  de  somas  de 
Riemann,  no  contexto  de  encontrar  areas.  No  entanto,  as  sotnas  de  Riemann  e  as 
integrals  definidas  tern  aplicagbes  que  se  estendem  muito  alem  dos  problem  as  de 
area.  Neste  eapftulo,  mostraremoa  como  as  soma 3  de  Riemann  e  as  integrals  definidas  sur- 
gem  em  problem  as  lab  como  abler  o  volume  e  a  superffeie  de  um  solido,  o  eomprsmento  de 
uma  curva  plana,  caleular  o  trabalbo  feito  por  uma  forga,  a  pressSo  e  a  forga  exercidas  por 
um  fluldo  sob  re  um  objeto  submerse,  e  encontrar  as  propriedades  de  cabos  suspensos. 

Embora  esses  problemas  sejam  diversos,  tod  os  os  calculos  reque  lidos  podein  ser 
abordados  pelo  mesmo  procedimento  utiEizado  para  encontrar  areas,  ou  seja,  quebrantfo 
os  calculos  em  "partes  pequenas  ”,  fazenda  uma  aproximagao  boa  porque  a  parte  e  peque- 
na,  somando  as  aproximagoes  das  partes  e  obtendo  uma  soma  de  Riemann  que  aproxime 
a  quantidade  toda  a  ser  calculate,  para  entao  tomar  o  Finite  da  soma  de  Riemann  e  obter 
um  resultado  exato. 


Koto:  O  Cdkulo  i  essential  nos  cantos  que  devem  serfeitas  para  pousar  um  astronauta  na  Luo, 


7.1  AREA  ENTRE  DUAS  CURVAS 


Na  capita lo  anterior  mostmmos  como  encontrar  a  area  e litre  uma  cuiva  y  —  f(x)  e  um 
intervalo  no  eix&x.  Aqui t  vamps  most rar  como  encontrar  a  area  entre  dims  curvas. 


■  UMA  REVESAO  DE  SOMAS  DE  RIEMANN 

Antes  de  eon  side  rar  0  problems  de  encontrar  a  area  entre  duas  curvas,  e  conveniente  rever 
os  prinefpios  basieos  do  caleulo  de  area  como  uma  integral  definida,  Lenibre  que,  se  /  for 
contmua  c  rcao-negativa  em  [cv,  H  entao  a  integral  definida  para  a  area  A,  abaixo  de  y  =  fix)  e 
acima  do  intervalo  fechado  [af  h\  6  obtida  ein  qualm  passes  (Figura  7d  .l ): 


*  Dividir  o  intervalo  | a,  b\  em  n  stibimcrvalos  c  usa-los  para  dividir  a  regiao  sob  a  cur- 
va  y  =  fix)  em  n  faixas* 

*  S  upon  do  ser  Av£  a  largura  da  A-csima  faixa,  aproximar  a  area  daquela  faixa  pela  area 

f(x%)Axk  de  um  retftngulo  com  largura  Av,  e  altura  onde  x'l  e  um  pontodo 

£-e$imo  intervalo. 
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Somar  as  tfreas  aproximadas  das  la  ex  as  para  uproximar  toda  a  area  A  pel  a  soma  de 
Riemann; 


n 


A  »  ^  f(x*t)Axk 


k=l 


■  Tomar  o  liniite  das  sonias  de  Riemann,  quando  o  numero  de  subinlervalos  creseer 
c  suas  amplitudes  tendcrem  a  zero*  Isso  faz  com  que  o  erro  na  aproximagao  tenda  a 
zero  e  prnduxa  a  seguinle  integral  definida  para  a  drea  exala  A: 


I  ini 

liiax  AXi  ■ 


niZf(xD&xk  =  I 

<-=i  Jtl 


fix)  dx 


f(4)  Axk 


.fix)  dx 


0  efeito  do  processo  de  limits 
sobre  a  soma  tje  Riemann 


Figura  7.L2 


A  Figura  7.1.2  ilusira  t>  efeito  do  processo  de  tomar  o  11  mi te  sobre  as  varias  partes  da 
soma  de  Riemann: 


*  A  quantidade  x*  na  soma  de  Riemann  torna-se  a  variavel  a  na  integral  definida. 

*  0  eomprimento  de  intcrvalo  Ax*  na  soma  de  Riemann  toma-se  o  dx  na  integral  definida, 

*  O  intervalo  [ a ,  b\,  que  e  a  uniao  dos  sub  intervales  de  comprimentos  Aa],  Aa^, _ 

Ajcw  n3o  aparece  explidtamente  na  soma  de  Riemann,  mas  e  representado  peios  limi- 
tes  de  imegra^ao  inferior  e  superior  na  integral  definida. 


■  AREA  ENTRE  y  =  f[x)  E  y=  g{x ) 

Vam  os  considerar,  agora,  a  seguinte  extensao  do  problem  a  da  area. 


7. hi  MUMKiKO  froblkma  uf  Akfa  Stiponba  que / eg  sejam  tangoes  continuas  em 
urn  intcralo  \a,  b\  e 

/ (,v)  >  g  (a)  para  a  <  x  <  h 


[Isso  significa  quo  a  curva  y  =  fix)  csla  acima  da  curva  y  =  g  (x)  c  que  as  duas  podem  sc 
tocar,  in  as  nao  sc  cruzamd  Encontre  a  area  A  da  regiao  del  imitada  acima  por  y  =  f(x ), 
ahaixo  por  v  =  g  (jc)  e  nas  laterais  pel  as  retas  x  =  a  e  x  =  b  (Figura  7, 1  +3a}. 


Figura  1A3 


Para  resolver  esse  problems,  dividitnos  o  intervalo  \a,  fr]  em  n  subintcrvalos.  o  que  tem 
o  efeito  de  subdividir  a  regiao  em  n  faixas  (Figura  7, 1 3b).  Supondo  que  a  largura  da  A-dsima 
laixa  seja  Ax,,  entao  a  area  da  faixy  pode  scr  aproximada  pel  a  do  retangulo  com  a  mesma  lar- 
gurac  allura  f{xf)  —  g(x|),  onde  xj:  e  urn  ponto  qualquer  do/>csmio  submtervalo*  Somando 
essas  aprox imagoes,  a  soma  de  Riemann  a  seguir  aproxima  u  area  A : 


n 

A  *£)[/(*;)- *<*?)]  Aa* 

k= I 

Tomando  o  I  i  mite  quando  ti  crescer  e  a  largura  dos  sub  interval  os  tender  a  zero,  obtemos 
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+  .v 


V  =  ,V  +  6 


0  X  2 

Figure  7.K4 


O  que  represents  a  integral  em  (1) 
quando  os  graficos  de  f  a  &  so  entre- 
cortam  ao  tonga  do  intervalo  la,  M? 
Como  d  ever  fames  p  recede  r,  nesse 
caso.  para  encontrar  a  area  entre  as 
duas  curves? 


a  seguime  integral  definida  para  a  area  entre  as  eurvas; 

n  pb 

A  =  Km  J~)  U(xt )  -  g(xf)]Axt-  -  I  lf(x)  -  g(x)\clx 
Em  resume,  ternos  o  seguintc  resultado: 

7,1,2  formula  para  A  area  Se  /  e  g  forem  fungoes  comm uas  no  intervale  |«.  /?|  e  sc 
fix)  >  g(x)  para  todojrem  [ a ,  b],  onlao  a  area  da  regiao  limit  ad  a  acima  por  y  -fix),  abaixo 
por  y  =  $(.*),  a  esquerda  pda  ret  a  x  -  a  c  a  dircita  pc  la  reta  x  =  b  6 


-f 


A  -  /  lf(x)  -  g  f  A' )  ]  dx 


(I) 


^  =  o  .  J 

►  Exemplo  1  Encontre  a  area  da  regiao  limit  ad  a  acima  per  y  =  x  +  6,  abaixo  per  y  —  x~  e 
nas  laterals  por  x  =  0  e  x  =  2. 


Soluqao  A  regiao  e  a  seegao  transversal  esluo  na  Figure  7, 1 .4,  A  seegao  transversal  se  cs- 
tende  de  g(x)  —  x2  na  base  aid  /(.v)  —  x  +  6  no  tope.  Mo  von  do- se  a  seegao  transversal  at  raves 
da  regiao,  a  posigfio  mais  a  esquerda  sera  x  =  0  e  a  mais  a  direiia,  a  —  2,  Assim,  de  ( 1 ) 


f 

Jo 


A  =  f  [(x  4-  6)  —  x2\dx  = 
fo 


[t 


+  6x  — 


3 


Jo 


34  34 

=  --°=t 


E  possfvcl  os  contornos  superior  e  interior  intetseetarem-se  em  urn  ou  em  am  bos  os  cx- 
tremos;  nesses  eases,  as  laterals  da  regiao  serao  pontos  em  vezde  segmetUOS  de  reta  verticals 
(Figura  7J.5).  Quando  is  so  ocorrer,  precisamos  determinar  os  pontos  de  interseegao  para 
obter  os  limites  de  integragao. 


Figura  7,1.5 


0-  la  do  esquerda  do  contomo 
se  reduz  a  Lam  ponto 


Am  bos  os  fa  das  do  cantorna 
se  reduzem  a  pontos 


►  Exemplo  2  Encontre  a  area  da  regiao  cnglobada  pelas  curv  as  v  =  jf  e  v  —  x  +6, 


«i  7 

Sohupdo  Q  csbogo  da  regiao  (Figura  7, 1 .6)  mostra  que  o  con  torn  o  inferior  €  y  =  a"  e  o  su¬ 
perior,  y  =  a  +  6,  Nos  extremes  da  regiao,  os  contornos  tem  as  mesnias  coordenadas  y\  assim, 
para  eneontrar  os  extremes,  equacio names 


Isso  tdrnece 


y  =  v2  e  y  -  x  +  6 

a 2  - .v  +  6  ou  a2- a- 6  =  0  ou  (a  +  2)(a  -  3)  =  0 


a  part  if  do  que  obtemos 


Figura  7.1.6 


x  = -2  e  x  -  3 
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Em boni  as  eoordenadas  y  do$  extremes  nao  sejam  esseneiuis  a  nossu  solugao,  etas  podem  ser 
obtidas  a  part ir  de  (2)  substituindo  x  =  -2  e  a  =  3  cm  qualquer  uma  das  equagocs.  Disso  resul- 
ta  v  =  4  e  y  =  9;  logo,  as  iaterseegOes  superior  e  inferior  dos  contornos  sao  (-2,  4)  e  (3,  9). 

.  "7  ^ 

A  parti r  de  ( I ),  com  f(x)  -  x  +  6,  g(  v)  —  a",  a  =  —2  e  b  =  3,  ohlcmos  a  area 


a-L 


[{x  +  6)  --  .x1]  dx  — 


x  * 

!  +  3 


22 

T 


125 


Caso  f  eg  sejam  nao-negauvas  no  intcrvalo  \a,  b\.  a  formula 

pb  pb  pb 

A  -  I  [fix)  -  g(.x)]dx  =  j  f(x)dx  -  I  g(x)dx 
J  (I  J  ft  J  (I 

cstabeleee  que  a  area  A  entre  as  curvas  pode  ser  obtida  subtramdo  a  area  abaixo  de  y  =  g  (x) 
da  drea  abaixo  de  v  -  fix)  (Figura  7.  L7). 


y  "  fix) 


Figura  7*1.7 


►  Exempio  3  A  Figura  7*1.8  mostra  as  curvas  veloeidadc  versus  tempo  para  dots  carros 
de  corrida  movendo-se  em  uma  pista  reta,  parti ndo  do  repouso  no  mesmo  instante,  O  que 
represenla  a  area  A  entre  as  curvas  e  acini  a  do  intcrvalo  ()<t<  T? 


Solugdo  A  part  i  r  de  ( I ) 


T 


[V2<0  —  V[(t)]dt 


- 1 


T  rT 

V2(t)dr  —  f  v\{t)dt 
Jo 


Como  0  <  nt(0  1-  cm  [0,  J]t  segue  da  Formula  (4)  da  Segao  6.7  que  a  integral  de  v2  e  a 
distfmeia  percorrida  pelo  carro  2  durante  o  intcrvalo  de  tempo,  c  a  integral  de  v\  €  a  distancia 
percorrida  pelo  earro  I ,  Assim,  A  e  a  distancia  pelo  qua]  o  carro  2  esla  a  f rente  do  carro  1  no 
instamc  T.  < 


Algumas  regimes  podem  dar  alguin  trabalho  para  encontrar  o  integrando  e  os  Iimites  de 
inlegragao  em  (1).  A  seguir,  esbogamos  urn  procedi  men  to  sislemalico  que  pode  ser  seguido 
na  obtengao  dessa  formula. 


N&o  4  necess^rio  fazer  um  esbe^o 
exage  radamente  precise  no  Passo 
i ;  o  unico  propdsito  desse  e 

determinar  quai  curva  6  o  coniorno 
superior  e  qua  1 6  o  con  tor  no  inferior. 


Encontrando  os  Li  mites  de  Integrando  para  a  Area  entre  Dims  Curvas 


Passo  1  Esboce  a  regiao  e  entao  trace  um  segmento  de  rota  vertical  atraves  dela  em  urn  pon- 
to  x  arbitrario  do  eixo  x,  ligando  os  contornos  superior  e  inferior  (Figura  1. 1 .9a). 

Passo  2  A  coordenada  v  na  extremidade  superior  do  segmento  de  reta  eshogado  no  Pas- 
so  1  sera  fix),  na  inferior  sera  gfx)  e  o  comprimento  do  segmento  tie  ret  a  sera 
fix) ;  g(x).  Isso  6  o  integrando  em  ( I ). 


Passo  3  Para  determinar  os  Iimites  de  inlegragao,  imagine  mover  o  segmento  de  reta 
para  a  esquerda  e  depois  para  a  direita,  A  posigao  mais  a  esquerda  em  que  o 
segmento  de  reta  ainda  'mtersecta  a  regiao  e  x  -  a ,  e  a  mais  a  direita  e  *v  =  b 
(Figuras  7, 1 .9 b  e  7. 1 .9c). 
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Figure  7+1.9 

Ha  uma  maneira  hem  convenient  de  lembrar  esse  procedi  memo: 


Olhando  para  a  segmento  de  reta  vertical  coma  uma  “segao  transversal  da  regiao  pelo 
panto  xf  entdo  a  Formula  (I)  afirma  que  a  area  cut  re  as  curvas  e  ohtida  In  leg  ran  do  o  com- 
primento  da  segno  transversal  ao  Ion  go  do  into  nolo  \a,h}. 


E  possfvel  que  os  contornos  superior  e  inferior  de  uma  regiao  eon  si  slam  cm  duas  ou 
mais  curvas,  case  em  que  sera  convenient  subdividir  a  regiao  em  pe  dagos  men  ores,  e  so 
emao  aplicar  a Formula  (I),  Isso  esia  ilustrado  no  exemplo  seguinte. 


Exemplo  4  Encontrc  a  area  da  regiao  englobada  por  x  —  y"  c  y  —  x  —  2. 


So  lug  do  Para  determinar  os  contoinos  apropriados  da  regiao,  precisam  os  saber  onde  as 
curvas  x  -  y~  c  v  —  x  -  2  in  terse  cl  am- sc.  No  Exemplo  2,  e  no  on  l  ram  os  as  interseegocs  equacio- 
nando  as  expressdes  para  v.  Aqui  e  mais  i'acil  reeserever  a  ultima  equagao  como  x  —  y  +  2  e 
cntao  cquaeionar  as  expressbes  parax,  on  seja: 


x  =  y  e  x  =  y  +  2  (3) 

Disso  rest]  ha 

y=y  +  2  on  y  -y -2=0  ou  (v  +  j )( y  -  2)  =  0 

0  enlao  ob tem os  y  =  -1 1 y  —  2.  Substituindo  esses  valores  em  qualquer  das  duas  equaqoes  em 
(3),  vemos  que  os  correspond entes  va lores  de  x  sao  x  =  I  e  x  =  4t  respect iva me nte,  de  modo 
que  os  pontos  de  imerseegao  sao  ( 1 1  —  I )  e  (4t  2)  (Figura  7.  J  A  Oa). 

Para  aplicar  a  Formula  (I ),  devemos  escrever,  nas  equagdes  dos  comornos,  y  expli- 
citamcnrc  em  tungao  dev.  O  contorno  superior  pode  ser  escrito  como  _y  =  ,/v  (reescre- 
vendox  —  y"  como  v  =  i  /F  c  escolhendo  o  +  para  a  pane  superior  da  curva).  O  coniorno 
inferior  con  si  sic  em  duas  partes: 

y  —  —  ^fx  para  0  <  x  <  I  e  y  =  x  —  2  para  E  <  x  <  4 


{ b ) 

Figura  7.1.10 


(Figura  1,  i  .10/?).  Por  causa  dcssa  mudanga  na  form u la  do  contorno  inferior,  e  neecssario  di- 
vidir  a  regiao  cm  duas  partes  c  eneontrar  as  areas  separadamenle. 

A  parti  r  de  ( I ),  com  f(x)  =  v/x ,  g(x)  -  -  y^v,  a=0eb-  I,  obtemos 


A  pariir  dc  ( I X  com  fix)  —  v/x,  g(x)  —  x  -  2,  a  —  i  e  b  —  4S  obtemos 


jy 


3  1 


Ml 


(x  —  2)]  dx  — 
-  4 


x ^  - 


X  +  2  )dx 


I  ,  4  /  16  \  (2 

_2X'+  \y\~~ 8+v~  (j- 


19 

b 
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ax 


Figura  7X11 


y 


Fij;ura  7*1*12 


A  esoolha  entre  as  Formulas  (1)  e 
{4)  e,  ge raiments,  djtada  pela  forma 
da  regiao  e  pela  formula  que  requer 
a  men  or  quantfcfade  de  subdivfsoes. 
Conludo,  4s  vezes  podemos  esco- 
Iher  a  Idrmula  que  requer  mais  sub^ 
divisoes  por  ser  mais  tacil  calcular  a 
integral  results nte. 


Logo,  a  £rea  de  toda  a  regiao  i 


4  m  9 
J4  =  A]+A2=-  +  —  =  - 


■  REVERTENOO  OS  PAPE1S  DE  x  E  y 

V 

As  ve/es,  e  possfvel  cvitar  a  divisao  da  regiao  cm  panes  integrando-sc  cm  relagao  a  y  cm  vcz 
dc  x  Vamos  mostrar  agora  como  is  so  pode  ser  fei  to. 


7.1.3  segundo  problkma  de  area  Suponha  que  w  e  v  sejam  1'ungoes  eonlfnuas  dc  y 
no  intei  valo  fechado  |  c,  d\  e  que 


u.'(y)  >  t.?(y)  para  c  <  y  <  d 

[Isso  sign  idea  que  a  curva  a  -  tn(.v)  esta  a  dircita  da  curva  x  =  v(y)  c  que  cl  as  podein  se  toear 
mas  nao  se  cruzam,]  Bneontre  a  area  A  da  regiao  limitada  a  esquerda  por  x  =  y(y),  a  dircita 
por  x  =  uj{y)  c  aeima  e  abaixo  pclas  retas  v  =  d  e  y  =  c,  respect  ivameiile  (Figura  7.1.11), 


Procedendo- se  coma  na  dedugao  de  <  3 ),  mas  corn  os  papeis  de  x  e  y  trocados,  somos 
levados  a  seguinte  analogic  de  7. 1 ,2, 


7X4  FORMULA  para  A  A  REA  Se  w  e  v  forem  fungdes  commuas  e  w{y)  >  u(y)  para  todo 
y  cm  [t  ,  d]f  emao  a  area  da  regiao  limitada  a  esquerda  por  a-  =  v(y),  a  dircita  por,v  =  My), 
aeima  por  y  =  dc  abaixo  por  y  -c  6 


A  =  I  iw(.v)  -  «(>-)!  dy 


O  prinefpio  que  non  eta  a  aplicagao  dessa  I’drmula  c  o  mesmo  que  cm  ( l):  o  integrando 
cm  (4)  pode  ser  visio  como  o  eomprimemo  de  uma  seqao  transversal  horizontal  em  uni  ponto 
arbitrdiio  do  cixo  y\  case  em  que  a  Formula  (4)  aiiinia  que  a  area  pode  ser  enconlrada  inte- 
grando-se  o  eomprimemo  da  segao  transversal  horizontal  aeima  do  imervalo  [c,  d\  no  eixo  y 
(Figura  7.1.12). 

No  Exemplo  4,  dividimos  a  regiao  em  duas  panes  para  facilitar  a  imegragao  em  relagao 
a  x.  No  excmplo  seguinte,  veremos  que  e  possivcl  cvitar  a  divisao  da  regiao  integrando  cm 
relagao  a  y. 


►  Exemplo  5  Eneonire  a  area  da  regiao  englobada  pelas  curvas  x  ~  y"  e  y  =  _v  —  2,  hue- 
grando  em  relagao  a  y . 

Solugdo  A  part i r  da  Figura  7.1.10,  vemos  que  o  eontorno  esquerdo  ex—  y\  o  direito  6 
y  “  jt“  2  c  a  regiao  se  estende  aeima  do  imervalo  -3  <  y  <  2.  Porem,  para  aplicar  (4),  as 
equaqoes  dos  coniornos  devem  ser  dad  as  explicitameme  como  f Lingoes  de  y.  Assim,  rees- 
crevetnos  y  =  x  -  2  como  a  -  y  +  2.  Segue  de  (4)  que 

9 
2 

o  que  esta  de  aeordo  com  o  result  ado  obtido  no  Exemplo  4,  < 


-f 


A  -  I  [( y  +  2}  -  y*]dy  = 


V 


+2>'-y 
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EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7.1  (Verp^gina  499 para  respostas.) 


1,  Uma  expressao  integral  para  a  area  da  regiao  situadu  emre  as 

curvas  y  -  20  —  3,r  e  y  —  e  e  limitada  lateralmente  por  x  =  0  e 
x  =  26 _ .  O  valor  dessa  integral  6 _ . 

2,  Uma  expressao  integral  para  a  area  do  paralclogramo  delimi- 

tado  poi  y  =  2x  +  8.  y  =  2x  -  3*  x  -  —  1  t  x  -  5  6  . 

O  valor  dessa  integral  e  . 


(c)  Exprussa  como  uma  integral  defmida  ein  rela^ao  a  y, _ _ 

, _ r  da  a  area  da  regiSo  descrita  em  (b). 

(d)  l III]  \v. undo  formulas  apropriadas  de  Geometric,  a  ilrea  da 

regiao  descrita  em  (h)  6 _ . 

4.  A  £iea  da  regiao  cngtobada  pelas  curvas  y  =  x2  e  y  =  i/x  d 


■j  ■* 

3,  (a)  Os  pontes  de  intersee^ao  do  cfrculo  x~  +  y  —  4  e  da  reta 
y  =  x  +  2  sao _ c _ 

(b)  Ex  press  a  como  uma  integral  definida  em  relacao  a  x, _ 

_ da  a  area  da  regiao  demro  do  ciiculo  „y  +  y~  =  4 

e  acima  da  reta  y  =  x  +  2r 


EXERCICIOS  7.1  Rscurso  Grafico  \c]  CAS 


1  -4  Eneontre  a  area  da  regiao  sombreada. 


integrando 

(a)  em  rel  a^So  a  x  ( b )  em  re!  agSo  a  y 


6.  Eneontre  a  area  da  regiao  englobada  pelas  curvas  y2  =  4x  e 
v  ”  2.r  -  4  integrando 

(a)  em  re-lag  ao  a  x  (b)  cm  rdagao  a  y 
7- IS  Esboce  a  regiilo  englobada  pelas  curvas  e  eneontre  a  drea. 

7*  y  =  x2,  y  ~  yj,  x  —  3.*  =  s 

8.  y  -  x*  -  4x,  y  -  0,  x  =  0,  x  =  2 

9.  y  =  cos  2x.  y  =  0.  x  =  tt/4,  x  =  nil 
1 l),  y  -  sec3  a.  y-  2,  x  =  ~n/4.  x  -  rr/4 

11.  x  =  sen  y,  x  =  0,  y  =  jt/4,  y  =  3,t/4 

1 2.  y  =  y\  x  =  y  -2 

1 3.  y  =  <J\  y  =  e7\  x  =  0?  x  =  in  2 

1 4.  x  -  1  /y+  x  =  0,  v  -  I ,  y  -  e 


2 


17.  y  =  2  +  |jc  -  1  ].  y  —  —  +  7 

18.  y  —  x,  y  —  4.x ,  y  —  -x  +  2 


1 9-2  6  U  se  it  m  rec  u  rso  grafico  co  m  pula ci  o  n  a  I ,  qua  nd  o  neces  siir  i  o , 

para  encontrar  a  area  da  regiao  englobada  pelas  curves, 

0 19.  y  =  x'  -  4xz  4-  3Xy  y  =  0 

020, y  =  x  -  2 y ,  y  *  lx2  -  %x 

[-•••  21 .  v  -  sen  a.  y  -  cos  a,  x  -  0.  x  -  2 tt 

22.  y  =  x'  -  4as  y  =  0  -j  23.  x  =  y  -  y,  x  =  0 

024.X- y  -  4y2  +  3y,  x  -  y2  -  y 

0 25, y  -  xex  H  y  =  2jx | 

1  3 

h-  2tS, v  =  — ,  ... .  .  — .  y  =  — 

'  xjl  -(ln.O2  ' 

■  ■  27.  De  uma  esrimativa  para  o  valor  dc  k  (0  <  k  <  I),  tal  quo  a  regiao 
englobada  por  y  =  l/yT-7.  y  -  x,  x  ~  0  e  x  =  k  ten  ha  uma 
area  de  1  unidade, 

28.  De  uma  estimativa  para  a  area  da  regiao  do  prime! ro  quadrants 
englobada  por  y  =  sen  2x  e  y  =  arc  sen  x. 

5]  29.  Use  ttm  CAS  para  encontrar  a  area  englobada  pelas  curvas 
v  =  3  -  2x  e  y  =  x*  +  2a^  -  3x4  +x3. 

0  30.  Use  urn  CAS  para  encontrar  a  area  exata  englobada  pelas  eur- 
vas  y  -  x  “  2x.  -  3x  e  y  =  x  . 

31.  Eneontre  uma  reta  horizontal  y  —  k  que  divida  a  area  englobada 
pelas  curvas  y  =  x3  e  y  -  9  cm  duas  partes  iguais. 

32.  Eneontre  uma  reta  vertical  x  =  k  que  divida  a  area  englobada 
pelas  curvas  x  —  «/v,  x  •—  2  c  y  -  0  em  ditas  partes  iguais, 

33.  (a)  Encomre  a  area  da  regiao  englobada  pel  a  parabola  y  =  2.v  -  .v': 

e  o  eixox. 

(b)  Eneontre  o  valor  dc  in  de  tal  forma  que  a  ivta  y  -  mx  divida 
a  icgiao  dc  (a)  em  duas  regibes  de  mesma  area. 


16.  v  = 


x 2 


V  =  2 
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34*  Encontre  a  area  da  regiao  englobada  pel  a  eurva  y  =  sen  x  e  a 
reta  que  passa  pelos  pontos  (0,  0)  e  (5tt/6,  1/2)  na  eurva. 


35-3S  Use  o  metodo  de  Newton  (Segao  5,6),  quando  necessario, 
para  aproximar  as  eoordenadas  x  das  interseegoes  das  eurvas  com 
pelo  rnenos  quatro  easas  decimals;  cm  seguida.  use  is  so  para  apro¬ 
ximar  a  area  da  regiao. 


35.  A  regiao  que  Csta  abaixo  da  eurva  y  -  Sen  rv  e  acima  da  reta 
y  —  0,  2xt  sendo  x  >  (I 

36.  A  regiao  cntrc  os  grad  cos  de  y  =  x"  e  y  =  cos  v. 

37.  A  regiao  englobada  pelos  gralioos  dc  y  -  (In  i)/a  e  y  -  x  -  2. 

38.  A  regiao  englobada  pelos  graficos  de  y  =  3-2  cos  x  e 
y  =  2/{  I  +  x1). 

39.  En  con  ire  a  area  da  regiao  englobada  pel  as  eurvas  y  =  xr  -  E  e 
y  =  2  sen  x. 

[cj  40.  Com  referenda  a  ligura  ahaixo,  encontre  o  valor  de  k  de  forma 
que  as  areas  sombreadas  sejam  iguats. 

Fuilte;  Emc  exurcidn  £r  bttseddo  rtrt  Problem  a  A I  cl  a  54*  Compel  Male- 
rndlica  Aimal  William  Lowell  Putnam. 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


41,  Deis  earros  de  coni  da,  lack)  a  lado  cm  uma  pista  reta,  mo¬ 
ve  m-se  com  fun goes  vet  oci  dude  U](f)  m/s  c  U2(0  m/s, 
respeetivamente.  Suponha  que  umbos  estejam  alinhados  no 
ins  lame  t  =  60  s.  Interprets  o  valor  da  integral 

[V2(i)-Vi  0)]dt 

ncsseeoiuexEo. 

42,  A  ligura  a  seguir  mostra  as  eurvas  aceiera^ao  versus  tempo 
para  dots  earros  movendo-se  ao  longo  de  uma  pista  reta, 
coinegando  alinhados  e  acelerando  a  partir  do  repouso.  O 
quo  representa  a  area  A  c litre  as  eurvas  acima  do  interval© 
0  <  i  <  H  Just  ill  que  stia  rcsposEa. 


A  it 


Carro  1 


Figure  Ex-42 


43.  Suponha  que  f  e  g  sejam  imegr^veis  cm  [<7,  h],  mas  que  nao 
sejam  vAlidos  nem  fix)  £  g{x)  nem  y(.v)  k  fix)  para  lodo  x  cm 
[a,  b\  [  isto  d,  as  eurvas  y  =  fix)  e  y  =  £(,v)  sao  entretagadas]. 

(a)  Qual  €  o  signifieado  geomdtrieo  da  integral 


lf(x)-g(x)]dx-> 

(b)  Quill  6  o  significado  geom&rico  du  iulegral 

\fU)  -g(x)\dx'l 

44.  Sc ja  A(ti)  a  area  do  pri meiro  quadrantc  englobada  pelas  cur- 
vas  y  —  e  y  =  x , 

(a)  Considerando  como  varia  o  grail co  de  y  —  y^v  quan¬ 
do  n  ere  see.  fag  a  tuna  eonjeetura  sobre  o  limit©  de  A{tt) 
quando  n  — * 

(b)  Con  firm e  sua  eonjeetura  eaten  Ian  do  o  limit©. 


45.  Encont  re  a  drea  da  reg  i  ao  en vo  1  v  ida  pe la  eurva  x 1 fl  +  y 1/1  =  a  fl  e 
os  eixos  coordenados. 

46.  Most  re  que  a  area  da  el  ipse  da  ligura  abaixo  d  nab.  [Sugestao: 
Use  uma  formula  de  CeomemaJ 


- 

a 


Figura  Ex*46 

47,  Um  retangulo  com  os  I  ad  os  paraletos  aos  eixos  coordenados  tern 
mn  veil  ice  na  origem  e  o  vert  ice  diagonalmente  oposto  na  eurva 
y  =  kx"'  no  panto  cm  que  x  -  b  (b  >  0.  k  >  05  in  >  0).  Most  re  que  a 
fragao  da  area  do  retangnlo  compreendida  cntrc  a  eurva  c  o  cixo 
,v  depende  de  m,  mas  nao  de  k  on  b , 


l/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7. 


'■  f 

Jo 


I.  /  f (20  —  3u  ■)  —  ex  |  dx\  33  -  e 

k\ 


(e) 


2  2.  /  [(2; 

I  I (y  -  2)  +  v/4  -  y2]  dy  kl),-r-2  4.  f 
J  0  12 


v  +  8)  -  (2x  -  3)1  dx\  66  3.  (a)  (-2. 0);  (0,  2)  (b) 


/o  _ 


(x  +  2)]  dx 
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7.2  VOLUMES  POR  FATIAMENTO;  DISCOS  E  ARRUELAS 


Na  seqdo  anterior  mostramos  que  a  area  de  tuna  regido  plana  delimit ada  par  duas  atrvas 
pode  ser  ohuda  iniegiando-se  o  comprimemo  de  mw  seqdo  tmnvenal  generic#  sohre  um 
intervalo  apwpriado.  Nesta  seqdo  veremos  que  o  mesmo  princfpio  bdsico  pode  ser  us  ado 
para  obteros  volumes  de  cert  os  so  lidos  tridimensionais, 


■  VOLUMES  POR  FATIAMENTO 

Lembre  quo  o  princfpio  basic o  para  encontrar  a  area  de  uma  rcgiao  plana  e  divldir  a  rcgiao 
em  laixas  finas,  aproximar  a  area  de  cada  faixa  pda  de  um  retan gulo,  somar  as  aprux  imagoes 
para  formar  uma  soma  de  Riemann  e  passar  ao  limite  para  produzir  uma  integral  para  a  area. 
Sob  conduces  apmpriadas,  a  mesma  e  si  rat  eg  i  a  pode  ser  usatfa  para  encontrar  o  volume  de 
uni  solido.  A  idcia  c  dividir  o  solido  em  facias  linas,  aproximar  o  volume  de  cada  tatia,  somar 
as  aprox imagoes  para  formar  uma  soma  de  Riemann  e  passar  ao  limite  para  produzir  uma 
integral  para  o  volume  (Figura  7,2.1), 


Figure  7.2.1 


Em  uma  fstia  fina,  assegoes  ngo 
vanam  muib  na  forma  e  no  tamanho 


Figura  7.2.2 


O  que  fa/,  fundonar  esse  metodo  e  o  Into  de  que  uma  fatia  fina  tern  seqbes  Iransversais 
que  nao  variant  inuito  nem  em  lamanho  nem  em  forma,  o  que,  eomo  veremos,  faz  com  que 
fique  facil  aproximar  seus  volumes  (Figura  7.2,2).  Alern  disso,  quanto  mais  fina  a  fatia,  menor 
a  variacao  em  suas  segues  transversals  e  me! h or  a  aprox  imagao.  Assiin,  uma  vez  aproximados 
os  volumes  das  fatias,  podemos  formar  uma  soma  de  Riemann  cujo  Simile  c  o  volume  de  todo 
o  solido.  Daremos  brevemente  os  detalhes,  mas  primeiro  precisamos  discutircomo encontrar 
o  volume  de  um  solido  cujas  segues  transversals  nao  variem  nem  em  tamanho  nem  em  forma 
(isto  d  sao  congruentes). 

Um  dos  exempios  mais  simples  de  um  solido  com  segues  transversals  congruentes 
e  uni  ciiindro  circular  reto  de  raio  t\  uma  vez  que  Lodas  as  segues  iransversais  tomadas 
perpendieulares  ao  eixo  central  sao  regioes  circulars  de  raio  r.  O  volume  V de  um  ciiindro 
circular  de  raio  r  e  altura  h  pode  ser  dado  cm  tennos  da  altura  c  da  rirea  de  uma  secao  trans¬ 
versal  co  mo 

V  =  7i rh  =  [drea  de  uma  segno  transversal]  x  [altural  ( 1 ) 


Essee  um  caso  especial  de  uma  formula  mais  geral  que  sc  aplica  a  sot  id  os  de no  min ados  cili  ti¬ 
dies  retos.  Um  ciiindro  rein  c  um  solido  que  c  gerado  quando  uma  rcgiao  plana  6  transladada 
ao  longo  de  uma  reiu  ou  eixo  que  e  perpendicular  a  ela  (Figura  7.2.3), 


Atguns  citfndros  retos 


Figura  7,2.3 
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s-  Area  A 

L _ 


IT  CA 

w 

l<  h  - — > 

Volume  =  A  ■  h 

Figura  7.2*4 


Se  urn  eilindro  reto  for  gerado  pel  a  translagao  de  uma  regiao  de  drea  A  ao  I  on  go  de  unm 
distancia  fu  entao  clizcmos  quo  h  c  a  altura  (ou  a  extmsao)  do  eilindro  c  o  volume  Fdeste  e 
definido  por 

A  h  =  | area  de  uma  segno  transversal]  x  [altura]  (2) 


(Fig  urn  7.2,4).  Observe  que  is  so  esia  de  aeordo  com  a  Formula  (1)  para  o  volume  do  eilindro 
circular  reto. 

Agora  temos  todas  as  ferramenlas  necessaries  a  resolugao  do  seguircte  problem  a. 


7*2. 1  problem  A  Seja  S  u  m  soli  do  que  se  estende  ao  longo  do  ei  xo  x  e  que  d  lim  i  tado 
a  esquerda  e  a  direita,  respect!  vamente,  pel  os  pianos  perpendicu  lares  ao  eixo  x  cm  a  =  a  e 
,v  =  6  (Figura  7.2.5a?),  Encomrc  o  volume  V do  sdlido,  supoudoque  sua  segao  transversal 
ten  ha  area  A  (a),  conbecida  em  eada  porno  x  do  intervalo  \a,bl 


Segao  transversal 


Area  da  segao  transversal  =  A(x) 


Fig  um  7,2.5 


Para  resolver  esse  problcma,  dividlmos  o  intervalo  laTb]  cm  n  sub  interval  os,  o  que  tem  o 
efeito  de  cl  iv  id  ir  o  soli  do  enw?  fat  i  as,  eomo  mo  sua  o  lado  esquetxlo  da  Figura  7,2*6,  Se  admit i- 
mos  que  a  ex  lens  ao  do  fc-esimo  subintervalo  6  Axk,  entao  o  volume  da  fatia  pode  ser  aproximado 
pelo  volume  de  um  eilindro  reto  com  extensao  (altura)  Ax,  e  segao  transversal  com  area  A(x£), 
onde  a|  e  um  ponto  qualquerdo  £-csimo  intervalo  (ver  o  lado  direito  da  Figura  7.2.6). 


Figura  7.2*6 


Somando  essas  aprox imagoes,  obtemos  a  seguinLe  soma  de  Riemann  que  aproxima  o 
volume  V: 

a 

AUDA*>. 

k=  t 


To  man  do  o  li  mite  quando  n  ere  see  e  as  exiensoes  dos  subinlervalos  tendem  a  zero,  obtemos  a 
integral  definida 

w 


JT 


lim  Y,  A(x£)&xt 

nia*  Axl  -»  0 

*=i 


A(x)d  x 


Em  suiria,  temos  o  resultado  seguinte. 


7.2*2  formula  para  o  volume  Seja  S  um  so  lido  delimitado  por  dois  pianos  perpen- 
diculares  ao  eixo  x  em  x  =  aex  =  k  Se,  para  eada  x  em  [ a „  b],  a  area  da  segao  transversal 
de  S  perpendicular  ao  eixo  x  for  A(xk  entao  o  volume  do  solido  € 


v  =  f 


A  (a  )  dx 


(3) 


desde  que  A  (a)  seja  integravel. 
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Ha  urn  resultado  un&logo  se  a  seyao  transversal  for  perpendicular  ao  eixo  \\ 


7.23  formula  PARA  o  volume  Scja  5  urn  solido  delimitado  por  dels  pianos  perpen- 
dieu  lares  ao  eixo  v  em  v  =  c  e  y  =  d.  SeT  para  cad  a  v  cm  [c,  d],  a  area  da  seqao  transversal 
a  S  perpendicular  ao  eixo  y  for  A(y),  entao  o  volume  do  solido  6 


desde  quo  A(y)  scja  integravel. 


V  —  f  A(y)dy 


Em  palavras*  essas  formulas  afirmam: 


O  volume  de  um  solido  pode  ser  obtido  i  at  eg  ran  do- so  a  area  da  segdo  transversal  de  urn 
extrema  ao  outm  do  solido. 


►  Exemplo  1  Obtenha  a  formula  para  o  volume  de  uma  piramlde  reta  com  altura  h  e  cuja 
base  e  um  quadrado  com  I  ados  de  com  pri  memo  a. 


eixo  x 


eiXQ  y 


Figure  7,2.7 


Solugdo  Con  forme  ilustrado  na  Fig ura  7.2.7a,  introduzimos  um  si  sterna  reiangular  de  co- 
ordenadas  no  qual  o  eixo  y  passa  pelo  apice  e  e  perpendicular  a  hase,  o  eixo  x  passa  pela  base 
e  e  pamiclo  a  um  lado  dda. 

Em  qualquer  panto  y  de  [0,  h\  sobre  o  eixo  y,  a  seyao  transversal  perpendicular  ao  eixo 
y  e  um  quadrado.  Se  s  for  o  comprimento  dc  um  lado  desse  quadrado,  entao,  por  seintdhanca 
de  Iriangulos  (Figura  12.1b),  Lernos 


\a 


h  —  v 


a 


on  $  — 


Ta~y) 


Assim,  a  area  A(y)  da  scyao  transversal  em  y  e 


My)  -  .v2  =  ~(h  -  y'y 


e  por  (4)  o  volume  e 


pri  pn  *  aL  pa 

V  =  /  A[y)dy  =  “(/?  —  y)2dy  =  —  /  (ft  -  y)2dy 

Jo  Jo  h2  A-  Jo 

&  r  i ,  a1  l  i ,  3~i 


1  2i 

—  —a~h 
3 


Isto  e,  o  volume  e  4  da  area  da  base  vezes  a  altura^  < 


■  SOLI  DOS  DE  REVGLUCpAO 

Um  solido  de  revoluqao  6  um  solido  gerado  pela  relay  a  o  dc  uma  regiao  plana  em  lorno  de 
uma  reta  que  esta  no  mesmo  piano  da  regiao;  a  reta  e  denominada  eixo  de  revolugdo .  Muitos 
solidos  conhecidos  sue  desse  tipo  (Figura  7.2.8). 


CP 
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Alguns  56lidgs  de  revolu^io  elementares 


Figura  7.2*8 


■  VOLUME  POR  DISCOS  PERPEND1CULARES  AO  EIXO  x 

Estaremos  intcressados  no  scguintc  problem  a  geral: 


7* 2*4  PKOBLEMA  Seja  /  eonlmua  e  nao-negativa  em  [a,  b]  e  seja  R  a  regiao  que  e  li mi- 
tada  aciina  por  y  =  f(x),  abaixo  pelo  eixo  x  c  nas  laterals  pel  as  ret  as  a  =  a  e  x  =  b  (Figura 
7.2*9<i)«  En  con  tie  o  volume  do  soli  do  de  revolugao  gerado  pel  a  rotagao  da  regiao  R  em 
torno  do  eixo  a. 


Figura  1.23 


Podemos  resolver  esse  problema  por  fad  amenta.  Para  isso>  observamos  que  a  segao 
transversal  do  solido  lomada  perpendicular  me  rile  ao  eixo  x  no  ponto  jc  e  um  disco  de  raio  /(a) 
(Figura  1.2.9b).  A  area  dessa  regiao  e 

Assim,  por  (3),  o  volume  de  sol  id  o  e 


i 


n\f{x)\2dx 


Como  as  seegdes  Iran  s  versa  is  torn  a  forma  de  disco,  a  aplieagao  dessa  fdrmula  6  chamada  de 


mctodo  dos  discos. 


►  Exempt  o  2  Eneomre  o  volume  do  sdlido  oblido  quando  a  regiao  sob  a  curva  v  =  yfx  e 
aeima  do  intervale  [  1 , 4]  c  girada  em  torno  do  eixo  x  (Figura  7.2. 1 0). 
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Sohiqao  A  partir  dc  (5),  o  volume  c 


V 


-L 


h 


x\f(x)Vdx 


-f, 


7TX  dx  — 


TtX 


.2 


a 


jr  1 5  jt 

= 

2  2 


Figura  7.2  J  1 


►  Exemplo  3  Oblcnha  a  formula  para  o  volume  tie  uma  esfera de  raio  r, 

Solu$do  Conforms  indicado  na  Figura  7,2, 1  1 1  Lima  esfera  de  raio  r  pude  sci  gerada  giran 
do-se  o  disco  semicircular  superior  que  esla  entre  o  eixo  x  c 

2,2  2 

X  +  v  —  r 


crniomo  do  eixo  x,  Como  a  metade  superior  dcssecirculo  do  graficode  y  =  fix)  =  \Z r  -  ™  x2. 
segue  de  (5)  que  o  volume  da  esfera  6: 


-L 


h 


'TL/(-v)  \2dx 


,t (r2  —  x  )dx  =  jT 


2  * 
r x  — 


3 


=  -2rrs  « 
3 


■  VOLUME  POR  ARRUELAS  PERPENDICULARES  AO  EIXO  x 

Nem  todo  so  lido  de  revolugao  tem  interior  so  lido;  a]  guns  tSm  buracos  on  canals,  os  quais 
criam  super ITcies  imeriores  coma  na  lillima  pane  da  Figura  7.2.8.  Assim,  esiaremos  interes- 
sados  cm  problem  as  do  tipo  a  seguir. 


7,2.5  problem  A  Sejam  f  e  g  contfnuas  e  nao-negativas  cm  [a,  h]  c  suponha  que 
f(x)  >  g(x)  para  todo  a'  em  [ay  b],  Seja  R  a  regiao  que  e  limitada  acima  por  y  -  fix), 
abaixo  por y  =  g(x)  c  nas  laterals  pelas  retas x  =  avx-b  (Figura  7.2. 1 2a).  Encontre  o 
volume  do  solido  dc  revolugao  gerado  pela  rotaqao  da  regiao  R  cm  torno  do  eixo  a\ 


Podemos  resolver  esse  problema  por  fatiamento.  Para  isso,  observe  que  a  seqao  trans¬ 
versal  do  sdlido  perpendicular  ao  eixo  x  e  a  regiao  anular  ou  "em  forma  de  ami  el  a"  com  raio 
interior  e(jc)  e  raio  exterior  fix)  (Figura  7,2. 1 2 h);  logo,  sua  area  e 


A(x)  -  j r[/(j)]"  -  7i\g(x)Y  =  rtlf(x)}- 
Assim,  por  (3),  o  volume  do  sdlido  e 


') 


v-f 


7t([f(x)f-lg(x)]2)dx 


(6) 


Como  as  seegdes  transversals  tem  forma  de  arruelas,  a  aplicaqao  dessa  formula  c  chamada  de 
me  todo  das  ar rue  las. 


►  Exemplo  4  Encontre  o  volume  do  solido  gerado  quando  a  regiao  enire  os  graficos 
das  equaqoes  f(x)  —  4  +  v2  e  g(x)  -  x  que  estu  acima  do  intervale  [0,  2]  *£  girada  em  tor¬ 
no  do  eixo  x  (Figura  7.2. 13). 

Solugao  A  partir  dc  (6),  o  volume  e 

v  =  f  *([/<*)]2  -  U(Jc)]2)rfA-  =  [  ?r  ([i  +  .v2] 2  -  a2)  dx 
Ja  JO 


-HM-Ml- 


69jt 


10 
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Ftgura  7,2J3 


■  VOLUMES  POR  DISCOS  E  ARRUELAS  PERPENDICULARES  AO  EIXO  y 

O  melodo  dos  discos  e  das  arruelas  lem  ana  logos  quando  as  rcgioes  sao  giradas  em  torno  do 
eixo  y  (Figuras  7.2. 14  c  7.2.15).  Usando  o  metodo  do  fat  i  amen  to  c  a  F6mmla  (4),  o  lei  tor 
nfto  deveria  ler  dificuldades  para  deduzir  as  seguimes  formulas  para  o  volume  dos  soli  dos 
nas  figuras. 


M 

{■<> 

V  —  /  7r[«(y)]_  dy 

V=  /  *([i«O0]M»<*)]Vy 

(7-8) 

vC 

Discos 

c 

AmaeJas 

Figura  7.2.14 


Figura  7.2.15 


►  Fxemplo  5  Encontre  o  volume  do  soli  do  gerado  quando  a  regiao  limitada  por 
y  =  yfx*  y  =  2  e  x  =  0  e  girada  cm  torno  do  eixo  v  (Figura  7,2.  J  6). 


Solugao  As  sc  goes  transversals  perpend ieu lares  ao  eixo  y  sao  discos;  logo,  aplicaremos 
(7),  Mas,  primeiro,  precisamos  reescrever  y  —  N/v  como  v  -  y  ,  Assim,  a  partlr  de  (7),  com 
u  (y)  =  V",  o  volume  e 


7r[i/(y)j  -  dy 


32  n 


5 
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EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7.2  (Verpagina  459 para  respostas.) 


L  Urn  sblido  .S'  se  estende  ao  lotigo  do  eixo  x  de  x  =  I  ate  a  =  3. 
Para  a-  entre  ]  e  3.  a  area  da  segao  transversal  dc  .V  perpendicu¬ 
lar  ao  eixo  a  e  X\  ,  Uma  expressao  integral  para  o  volume  dc  S 
6  _ _ .  O  valor  dessa  integral  6 _ h 

2.  IJin  soli  do  S  6  gurado  fa/endo  girar  cm  tor  no  do  eixo  a  a  regiao 
deli  mi  lad  a  pclo  eixo  a  e  a  curva  y  —  VsenT  (0  <  x  <  tz). 

(a)  Para  x  e litre  0  c  77.  a  area  da  segSo  transversal  de  S  em  x, 
perpendicular  ao  eixo  a,  e  A(x)  = _ . 

(h)  Uma  expTessao  integral  para  o  volume  de  S  d _ _ _ 

(c)  Q  valor  da  integral  em  (b)  d  _ _ . 

3.  Urn  soli  do  S  e  gerado  fa/endo  girar  em  torno  do  eixo  rv  a  regiao 
delimitada  pela  rota  y  =  2x  +  1  c  a  curva  y  =  a2  +  \ . 


(a)  Para  x  e litre _ c  _ _ ,  a  area  da  segao 

transversal  de  S  etn  a.  perpendicular  ao  eixo  a/  6  A(x)  - 

(b)  Uma  ex  press  ao  integral  para  o  volume  de  S  e _ , 

(c)  O  valor  du  integral  cm  (b)  e _ . 

4,  U m  sdlido  S 6  gerado  l'a/.endo  girar  em  torno  do  eixo  v  a  regi ao 
delimitada  pela  reta  y  =  x  +  I  e  a  curva  y  =  x2  +  I . 

(a)  Para  y  entre _ e _ ,  a  &rea  da  segao 

transversal  de  S  em  y.  perpendicular  ao  eixo  y,  6  A(y)  = 

(b)  Uma  expressao  integral  para  o  volume  de  S  e _ . 

(c)  O  valor  da  integral  em  (b)  6 _ . 


EXERCICIOS  7,2  c  CAS 


1-4  Encontre  o  volume  do  sol ido  que  resulta  quando  a  regiao 
sombreada  giraem  tomodoeixo  indie  ado. 


5,  Encontre  o  volume  do  sdlido  cuja  base  6  a  regiao  delimitada 
pela  curva  y  =  x"  e  o  eixo  x  de  x  -  0  at 6  a  =  2  e  cujas  segdes 
transvei^ais,  tomadas  perpendicularmeme  ao  eixo  a,  sfio  qua- 
drados. 

6.  Encontre  o  volume  do  sol  ido  cuja  base  e  a  regiao  delimitada 
pela  curva  y  =  sec  A'  c  o  eixo  .v  dc  a  =  ,7/4  ate  x  =  7/3  c  cujas 


segoes  transversals,  to  mad  as  perpend  Scularmente  ao  eixo  a;  sao 
quadrados. 


7-16  Encontre  o  volume  do  sol  ido  que  resulta  quando  a  regi  no 
delimitada  pelas  curvas  dadas  gira  cm  torno  do  eixo  a. 


7. 

8. 
10, 
12. 

13. 

14. 

15. 

16. 
17. 


y  =  s/ cos  ,v ,  x  -  7/4.  x  =  7/2,  y  =  0 

y=x\y=/  !>,  v  =  V25  -  A,  y  =  3 

y  =  9-x\ j  =  0  \\.x=^/y.  x  =  ,y/4 


y  =  sen  a,  y  =  cos  a,  x  =  0.  a  =  7/4, 

\$uge$tao:  Use  a  identidade  cos  2.v  —  cos2 a  -  sen” a.  | 


y  —  e,  y  -  0,  x  —  0,  a  -  In  3 


,  -2l 


y  =  e  ,  v  =  a*  =  0,A  =  I 


V 


c3.r 


v  — 


VTT^ 


A  =  -2,  A  =  2, 


,  X  =  0,  A  =  U 


y  =  0 
V  =  0 


Encontre  o  volume  do  soli  do  cuja  base  6  a  regiao  delimitada 
pela  curva  y  =  a2  c  0  eixo  y  de  y  —  0  aid  y  -  1  c  cujas  segdes 
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transversals,  to  mad  as  perpendicularmente  aoeixo  y,  sao  qua¬ 
dratics. 

IS,  Encontre  o  volume  do  sblklo  cuja  base  6  a  regiao  delimitada 
pel  a  curva  a  =  !  —  y'  e  o  eixo  y  e  cujas  se^des  transversals, 
to  mad  as  perpendicularmente  ao  eixo  y,  sac  quadrados, 

19-26  Encontre  o  volume  do  solido  quo  resulta  quando  a  regiao 
delimitada  pdas  curvas  dadas  gira  em  torno  do  eixo  y. 


!9,  .v  -  s/T  -j-~y  h  x  =  0,  y  =  3 

20.  y  =  at2-  L  a  =  2,  y  =  0 

21.  a  =  lessee  >\  y  =  jt/4,  y  =  3jt/4,  a  =  0 

22.  y  =  A\A  =  y~  23,  a  =  y\a=y  +  2 

24.  a  -  1  -  v2,  a  -  2  +  v2,  y  =  -  I  *  v  =  1 


25.  v  =  In  a*  a  =  0,  y  =  0,  v  -  1 


V 


„  J”*2 

26*  y  =  J  ,  (a  >  0).  a  ^  0,  v  =  0.  y  =  2 


a2- 


27*  E  neon  ire  o  voiu  me  do  solido  que  resulta  quando  a  regiao  acima 
do  eixo  a  e  abaixo  da  elipsc 

r-2  ,2 

“  +  yr  =  1  (tf  >  0T  >  0) 

a*  b: 

gira  cm  torno  do  eixo  a. 


28,  Sej  a  V  o  volu  m e  d  o  so  I  i  do  q  ue  resit  I  ta  q  ua  nd o  a  regi  ao  cl  el  i  m  i  - 
tada  por  y  ~  1  /a,  y  -  0*  a  =  2  c  a  -  h  (0  <  b  <  2)  gira  em  torno  do 
eixo  a,  Enconire  o  valor  de  b  para  o  qua  I  V=  3. 


29*  Enconire  o  volume  do  solido  gerado  quando  a  regiao  deli  mi  La¬ 
da  por  y  =  *,/x  ~  I  *  y  =  sflx  e  y  ~  0  gira  em  torno  do  eixo  a. 
[Swgertaa:  Divide  o  stSlido  em  duas  partes,  | 


30.  Encontre  o  volume  do  solido  gerado  quando  a  regiao  delimiia- 
da  por  y  ~  v/_v,  y  =  '6-  x  e  y  -  0  gira  em  torno  do  eixo  a.  [Sages - 
fdo :  Divjtfa  o  solido  em  duas  panes.] 


ENFOCANDO  CONCEITQS 


31.  S  upon  ha  que  /seja  unia  l  unqao  contmua  em  f  a .  /?]  e  seja  ft 
a  regiao  delimitada  pel  a  curva  y-Ji  a)  e  a  reta  y  —  k  de  a  —  a 
ate  a-  =  Usando  o  mdodo  dos  discos,  deduza  e  explique 
uma  formula  para  o  volume  do  sdlido  que  resulta  quando 
a  regiao  ft  e  feita  girar  em  torno  da  reta  y  =  k.  Enuncie  e 
explique  as  hipoteses  adicionais  sob  re/,  sc  as  houver,  que 
sao  necess&rias  para  a  validade  da  formula  obtida. 

32*  Suponha  que  v  e  w  sej  am  t'ungoes  eontinuas  cm  fr.  d)  e 
sej  a  ft  a  regiao  delimitada  pel  as  ciirvas  x=  u(y)  e.v  =  m(y) 
tie  v  =  c  ate  y  =  d.  Usando  o  mdtodo  das  amidas,  deduza 
e  explique  uma  formula  para  o  volume  do  sdlido  que  re¬ 
sulta  quando  a  regiao  ft  e  feita  girar  em  torno  da  reta  x  =  k. 
Enuncie  e  explique  as  hipdteses  adicionais  sobre  v  c  w,  sc 
as  houvey  que  sao  necessarias  para  a  validade  da  formula 
obtida* 

33*  Constdcrc  o  solido  que  resulta  quando  a  regiao  sombreada 
do  Exerefcio  I  gira  em  torno  da  reta  v  =  2. 


(a)  Fa^a  uma  conjeclura  sobre  qua!  6  maior:  o  volume  de  fi¬ 
sc  solido  on  o  volume  do  solido  do  Exerefcio  1.  Expli¬ 
que  sen  raciocmio. 

(b)  Conlira  sua  conjeclura  calcuiando  esse  volume  c  com- 
parandoo  com  o  volume  obtido  no  Exerefcio  E , 

34.  Considere  o  solido  que  resulta  quando  a  regiao  sombreada 
do  Exerefcio  4  gira  cm  torno  da  reta  a  -  2,5, 

(a )  Faqa  i j  m  a  con j eel  le  ra  sobre  q  u  al  6  m ai  or:  a  vol  ume  des- 
sc  solido  ou  o  volume  do  sdlido  do  Exerefcio  4,  Expli¬ 
que  seu  mciocmio. 

(b)  C or i  Ei  ra  si m  eo  nj  eel u  ra  ca leu!  undo  esse  vo  I  u  me  e  com- 
parando-o  com  o  volume  obtido  no  Exerefcio  4. 


35*  Enconire  o  volume  do  sdlido  que  resulta  quando  a  regiao  de¬ 
limitada  por  y  =  y/x.  y  —  0  e  x  —  9  gira  em  torno  da  reta 
x  =  9. 

36.  Encontre  o  volume  do  solido  que  resulta  quando  a  regiao  do 
Exerefcio  35  gii  a  em  torno  da  reta  y  -  3. 

37.  En  cunt  re  o  volume  do  solido  que  resulta  quando  a  regiao  ddi- 
milada  poar  x  =  v"  e  x  =  y  gira  em  tortio  da  reiu  y  -  - 1 . 

38*  Encontre  o  volume  do  solido  que  resulta  quando  a  regiao  do 
Exerefcio  37  gira  em  tome  da  reta  x  =  -I, 

39*  A  ponta  eon  tea  de  reentrada  de  um  vefculo  espacial  e  dese- 
nhada  dc  lal  forma  que  uma  segiio  transversal  to  mad  a  -i"  p£s  da 
ponta  c  perpendicular  ao  eixo  dc  simciria  6  mn  efreulo  com  raio 
de  3  a  2  pes,  Encontre  o  volume  da  ponta  conic  a  sabendo  t|ue 
seu  com  pr  i  men  to  e  de  20  pes, 

40.  Um  carlo  sblido  tem  uma  allura  de  i  m  e  uma  seyao  transversal, 
tomada  a  metros  acima  da  base  do  solido.  e  uma  regiao  anular 

i 

de  raio  interne  _v^  m  c  raio  externo  ^Jx  m.  Encontre  o  volume 
do  sdlido. 


41*  Encontre  o  volume  do  solido  cuja  base  c  a  regiao  delimitada 
pdas  curvas  y  —  xoy  —  x~  cujas  se^des  transversals  perpendicu- 
larcs  ao  eixo  x  sao  quadrados* 

42*  A  base  dc  um  oerio  sblido  6  a  regiao  delimitada  por  y  = 
y  =  0  e  a:  =  4.  Cada  sccfio  transversal  perpendicular  ao  eixo  x 
d  ii m  semlcirculo,  com  dia metro  de  um  l ado  a  outro  da  base. 
Encontre  o  volume  do  solido. 


43.  Nas  partes  (a)  a  (c),  encontre  o  volume  do  solido  cuja  base  e  o 
interior  do  circulo  x2  +  f  -  l  e  cu  jas  scqoes  transversals  toma- 
das  perpend  icularmcntc  a  base  sao 

(a)  semiefrculos  (b)  quudrados 
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( c)  tri  ang u  I  os  eq  u i  Idle  ros 


44*  Con  forme  a  figura  abaixo,  a  cupula  tie  uma  catedml  foS  proje- 
tada  com  tres  suportes  semicirculares  de  raio  i\  de  mode  que 
cad  a  segao  transversal  horizontal  6  um  hexagon  o  regular.  Mos- 
ts'e  que  o  volume  doss  a  cupula  e  r:  \/3. 


Figura  Jix-44 


45-48  Use  um  CAS  para  estimar  o  volume  do  soli  do  que  resulta 
quando  a  regiao  dellmitada  pelas  curvas  gira  em  to  mo  dos  eixos 
indicados. 

0  45*  v  -  sen'"  x,  y  -  2x1  n,  x  -  0,  x  =  tt/2:  dxo  a 

[c] 46*  y  -  7i'  sen  x  cos ’  r,  y  =  4.C,  x  =  0,  x  =  tt/4;  ci xo  x 

047*  v  =  e\  x  =  1 ,  y  =  U  eixo  y 

048*  y  -  x  vare  tg  a\  y  =  a:  dxo  x 

49.  A  figura  abaixo  mostra  uma  calota  exf erica  de  raio  p  e  altura 
h  cortada  de  uma  os  fora  tic  raio  t\  Mostrc  que  o  volume  V  da 
calota  podc  scr  expresso  como 

(a)  V  =  A*/!2 (3/-  -ft)  (b)  V  =  Aji7i(3/r  +  ft2) 


Figura  Ex-49 

50*  Sc  um  fluido  entra  em  um  tanque  semi-esfdrico  com  raio  de- 
3  in*  a  uma  tax  a  de  0,5  mVmiu*  com  que  velocidade  estarii 
subindo  quando  a  profundidade  forde  1,5  in?  [Sagestao:  Veja 
o  Exercicio  49.] 

51*  A  figura  a  segtiir  mostra  as  dimensdes  de  uma  pequena  I  am  pa- 
da  em  10  pout  os  igualmentc  espagados. 

(  a)  U  $e  form  u  I  as  de  G  comet  ri  a  para  fazer  m  na  p  H  mei  ra  est  i  ma  - 
tiva  do  volume  englobado  pel  a  parte  de  vitlro  da  liimpada* 

(b)  Use  a  aproximagao  das  medias  nos  potttos  extremes  h  es- 
querda  c  a  d  ire  it  a  para  a  proximal  o  volume. 


52*  Use  o  resultado  do  Exercfco  49  para  encontrar  o  volume  do 
sol  id  o  que  sobra  quando  um  buraco  dc  raio  ri 2  e  1c  i  to  at  raves 
do  centra  de  uni  a  esfera  de  raio  re  verifique  sua  res  post  a  por 
imegragao. 


53.  Con  forme  a  figura  abaixo*  um  copo  de  coquetel  com  a  forma 
dc  um  hcmisfdrio  com  dia  metro  de  8  cm  come  in  uma  eere- 
ja  com  2  cm  de  dia  metro,  Se  o  copo  for  preenchido  ate  uma 
profundidade  de  h  cmh  que  volume  de  lfquido  ele  con  ter  A? 
[Suge&tao*  Considere  primeiro  o  caso  em  que  a  eereja  estd 
pardalmcnte  submersa  e.  depots,  quando  cla  csta  totalmenfe 
sub  mors  a  4 


54*  Enc outre  o  volume  do  toro  que  results  quando  a  regiao  inte¬ 
rior  ao  cfrculo  de  raio  r  com  centra  em  um  ponto  (/*,  0)h  h  >  r, 
gira  em  iorno  do  eixoy,  [Sugesfav:  Use  fdrmulas  apropria- 
das  de  G  conic  tri  a  plana  para  aj  udar  no  calculo  da  integral 
dctimda.J 

55*  Uma  fati a  cm  forma  de  eunha  d  cortada  de  um  cil indro  circular 
re  to  de  raio  r  pordois  pianos:  um  perpendicular  ao  eixo  do  ci- 
I  indro  e  o  outro  tazendo  um  Angulo  0  corn  o  primeiro.  Encontre 
o  volume  da  fada  por  fatiamento  perpendicular  ao  dxo  y.  con- 
forme  a  figura  abaixo. 


Figura  Fx-55 


56*  Encontre  o  volume  da  eunha  descrim  no  Exercicio  55  por  fatia¬ 
mento  perpendicular  ao  eixo 

57*  Dots  eilindros  ci  rail  arcs  ret  os  de  raio  r  tern  eixos  que  sc  in- 
tersectam  cm  angulos  retos.  Encontre  o  volume  do  sdlido  co¬ 
mum  a  a  mb  os.  [Sugesiao:  Um  oitavo  do  sdlido  est  $.  esbocado 
na  Figura  Ex -57.] 
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58.  Em  1615,  Bona  ventura  Cava  lien,  mil  aluno  de  Gal  i  leu,  esta- 
beleceu  o  seguinte  rcsultado,  chamado  principle  de  Cavalieri: 
so  dots.  soli  do s  tiverem  a  inesma  altura.  o  so  as  areas  de  suns 
segoes  transversals,  tornados  para! etas  e  a  tgtiais  distdneias  de 
sum  bases,  forem  sempre  i gnats,  etudo  os  sdlidos  tern  o  mes - 
mo  volume .  Use  esse  result  ado  para  obler  o  volume  do  cilindro 
obHquo  da  Fignra  Ox-58. 


Figura  Ex-58 


*/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7.2 


•  l 


L  /  3x2  dx\  26  2.  (a)  n  sen  x  (b)  /  xscnxdx  (c)2;t  3.  (a)  0;  2;  x\(2x  +  l)2  “  (a2  -h  1)J]  =  n[-xA  +  2a 2  +  4*] 


L 


(h) 


1 

J  nl-x*+2x1  +  4x\dx  (c)  4.  (a)  1;  2;  *[(?  -  1)  -  (y  -  I)2]  =  jr[-y2  +  3.v  -  2]  (b)  j  n\-y2  +  3y-2]dy 


,  ,  JT 
6 


7.3  VOLUMES  POR  CAMADAS  CILINDRICAS 


Os  me  tod  os  pam  os  cdlcnlos  de  volume  discutidos  ate  o  momenta  dependent  de  nossa  habilkiade 
em  computer  a  area  da  segdo  transversal  de  tun  salt  do  e  Integra  da  at  raves  dele.  Nest  a  segno 
vamos  de&envotver  mu  outre  metodo  para  encontrar  volumes  que  pode  ser  aplicado  quart  do  a 
area  da  segdo  transversal  rmo  puder  ser  encontrada  on  a  integi agdo  for  nndto  dificiL 


■  CAMADAS  CILINDRICAS 

Nesta  segao  estaremos  interessados  no  segulme  problem  a: 


7.3.1  problem  a  Seja  /  conifnua  e  nao-negativa  cm  [a,  b\  (0  <a<  b)  e  R  a  regia  o 
limiiada  acima  por  y  =  /(a),  abaixo  pclo  cixo  x  e  nas  laterals  pel  as  ret  as  a  =  a  c  x  =  h. 
Encomre  o  volume  V  do  sol  kin  de  revolugao  S  gerado  pel  a  rotagao  da  regiao  R  em  torno 
do  cixo  y  (Figure  7,3  J ), 


Figura  7.3J 


As  vezes,  problcmas  dcssc  tipo  podeni  ser  lesolvidos  pelos  meuxlos  dos  discos  ou  das 


disciuiiemos  a  seguir,  frcqticntcmentc  funeiona. 
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Figura  7.3.2 


Uma  camada  cilfndrica  d  um  soli  do  envoi  vido  pot  do  is  cilindros  retOS  con  com  lie  os 
(Figura  73,2),  O  volume  V  de  uma  camada  cilfndrica  com  raid  interno  r]f  raio  externo  r2  c 
a  Kura  h  pode  ser  escrito  como 


V  =  [area  da  sc^sio  transversal]  ■  [altura] 

—  (nr  2  —  nrf)h 

=  n(r2  4-  ri)(r2  -  /rt)/i 

—  2n  ■  [^(n  4-  r?)]  '  h  1  (f'2  ~  n) 


Mas  |(rL  +  r2)  d  o  raio  medio  da  camada  e  i\  -  r]f 


sua  espessura;  ass  ini. 


V -2 it  -  [raio  mddio]  ■  [allura]  ■  [espessura] 


Vatnos  mostrar  agora  como  essa  formula  pode  set  usada  para  resolver  o  Problema  73  A . 
A  idcia  subjaeente  e  dividir  o  intcrvalo  f a,  b]  cm  n  subintcrvalos  e,  dcssc  mode,  subdividir  a 
regiao  R  cm  n  faixas,  Rv  Rn  (Figura  7.3*3fl).  Quando  a  regiao  R  gira  cm  torno  do  eixo  v, 
cssus  faixas  gerain  os  sol  id  os  Sa  cm  “forma  dc  tube",  alinbados  um  dentro  do  outro, 

e  quo,  juntos,  formam  todo  0  sdlido  S  (Figura  733/j).  Assiirg  o  volume  V  do  sdlido  pode  ser 
obtido  somando  os  volumes  dos  tubos;  is  to  c% 


V=V(SJ)+V(S3)+  +V(5n) 


Figura  7,3.3 


Como  regra,  o>s  tubos  terao  superficies  superiors  curvas;  portanto,  nao  havera  uma 
formula  simples  para  sens  volumes.  Porem,  se  as  faixas  forem  finas,  entao  podemos  apro- 
ximar  cada  uma  por  um  retangulo  (Figura  73,4a)-  Esses  rctangulos,  quando  giram  cm 
torno  do  eixo  y,  produzem  camadas  cilfndricas  cujos  volumes  sc  apt  ox  imam  bastantc  dos 
volumes  gerados  pelas  faixas  originais  (Figura  13Ab).  Vamos  mostrar  que,  somando  os 
volumes  das  camadas  cilfndricas,  podemos  obter  uma  soma  de  Riemann  quo  aproxirna  o 
volume  V  e,  tomando  o  limite  das  sornas  de  Riemann,  podemos  obter  uma  integral  para  o 
volume  exato  V, 


v, 


X 

■> 
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Ay 


Axt. 

K  H 


_ — i. 


"j 

L 

1 

1 

fix*) 

—  ——4 

1 

i 

rt\ 

■Tjt-I  Jf*  ** 


Figura  7.3,5 


Pma  implemenlar  essu  id£iat  vamos  super  que  a  £-esimy  i’aixa  se  estenda  do  pomo  x . 
ao  ponton  c  que  a  cxlensao  dcssa  faixa  scja 

A**-** -■**-! 

Se  jtA*  for  o  panto  medio  do  intervale  |.v._.  xj  c  sc  construirmos  uni  rctangulo  Uc  altura  /(xj ) 
aeima  dessc  interval*),  entao,  lazendo  esse  reiangulo  girar  em  torno  do  eixo  y,  obtemos  uma 
canuida  cilmdrica  de  akura  /(x*),  raio  medio  x£  e  espessura  Ax.  (Figura  7.3.5).  A  partir  de  ( 1 ), 
o  volume  V.  dessa  camada  cilfndrica  e 

V*  -  2jTx*kf{x*k) Ax, 

Somando  os  volumes  das  n  eamadas  cilfndricas,  obtemos  a  seguinte  soma  de  Riemann  que 
aproxima  o  volume  V: 


v  ~  f^2x4f(4) Axt 


*=| 


Tom  a  ndo  o  I  Smite  quando  n  ere  sec  e  a  extensao  dos  sub  i  nicr valos  lende  a  zero,  obtemos  a 
integral  definida 

f>  #b 

V  =  lira  27rxkf{xJ. )  A.q-  =  /  2nxf{x)dx 

max  irjt  — >  0  — *  E 

lt=l  Jcl 

Em  suma,  tomes  o  seguinte  resultado: 


7.3*2  VOLUME  POR  CAM  A  DAS  CILINDRICAS  EM  TORNO  DO  EIXO  Jf  ScjaHI  /  Ulna  fungao 

contfnua  nao-negativa  cm  [a,  h\  (0  <  a  <  h)  e  R  a  regiao  limitada  acima  por  y  abaixo 
pelo  eixo  x  e  nas  laterals  pelas  Idas  x  “  a  e  x  -  b.  Entao,  o  volume  V  do  sdlido  de  revolugao 
gerado  pc  I  a  rotneao  da  regiao  R  cm  torno  do  eixo  y  e  dado  por 


-L 


V  —  I  2  7t.xf(x)dx 


(2) 


Visio  em  coite  do  sdlsdo 


Figura  7.3.6 


►  Exemplo  1  Use  eamadas  cilfndricas  para  encontrar  o  volume  do  sdlido  gerado  pda 
retag  ao  cm  torno  do  eixo  y  da  regiao  envoi  vida  por  y  —  *Jx,  x  =  I ,  x  =  4  e  o  eixo  x  (Figura 
7.3.6). 

Solug&o  Como  f(x)  =  */x,  a  =  I  e  h  =  4,  a  Formula  (2)  forncce 

n4 


V  —  Inxy/xdx  =  2n  ^  x^2  dx  —  |^2jT  ■  ~x^'2 


i 


5  5 


■  VARIANCES  DO  METODO  DAS  CAMADAS  CtLINDRiCAS 

0  me  tod  o  da  camada  cilfndrica  e  ap  lie  five  I  cm  varias  situagoes  que  nao  preenchcm  as  eon- 
digues  requerklas  pela  Formula  (2),  Por  exemplo,  a  regiao  pode  estar  limitada  entre  duas 
eurvas,  ou  o  eixo  de  revolugao  pode  ser  uma  outra  reta  quc  nao  o  eixo  y.  Porem,  cm  vcz  dc 
desenvolver  uma  formula  se  par  ad  a  para  cada  situagao  possfvel,  vain  os  considerar  uma  ma- 
neira  coral  de  pensar  no  metodo  das  eamadas  eilfndricas,  que  pode  ser  adaptada  a  cada  nova 
situagao  que  surgir. 

Com  esse  proposito,  precisaremos  reexani inar  o  integrando  na  Formula  (2):  em  cada 
ponLo  x  no  intervalo  [cj,  b)y  0  segmento  de  reta  vertical  do  eixo  x  ate  a  curva  y  =  f  ix)  pode 
ser  visto  como  a  segno  transversal  da  regiao  R  em  x  (Figura  7.3.7a).  Quando  a  regiao  gira 
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eni  torno  do  eixo  yt  a  segao  transversal  eni  x  varre  a  de  uni  cilindro  circular  reto  de 

altura  /(a)  c  raio  x  (Figura  73Jb)<  A  area  dessa  superffeie  c 

27Txf(x) 

(Figura  7,3/7c%que  c  o  integrando  cm  (2)*  Assisn.  a  Formula  (2)  pode  ser  vista  informal  men  te 
da  seguinte  maneira 


7.3,3  liM  PONTO  OR  VISTA  INFORMAL  SOBRTi  CAM  A  DAS  CILENDRICAS  O  volume  V  de  um 
soli  do  de  revolugao  gerudo  pel  a  rotagao  de  umu  regiao  R  em  lor  no  de  u  in  eixo  pode  ser 
obtido  integrando-se  a  area  da  super  tic  ie  gerada  pur  uma  segao  transversal  arbilraria  de  R 
Lomada  paralckmientc  ao  eixo  de  revolngSo. 


(a)  (b)  (c) 


Figura  133 

Qs  seguintes  exempt  os  ilustram  cumo  apliear  esse  resullado  ruis  situagdes  em  que  a 
Formula  (2)  nao  6  aplieavel: 


►  ExemploS  Use  eamadas  eilmdrieas  para  encontrar  o  volume  do  solido  gcrado  pela 
rotagao  em  torno  do  eixo  y  da  regiao  R  delimitada  por  y  =  x  e  y  =  x 2  do  primeiro  quadrunie 
(Figura  7,3,8). 


Este  sbEidc  p^rece  uma  bacia  com 
um  interior  em  forma  de  cone 


Figura  7J.8 


Solu^ito  Con  forme  a  figura,  era  cada  x  de  [0,  I  ]  a  segSo  transversal  de  R  paraiela  ao  eixo  y 
gera  uma  supcrffcic  cilmdrica  de  altura  x  -  x~  e  raio  x.  Como  a  area  dessa  supcrffcic  6 

2  Jtx(x  —  A  2  ) 
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o  volume  do  solido  e 


Tt 


2jT.v  (a  —  a")  dx  — 


=  2tt  /  (a2  -  j 
Jo 


-  a  )  dx 


fV  a41 

j 

“l  1" 

—  2tt  — -  — 

—  2  71 

.3  4 

0 

3  ~~  A 

71 

6 


* 


►  Exemplo  3  Use  camadas  cilfndricas  para  encontrar  o  volume  do  soli  do  gerado  pel  a 
lota^ao  em  torno  da  reia  _y  =  -1  da  regiao  R  abaixo  de  y  -  x2  e  acima  do  iiuervalo  [0,  2] 
(Figura  7,3,9). 


Solu^do  Em  cada  y  no  interval o  0  <  y  <  4,  a  se^ao  transversal  de  R  paralela  ao  eixo  x  gera 
uma  super  ficie  eilmdnea  de  altura  2  -  JJ  e  raio  y  +  1,  Como  a  area  dessa  superffeie  e 

2;r(y  +  l)(2  -  /y) 


Os  volumes  dos  Exemplos  2  e  3  po- 
dem  tambem  ser  obtidos  pelo  meiodo- 
das  arm  el  as.  Confirms  qua  os  volu¬ 
mes  obtidos  por  aquele  meiodo  eslSo 
de  acordo  com  os  obttdos  peias  ca¬ 
madas  cilfndricas. 


segue  que  o  volume  do  solido  e 


2 7t(y  +  1)(2  -  ,/y  )dy  =  2it 


(2y~fn  +  2-  y'^)dy 


1/2 


1 7  6tt 

TT 


Figuru  73*9 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7.3  (Verpagina  465 para  resposfas.) 


1.  Seja  R  a  regiao  erure  o  eixo  x  e  a  curva  y  =  1  +  ^/x  -  paia 
1  <  a  <  4. 

(a)  Para  x  entie  ]  e  4,  a  area  da  superffeie  cilfndiica  gerada 
pel  a  rotacao  cm  torno  do  eixo  y  da  se^ao  transversal  verti¬ 
cal  de  R  cm  x  e _ . 


(b)  Us  an  do  camadas  ciifndricas,  umaexprcssSo  integral  para  o 

volume  do  solido  gerado  pel  a  roiagao  da  regiao  R  cm  torno 
do  eixo  y  6 _ . 

(c)  O  valor  da  integral  dc  (b)  6  _ _ 
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2*  Seja  R  a  regiao  desert  ta  no  Exercfcio  1 . 

(a)  Para  x  entre  3  e  4.  a  area  da  superb  cie  cilfndrica  gcrada 
pel  a  rotacao  cm  to  mo  da  ret  a  ,v  =  5  da  setjao  transversal 
vertical  de  R  cm  x  ^ _ * 

fb)  Usando  camadas  cilmdricas*  uma  expressSc  integral  para  o 
volume  do  sdlido  gerado  pel  a  roiagao  da  regiao  R  cm  torno 
da  rcta  .v  =  5  6 _  . 


(c)  O  valor  da  integral  de  (h)  6 _ . 

3*  Uni  sdlido  S  c  gerado  pcla  roiagao  cm  tonio  do  eixo  a  da 
regiao  englobada  pdas  cuTvas  ,v  -  (v  -  2)1  e  x  ~  4,  Usando 
ca  i  n  ad  a  sell  f  nd  ri  ca  s ,  u  m a  ex  pre ss  So  i  n  teg  ra  l  pa  ra  o  v o  l  u  m  e 
tie  .S  e  .  O  valor  dessa  integral  e 


EXERCICIOS7.3  @CAS 


1-4  Use  camadas  cilmdricas  para  encontrar  o  volume  do  so  lido 
quo  resulta  quando  a  regiao  sombreada  gira  cm  torno  do  eixo 
indie  ado. 


5-12  Use  camadas  cilindricas  para  encontrar  o  volume  do  so  lido 
que  resulta  quando  a  regiao  englobada  pelas  curvas  gira  cm  torno 
do  ei  so  v. 

5.  y  =  r.  .<■  =  I ,  y  =  0 

6.  y  =  ^/x.  x  =  4,  -v  =  9.  v  =  0 

7.  v  =  1  /a,  y  =  0,  x  —  I .  -v  =  3 

8.  y  -  cos  (a  )  -  x  —  0,  X  -  ^  y  7T',  V  —  0 
9*  v  =  2x  —  1 ,  y  =  —  2x  +  3,  x  —  2 

UK  y  =  2x  —  a2,  y  =  0 

I 

1 L  v  —  —= - „  x  —  0,  x  =  I ,  v  -  D 

"  x1  4-  1 

12,  y  =  e  ,  x  —  1 ,  x  =  V3,  y  —  0 

13-16  Use  camadas  ci  I  indricas  para  encontrar  o  volume  do  sol  Edo 
que  resulta  quando  a  regiao  englobada  pelas  curvas  gira  cm  torno 
do  eixo  x. 

13*  y-xry~  | ,  .t  =  0 
14*  x  =  2y,  y  =  2.  y  =  3,  x  =  0 
15*  y  =  a"  ,  v  =  hy-  0 
16*  xy  =  4h  a  +  y  =  5 


^c]  17.  Use  u  m  CAS  para  encontrar  o  volume  do  sdlido  gerado  quando 
a  regiao  deli  mi  tad  a  por  y  =  e  e  y  —  0  para  I  <  a  <  2  gira  em 
torno  do  eixo  y. 

{c]  18.  Use  urn  CAS  para  encontrar  o  volume  do  sdlido  gerado  quando 
a  regiao  deli  ml  Lada  por  y  ~  cos  x*  y  -  0  e  a  ~  0  para  0  <x  <  jt/2 
gira  em  torno  do  eixo  y. 

j£]19.  Considers  a  regiao  situada  It  direita  do  eixo  y*  i\  esquerda  da 
ret  a  vertical  x  =  k  (0  <  k  <  n)  e  entre  a  eurva  y  —■  sen  a-  e  o  eixo 
a.  Use  uni  CAS  para  encontrar  o  valor  de  k  para  o  qua!  o  sdlido 
que  reset ta  quando  cssa  regiao  gira  em  torno  do  eixo  y  tem  um 
volume  igual  a  8  unidadcs. 


ENFOCANDO  CONCEfTOS 


20.  Sejam  R{  e  R2  regioes  com  a  forma  mostrada  abaixo,  Use 
camadas  cilindricas  para  encontrar  o  volume  do  sdlido  que 
results  quando 

(a)  a  regi2o  Ri  gira  em  torno  do  eixo  y; 

(h)  a  regiao  R2  gira  em  torno  do  eixo  x. 


Figura  Ex -20 


21 .  (a)  Use  camadas  ci  Ifndricas  para  encontrar  o  volu me  do  sd¬ 

lido  que  6  gerado  quando  a  regiao  sob  a  eurva 

>>-r-  3x2  +  2x 

e  acima  de  [Ch  1  ]  gira  cm  torno  do  eixo  y. 

(b)  Para  esse  problem  a*  o  mdtodo  das  camadas  cilfndricas  6 
niais  fiici  I  ou  maisdi  licit  do  que  o  mdtodo  do  fat  i  a  men  ■ 
Uk  discutido  na  ultima  se$ao?  Expiique, 

22.  Sejam/ uma  funqao  com  mu  a  c  nao-negativa  em  f  a.  b]  q  R  a 
regiao  dclimitada  por  y  ^  f{x)  c  y  =  0  para  a  <  x  ^  b.  Usando 
O  mdtodo  das  camadas  cilindricas*  deduza  c  exptique  uma 
fdrmula  para  o  volume  do  sdlido  que  resulta  quando  a  re¬ 
giao  R  gira  em  torno  da  rcta  a  -  k,  sendo  k  <  a. 
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23*  U  se  ca inad a s  ct  I  f ndrlc  as  pa ra  en  con  imr  o  vol time  d  o  sol i  do  q ue  e 
gerado  quando  a  regiao  envoi  vida  por  v  -  1/a\  a  -  L  x  =  2  e  y  =  0 
gira  cm  to  mo  da  reia  .v  =  —  I . 


24* 


Use  camadas  cilfndricas  para  encontrar  o  volume  do  sdlido  que 
e  gerado  quando  a  regiao  envoi  vida  por  y  v  -  ]  c  x  -  0  gira 
cm  torno  da  tela  _v  -  I , 


25,  Use  camadas  cilmdricas  para  cncomrar  o  volume  do  cone  ge¬ 
rado  quando  o  triangnlo  com  vertices  (0*0)*  (0,  r)  e  (lh  0), 
sendo  r  >  0  e  h  >  0*  gira  cm  torno  do  etxo  x. 

26*  A  regiao  entro  a  curva  _y2  =  trca  re  la  x  -  gira  cm  torno  da 
ret  a  v  =  ^k.  Use  camadas  cilmdricas  para  cncomrar  o  volume 

-b. 

do  sdlido  resuliame  (suporiha  k  > 0). 

27.  Con  Tonne  a  figura  a  seguir*  um  buraco  cil  fndrico  e  Teito  passart- 
do  pdo  cenlro  tie  uma  esfera.  Moslre  que  o  volume  do  sdlido 
remanesceme  depende  somente  do  comprimenio  L  do  buraco  e 
nao  do  lain  an  ho  da  osier  a. 


i  i 

L 


Figura  Ex-27 

28.  Use  camadas  ciliYtdricas  para  encontrar  o  volume  do  lorn  ob¬ 

it  do  lazcndo  girar  o  circuit)  .v:  4  v2  =  a  cm  lor  no  da  reia  x  =  Ik 
sendo  h  >  a  >  0.  Potle  ajudar  na  tmeg.racao  tmaginar 

que  a  integral  6  uma  area,  [ 

29.  Sejam  Vs  e  V  os  volumes  dos  soli  dos  rcsuliantes  quando  a  re¬ 
giao  timitada  por  y  =  1  h\  y  =  0,  x  ~  ^  e  x  —  b  (b  >  ^ }  gira  em 
lomo  dos  cixos  x  e  v,  rcspectivamente,  HsS  aigum  valor  de  h 
para  o  qua  I  Vs  =  V '  ? 

30*  (a)  Enconlre  0  volume  V  do  sdlido  que  resit  I  la  quando  a  regiao 
delimitada  por  y  —  I  /( !  4-  C),  y  =  0,  x  =  1  e  x  —  b(b>  1 )  gira  em 
torno  do  etxo  v. 

(b)  Encontre  lirrt  V. 


}/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICiOS  DE  COMPREENSAO  7.3 


1.  (a)  2.t.I'(]  +  yT)  (b)  [  2xr.v ( 1  +  %/x)dx  (c)  39.8  s  2.  (a)  2^(5  —  .r)(  I  +  VO  (b)  /  2jt(5 

3.  [  2^.v(4  —  O’  —  2)21  dy\  '-fn 

Jo 


x)  (1  +  Vx)  dx  (c) 


7.4  COMPRIMENTO  DE  UMA  CURVA  PLANA 


Nesta  segao  utilizaremos  asfermmentas  do  Cdlculo  para  estudaro  probletna  de  encontrar  o 
comprimento  de  uma  curva  plana , 


■  COMPRIMENTO  DE  ARCO 


Intuitivamente,  podemos  pensar  no 
comprimenio  de  arco  de  unrta  curva 
co  mo  o  numero  oblido  alintiando  vm 
pedago  de  barbante  com  a  curva  e 
eni&o  medindo  o  comprimento  do 
barbante  depois  de  espichado. 


Nosso  pi  imcim  objelivo  e  debnir  o  que  seentende  por  comprimento  de  arco ,  ou  simplesinen- 
te  comprimentiK  de  uma  curva  plana  y  —fix)  acima  dc  urn  inlcrvalo  [af  b]  (Figura  7  .4.  \ ).  Uma 
vez  alcanqado  i.sso,  poderemos  nos  concenirar  no  problem  a  de  calcular  comprimenios  de 
arco.  Para  evitar  complicagdes  dcsncccssarias,  ini  pom  os  a  cxigencia  de  que  /'  seja  conifnua 
em  [rv,  b]f  caso  em  que  dizemos  que  y  -fix)  e  uma  curva  Urn  em  [a,  ou  enlao  que/ e  uma 
fungaa  lisa,  ou  suave,  em  \a.  b\.  Assim,  passamos  a  nos  ocupar  do  problems  seguime. 


7.4.1  problem  A  DO  comprimento  m  arco  Suponha  que  y  =  fix)  seja  uma  curva  lisa 
no  iniervalo  [a,  b] |*  Dellna  e  oblenha  uma  formula  para  o  comprimento  de  arco  L  da  curva 
y  -fix)  acima  do  iniervalo  [a,  b\. 


Para  definir  o  comprimento  de  arco  de  uma  curva,  eoineqamos  quebrando  a  curva  em 
segmemos  pequenos.  Emao  aproximamos  esses  segmentos  da  curva  por  segmentos  de  rcta 
e  somamos  os  comprimenios  dos  segmentos  de  rela  para  formal-  uma  soma  de  Riemann.  A 
Figura  7.4.2  i lustra  como  tais  segmentos  dc  rcta  tendem  a  se  tomar  aprox imagoes  cada  vez 
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melhorcs  da  Curvy,  a  medidu  quc  aumenLa  o  numero  de  segmentos  ulili/ados.  Quando  0  nu- 
mcro  de  segmentos  aumenta,  as  somas  de  Ricmann  cor  res  pond  cutes  tendeni  a  uma  integral 
definida  cujo  valor  sera  tornado  como  sen  do  o  comprirnento  de  arco  L  da  curva* 


Figura  7A2 


Figura  7  A3 


Para  implementar  nossa  iddia  tic  resolugao  do  Problema  7  A1 ,  dividimos  o  imcrvalo 
[f?,  b]  cm  n  subintervalos  inserindo  os  pontos  r  1 1  r  2 1  -  -  -  j  ^7j  —  i  on  ire  a  =  jq,  e  b  =  xn.  Como 
mostra  a  parte  superior  da  Fig  nr  a  7.4.3,  sejarn  P\  ,  *  *  *  *  Pn  os  pontos  dacurva  corn  coor- 
denadas  x  iguais  a  a  —  _v0,  _vj ,  x? . x??_i ,  b  —  xn',  agora,  Hg nemos  esses  pontos  por  seg¬ 

ment  os  de  ret  a.  Esses  segmentos  de  re  la  form  am  urn  caminho  poitgonal  que  pode  ser  con- 
siderado  como  uma  aproximagao  da  curva  v  -  fix').  Como  indica  a  pane  inferior  da  Figura 
7.4.3,  o  comprimemo  L,  do  A-^simo  segmemo  do  caminho  poligonal  6 

Lk  -  V( Ax*)2  +  (Ayky-  =  V(A.^)2  +  \f(xk)  -  /(.v,_,)P  (1) 

Agora,  se  somannos  os  comprtmentos  desses  segmentos  de  reia,  obteremos  a  seguinte  apro- 
ximagao  do  comprirnento  L  da  curva 

n  n 

L^Y, L*  =  £  \CAa>)2  +  I/fot)  -  /c*-l)]2  (2) 

k-l  k-l 


Para  coloear  isso  na  forma  dc  uma  soma  dc  Ricmann,  vamos  aplicar  oTeorema  do  Valor  Me¬ 
dio  (5.7  >2),  Bsse  teorema  imp  lie  a  quc  existe  uni  ponto  entre  c  xk  tal  quc 


/(-«>)  -  /to:-l) 
Xk  -Xk-\ 


=  f'Ut)  ou  f(xk)  -  =  /'(.v,*)Ait 


e,  port  an  to,  p  ode  i  nos  reeserever  (2)  conio 


11  i 

Explique  por  que  a  aproKiEna^ao  em 

(£}  oao  pode  ser  maror  do  que  L  Assim>  tomando  0  limite  quando  n  eresce  t  as  extensdes  dos  subinlcrvalos  tendem  a  zero, 

obtemos  a  integral  seguinte  que  define  o  comprirnento  de  arco  L : 


lim  YJ\  +  [/'{.vpi“  A.v.t 

]Ua\  A.ta-  -*+■  0  ’ 


+  [/'{*) I2  dx 


Em  suma,  tern  os  a  seguinte  definiqao: 


7*4,2  i) EE j n i c  ao  Se  v  =  / (x)  for  u m a  e u i  va  lisa  no  i  n ter val o  | a ,  b | ,  e niao  o  co n ipr i  me n - 
to  de  arco  L  dessa  curva  sobre  [ a ,  b\  6  deftnido  por 


+  [fix)]2  dx 
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Esse  resultado  forneee  tanto  uma  definite  quanto  uma  formula  para  ocdlculo  do  com 
primento  de  arc  os,  Quando  for  convcnieute,  (3)  pode  sci  expressa  como 


‘  [ /TTum‘“  ‘  (  f*Wf  “x 


(4) 


Alem  disso,  para  uma  eurva  expressa  na  forma  x  =  g(vX  cm  quo  g  e  contfmia  cm  [c,  d |t  o 
comprimento  dc  arco  L  de  v  =  t  ale  v  =  d  pode  ser  ex  pres  so  como 


+  [i?'f3')P  ^  V  = 


>  - 1: 


i  + 


(5) 


►  Exemplo  1  Eneontre  o  comprimento  dc  arco  da  curva  y  -  a  ’  2  dc  (1,  3 )  ate  (2,  272 ) 
(Figura  7.4.4)  dc  duas  formas:  (a)  usando  a  Formula  (4)  e  (b)  usando  a  Formula  (5). 


So  Initio  (a  )  U  m  a  v ez  q  u c 


c  como  a  curva  sc  estende  de  x  -  3  a  A'  —  2,  usando  (4)  obtemos 


1  — f—  "t  x  dx 


Para  calcular  cssa  integral,  fa/cm  os  a  substituiqao  u 


h  =  I  +  -jc,  du  —  -  dx 

e,  entao,  mudando  os  1  unites  x  de  integragao  (a  -  l,  x  =  2)  para  os  coirespondentes  limites  it 


L 


22-722  —  13-713 
27 


im 


Solu$ao  (b)  Para  aplicar  a  Fdrmula  (5),  precisamos  primeiro  reescrever  a  equagao  y  =  x 


m. 


de  tal  forma  quo  x  seja  expresso  como  uma  funqao  de  y.  Isso  forneee  a  =  f1'  c 


Como  a  curva  se  estende  de  y  =  i  ate  j1  -  275,  usando  (5)  obtemos 


p2d2  I -  1  r2->/2  1 - - - 

l  =  j  v/ !  +  \y~in  dy  =  ~  j  y-,nj +  4 <Jy 

Para  calcular  essa  integral,  fazemos  a  substituigao ;/ 

u  =  9yJ*  +  4,  du  =  6y ^  dy 

c  mudamos  os  limites  y  de  integragao  (y  —  L  v  —  272 )  para  os  correspond*;  rites  limites  u 
(ii  =  1 3,  it  =  22).  Isso  da 


I 


\(22fn  -  (13)v“|  = 


27 


3/2 1  _ 


22722-13713 


27 
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O  erco  desde  o  ponto  (L  1  >  ao  pon- 
io  (2, 2V2 )  rta  Figura  7.4  As  quase 
retor  tile  rnodo  que  0  eomprimenlo  de 
arco  deveria  ser  somenie  um  pouco 
maior  do  qua  a  distancia  em  linha  reta 
entres  esses  do  is  pontos.  Mostre  que 
isso  realm  ente  ooorre. 


Esse  resultado  esui  de  aeordo  com  a  parte  (a);  pordm,  a  imegra^ao  uqui  €  mais  enfadonha, 
Nos  problemas  cm  que  houver  uma  eseolha  entre  (4)  ou  (5),  e  usual  o  case  em  quo  uma  das 
formulas  leva  a  calculos  mais  simples  do  que  a  outra.  A 


m  ENCONTRANDO  O  COMPRIMENTO  DE  ARCO  POR  METODOS  NUMERICOS 

No  proximo  capflulo  desen  volveremos  algumas  tdcnieas  de  integraqao  que  nos  permilirao 
cncontrar  valorcs  exatos  de  outras  integrals  encontravcis  no  calculo  de  coniprimento  de 
arco;  contudo,  falando  vagamente,  a  maioria  dess  as  integrals  6  impossfvel  de  ser  calcula- 
da  em  term  os  de  fungous  el  emen  tares.  Nesses  casos,  geralmente  apmximamos  a  integral 
utilizando  algum  metodo  numerico,  como  a  aproximagao  polo  ponto  medio  diseutida  11a 
Segao  6.4. 


DOMINIO  DA TECNQLQGIA 

Se  seu  rooursocompuiacional  dispu- 
ser  de  um  comando  para  integragao 
numfrica,  use-o  para  confirm  a  r  qua 
0  oomprimento  do  arco  i  no  Example 
2  0,  aprcwlmadaniente.  L  ^3,8202, 


►  Exertlplo  2 

pc  la  integral 


A  partir  cle  (4),  o  coniprimento  de  arco  de  y  -  sen  x  de  x  -  0  a  x  =  nc  dado 


I  H-  (cosx)2dx 


Ossa  integral  nilo  pode  serciilcuiada  em  lermos  de  f’ungdcs  el  erne  n  lares;  porem,  usando  um  recur- 
so  eomputaeional  eapaz  de  Inzer  integragao  numdrica,  obtemos  a  aproximaqao  L  w  3,8202.  A 


■  COMPRIMENTO  DE  ARCO  DE  CURVAS  PARAMETR1CAS 


As  Formulas  (4)  e  (5)  podem  ser  vis¬ 
tas  como  casos  especiais  de  (eg  Por 
example,  a  Formula  (4)  pode  ser  obtl- 
da  a  partir  de  {6)  escrevendo  v  =  /f.v) 
parametriear  norite  como 

rV  =  r  v  =M 

e  a  Formula  (5)  pode  ser  otitida  escre¬ 
vendo  jt  =  j^Cyi  pararnoEricamente  como 
x  -  y  "  t 

(vor  Excrcfcio  13). 


7*4*3  FORMULA  DO  COMPRIMENTO  DE  ARCO  l*A  RA  CURV  AS  PARA  METRIC  AS  Sc  nenhum 
segniemo  da  curva  re  present  ad  a  pel  as  cquagOcs  paramdiricas 

.v  =  x(r)>  3s  =  v(f)  (a  <  t  <  b) 

for  t  rag  ado  mais  de  uma  vcz,  quando  re  re  see  de  a  para  b,  e  sc  dx/dt  e  dy/di  forem  tungoes 
continuas  em  a<t  <  b ,  entao  o  comprimento  de  arco  L  da  curva  e  dado  por 


►  Exemplo  3  Use  (6)  para  cncontrar  a  eircunfereiieia  de  um  cfrculo  de  raio  a  a  partir  das 
e  q  uaedes  para  m  et  ri  cas 

x  =  a  cos  C  y  —  a  sen  t  (0  <  t  <  2jt') 


Soluqao 


r27T 

=  /  a  d  r  — 
Jo 


sen ;  )2  +  {a  cos  t  fdt 

-I 


at 


—  2  7UI 


M) 
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EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7.4  (Verpagina  471  para  respostas.) 


1.  Dizemos  que  uma  lungao  £  lisa,  on  suave,  em  [a.  h]  se  f  for 
_ _  em  [aT  b] . 

2*  Se  uma  lungao/  for  lisa  em  [«,  b],  cntSo  o  compr  tine  nto  da 
curva  y~ftx)  adma  de  | a.  £>|  e _ 

3,  A  distancia  emre  os  ponios  (1 , 0)  e  (<?,  I  )  e _ . 


4.  Seja  /,  o  compri  memo  da  curva  y  ~  In  a  de  { L 0)  a  (t\  1). 

( a)  1  n  teg ra  nd  o  e  m  re  I  agao  a  a\  u  m  a  ex  press  ao  i  n  teg  r  a  I  pa m  L 
e _  . 

(b>  Jntcgrando  em  rclagao  a  y,  uma  ex  press  ao  integral  para  l. 


EXERCICIOS  7.4 


Recurso  Grafico 


c  CAS 


h  Use  o  Teorema  de  Pitagoras  para  eneontrar  o  compri  memo  do 
segmento  de  reta  dev  -  Zventre  (1*  2)  e  (2, 4),  e  confirms  que  o 
valor  esta  de  aeordo  com  o  compri  men  to  cal  cu  I  ado  usando  a: 

(a)  Formula  (4)  (b)  Formula  (5) 

2*  Use  o  Teorema  de  Pitagoras  para  encomrar  o  comprimento 
do  segmemo de  reia  x  =. l  y  ~  5/  (0  <t<  1 ),  e  conJirme  que  o 
valor  esta  de  aeordo  com  o  compri  men  to  c  ale  u  I  ado  usando  a 
Formula  (6). 


3-8  En centre  o  comprimento  de  arco  exato  das  curvas  adma  dos 
interval  os  dados. 


3*  v  =  3.U"  -  I  de  x  =  0  ate  x  -  1 
4*  x  =  {(y2  4-  2)yi  dc  y  =  0  aid  y  =  1 
5.  y  =  x2iy6&x-  ]  at6A-  =  8 
6*  y  =  (,v'  +  8)/( !  6x2)  dc  x  =  2  aid  x  -  3 

7.  24 x  v  =  y4  -r  48  de  y  =  2  ate  y  =  4 

8.  x  —  | y4  +  |y-2  do y  =  \  ate  y  ~  4 


9-14  E  nc  on  ire  o  coin  pri  me  nto  de  are  o  exato  d  as  e  u  rvas  para  met  rt  - 
cas  dad  as  sem  diminar  o  parametro. 

9*  x  —  y  ~  |f2  (G<r<i  1} 

10.  jt  =  (1  +  ()%>■  =  (I  +0* (0 </£  1) 

1 1,  x  =  cos  2(.  y  =  sen  2 1  (0  <  t  <  ttZ 2) 

!2,  x  -  cos  f  +  r  sen  /.  y  =  sen  t  - 1  cos  I  (0  <  t  <  tt) 

1 3*  x  =  e  COS  U  y  =  e  sen  i  (0  <  t  <  jt/2) 

14.  x  =  e  (sen  /  +  cos  /),  y  -  /(cos  t  —  sen  /)  ( I  <  t  <  4) 

15-16  Exprcsse  o  comprimento  de  arco  exato  da  curva  aci  nia  do 
intervalo  dado*  conio  uma  integral  que  tenha  side  simplificada 
para  eliminar  o  radical;  cm  seguida*  calculc  a  integral  usando 
urn  CAS. 

"cl  1 5*  y  =  In  (see  x)  dc  x  =  0  ate  x  n/4 
[c]  t6*  y  =  In  (sen  x)  de  x  ~  tt/ 4  atd  .v  -  tt/ 2 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


17.  Considerc  a  curva  y  -  x^'\ 

(a)  Esbocc  a  parte  da  curva  entre  x  - -  l  e  x  =  8, 


(b)  Expl iq tie  pgr  que  a  Formula  (4)  nao  pode  scr  usada 
para  eneontrar  o  comprimento  dc  arco  da  curva  esbo- 
gada  ecu  (a). 

(e)  Eneontre  o  comprimento  de  arco  da  curva  esboqada 
ein  (a). 

18.  Deduza  as  Formulas  (4)  e  (5)  da  Formula  (6),  escolhendo 
uma  para  met  it /a  gao  apropriada  das  curva  s. 

1 9.  Considere  os  seg memos  de  curva  y  —  xr  de  aj  ==  ^  x  =  2 
e  o  see  men  to  de  curva  y  —  */y  de  \  —  4  ai£.v=4. 

(a)  Fag  a  o  grafico  dos  dois  seg  memos  dc  curva  e  utilize- 
os  para  cxplicar  por  que  os  comprimentos  desses  dois 
seg  memos  deveriam  ser  iguais. 

(b)  Monte  integrais  que  deem  os  comprimentos  de  arco  dos 
dois  seg  men  tos  dc  curva,  coin  integral  ao  em  relagao 
a  x.  Demons  tre  com  uma  substituigao  que  ess  as  duas 
integrais  sao  iguais- 

(c )  M on  tc  i  ntegra i  s  q  uc  deem  os  co m pr  i  me n  t  os  de  a  rco  dos 
dois  seg  men  tos  de  curva,  com  integragao  cin  relagao  ay. 

(cl)  A  proximo  o  comprimento  dc  arco  de  cada  segmento  de 
curva  usando  a  Formula  (2)  com  is  =  10  sub  interval  os 
iguais. 

(e)  Qual  das  duas  aprox  imagoes  cm  (d)  e  mats  precis  a? 
Expl  tq  LEU, 

( f)  U  sc  a  a  pro  x  i  mag  ao  pc  I  o  po  nto  rndtl  i  o  co  m  is  =  1 0  s  u  l>3  tv 
tervalos  para  aproximar  cada  integral  de  comprimento 
de  arco  cm  (d),  ate  quatro  casas  dec i mats, 

(g)  Use  uma  calcul  adorn  com  integragao  numeric  a  para 
aproximar  cada  integral  dc  comprimento  de  arco  cm  (b), 
ate  quatro  casas  decimals. 

20.  Siga  as  instmgoes  do  Exercicio  19  para  os  segmentos  de 
curva  v  -  x  de  x  =  10  ate  x  =  1  e  para  o  segment o  de 
curva  v  -  x  de  .y-  10  ate  ,r  -  L 

21.  Siga  as  instrugdes  do  Exercfcio  19  para  os  seg  men  Los  dc 
curva  y  =  tg  x  dc  a  =  0  aid  a  =  jt/3  c  para  o  segment o  dc 
curva  y  =  arc  ig  x  de  af  =  0  aid  x  =  v''3- 

22.  Scja  y  =  J[x)  uma  curva  lisa  no  intervalo  fechado  la,  /?]. 
Prove  que.  se  e  A/  sao  mimeros  nao- negatives,  tais  que 
m  <  \f(x)\  <  M  para  cada  a  em  [ a ,  6]*  entao  o  compri- 
menlo  de  arco  dc  y-fix)  acima  do  intervalo  [«*  b]  saLisfaz 
as  desigualdades 

{b  -  aW  1  +  in1  il<{b~  a)  VI  +  M2 
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2X  Use  o  resuUado  do  Exercicio  22  para  mostrar  que  o  compri¬ 
mento  tie  arco  L  de  y  -  sec  a-  ad  mo  do  intervalo  0  <  v  <tt/3 
satisfaz 

n  t  x  rn: 


@24,  Utn  jog  ado  r  de  basqucte  convene  uma  cesta.  S  upon  ha  que  a 
trajcloria  da  bola  a  parr  if  do  moment  o  cm  que  c  I  an gad a  ate 
eulrar  no  arco  seja  desei  tta  por 

v  =  2  J  5  +  2,09*  -  0,4 1  *2,  0  <  *  <  4,6 

onde  x  d  a  distSncia  horizontal  (em  metros)  desde  o  ponto  em 
que  d  langada  e  y  e  a  distancia  vertical  (em  metros)  adma  do 
diao.  Use  um  CAS  on  tuna  cal  cu  I  adorn  cientihca  com  integra- 
gao  numericu  para  aproximar  a  distancia  percorrida  pda  bo] a, 
desde  a  momento  em  que  t  langada  ate  entrar  no  arco.  Arredon¬ 
do  o  resultado  para  duas  casas  decimals. 


onde  x  d  a  distancia  horizontal  em  jardas  (1  jarda  =  0,  91  m) 
desde  o  ponto  onde  a  bola  d  atingida,  e  y  6  a  distancia  vorti¬ 
cal  cm  jardas  acima  da  parte  plana  do  campo  do  golfe  entre 
os  buracos.  Use  um  CAS  ou  uma  calculadora  com  integragfio 
numeric  a  para  eneonirar  a  distancia  percorrida  pel  a  bola  desde 
o  momento  da  taeada  aid  atingir  a  grama,  Suponha  quo  a  parte 
plana  do  campo  entre  os  buracos  c  a  grama  eslfl  no  mesmo  nivel 
e  arredonde  sua  resposta  para  duas  casas  decimals. 

@28.  (a)  Na  SegSo  1.8  vimos  que  uma  cicloide  d  o  cam  in  ho  traga- 
do  por  um  ponto  na  bold  a  de  uma  roda  que  rola  ao  longo 
de  uma  rcta  (Ficura  1.8.14).  Use  as  equagocs  paramclricas 
m  Formula  (11)  daquela  segao  para  rnosirar  que  o  compri- 
mento  L  de  um  arco  dc  uma  cicloide  6  dado  pela  integral 

L  —  a  I  V2(1  -  cos  8)  tf 6 
Jo 

(b)  Use  um  CAS  para  mostrar  que  L  e  8  vezes  o  raio  da  roda 
(veja  a  figura  abaixo). 


@25.  Encontre  um  valor  positive  de  k  (aid  duas  casas  decimals)  tal 
que  a  curva  y  -  k  sen  _v  ten  ha  um  comprhnenio  de  arco  igua]  a 
L  =■  5  unidades  adma  do  intervale  de  x  =  0  a  x  =  n.  ISitgesiao: 
Encontre  uma  integral  para  o  comprimento  de  arco  L  em  ler- 
mos  de  Ar,  e  entao  use  um  CAS  ou  uma  ca  leu  I  adorn  cientifica 
com  in  teg  rag  So  numeric  a  para  eneontrar  valores  inteiros  dc  k 
nos  quais  os  valores  L  -  5  tem  sinai s  opostos.  Complete  a  so- 
lugao  usando  o  Tcorema  do  Valor  In  termed  iario  (2.5.7)  para 
a  pros  i  mar  o  valor  de  k.  com  duas  casas  decimals.  | 

@26,  Con  forme  a  figura  abaixo.  uma  viga  horizontal  com  di  men sues 
2  pol  x  6  pol  x  1 6  pcs  (!2  pel  =  I  pc)  fixada  nos  dois  extremes 
d  sujcila  a  uma  carga  uni  form  entente  distribut'd  a  de  1 20  lb/pd. 
Como  result  ado  da  carga,  a  1  inha  central  da  viga  sofre  uma  de- 
llexao,  que  d  de.se rit a  por 

y  —  ~  I  ,67  X  10'V  -  2L.v  ’+  Z.V) 

(0  <x<  1 92).  onde  L  =  1 92  pol  c  o  comprimento  da  viga  sem 
carga,  .v  e  a  distancia  horizontal  ao  longo  da  viga.  medida  em 
polegadas,  a  parti r  do  extremo  esquerdo,  e  v  e  a  deflexao  da 
llnha  central  em  polegadas. 

( a)  Fag  a  o  gi  n  ii  c  o  de  y  versus  x  pa  ra  0  <  x  <  192. 

(b)  Encontre  a  deflexao  maxima  da  3 inha  central. 

(c)  Use  um  CAS  ou  uma  ca  leu  I  ad  ora  com  integragao  numd- 
rica  para  encomrar  o  comprimento  da  3 inha  central  da 
viga  enrregada.  Arredondo  sua  resposta  para  duas  easas 
decimals. 


+  -v 


.v  =  0 


a  =  !92  Figura  Ex-26 


@27.  Um  golfista  da  uma  lacada  com  sucesso.  Suponha  que  a  tra- 
jetdria  da  bola  do  momento  da  taeada  aid  atingir  a  grama  seja 
desert  la  por 

>  =  12,54*-  0,41/ 


*v 


Figura  Ex-28 


fC  29.  Allrmou-se  no  Exercicio  45  da  Segao  I  -8  que  a  curva  dadn  pa- 
i'ametiicamente  pdas  equagoes 

3  i  3  j 

*  -  a  cos  o,  y  -  a  sen  <p 

6  denorni  nada  hipoekioide  de  qualm  citspides  (tambdm  cha- 
mada  as t wide), 

(a)  Use  um  recurso  gn'itico  compuiacional  para  gerar  o  grdfico 
no  caso  em  que  a  =  L  tragando-a  exatametite  uma  vcz, 

(b)  Encontre  o  comprimento  de  arco  exato  da  curva  de  (a). 

30,  Mostre  que  o  comprimento  de  arco  total  da  el  ipse  *  =  a  cos  r, 
v  =  h  sen  f,  0  <t<  271,  para  a  >  /?  >  0,  c  dado  por 


4a  V 

Jo 


I  —  A’2  cos-  /  dt 


onde  k  —  a2  —  b2/a . 

c]3L  (a)  Mostre  quo  o  comprimento  de  arco  total  da 


x  -  2  cos  ty  y  =  sen  t  (0  <t<  2 it) 


c  dado  por 


+  3  sen2 /  di 


( b)  U  sc  u  in  CAS  ou  u  ma  ca  I  cu  l  ad  ora  cienti  f i  ca  c  o  m  i  n  tegragao 
numeric  a  para  aproximar  o  comprimento  de  arco  de  (a). 
Arredondo  sua  resposta  para  duas  easas  decimals, 

(c)  Suponha  t[ue  as  equagoes  paramclricas  de  (it)  descrevain  a 
irajctOria  de  uma  pamcula  movendo-sc  no  piano  at.  onde  r 
estii  em  segimdos  e  x  e  y  em  centfmetros.  Use  um  CAS  on 
uma  ealculadora  cientffica  com  integragao  numerica  para 
aproximar  a  distancia  percorrida  pda  paitfcula  dc  /=  1.5  satd 
{ -4,8  s.  Antxtondc  sua  icsposta  para  duas  casas  dedmais. 
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RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7,4 


1.  coimnua  2. 


(  V 1  +  [f'(x)]2dx  i.  ^/(e  -  !)-  +  I  4.  (a)/  v/j+U  /x)2dx  f  </\  +  e2?dy 

J 1  Jo 


7.5  AREA  DE  UMA  SUPERFICIE  DE  REVOLUpAO 


Nesta  segdo  consideraremos  o  problem  a  de  encontrar  a  area  de  uma  superficie  gerada  pela 
rot a^  do  de  uma  citrva  plana  em  tamo  de  uma  ret  a. 


■  AREA  DE  SUPERFIC1E 

Uma  superficie  de  revoluqdo  6  uma  superficie  gerada  pela  rotagao  de  uma  curva  plana  em 
torno  de  um  eixo  que  se  silua  no  mesmo  piano  da  curva.  Por  exemplo,  a  superffcie  de  uma  es- 
fera  pode  ser  gerada  ao  sc  fazer  girar  urn  semiefrculo  em  torno  de  sen  difcnctro,  e  a  superficie 
lateral  de  uni  cilindro  circular  re  to  pode  ser  gerada  pela  rotagao  de  um  segmento  de  reta  em 
torno  de  uni  eixo  paraldo  a  cle  (Figura  7-5*1  ). 


Figura  7.5*1 


Nest  a  segao  esiaremos  preocupados  com  o  problema  seguinte* 


Figura  7*5*2 


7.5*1  problema  da  area  de  SUPERFICIE  Suponha  que  /  seja  uma  fungao  lisae  nao- 
negativa  em  [a,  b]  e  que  uma  superffcie  de  revolugao  scja  gerada  pc  la  rotagao  da  parte  da 
curva  v  =  fix)  entre  x  —  a  e  jc  —  b  em  torno  do  eixo  x  (Figura  7.5*2),  Deiina  o  que  podemos 
en lender  por  area  S  da  superffcie  e  encontre  uma  formula  para  calcula-la. 


Para  motivar  uma  definigao  apropriada  de  area  S  de  uma  superficie  de  revolugao,  vamos 
deco  m  por  a  superffcie  cm  pequenas  sc  goes  cujas  areas  possam  scr  aproximadas  por  formulas 
elementares,  Somando  as  apmximagoes  das  areas  das  segdes*  obtemos  uma  soma  de  Rie- 
niann  que  aproxima  5,  c  tomando  o  limitc  da  soma  de  Riemauru  obtemos  uma  integral  para 
o  valor  exato  de  S. 

Para  implementar  essa  idei.a,  vamos  dividir  o  intervalo  [at  b]  cm  n  subin terv alos,  inse- 
rindo  os  ponies  xv  a,,...,  a:w_,  entre  a  ~  xu  e  b  ~  xtr  Con  forme  ilustrado  na  Figura  7.5.3  a,  os 
pontos  corresponded  tes  do  gralsco  de/defmem  um  caininho  poligonal  quo  aproxima  a  curva 
v  -  fix)  aeima  do  intervalo  [a,  b],  Quando  esse  caminho  poligonal  gira  em  torno  do  eixo  x. 
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gera  uma  superficiequeconsisteem  n  partes,  eada  umadelas  sendo  um  ironcode  cone  circu¬ 
lar  reto  (Figura  1.53b).  Assim.  a  arcade  cada  pailc  da  supcrffcie  aproximanle  pode  scr  obtida 
pela  formula 

5  =  t r(rE  +  r2)t  ( I ) 

para  a  drea  lateral  5  de  um  iron  Co  de  cone  de  allura  inclinada  /  e  ruios  das  bases  /■,  e  j\  (Figura 
7.5.4),  Conforme  sugcrido  pela  Figura  7.5.5,  o  fc-esimo  tronco  de  cone  tem  raios/t*^)  c  f(xk) 
e  almra  Axk,  Sua  allura  inclinada  6  o  eomprimento  Lk  do  £-dsimo  segmenLo  de  i eta  da  poligo- 
nal  o  qual,  pela  Formula  (1)  da  Segao  7,4,  e 


Lk  -  V(A.r*)2  +  [/(.v*)  -  i2 


Assirtn  a  area  lateral  S(  do  £-esimo  Ironco  de  cone  6 


St  -  ,Tf/(.Tt._j)  +  flXt)W(AXt)2  +  I  f{Xk )  -  /{■**- 1)]2 
Sc  somarmOxS  essas  areas,  vamos  obter  a  scguinte  aproximagao  da  area  S  da  superfTcie  inieira: 


S  **  Y  +  /(*i)KAA**)2  +  \.f{Xk)  -  /(**-l)]2 


(2) 


Jt=I 


Para  eoloear  isso  na  forma  de  uma  soma  de  Riemann,  vamos  apliear  oTeorema  do  Valor  Me¬ 
dio  (5.72).  Esse  leorema  Impllea  a  exist&ncia  de  um  ponto  x%  entre  xk_}  e  xk,  lal  que 


=  f )  011  fUk )  -  /(■**- 1 }  =  f'(xk)Axk 


-H  ~  *k- 1 

e,  assim,  podemos  reese rover  (2)  como 


re  _ 

S*Y  +  /(^)]v/i  +  [/K)]2a^ 


(3) 


*S=I 


No  entanto,  isso  ainda  nao  c  uma  soma  de  Riemann,  pots  envoi ve  as  variaveis  e  Para 
el i minar  essas  variaveis  da  expressao,  observe  que  o  valor  medio  dos  niimeros  f(xk  L )  e  f(xk) 
csta  entre  esses  niimeros.  Dessa  forma,  a  continuidade  de  /  e  o  Teorema  do  Valor  Intermedia- 
rio  (2.5.7)  implieam  a  existencia  de  um  ponto  x:3  entre  e  de  tal  inodo  que 

;(/(.v*-])+ /(a-*)i  =  /(*n 

Assim,  (2)  pode  serexpressa  como 

s  Y  +  l/K)]2 

£=l 

Embora  cssa  expressao  csteja  proxima  a  forma  de  uma  soma  dc  Riemann,  ela  nao  e  uma  soma 
de  Riemann  verdadeira,  pois  envoi  ve  duas  variaveis  xk  e  xj*,  cm  ve/  de  somente  x%+  Entre- 
tan  to,  prova-se  cm  Calculo  avan^ado  que  isso  nao  tem  non  hum  efeito  sobre  o  timite*  devido  a 


Figura  7,5.3 


Figura  7,5,4 
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Fig ura  7.5.5 


continuidade  de  /,  Desse  mode,  podemos  supor  que  x%*  =  ay*  ao  tomar  o  limite,  o  que  sugere 
que  S  possa  ser  definida  como 


lim 

max  Ajfi 


SlixfQcnJi  +  r/'W)]2  *xt  = 

k=\ 


2nf(x)\J  I  +  f /'(a)  |-  </.v 


Em  suma,  temos  a  seguinte  defmi^ao: 


7.5*2  mcFiM^AO  Se  /  lot  uma  lungao  lisa  e  naomegaliva  em  [a>  bf  enlao  a  area  da 
superffeie  de  revolugao  gerada  pel  a  roiagao  da  parse  da  curva  y  —  fix)  entre  jc  —  a  e  x  —  /j 
em  torno  do  eixo  x  e  definida  por 


27T/(A )  i  +  [f'{x)\-dx 


Esse  resultado  I’omeee  tamo  uma  definlgSo  quanio  uma  lomiu la  para  o  e&lculo  de  areas  dc 
superficies.  Quando  for  convenient,  essa  formula  tambem  pode  ser  expnessa  coma 


fb  _ 

5=  /  2nf(xW  1  +  [/'(*)]%* 

Jii 


Aleut  disso,  se  g  for  nao-negativa  e  x  -  g(y)  for  uma  curva  lisa  cm  fcs  d\,  entao  a  area  da 
superfTcie  gerada  quando  a  parte  da  curva  x -  "(y)  entre  y  =  ct  y  =  d gira  em  torno  do  eixo  y 
pode  ser  expressa  como 


2?rg  ( v)  vO  +  f*'0’)F  dy 


►  Exemplo  1  Enconire  a  area  da  superlXcie  gerada  pel  a  rotagao  da  parte  da  curva  y  —  a* 
entre  x  =  0  e  a  =  i  em  lorno  do  eixo  x  (Figura  7.5.6). 


>  ■p 

Sofufdo  Como  y  =  x\  temos  r/yMv  -  3a"  et  poriamo,  a  pariir  de  (4)t  a  area  S  da  superffeie  e 


2,7 

36 


jT 

27 
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►  Exemplo  2  Eneontre  a  area  da  superffcie  gerada  pel  a  roia^ao  da  pane  da  curva  y  -  jf 
entre  a  =  1  e  x  -  2  cm  torno  do  eixo  v  (Figura  7.5.7), 


Solugao  Como  a  curva  gira  cm  Torno  do  cixo  y,  vamos  aplicar  a  Formula  (5),  Com  essa 
final idade,  vamos  reescrever  y  -  x 1  como  x  —  jy  e  observar  que  os  valores  de  y  correspon- 
dcntes  a  x  —  1  e  a  =  2  sao  y-  3  e  y  -  4.  Lima  vez  quo  x  ^/y,  tern  os  rfjc/dy  —  1  /  (2yy )  e5 
port  a  nl  o,  a  partir  de  (5),  a  area  da  superffcie  e 


=  : t  v''''4y  -|-  I  dy 


IS  —  4  y  +  ] 
tin  ts  4  dy 


71  I  y2 

IT' 


17 


71 


=  -{17-Vi-5 
6 


m 


)  ^  30,85  ^ 


iX  EXERCiCIOS  DE  COWIPREENSAG  7.5  {Ver paging  476 para  respostas.) 


L  Se/ lor  uma  funqao  lisa  e  nao  negaiiva  em  fa,  />j,  enijSo  a  firea 
de  superffcie  .S’  da  superffcie  de  revoluqao  que  e  gerada  q nan- 
do  a  parle  da  curva  y  =Jlx)  enlre  x  =  a  e  x-  =  h  gira  em  lomo  do 
eixo  .v  6 _ . 

2,  A  area  lateral  do  tronco  dc  cone  de  akura  inclinada  \/T0  e 
raios de  base  v,  —  \  u  r7  —  26 _ t+ 

3-  Uma  expicssao  integral  para  a  area  da  superffcie  que  e  gerada 
quando  o  segmcnto  de  reta  qLte  iiga  (3,  1)  a  (6,  2)  gira  em  torno 


do  eixo  x  6 _ .  O  valor  dess  a  integral  e  ______ 

4.  Uma  expressao  integral  para  a  area  da  superffcie  que  6  gerada 
quando  o  segmento  de  reta  qLie  liga  (3.  3 )  a  (6.2)  gira  em  torno 
do  eixo  y  6 _ .  O  valor  dess  a  integral  c  _ _ . 


EXERCICIOS  7.5 


CAS 


1-4  Eneontre  a  area  da  superffcie  gerada  quando  a  curva  dada  gira 
em  torno  do  eixo  x. 

1.  y  =  7a,  0  <  x  <  1 

2.  y  =  Jx>  1  <  x  <  4 

3.  v  =  J 4  —  a1 2,  —  I  <  x  <  3 

4+  x  —  $f\\  I  <  y  <  8 

5-B  Eneontre  a  area  da  superffcie  gerada  quando  a  curva  dada  gira 
cm  torno  do  eixo  y. 

5+  x  =  9y  -h  3 ,  0  <  y  <  2 


6.  x  —  y\  0  <  y  <  1 

7.  A-  =  d9  -  -2  <  y  <  2 

8.  A  =  271^7,  -  I  <  y  <  0 

9-1 2  Use  urn  CAS  para  encontrar  a  area  exata  da  supertieie  gcra 
da  quando  a  curva  dada  gira  em  torno  do  eixo  dado. 

9.  y  =  <Jx  -  \xV2,  1  <  x  <  3;  eixo  a 

i." 

[cl  10.  y  =  |a3 * *  -f-  3  <  a  <  2;  eixo  a 

df]lL  8,vy:  =  2y6  +  .1,  l  <  y  <  2:  eixo  y 
jf]  12*  x  —  */  1 6  -  y.  0  <  y  <  3  5;  eixoy 
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13-16  Use  mu  CAS*  ou  Lima  caleujadora  com  mtcgmgao  numc- 
riea,  para  aproximar  a  area  da  superffeie  gerada  quando  a  curva 
dada  gira  em  torno  do  eixo  dado,  Arredondo  sua  resposta  para 
duas  casas  decimais. 


fc~|  13,  v  -  sen  jc.  0£x£  n:  cixo  x 
[C]  14,  a  =  tg  y,  0  <  y  <  tt/4:  cixo  y 
[cl  1 5,  y  =  <?\  0  <  .v <  l ;  cixo  .v 
[cl  I 6,  y  =  e\  I  £  y  <,  e;  cixo  y 

17-18  Aproximc  a  area  da  supedYcie  usando  a  Formula  (2)  com 
a  =  20  sub  intervals  tic  mesmo  comprimento.  Arredondo  sua  rex- 
posta  para  duas  casas  decimals. 


17.  A  su  per  lie  i  c  do  E  xercic  i  o  E  3  * 

18.  A  superffeie  do  Exercicio  16. 

19.  Use  a  Formula  (4)  para  moxtrar  que  a  area  lateral  S  de  urn  cone 
circular  reto  de  altura  h  e  raio  da  base  re 

S  —  m  fir2  +  h2 

20.  Most  re  quo  a  area  da  superffeie  de  uma  esfera  de  raio  r  C  4jr r~¥ 
\Sugextdo:  Giro  o  semicfrculo  y  —  >/V2  —  x~  cm  Lot  no  do 
cixo  x.  1 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


21*  (a)  A  fig  Lira  no  Exercicio  49  da  Segao  7.2  mostra  uma 
calota  esf erica  dc  altura  fu  cortada  de  uma  esfera  de 


raio  r  Mostre  que  a  area  da  superffeie  S  da  calota  e 
S  —  2jrrh.  [Sugesfiio:  Fag  a  uma  parte  apropriada  do 
cfrculo  jc‘  +  y2  =  r  girar  cm  torno  do  cixo  y.] 


(b)  A  parte  da  esfera  cortada  par  dots  pianos  para  lei  os  6 
ehamada  de  zona.  Use  o  result  ado  de  (a)  para  mostrar 
que  a  area  da  superffeie  de  uma  /on a  depends  do  raio 
da  esfera  e  da  distancia  entre  os  pianos,  mas  nao  da 
localizagaoda  zona, 


22,  (a)  Sc  um  cone  de  altura  inclinada  f  c  raio  da  base  r  for 
con  ado  vertical  men  te  aberto  sob  re  um  piano,  entao, 
conformo  mostra  a  Figura  Ex-22,  obrem-se  um  se- 
tor  circular  de  raio  f.  Use  a  formula  A  =  i/2#  para 
a  area  de  um  set  or  de  raio  /  e  Angulo  central  0  (em 
radio  nos)  para  mostrar  que  a  drea  da  superffeie  lateral 
do  cone  6  jr rL 

(b)  Use  o  res  tilt  ado  de  (a)  para  obter  a  Formula  ( I )  para  a 
area  da  superffeie  lateral  de  um  tronco  tie  cone. 


Figura  Ex-22 

23.  S  upon  ha  que  y  -  fix)  seja  uma  curva  suave  no  interval© 
\a,  e  que/(x)  >  0  para  cad  a  a  <x<b.  Deduza  uma  formula 


para  a  area  da  superffeie  gerada  quando  a  curva  y  -  fix), 
a  <  a  <  b  gira  em  torno  da  reta  y  =  —k  {k  >  0). 

24,  Seja  y  -  fix)  uma  curva  lisa  no  intervale  fir  b  ]  c  s  upon  ha 
que  fix)  >  f)  para  a  <  a  <  h.  Pelo  Tborema  do  Valor  Ex¬ 
tra  mo  (5.4.2),  a  fungao  f  tern  uni  valor  maxi  mo  K  e  uni 
valor  mini  mo  k  em  [a,  4].  Prove:  se  L  for  o  comprimento 
de  curva  da  curva  y  =  f(x)  entre  x  ~  a  c  x  =  lx  e  se  S  for  a 
area  da  superffeie  gerada  quando  essa  curva  gira  em  torno 
do  cixo  a*  emao 

2  ?rkL  <  S  <  2jt  KL 

25,  Use  os  resuitados  do  exerefcio  anterior  e  do  Exercicio  23 
da  Seeiio  7.4  para  mostrar  que  a  area  S  da  superffeie  gerada 
quando  a  curva  y  =  sec  a*  0  <  x  <  nB  gira  em  torno  do  eixo 
x  satisfaz 

2t2  4,t2 

—  <  5  <  - — - 

3  “  “  3 

26,  Seja  y  =  fix)  uma  curva  suave  em  [a,  b]  e  s  upon  ha  que  fix) 
>  0  para  u  <  a-  <  b.  Sejam  A  a  area  sob  a  curva  y  =  /(a)  entre 
x  -  a  e  x  =  b  c  S  a  area  da  superffeie  gerada  quando  essa 
seqao  da  curva  gira  em  torno  do  cixo  ,v, 

(a)  Prove  que  2rr/\  <  S. 

(b)  Para  quais  fun  goes  /  6  2 jiA  -  S ? 

27-23  Nestes  exerefeios,  divida  O  intervalo  fix  b]  em  j;  subimerva- 
los  tnserindo os  pontes  t] ,  (2, . . . ,  ttJ-i  entre  ci  =  tueb  =  4 e  supO“ 
uha  que  x'(f)  c  y'(f)  sejam  fungoes  continues  tais  que  rtenhuma 
parte  da  curva 

-f  =.v(f),  =  (a<i<  b) 

seja  pence rrida  mats  de  uma  ve/. 


27.  Seja  S  a  area  da  superffeie  gerada  quando  a  curva 
x  =  xifl  y  =  yU)  [a  <  t  <  f>)  gira  cm  torno  do  eixo  a,  Bx- 
pliquo  como  S  pode  ser  aproximada  por 

/i 

S  S5  SetMU-i)  + 

k=\ 

x  -Mh-tW  +  b’dt)  -  Kfc-1)]1 ) 


U  san  do  res  u  I  lad  os  do  Calculo  avangado*  pode  ser  tn  os  tra¬ 
de  que.  quando  Ar*  — >  0,  essa  soma  converge  a 


f 

Jci 


2jry(?)vV(OP  +  [y'(012  dt 


28.  Seja  S  a  tirea  da  superffeie  gerada  quando  a  curva 
x  -  a(0-  y  =  y(0  (r^  ^  t  <  h)  gira  em  tortto  do  cixo  y,  Ex- 
plique  como  5  pode  ser  aproximada  por 

11 

$  ^  +  -v(4)] 

i=] 

x  s/(.v(4) -xit^{)fi  +  \yOO  -y(4_i)]2) 


U  san  do  resultados  do  Cdlculo  avangado,  pode  ser  m  os  tra¬ 
de  que*  quando  A 4  0,  essa  soma  converge  a 


vfcoi2  +  iy(/)i2^ 
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29-36  Use  as  Formulas  (A)  e  (B)  dos  Exencfeios  27  a  28. 


29*  Encontre  a  arcii  da  super!  fcic  gerada  qua  rule  a  curva  paratndtrU 
ea  .v  =  /2,  _v  =  2/  (0  <  /  <  4)  oira  cm  tor  no  (Jo  eixo  a". 


30*  Use  urn  CAS  para  cncontrar  a  area  da  superffrie  gerada  quando 
a  curva  parametrica 


x  =  co s2rf  y  =  5  son  t  (0  <t<ni2) 
gira  cm  tome  do  eixo  jo 

31*  Encontre  a  area  da  superffeie  gerada  quando  a  curva  paramdtro 
ca  x  =  L  y  -  2f  (0  <  t  <  1 )  gira  cm  tomo  do  eixo  y. 

32*  Encontre  a  area  da  supcrficie  gerada  quando  as  equates 
x  =  cos  '  f,  v  =  serf  /  (0  <  t  <  n(2)  giram  em  tomo  do  eixo  y\ 

33*  Fax en  do  gi  rar  o  $em  iei rcu  f  o 


x  —  r cos t,  y  =  r sen  t  (0 <t  <  tt) 


etn  tomo  do  eixo  _*r  most  re  que  a  area  da  superficie  de  uma 
esfera  de  raio  re  4:rf\ 

34.  As  equates 


jl  =  a  o  -  a  sen  <p,  y  —  a —  a  cos  O  (0  S  0  <  2x) 


representam  o  arco  de  uma  cielbidc.  Mostrc  que  a  drea  da 
superficie  gerada  quando  essa  curva  gira  cm  tomo  do  eixo  .v  6 
S  —  64 jui/2.  [ Sugestdo:  Use  as  iderUidades 


sen 


4>  I  —  cos 0  i  .  r,  2  .. 

—  =  - — — — —  c  sen'  <p  =  ( 1  -  cos'  0)  sen  0, 


para  aj  iidar  ua  integrated 

jc]  35.  Use  um  CAS  para  eneomrar  a  area  da  supertYeie  gerada  quando 
a  curva  param&rica  x  =  e  cos  /.  v  =  e1  sen  t  (0  <i  f  tt/2)  gira  cm 
lomo  do  eixo  ,x. 


36*  Dedu/a  as  Formulas  (4)  e  (5)  das  Formulas  (A)  e  (B)  dos  Exer- 
cfcios  27  e  28s escolhendo uma  para  met  rixa^ao apmpriada  para 
as  curvas  v  =  /{ x)  e  x  =  g  (y). 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7.5 


I.  £  2jt/(a-)/i  +lf’(x)]idx  2.  3VTo^r  3.  £ (2x)  (i}  dx  =  j*  dx:  3VI0t 

1.  J  (2jr)(3v)vT0fO;  9 v'To  jr 


7.6  VALOR  MEDIO  DE  UMA  FUNQAO  E  SUAS  APLICApOES 


Nest  a  se("do  definite  mos  a  nogdo  de  'valor  medio*  de  uma  funeCw  e  apresentaremos  van  as 
aplicagdes  dessa  idem , 


■  VALOR  MEDIO  DE  UMA  FUNpAO  CONTINUA 

Em  trabaihos  cienlificos,  muitas  ve/esas  i  nformagdes  numerical  sao  resumidas  caleulando- 
se  nlgum  tipo  do  media  ou  valor  medio  dos  dados  observados.  Hd  varies  ijpos  de  media,  po 
rem,  a  mats  comma  e  a  media  a, ritmetica,  ibrmada  somandu-se  os  dados  e  dividindo-se  polo 
ndniero  deles.  Assim,  a  media  aritmetica  d  dos  n  ndmeros  a2 ,...,  an  e 

m  1  l  'tp 

a  =  “(«|  4* &2  +  +  ^  +  aH)  =  -  }  rq 

n  n  k=i 

No  caso  cm  que  os  ak  sao  va lores  de  uma  funqao/,  digamos 

-  f(x J,  a ,  -  f(x2)r  f(xj 

emao  a  media  aritm^tica  d  desses  valores  da  fun^ao  e 

i 


a^-Tf{xk) 

n  “ 


^=i 


Vatnos  mostrar  agora  como  ampliar  esse  concetto  de  lat  forma  que  possamos  caleular 
nao  some ntc  a  media  ariimciica  de  um  nmnero  finito  de  valores  da  funqao,  mas  tambem  uma 


Capitulo  7  /  Apiicagoes  da  Integral  Detinida  na  Geometria,  nas  Ciencras  e  na  Engenharia  477 


Observe  que  o  Teorema  do  Valor  Me¬ 
dio  para  Integrals,  quando  expresso 
na  forma  (2),  garante  haver  pel©  me- 
nos  um  ponto  x*  em  [o,  M  no  qua  I  o 
valor  de  /  4  igual  ao  seu  valor  m&dio 
no  intervale. 


y  =  m 


ct  b 


m&lia  de  todos  os  valores  de  fix)  quando  x  varia  cm  um  intervale  fechado  \a,  b].  Com  esse 
propdsito,  Icmbre-sc  do  Teorema  do  Valor  Medio  para  Integrals  (6.6.2),  que  afirma  que,  sc  / 
for  conu'nua  no  imervalo  [a*  b 1+  entao  h&  pelo  menos  um  ponto  x*  nesse  intervale,  tal  que 


A  quantklade 


f(x)dx  =  f(x*)(b-ct) 


fix *)  = 


=  — / 

V  -  «  Ja 


f{x)dx 


sera  nossa  eandidata  a  valor  medio  de  /  aeima  do  imervalo  [ar  b],  Para  explicar  o  que  motiva 
isso,  vamos  dividir  o  imervalo  [a,  b]  em  n  subimervalos  de  igual  eomprimemo 


b  -  a 

Ax  = - 

a 


e,  nos  sueessivos  subimervalos,  vamos  esc ol her  pontos  arbitrarios  jc*.  jc| . x* .  Entao,  a 

media  aritmdtica  dos  numeros  /(xf),  /(x|), .  *  ♦  t  f(x*)  e 

media  -  -{ /(x*)  +  f(x*)  +  -  ■  -  +  /«)] 
n 

ou,  por  ( I ), 

\  \  *L 

media  =:  - - [f(xf)Ax  +  fix*) Ax  H - +  f{x*)Ax\  =  - - V  f(xf)Ax 

b  —  a  ’  b  —  a  ' 


Toman  do  o  I  i  mite  quando  n  —?  -Hoc,  obtetnos 


lim 


X'-z  h  —  a 


n  I  fb 

y,  /U*  )A.X  =  - -  I  f(x)dx 

ti  b  -  a  Ja 


Como  essa  equagao  descreve  o  que  acontece  quando  calculamos  a  media  “com  cada  vez 
maisv  valores  de  fix),  somos  lev  ados  a  delinigao  seguinie. 


7.6  A  D£FIftl£AO 
del  mi  do  por 


So  /  for  con  linn  a  cm  [«,  b],  entao  o  valor  medio  de  /  em  [a,  h]  6 


fix)  dx 


Se  /  for  nao-negativa  em  [a.  fr],  a  quantidade  tern  uma  interpretacao  geometrica  simples,  que  pode  ser 
vista  escrevendo  (2)  como 


f{x)  dx 


O  lado  esquerdo  dessa  ©quag^o  e  a  &r©a  do  um  r©t&ngulo  com  uma  aitura  /„  e  comprimento  da  base  b- a, 
©  o  lado  dtreito  e  a  area  sob  v=/(a)  ©  aeima  de  [ «.  b\.  Assam,  jf.  §  a  altura  de  um  ret&ngu!o  construi'do  sob  re 
o  interval©  [a,  fr],  cuja  area  &  a  mesma  que  aquola  sob  o  gr^tfico  de  /  naqueie  intervalo  {Figura  7,6.1). 


Figurp  7,6  J 
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v 

v  =  \(7 


Fi^ura  7.6,2 


75 


12  3  4  5  6  7  8  9 
Tempo  decorrido  t  (h) 

Figura  1.63 


►  Exomplo  1  Encontre  o  valor  m&lio  da  lunqao  f(x)  =  ^fx  aeima  do  iniervalo  [1 , 4]  e 
obtenba  lodes  os  pontos  do  iniervalo  nos  quais  o  valor  de  f  6  igual  ao  valor  medio. 


Solu^ao 


■  h 


1  in  — 


b  —  a 


f(x)  dx  = 


if4,-  ] 

• — -  /  >Jx  d  x  =  - 

-  1  J\  3 


2x 


3/2 


-i4 


1 

3 


16 


21 

3 


14 


1.6 


Os  valores  de  v  nos  quais  f{x)  =  yfx  €  igual  ao  valor  medio  salisfazem  *fx  -  14/9,  logo  x  = 
1 96/81  ?=  2,4  (Figura  7.6.2),  < 

■  LEI  DO  RESFR1AMENTO  DE  NEWTON 


►  Exemplo  2  Um  copo  dc  limonada  a  uma  lemperaiura  dc  40°  F  6  deixado  em  uina  sala 
cuja  temperatura  constante  6  de  70"  F.  Usando  um  prinefpio  da  Ffsiea  denominado  Lei  do 
Resfriamento  de  Newton,  pode-se  mostrarque,  sc  a  lemperaiura  da  limonada  at  mg  ir  os  52°  F 
em  uma  bora,  entao  sua  temperatura  T  como  fungao  do  tempo  decorrido  pode  ser  modelada 
pe  l  a  equagao 

r  =  70  ~  30<ros' 

em  que  T esta  em  grans  Fahrenheit  e em  boras.  ()  grafico  dessa  equagao,  mostrado  na  Figura 
7.63,  conflrma  nossa  experience  do  dia-a-dia  de  que  a  temperaiura  da  limonada  converge 
gradualrnente  a  temperatura  da  sala.  Encontre  a  temperaiura  media  7m  da  limonada  ao  longo 
das  prime iras  5  horns. 


Solu^ao  Pela  Dehniguo  7.6.1,  o  valor  medio  dc  T  no  iniervalo  [0,  5]  e 


-if 


Tm  =  -  /  (70  -  30<T°-5' )  dt 
'o 

Para  calcular  essa  integral,  fazemos  a  substituigao 

it  -  -0,5  t  de  mode  que  du  =  -0f5  dt  [ou  dt  =  —2  da  | 
Com  essa  substituigao, 

m  =  0  sc 

u  -  (-0,5  )5  =  -2,5  se  t  =  5 
Assim,  podemos  expressar  (3)  como 


m 


=  i( 

5  /o 


■2.5 


(70  -  :W'M-2)  du  = 


-u 


2.5 


(70  —  30<?"  )du 


=  -~  [70, (  -  30e"],3  =  [(-175  -  30<r:-5)  -  (-30)] 

=  58  +  12<r2-5  a:  59°F  < 


(3) 


■  REVISAO  DE  VELOCIDADE  MEDIA 

Considere  uma  partfcula  cm  movimento  retilfneo.  Na  Segao  3. 1  definimos  a  velocidade  me¬ 
dia  da  partfcula  ao  longo  dc  um  iniervalo  de  tempo  como  o  seu  desloeamenlo  no  iniervalo  de 
tempo  dividido  pelo  tempo  decorrido,  Asstm.  se  a  partfcula  tern  fungao  posigao  s(f\  entao  sua 
velocidade  media  vm  ao  longo  do  iniervalo  dc  lempo  [f„,  /,]  c 

$(6)  -  Jfo) 

6’m  — 1 


6  ~  'O 
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Contutfo,  o  desloctmieiuo  s(ft)  -  s(Q  6  a  integral  da  velocidade  ao  longo  do  intemlo  [tiP  /] 
[Formula  (3)  da  Seqao  6.7],  As  si  in,  podcmos  exprcssar  vm  conio 

I  fr' 

=  /  v(t)dt  (4) 

U  —  to  Jtu 

que,  pela  Definite  7.6. 1,  eo  valor  medio  da  fungao  velocidade  no  interval o  de  tempo  [fl|V /]. 
Assim,  mostramos  que: 


O  valor  medio  da  fungdo  velocidade  de  uma  part  feu  la  em  movimento  retilfneo  em  am 
intervale  de  tempo  i  igtial  d  sua  velocidade  media  ao  longo  daquele  intervale:  on  seja, 
o  valor  medio  da  fun  {'do  velocidade  e  igual  ao  deslocamemo  da  pan  tenia  dividido  peto 
tempo  decor rido. 


O  resuElado  do  ExempEo  3  potfe  ser 
genera  I  izado  para  mostrar  que  a  ve- 
loddade  media  de  uma  particuEa  em 
movimento  urtiformemente  aoeEe re¬ 
do  ao  longo  de  um  rntervato  de  tem¬ 
po  [a,  /;]  e  a  velocidade  no  instante 
/  - +  b}l2.  (Ver  Exerctcio  20.) 


Como  as  fungdes  velocidade  costumam  ser  contmuas,  segue  da  observable  a  margem 
da  Dellnigao  7.6. 1  que  a  velocidade  media  de  uma  partfcula  ao  longo  de  um  inicrvalo  de  tem¬ 
po  e  igual  a  sua  velocidade  em  alguni  insiante  de  tempo  daquele  intervale. 


►  Exempio  3  Mostre  que*  sc  um  corpo  largado  do  repouso  (velocidade  inicial  nula)  esta 
em  movimento  de  queda  livre.  enlao  sua  velocidade  media  no  intervale  de  tempo  [0,  71  de  sua 
queda  e  sua  velocidade  no  ihstante  t—Tf  2. 


Sohtgao  Segue  da  Formula  (16)  da  See  no  6.7  com  vq  —  0  que  a  fun^ao  velocidade  do  cor- 
po  6  v(l)  =  —gt-  Ass im*  sua  velocidade  media  no  intervalo  de  tempo  [0*  7]  e 


a 


m 


-M 

-Hr-^ 


v(t)dt 


^  EXERC1C1GS  DE  CQMPREENSAO  7*6  (Verpagina  481  para  respostas.) 


1*  A  m&jia  aritmelica  dos  n  numeros  a\ ,  >  an  e _ ,  3*  So  /for  contfnua  em  [a:  £>],  enlao  o  Teorema _ _ para 

Integrals  gar  ante  que,  cm  polo  menos  um  ponto  x*  dc  [rt, 

2.  Sc/ for  coiHinua  em  [a,  b]t  entiio  o  valor  medio  de/e m  [a,  b]  fix9)  6  igual  ao  valor  medio  de/em  \a.  b). 

a* 

g 

4,  O  valor  m^dio  de/(x)  =  4/  em  [ 1 , 3] C  _ . 


EXERCICIOS  7*6  [c]  CAS 


L  (a)  Eiicontre  fm  de  /(a)  =  2a  em  [0,  4]. 

(b)  Bncontre  um  ponto  a*  em  [0.  4]  tal  que  /(a*)  =  /nt 

(c)  Esboce  o  grafieo  de  fix)  ~  2x  cm  fO,  4j  e  construa  um  re- 
tangulo  aeima  do  intervalo,  cuja  area  seja  igual  a  area  abai- 
xo  do  grali co  de  /  naquele  intervalo. 


2*  (a)  En  coni  re  fBl  de  / (a)  =  a* 2 * 4  em  [0.  2], 

(b)  Eiicontre  um  ponto  a*  em  |0„  2|  tal  quo  /(a*)  = 

(c )  Esbocc  o  grali co  de  /(a)  =  V' em  [0, 2]  e  eonstrua  um  reran- 
gulo  acima  do  intervalo,  ctija  area  seja  igual  a  area  abaEso 
do  grail eo  de  /  naquele  intervalo. 
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3-14  Encont re  o  valor  medin  da  lungao  no  intervalo  dado. 


3.  fix)  ~  3a;  [1. 3|  4.  fix)  =  tyx\  [-1, 8| 

5,  fix)  =  sen  a;  [0,  ,t|  6,  fix)  =  sec  a  tgx;  [0,  jt/3] 

7.  /(a)  -  I/a;  [I,  <?]  8.  /(a)  -  e*;  [  —  I.  In  5| 

9.  /(a)  =  -  1  2 ;  U,V3I 

'«■  /«  -  yf=5: 

12.  /(a)  =  see2  jta;  [—  j,  j] 

13.  /(a)  =  «“2*;  |0,4] 


14-  fix)  = 


I 


6.v 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


IS.  Seja fix)  =  3aj. 

(a)  Encontre  a  media  aritnridlica  dos  valorem 7(0,4) , 7(0,8). 

7(  1,2), 7(1,6}  etf  2*0)- 

(b)  Encontre  a  media  aritmelica  dos  valorem 710, 1 ), 7(0,2), 
7*0, 3), ...,7(2,0). 

(c)  Encontre  o  valor  medio  de/em  [0.  2]. 

(d)  Explique  por  que  a  resposta  cm  (c)  6  mcnor  do  quo  as 
respostas  cm  (a)  e  (b). 

IC.  Seja  fix)  =  I  l  J. 

(a)  Encontre  a  media  ariimdtica  dos  valores  /(^), 

/(!)./(§).  /(f)e/(2)- 

( b)  Enco ei  tre  a  med  i  a  ari tm  et  i  ea  dos  valo re  s  J{  1,1 ) ,  Jll , ; 2) , 
AI,3)V..,7(2). 

(c)  Encontre  o  valor  medio  dc/em  |l,  2], 

(d)  Ex  pi  iq  ue  por  que  a  res  posts  cm  (e)  6  maior  do  que  as 
respostas  cm  (a)  e  (b). 

17*  Em  cada  parte.  6  dada  a  eurva  veloeidade  versus  tempo  de 
uma  partfeula  cm  mo vi memo  retiimeo.  Use  a  curva  para 
eneoiHitir  a  veloeidade  media  da  part  feu  la  ao  longo  do  En¬ 
ter  valo  de  tempo  0  <  /  <  3. 


(a)  tin 


18.  S  upon  ha  que  uma  part  feu  la  cm  mo  vi  memo  retiimeo  pan  a  do 
repnu&o  e  ten  ha  uma  veloeidade  media  de  2  m/s  ao  Ion  go  do 
inter  valo  de  tempo  0  <  t  <  5*  Esboce  uma  eurva  veloeidade 


versus  tempo  para  a  partfeula.  supondo  que  a  partfeula  tarn- 
bcEn  estdem  repouso  no  instance  /  -  5.  Explique  por  que  sua 
eurva  satis  la?,  as  propriedades  soliritadas. 

19,  Seja  /  uma  fungao  linear.  Use  o  graftco  de  /para  explicar 
por  que  o  valor  medio  dc/cm  [at  b\  e 


20.  S  upon  ha  que  uma  partfeula  move-se  ao  longo  de  uma  reta 
coordenada  com  acderacao  const  ante.  Mostre  que  a  veloei¬ 
dade  media  da  partfeula  ao  longo  do  intervalo  [a.  b]  e  Egual 
a  veloeidade  que  ela  lent  no  ponto  medio  do  intervalo. 


21,  (a)  S  u  ponha  que  a  fu  tig  ao  vel  oe  i  dado  de  u  m  a  pait  fc  u  I  a  mo  vc  n  - 
dose  ao  longo  dc  um  cixo  coordenado  seja  u(/)  -  3r  +  2. 
Encontre  a  veloeidade  media  da  partfeula  no  intervalo  de 
tempo  1  <  i  <  4  por  integiagflo. 

(b)  S u ponha  que  a  fungao  posigno  de  uma  partfeula  moycn- 
do-se  ao  longo  de  ueh  cixo  coordenado  seja  5(f)  =  6 f  +  /. 
Encontre  a  veloeidade  media  da  partfeula  no  intervalo  de 
tempo  1  <  i  <  4  algebricamente. 


22,  (a)  Suponha  que  a  fungao  aederagao  de  uma  partfeula  mo- 
vendo-se  ao  longo  de  um  cixo  coordenado  seja  a(i)  - 1  - l-l. 
Encontre  a  aederagao  media  da  partfeula  no  intervalo  de 
tempo  0  <  i  <  5  por  integragao. 


(b)  Suponha  que  a  fungao  veloeidade  de  uma  partfeula  moven- 
do-sc  ao  longo  dc  um  cixo  coordenado  seja  v(t)  =  cos  r. 
Encontre  a  aederagao  media  da  partfeula  no  intervalo  de 
tempo  0  <  t  <  ,t/4  algebricamente. 


23.  A  dgua  csta  fluindo  a  uma  tuxa  constant  de  i  pdVmin  para 
enehcr  um  tanque  cilfndrico  com  3  pes  de  raio  c  5  pcs  de  alte¬ 
ra.  Supondo  quo  o  tanque  esteja  vazio  initial  mente,  fac a  uma 
conjectma  sobre  o  peso  medio  da  agua  nele  no  intervalo  de 
tempo  necessurio  para  ench@-lo,  e  verifique-a  por  integragao. 
[Considers  a  densidade  especifica  da  agua  como  sendo  de  62.4 
libras  por  pe  cubico.] 


24.  (a)  A  tempera tura  de  uma  barm  de  metal  com  10  metros  de 

comp]'i  men  to  €  de  15CC  em  uma  pom  a  e  30°C  n  a  outra, 
Supondo  que  a  temperatura  aumenta  linearmenie  do  ex- 
tremo  mais  frio  para  o  niais  quente,  qua  I  e  a  temperatura 
media  da  barra? 

(b)  Explique  por  que  dove  haver  um  porno  na  barra  em  que  a 
temperatura  6  igual  a  m^dia;  encontre-o. 

25.  Uma  engenheira  tie  hrifego  nionitora  o  trausito  durante  uma 
liora  do  h  ora  no  de  pieo  da  iarde.  A  partirde  sens  dados,  ela  esti- 
ma  que.  entre  as  4  horas  e  30  minutos  e  as  5  horas  e  30  minutos 
da  iarde,  a  taxa  R(t)  seguitdo  a  qua)  os  cam>$  entram  em  uma 
eerta  via  ex  press  a  e  dada  pda  formula  R(t)  =  I00(  1  -  0,000  tr) 
earros  por  mtnulo,  onde  t  e  o  tempo  (em  minutos)  desde  as  4  iio- 
ras  e  30  minutos.  Eneonire  a  taxa  media,  em  earros  por  imtiuto, 
segundo  a  qua!  os  earros  entrain  na  via  expressa  entre  as  4  horas 
e  30  minutos  e  as  .5  horas  tla  tarde. 

26.  Suponha  que  o  valor  tmi  do  lares  de  um  sate  com  i  an  os  de  uso 
seja  VU)  =  275.000d Qua!  e  o  valor  mddio  do  iate  ao  longo 
dc  seus  primeiros  10  anos  de  uso? 
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27,  (a)  A  label  a  abaixo  niostra  a  fragao  da  Lua  f  conic  vista  da  Ter¬ 
ra)  queesut  llummada  polo  Sol  &  mda-iioitc  (no  hororio  de 
Nova  York)  durante  a  primeira  scmana  dc  2005.  Encontre 
a  frag  a  o  media  da  Lua  que  esta  iluminada  durante  essa  pri¬ 
me  i ra  scmana  de  2005. 

Fonts:  Dados  do  Dcpartumento  de  Astronomic  Aplicada  do  Ohserva- 
(brio  Naval  do?  RUA. 

(b)  A  fungao  f(x)  —  0,5  4-  0,5  soil (0,2 13. v  +2,481)  mode- 
la  os  dados  para  a  iluminagao  da  Lua  d  Lira  mo  os  primeiros 
60  dias  de  2005.  Encontre  o  valor  medio  dessa  fungao  ilu- 
minaguo ao  longo  do  intemlo  [0+  7 1. 


1>IA 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

1U!M3?JACA0 

0,74 

0.65 

0.56 

0,45 

0,35 

0,25 

0.16 

Tabula  Ex -27 


28,  A  fungiio  /,  deiinida  por 


Jq(.x)  =  —  /  cqs(a  sen  f)  dr 
jt  Jl} 


dal  descrita  por  uma  equagSo  da  forma 

V=Vp  sen(2  ;r/0 

(ver  figura  abaixo).  Ncssa  equagao.  V  e  opico  de  voltagem 
on  amplitude  da  cor  rente,  /  6  a  freqiiencia  c  1  //  do  perfodo. 
As  voltage  us  V  e  Vfi  sao  medidas  eni  volts  (V),  o  tempo  d  me- 
dido  em  seg  undos  (s)  e  a  frequ£ncia  e  medida  cm  hertz  (Hz) 
ou.  as  vezes.  em  ciclos  por  segundo.  (Urn  cicto  6  o  tenrto 
eletrico  para  urn  perfodo.)  Os  voltfmetros  de  eorrente  alter- 
ii  ad  a  medeili  o  que  c  chamado  rms  on  raiz  media  quad  rad  a 
do  valor  dc  V.  Por  debnlgao,  isso  6  a  raiz  qtiadrada  do  valor 
mddio  dc  VL  sobre  um  perfodo. 

(a)  Most  re  que 


[Sugesido:  Calc  tile  a  media  sobre  o  ciclo  de  f  -  0  a  i  =  1  //.. 
e  use  a  idcntidade  sen2  0-  ^(1  -  cos  20)  para  ajudar  a  cal- 
culara  integral] 

(b)  Nos  Esiados  UnidosT  o  fomecimerilo  deenergia  eidlrica  6 
t'eito  com  Lima  voltagem  nns  dc  120  V,  a  uma  freqiiencia 
de  60  Hz.  Qua!  e  o  pico  de  voltagem  desse  fomeeimemo? 


6  chamada  de  fungao  de  Bessel  de  ordem  zero. 

(a)  Encontre  uma  fungao  fc  um  imervalo  [tf.  h]  para  o  qua! 
irj(l)  seja  o  valor  mddio  de/ sobre  [o,  /;]. 

(b)  De  u  in  a  es  ti  mat i  va  para  Jf  1 ) . 

(c)  Use  um  CAS  para  tragar  o  grSfieo  de  y  =  Jn{x)  no  intervalo 
0  ^  x  <8. 

(d)  De  uma  estimativa  para  o  menor  zero  positive  de  Jir 

2%  Encontre  um  valor  positive  de  k  para  o  qua!  o  valor  medio  de 
fix)  =  yTv  acima  dc  intervale  [0,  A]  seja  6. 

30.  Encontre  um  valor  positive  de  k  para  o  qual  o  valor  medio  de 
fix)  =  I /(k1  +  x2)  acima  do  intervalo  [-A.  A]  seja  n. 

31.  A  clctriekladc  c  fornceida  para  as  easas  na  forma  dc  eorrente 
alter  nada.  sigmlicnndo  quo  a  voltagem  tern  uma  forma  senoi- 


V'=  V^wnaxm 


Figura  Ex-3t 


32.  S upon ha  quo  um  tumor  cresga  a  uma  taxa  de  r(t)  ~  kt  gramas 
por  scmana.  para  alguma  constante  positiva  k.  onde  /  iudica  o 
iiumero  de  semanas  desde  que  ele  surgiu.  Quando.  durante  as 
semanas  27  a  52.  o  peso  do  tumor  e  igual  ao  peso  medio  du ratt¬ 
le  cssas  26  semanas  ? 


%f  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COM  FREE  NS  AO  7.6 


1, 


2. 


f{x)  dx 


3,  Valor  Medio  4,  46 


7.7  TRABALHO 


Nesta  seqCio  usaremos  as  ferramentas  de  iritegntqdo  desetwolvidas  no  cap  if  a  I  o  precedent  e 
para  estudar  alguns  dos  principles  bdsicos  do  h7 ratal ho  \  am  dos  conceitos  fundamentals 
da  Fisk  a  e  da  Engenharia. 


m  O  PAPEL  DO  TRABALHO  NA  FISICA  E  NA  ENGENHARIA 

Nesta  segao  estaremos  interessados  cm  dots  conceitos  relacionados,  tmbalho  c  energia,  Para 
por  essas  iddias  em  um  cenarto  familiar:  quandoempunarnos  um  carro  atolado  por  uma  Cetta 
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distaneia.  estumos  reaiitfindo  trabalho;  e  0  efeilO  desse  trabalho  e  i’a/cr  o  carro  sc  movi  men¬ 
tal,  A  cncrgia  do  inovimento  causada  pclo  trabalho  c  a  energia  cinefica  do  carro,  A  relagao 
exata  entre  trabalho  c  cncrgia  cindlieu  6  govern ada  por  urn  princfpio  da  Ffsiea,  a  relagao 
energia-trabalho.  No  quo  segue,  Loearemos  ness  a  ideia,  mas  urn  csiudo  detalhado  da  relagao 
entre  trabalho  e  energia  sera  deixado  para  os  eursos  de  Ffsica  e  de  Engenharia.  Nossa  met  a 
principal  aqui  sera  expliear  o  papel  da  integragao  no  estudo  do  trabalho. 


■  TRABALHO  FEITO  POR  UMA  FORpA  CONSTANTE  APUCADA  NA  DIREpAO 
E  NO  SENTIDO  DO  MOVIMENTO 


Quando  urn  carro  alolado  6  empurrado,  a  velocidade  atingida  por  ele  depen  de  da  lore  a  F  corn 
a  qua!  e  empurrado  e  da  distaneia  d,  durante  a  qual  a  forga  e  aplieada  (Figura  7,7.1).  Assim, 
forca  c  distaneia  sao  os  ingredientes  do  trabalho  na  delinigao  seguinte. 


7.7.1  DFtlNKAO  Se  Lima  forga  constante  de  magnitude  F  for  aplieada  na  direguo  e  no 
senlido  do  inovimento  de  mn  objeto,  e  se  esse  objeto  se  move  por  uma  distaneia  d,  eniao 
definimos  o  trabalho  W  realizado  pel  a  forga  sob  re  o  objeto  como  sendo 

W=Fd  (1) 


Figura  7.7.1 


■’.v, r  -m- 


Se  empurrarmos  um  objeto  que  nao 
se  move  (p.  ex.,  uma  pared e  de  tijo- 
!os),  podemos  ficar  cans  ados,  mas 
nSo  realizamos  Irabalho.  Por  que? 


Unidades  comuns  de  medida  de  forca  sao  newtons  (N)  no  sistema  MKS  (metro,  qutlo 
e  segundo),  dina  (din)  no  sistema  CCS  (centimetre,  grama  e  segundo)  e  libras  (lb)  no  sis¬ 
tema  Britan ico  dc  Engenharia  (BE),  Um  newton  e  a  forga  neccssuna  para  dar  a  uma  massa 
dc  1  kg  uma  aederagao  dc  1  m/s";  um  dina  c  a  forga  neccssaria  para  dar  a  uma  massa  de  1  g 
uma  aceleragao  de  I  cm/s  ;  e  uma  libra  de  forga  e  a  forga  necessaria  para  dar  a  uma  rnassa 
dc  1  libra  (lb)  uma  aeeleragao  dc  32  pes/s". 

Tein-se,  a  parti r  da  Dciinigao  7.7.1,  que  o  trabalho  tern  unidades  de  I'orga  ve/es  dis¬ 
taneia.  As  unidades  mais  comuns  de  trabalho  sao  o  newton-metro  (N  m),  o  dina-ccnli me¬ 


tro  (din  ■  cm)  c  o  pe-libra  (pe  ■  lb).  Con  forme  indicado  na  Tabela  7.7. 1 ,  1  newton-metro  e 
tambdm  chamado  de  1  joule  (J)  e  I  dina-cenlt metro,  I  erg,  Ja  I  pd-hbra  equivale  aproxl- 
madamente  a  1,36  J  . 


Tabela  7.7.1 

SISTHMA 

i-ORCA  X 

DISTANC3A  = 

TR  AEiA3.HO 

MKS 

CCS 

BE 

newton  (NT) 
dina  (din) 
libra  (lb) 

metre  (m) 
centimetre  (cm) 
pc  (ft) 

joule  (J) 
erg 

pe-libra  (|>e  -  lb) 

Ly\Toiihs  nr.  convursao 

j  N  =  10"  din  -  0,226  lb 
]  }  =  !07  erg-  0.738  pdlb 

l  lb  -  4.46  N 

1  ptf  ■  lb  -  l ,36  S  - 

1 ,36  x  K)7  erg 

►  Exemplo  1  Um  objeto  move-se  5  pes  ao  lodge  de  uma  rela,  enquanto  sujeito  a  uma 
I’orga  constante  de  100  lb,  no  senlido  de  seu  inovimento.  O  trabalho  realizado  d 

W  =  F~d=  100-5  =500 pes  *  lb 
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Vejgilfliftillg  Champion 


Vasili  Alexeev  quebrando  o  records,  de 
Icvantamemo  de  peso,  coin  562  IL>.  na 
Olimpiada  de  1976. 


Posigao  natural 

i 

/ 


(a) 


Forga  deve  ser  exercfcfa 
para  mover  o  bfoco 


w 

Figura  7.7.2 


Um  objeto  move-se  25  m  ao  longo  de  uma  reta,  enquamo  sujeito  a  uma  forga  constants  de 
4  N,  no  sentido  de  seu  movimento.  O  trabalho  realizado  e 

W=  F '  d=  4  *  25  =  100  N  ■  m  =  100 1  < 


►  Exemplo  2  Na  Olimpiada  de  1976,  Vasili  Alexeev  espantou  o  inundo  levaritando  562  lb 
a  eerea  de  2  m  desde  o  chao  ate  acima  de  sua  cabega,  quebrando  urn  reeorde.  Igualmente 
espantoso  foi  o  feito  de  Paul  Anderson,  que,  cm  1957,  de  hrugos  no  chao,  e  usando  as  costas, 
levantou  6.270  lb  de  chum  bo  e  de  pegas  de  automdvel  por  uma  aitura  de  1  cm.  Quern  realizou 
mats  trabalho? 

Soiuqdo  Para  lcvantar  um  objeto,  e  ncccssario  aplicar  uma  forga  suticiente  para  veneer  a 
forga  gravitational  ex e re i da  pela  Terra.  A  forga  que  a  Terra  exeree  no  objeto  e  o  seu  peso; 
dessa  forma,  Alexeev  aplicou  uma  forga  de  562  lb  por  tima  distaneia  de  2  m,  enquanto  Ander¬ 
son  aplicou  uma  forga  de  6,270  lb  por  uma  distaneia  de  I  cm,  Como  libras  sao  unidudes  do 
sistema  BE,  metros  sao  unidades  do  MKS  e  centfmetros  sao  untdades  do  CGS,  precisamos 
decidir  cm  qual  sistema  vat  nos  trabalhar.  Vamos  usar  o  sistema  MKS  e,  port  an  to,  expressar 
em  joules  o  trabalho  dos  dois  homens.  Usando  a  Tube  I  a  7,7. 1,  obteremos 

562  lb  562  lb  X  4,45  N/Ib  ^  2500  N 
6270  lb  Po  6270  lb  x  4,45  N/lb  w  27,900  N 

Usando  esses  valores  e  o  fato  de  que  \  cm  -  0.01  m,  obtemos 

trabalho  de  Alexeev  =  (2500  N)  x  (2  m)  w  5000  J 
trabalho  de  Anderson  =  (27,900  N)  x  (0,01  rn)  &  279  J 

Logo,  muito  cmhora  o  le  van  lament  ode  Anderson  Lcnha  exigido  uma  enonne  forga  paraciina, 
ela  foi  aplieada  por  lao  pouea  distaneia  que  Alexeev  realizou  mais  trabalho.  M 


■  TRABALHO  FEITO  POR  UMA  FOR?A  VARIAVEL  APLICADA  NA  DIREQAO  E 
NO  SENTIDO  DO  MOVIMENTO 

Muitos  problemas  importances  tratam  de  eneonlrar  o  trabalho  realizado  por  uma  forga  varid- 
vei  aplieada  na  diregao  e  no  sentido  do  movimento*  Por  exemplo,  a  Figura  7.7.2a  tnostru  uma 
mola  em  sen  estado  natural  (nem  comprimida,  nem  esticada).  $e  quisermos  puxar  o  bloco  ho¬ 
rizontal  men  le  (Figura  7.7.26),  entao  leremos  de  aplicar  uma  forga  cad  a  vex  maior  para  veneer 
a  forga  ere  see  me  da  moia  estieada.  Assini,  nosso  proximo  objetivo  e  delink  o  que  entendeitios 
por  trabalho  real i /.ado  por  uma  forga  variavcl  c  eneonlrar  uma  form u fa  para  calculado.  Isso 
ira  requerer  Caleulo. 


7*7*2  pruwlfma  Suponha  que  um  objeto  se  mova  no  sentido  positive,  ao  longo  de  um 
eixo  coordenado,  sujeitoa  uma  lorga  variavcl  F(x)  que  e  aplieada  no  sentido  do  movimen- 
to.  Defina  o  que  entendernos  por  trabalho  W  realizado  pela  forga  sobre  o  objeto,  quando 
este  se  move  de  .v  -  a  ale  jc  -  b,  e  eneomre  uma  formula  para  ealeulado. 


A  ideia  basics  para  resolver  esse  problems  e  divklir  o  intervalo  f  a,  b)  em  sub  interval  os  suli- 
cieniememe  pequenos  para  que  a  forga  nao  varie  muito  em  cada  intervalo.  Isso  nos  permitira 
tratar  a  forga  como  eonstante  cm  cada  intervalo  e,  em  cada  uni  deles,  aproximar  o  trabalho 
usando  a  Formula  ( 1 ),  Somando  as  aprox  imagoes  do  trabalho  nos  subin  ter  valosT  iremos  obter 
uma  soma  de  Riemann,  que  aprox ima  o  trabalho  W  em  todo  intervalo;  tomando  o  limite  das 
sennas  de  Riemann  iremos  obter  uma  integral  para  W. 
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Para  implementur  essu  iddia*  vamos  dividir  o  intervalo  [a,  b\  em  n  subinlemlos,  inse- 
rindo  os  pontes  xlt  x^,  e  litre  a  =  xE)e  h  =x/t.  Podcmos  uspr  a  Formula  (1)  para  aproximar 
O  trabalho  Wk  real  i /ado  no  A-esimo  subin  tervalo,  eseolhendo  am  pen  to  qualquer  x£  nessc 
intervalo  e  considerando  a  forga  como  lendo  um  valor  constants  F(x%)  em  todo  o  intervalo. 
Uma  vez  quo  a  extensao  do  A-esimo  subin  ter  valo  e  x,  -  x ,  -  Ax^  obt  euros  a  aproximagao 

Wk  **  ?(xt) Axk 


Soman  do  essas  aproximagoes,  obtemos  a  segumie  soma  do  Riemann,  quo  aproxima  o  traba¬ 
lho  W  rcalizado  cm  todo  o  intervalo; 


fr=  I 

Tomando  o  limite  quando  n  cresce  e  as  extensoes  dos  subinter vales  tendenr  a  zero,  obtemos 
a  integral  detin ida 


JT 


1  i  m 

ntajt  &xi  ■ 


„E 

k=\ 


)Ax* 


F{x)dx 


Em  suma,  temos  o  seguime  resultado: 


7*7*3  okfim^ao  Suponha  quo  um  objcto  so  mova  no  senlido  positive  ao  longo  do  um 
eixo  coordenado  polo  intervalo  [a,  fr],  enquanto  sujcito  a  uma  forga  variavel  Fix)  que  e 
aplieada  no  semido  do  movimento.  Entao,  delinimos  o  trabatho  W  realizado  pela  forga 
sobre  o  ohjeto  por 

(2) 


A  lei  de  Hooke  [Robert  Hooke  (1635- 1 703),  lisieo  ingles  |  alirma  que,  sob  condigdes 
apropriadas,  uma  mala  estieada  x  unidades  alenr  de  sen  eomprimento  natural  puxa  de  volta 
coni  uma  forga 

F(x)  -  kx 

onde  k  6  uma  constants  (chamada  dc  constants  da  mala  ou  rigidez  da  mala),  0  valor  de  k  du¬ 
pe  a  dc  de  fat  ores  mis  como  a  espessura  da  mola  e  o  material  usado  em  sua  composigao.  Como 
k  =  F{x)  !xf  a  con  Stan  te  k  tern  unidades  de  forga  por  unidade  de  eomprimento. 


►  Exemplo  3  Uma  mola  exerce  uma  forga  de  5  N  quando  estieada  I  m  alcm  de  seu  eom- 
primemo  natural. 


(a)  Eneontre  a  eonstante  k  da  mola. 


(b)  Quanto  trabalho  e  neeessario  para  csliear  a  mola  1,8  nr  alerri  de  seu  eomprimento  natural? 


So l uedo  (a)  A  parti r  da  lei  de  Hooke* 


Fix)  -  kx 

A  parti r  dos  dados*  F(x)  =  5  M  quando  x  —  1  m,  logo  5  =  k  *  L  Assim,  a  eonstante  da  mola 
e  k  =  5  newtons  por  metro  (N/m).  Isso  signitka  quo  a  forga  F{  \)  nceessaria  para  csliear  a 
mola  em  x  metros  e 


Fix)  =  5x 


(3) 
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Posigao  natural 


1  da  mola 

Y'.pmmmN 

w* 

• 

,  ; 

0 

1.8 

Figura  7,7,3 


(b)  Coloq  nemos  a  mola  ao  longo  de  am  cixo  coordenado,  conforme  a  Figura 
7.7,3.  Queremos  eneontrar  o  irabalho  W  necessario  para  eslicar  a  inola  pelo  intervale  tie  x  =  0 
a  x  =  1,8.  A  partir  de  (2)  e  (3),  o  trabalho  necessario  6 


W  = 


ft?  r 

/  F(x)dx  =  5; 

,/cJ  Jo 


x  dx  — 


-  t-,1.8 

5v 


=  8J  J  4 


0 


f  Ts'OO  milhas 

-T'l  -r  \ 

\ 


Figura  7.7*4 


►  Exemplo4  O  peso  de  um  astronuuta  (ou,  mais  preeisamente,  seu  peso  terrestre)  €  a 

■H 

forga  exercida  sabre  de  pda  gruvidade  da  Terra.  A  medkta  que  o  astronauta  se  move  para 
eirna  no  espas^o,  a  atra^ao  gravitational  da  Teua  decrescc  c,  porlanuq  o  mesmo  acontece  com 
seu  peso,  he  in  os  mostrar.  mais  adiante,  que,  se  supusermos  que  a  Terra  e  mnaesteracom  um 
raio  de  4.000  milhas  (cerea  de  6.400  km),  entao,  urn  astronaut  a  que  pesa  150  libras  (cerea  de 
68  kg)  na  Terra  ter  a  mn  peso  de 

,  2.400.000.000  „ 

w(x  l  = - r - -  lb,  a  >  4000 

.e 

a  unia  di  stand  a  de  x  milhas  do  centra  da  Terra.  Use  essa  formula  para  delemrinar  o  Irabalho 
cm  pes-libras  necessario  para  elevar  o  asti  onauta  a  um  ponlo  que  esta  a  800  milhas  acima  da 
super  ffeie  da  Terra  (Figura  7.7.4). 

Solu$ao  Como  a  Terra  tem  um  raio  de  4.000  milhas,  o  astronauta  sera  clevado  para  um 
porno  a  4,800  milhas  do  centra  da  Terra.  Assinq  a  partir  de  (2),  e  lembrando  que  I  milba  = 
5.280  pes,  o  trabalho  necessario  para  eleva-lu  e 

f4m‘  2.400.000.000 
Jm 


r4 000 


A-3 


dx 


2,400,000.000 


n4s00 


J4000 


=  —500.000  +  600.000 

—  100.000  milhas-libras 

—  (100.000  milhas-lb)  x  (5.280  pes/milhas) 

=  5,28  x  lO^pes  lb  < 


■  CALCULANDO TRABALHO  A  PARTIR  DE  PRINCIPIOS  BASICOS 

Alguns  problemas  nao  podem  ser  resol vidos  pela  substitute  meeamea  tie  dados  em  formu¬ 
las,  sendo  precise  recorrer  a  principios  basicos  para  obter  as  sohigoes.  Isso  esta  ilustrado  no 
exemplo  a  seguir. 


►  Exemplo  5  Um  tan  que  de  agua  con  ico  tern  um  raio  de  1 0  pes  c  altura  de  30  pes,  cstan- 
do  eheio  ate  unia  profundidade  de  15  pes  (Figura  7.7. 5ci).  Qual  6  o  irabalho  necessario  para 
bom  bear  para  Ibra  toda  a  agua  atraves  de  urn  orifido  no  lopo  do  tanque? 


Solo gao  Nossa  estrategia  sera  dividir  a  figua  em  camadas  Unas,  aproximar  o  irabalho  ne¬ 
eessario  para  mover  eada  cam  ad  a  ate  o  topo  do  tanque,  somar  as  aprox  imagoes  das  cam  ad  as 
para  obter  uma  soma  de  Ricmann  que  aproxime  o  trabalho  total  e  entSo  tomar  o  I i mite  das 
somas  de  Riemann  para  obier  uma  integral  do  irabalho  total. 

Para  iniplenientar  essa  idcia,  introduzimos  um  dxo  a,  como  mostra  a  Figura  7,7. 5rq  e 
di vidimus  a  agua  em  n  camadas,  denotando  a  espessura  da  A-esima  eamada  por  Ax* .  Essa 
divisao  induz  uma  partiqao  do  intetvalo  [J5,  30]  em  n  sub  interval  os.  Embora  as  superficies 
superior  e  inferior  da  £-dsima  eamada  estejam  a  distaneias  diferentes  do  topo,  essa  diferenga 
sera  pcquena  sc  a  eamada  for  lina,  e  6  razoavcl  supor  que  a  eamada  inteira  esteja  conccntrada 
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em  um  unico  ponlo  xj;  (Figura  7.7.5a).  Assim,  o  trabalho  Wk  neeessdrio  para  mover  a  £-r£sima 
cam  ad  a  ale  o  topo  do  tanque  e,  aproximadameute, 

Wk  «  F,<  (4) 

onde  Fk  e  a  forgu  necessaria  para  clew  a  A-dsima  camada.  Mas  a  forgu  requerida  para  elevar  a 
A-esima  camada  e  a  lorga  necessaria  para  veneer  a  gravidade,  e  essa  e  a  mesma  que  o  peso  da 
camada.  Se  a  camada  for  muito  hna,  podemos  aproximar  o  volume  da  A>esima  camada  pelo 
volume  de  um  edindro  de  aluira  A  a*  e  raio  yi:,  onde  (por  semelhanga  de  triangulos) 

10  1 

_  “  5 


x* 


30 


ou,  equivalentemente,  r\  =  jcJT/3  (Figura  1.7.5b).  PoiEanto,  o  volume  da  A-^sima  camada  de 
agua  e,  aproximadamente. 


XllAXl  -  Mxt/yf&JCt  =  -(xf.fAXt: 


Como  a  densidade  de  peso  da  agua  6  h2A  Ib/pc  \  segue  que 


F, 


k  ^ 


62  At 


(x^  Axk 


Assirn,  por  (4) 


Wi 


62,4rr  *  2  \  *  62.4,7  , 

ixl)~Axk  I  xt  =  A  (x{y  Axt 


9 


e„  portanto*  o  trabalho  W  requerido  para  mover  todas  as  it  camadas  tern  a  aproximaguo 

A  „  A  62,4tf  .  „  . 
w  =  £  ^  *  £  -o-c«4>sAJt* 

£=  1 

Para  encontrar  o  valore  exato  do  trabalho,  tomamos  o  limitc  quando  A,vj  — *  0.  Isso  t’orncce 


W  =  lint  V 

mslX  i.Vjt  -‘O  A 
A  —  ] 


A,  =  £ 


62,4tt  /  ..\:4 


=  1.316.250*  w  4.135.000  pds- lb  < 


15 


■  A  RELA?AO  ENERGIA-TRABALHO 

Quando  vemos  um  objeto  cm  movimento,  podemos  ler  ceile/a  de  que  foi  real  i/ado  algu  m 
trabalho  para  criar  esse  movimento.  For  exemplo,  quando  largamos  uma  pedra  dc  urn  predio, 
a  pedra  ganha  veiocidade  escaiar  porque  a  forga  da  gravidade  terrestre  real  i/a  trabalho  sobre 
ela;  quando  um  jogador  dc  hoquei  no  gdo  go  I  pci  a  o  disco  com  sen  baslao,  o  trabalho  realizado 
no  disco  durante  o  breve  instarue  de  tempo  em  que  esta  em  contain  com  o  bastao  cria  a  enorme 
velocidade  escaiar  do  disco  deslizando  sobre  o  gelo. 
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Contutfo,  a  expeiieneia  moslra  que  a  velocidade  escalar  obtida  por  um  objelo  depende  nao  so 
da  qu  anti  dado  de  trabalho  realizada,  mas  tambem  da  massa  do  objeto.  Por  exemplo,  o  traba- 
Iho  necess&rio  para  Iangar  uma  bola  de  beisebol  de  1 50  gramas  a  80  km/h  aceleraria  uma  bola 
de  holiche  de  5  kg  a  menos  de  14  km/h. 

Usando  o  mdtododasubstltuigaopara  integrals  defmidas,  obleremos  uma  equagao  sim¬ 
ples  que  relaeiona  o  irabaiho  realizado  sobre  um  objelo  com  a  velocidade  e  a  massa  do  mes- 
mo.  Alem  dissot  essa  equagao  nos  perm  i  lira  motivar  uma  defmigao  apropriada  da  "energia  do 
movimento”  de  um  objelo.  Como  na  Defmigao  7.7.3,  vamos  super  que  um  objelo  move-se  no 
semi  do  positive  ao  longo  de  uma  rcta  coordenada  no  imervalo  [a,  b]  enquanto  sujcito  a  uma 
forga  Fix)  aplicada  na  diregao  do  movimenlo.  Scjam  x  —  jc(/),  v  —  v (t)  —  jt'(0  c  u'(Q  a 
posigao,  a  velocidade  e  a  aceleragao  do  objeto  no  instante  de  tempo  f,  respectivamente,  Segue 
da  Segunda  Lei  de  Newton  do  Movimento  que 

F(jt{/))  =  r)iv(t) 

onde  m  6  a  massa  do  objeto.  Suponha  que 

x(i0)-a  c  x(il)  =  h 

com 

v(t$)  =  Vi  e 

sendo  as  vclocidades  inicial  e  final  do  objeto,  respcctivamente,  Bntao 


W 


=f 


Fix)  dx 


Jxifn) 


F(x)dx 


=  j  '  F(x(t))x\l)dt 

Jti) 

fit  ft  | 

=  /  mvr(t)v(t)dt  =  I  mv{t)vf(t)dt 
J  to  J  fr> 


Pelo  Teorema  fi.K.  I  cam.\  —  .x{i),  d\  =  ,C(j)  dr 


■/ 


nw  d  v 


vf 


Peto  Teorema  6.8. 3  com  ti  =  v(f),  di>  —  u\t)dr 


mvdv  —  Jwir 


Vj  5  ■>  i  ? 

=  f  mvj  -  2mu- 


Vemos,  a  par  hr  da  equagfto 


W  —  \mv2  —  jtnv 


(5) 


que  o  trabalho  realizado  no  objeto  e  igual  a  variagfio  na  qnantidade  ~mv2  de  sen  valor  inicial  para 
o  valor  final.  Dizemos  que  a  Equagao  (5)  expressa  a  relagdo  energia-trahatho .  Se  detinirmos  a 
"energia  do  movimento”  ou,  mais  precisamente,  a  energia  cinetica  de  nos  so  objeto  como  sendo 


K  = 


(6) 


entao  a  Equagao  (5)  nos  diz  que  o  trabalho  realizado  cm  um  objeto  e  igual  a  variant lo  da  energia 
cinetica  do  objeto.  Falando  mformalmeme,  podemos  dizer  que  o  trabalho  realizado  em  um  objelo 
e  "Iran  storm  ado”  cm  energia  cinetica  do  mesmo.  As  unidades  dc  energia  cinetica  sao  as  mestnas 
unidades  do  trabalho.  Por  exemplo,  no  sislema  MKS,  a  energia  cinetica  e  medida  cm  joules  (J). 


>  Exemplo  6  Uma  sonda  espaci&l  com  massa  m  -  5,00  x  10  kg  viaja  no  espago  ex  Leri  on 
sujeila  somente  a  forga  de  seu  proprio  mecanismo.  Comegundo  pek>  instante  em  que  sua  ve¬ 
locidade  e  v  =  1 , 10  x  1 0 r  m/s,  o  mecanismo  c  acionado  eontinuamente  por  uma  disifmcia  dc 
2,50  x  10fK  m,  com  uma  lorga  cotistanie  de  4,00  x  10s  N  na  diregao  e  sentido  do  movimenlo. 
Qua  I  e  a  velocidade  final  da  sonda? 


Solu^do  Co m o  a  forgu  ap  1  ieada  pe lo  mcc an ismoc  c on s l an t c  e  n a  d i  reg ao  e  se n I  id o  d o  m o- 
vimento,  o  irabaiho  W  realizado  pch>  mecanismo  da  sonda  6 


W  =  torga x di stands  =  (4,00 x  1  O') x (2,50 x  1 0" m)=  l ,00 x  I0,2J 
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A  piirii r  de  ( 5 ),  a  energia  cineliea  final  K  f  =  ^nnr{  da  sonda  pode  ser  expressa  em  terinos 
do  trabalho  W  e  da  energia  cinctica  inicial  Kj  =  jnwf,  como  sendo 

K  f  =  W  H-  K  ) 


Assim,  conhecidas  a  nmssa  e  a  veloeidade  inicial,  tenios  que 

Kf  =  (LOO  x  10[“  J)  +  ^(5.00  x  \&  kg)(l ,10  x  IQ4  m/s)2  =  4,025  x  1012  J 
A  energia  eiudliea  final  £  K }  =  ^ni\rp  logo,  a  veloeidade  llnal  da  &onda  6 


vf  = 


2 Kf  / 2(4,025  x  1012) 

V  ”  “  V  5,00  x  ID4 


ns  1 .27  x  ID4  m/s  < 


if  EXERCICIOS  DE  COWIPREENSAO  7.7  ( Ver paglna  490 para  respostas ) 


1*  Sc  lima  forga  eonstante  de  5  lb  mover  um  objcto  por  !  0  pcs,  entao 
o  trabalho  realizado  por  da  no  objcto  sera  de _ . 

2*  Um  newton- metro  e  tambem  chamado  de _ .  Um 

dina-centf  metro  e  tambem  chamado  de  _  ..... 

X  Suponha  que  um  objeto  move-se  no  semi  do  positive  ao  longo 
do  u m  eixo  coordenado  sobre  0  interval  0  f/r,  b].  O  trabalho  rea- 


lizado  no  objeto  por  uma  forga  variavel  F(x)  aplicada  eio  sctiti- 
do  do  movimento  6  W  = _ . 

4,  Uma  fore  a  de  Fix)  =  10-  2x  N  aplicada  no  sentklo  a  positivo 
move  11  m  objeto  por  3  m  den  -  2  ate  jt  =  5.  O  trabalho  realizado 
pel  a  forga  no  objeto  6 _ . 


EXERCICIOS  7.7 


I. .  R  neon  l  re  0  I raba  I  h  0  nea I  i  / ado  q  ua  ndo 

(a)  uma  forga  constanie  de  30  lb,  no  sent i do  positive  do  eixo  r, 
move  um  objeto  de  x  =  -2  a  x  -  5  pi5s, 

(b)  uma  forga  variave  I  F(x)  =  Mx2  lb.  no  sen  tide  positivo  do 
eixo  .v,  move  um  objeto  de  x  =  l  a  x  =  6  pds, 

2.  Um  a  forg  a  va  r ia ve  I  Fix) ,  no  sen  t  i  do  pos  i  1  i  vo  do  eixo  x\  le  11 1  se  u 
gt^lieo  mostrado  abaixo.  Eneomre  0  trabalho  realizado  por  ela 
sobre  uma  partfcula  que  sc  move  de  x  =  0  a  x  ~  5. 


de  x  =  a  aid  j:  =  h,  Relacionc  0  trabalho  realizado  pel  a  forga 
sobre  0  objeto  com  o  valor  medio  de  F  sobre  [cu  b]  e  i lustre 
ess  a  relapao  graficameme, 

5.  Em  qua!  cireunsiiuieia  realizamos  nrais  trabalho:  levan- 
t  a  ei  do  uma  xfeara  de  cafe  da  mesa  ate  a  hoe  a  ou  segu- 
rando  um  livro  de  Calculo  a  aitura  dos  ombres  durante  5 
minutes?  Ex  pi  i  que. 
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1  2  3  4  5 

Posipao  x  (m) 


Figura  Ex-2 


ENFOCANDO  CONCBTQS 


3.  Para  a  forga  variavel  F(x)  do  Exercicio  2,  eons  id  ere  a  dis¬ 
tance  d  para  a  qnal  o  trabalho  realizado  pda  forga  sobre  a 
partfcula  quando  esta  sc  move  de  x  -  0  ate  .v  -  d  c  a  metade 
do  trabalho  realizado  quando  a  partfcula  sc  move  de  x  =  0 
ale  x—  5.  Ex  a  mi  nand  o  o  graft  co  de  F,  dec  id  a  sed  e  maior  ou 
me  nor  do  que  2.5.  Expliquc  sen  raciocmio  e  entao  obtenha 
o  valor  exato  de  d. 

4,  Suponha  que  uma  forga  varifivel  Fix)  seja  aplicada  no  semi- 
do  positivo  do  eixo  ,v,  de  tal  forma  que  um  objeto  <5  movido 


6,  Uma  forga  eonstante  de  40  N  no  semido  positive  do  eixo  x  6 
aplicada  a  uma  partfcula  cuja  curva  veloeidade  versus  tempo 
esta  dada  na  figura  abaixo.  Eneomre  o  trabalho  feito  pda  forga 
sobre  a  partfcula  no  intervale  de  tempo  de ;  =  0  at 6  ( =  15. 


ia 

o. 


QJ 

■D 

■■Ti 

ID 

"tj 

O 

■U 


2 
0 
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Figura  lix-6 


7.  Uma  forga  constanie  de  ID  lb  no  semido  positivo  do  eixo  x  6 
aplicada  a  uma  partfcula  cuja  curva  veloeidade  versus  tempo 
esta  dada  na  figura  a  segum  E  neon  t  re  0  trabalho  realizado  pel  a 
forga  sobre  a  partfcula  do  i ns t ante  t  =  {)  atd  /w5. 
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Figiira  Ex-7 


8,  Uma  mola  eujo  tamanhn  natural  6  de  15  cm  exerce  uma  forqa 
de  45  N,  quando  esticada  at 6  urn  comprimenlo  de  20  cm. 

(a)  Enconirc  a  constant e  da  mola  (cm  M/m). 

(b)  Encontre  o  trabalho  realizado  ao  esticar  a  mola  3  cm  alern 
de  seu  tamanho  natural. 

(c)  Enco litre  o  trabalho  rcalizado  ao  esticar  a  mola  dc  20 
para  25  cm. 

9*  Uma  mola  exerce  uma  forya  dc  1(30  M.  quando  esticada  por  0,2 
m  aldm  de  seu  comprimenlo  natural.  Qua!  6  o  trabalho  necessd- 
rlo  para  esticar  a  mola  Oh 8  m  alem  de  sec  comprimenlo  natural? 

i  0,  Sup  on  lia  qu  e  sc  requ  ei  ra  um  a  lory  a  dc 6  N  para  co  m  pri  ni  i  r  u  ma 
mola  de  sen  comprimcnto  natural  de  4  in  para  3.5  m.  Encontre 
o  trabalho  necessario  para  com  pri  mi  r  a  mola  de  sen  compri- 
menlo  natural  para  2  m.  (A  lei  dc  Hooke  sc  aplica  lambdm  para 
as  compressors.) 

1 L  Suponha  que  um  trabalho  de  1 0  pds-lb  seja  necessdrio  para  e$- 
ticar  uma  mola  1  pd,  alem  de  seu  comprimcnto  natural.  Qua!  6 
a  con st ante  da  mola? 

12,  Um  tanque  cilindrico  com  raio  de  5  m  e  ahum  de  9  m  tern  2/3 
chdos  de  agua.  Encontre  o  trabalho  necess&rio  para  bombear 
toda  agua  por  cima  da  borda  superior  do  tanque. 


13,  Rcsolva  o  Excrci'cio  12,  supondo  que  o  tanque  tent  2/3  didos 
dc  um  Ifquido  que  peso  p  kg/m  . 

14,  Um  reserve  (brio  dc  dgua.  com  a  forma  dc  um  cone,  tern  6  m  de 
diametTO  no  topo  e  4.5  m  dc  profundi dade,  Se  ele  estiver  cheio 
aid  uma  pro  fundi  dade  de  3  m,  qual  c  o  trabalho  necessdrio  para 
bombear  toda  agua  ate  o  topo  do  reser  vat  brio? 

15,  O  tanque  na  Figura  Ex- 15  tern  agua  ale  uma  profundidade  de 
2  in.  Encontre  o  trabalho  necessario  para  bombear  toda  a  Agua 
ate  o  topo  do  tanque.  [Use  9810  N/tn'como  a  densidade  do 
peso  da  dgua.j 

lf>.  Um  tanque  dlindrieo,  mostrado  na  Figura  Ex-3  6,  os !a  cheio 
com  u m  Ifquido  pesando  50  lb/pd\  Encontre  o  trabalho  neces- 
sdrio  para  bombear  todo  o  Ifquido  a  um  nfvel  de  !  pc  actma  do 
topo  do  tanque. 


17,  Uma  piscina  6  ccmstrtnda  na  forma  dc  um  paralelepfpedo  re- 
tangular  com  3  m  de  profundidade,  4,5  m  tie  largura  e  6  m  de 
com  pri  men  to. 


(a)  Sc  cla  for  preenchida  at 6  30  cm  abaixo  do  topo,  qual  6  o 
trabalho  neoessArio  para  bombear  toda  Agua  para  dentro  de 
uni  ralo  cm  suit  beirada? 

(h)  Um  motor  de  1  cava  to  de  potencia  pnde  neaiizar  748  J/s. 
Qual  b  a  potbneia  necessaria  para  um  motor  esvaziar  a  pis¬ 
cina  cm  1  h? 

18,  Quanto  trabalho  6  neccssArio  para  cnchcr  a  piscina  do  Excrcf- 
cio  17  at 6  o  nfvel  dc  30  cm  abaixo  do  topo,  se  a  agua  for  bom- 
beada  para  dentro  at  raves  de  uma  ubertura  local  izada  no  fundo 
da  piscina? 

19,  Uma  corrcntc  dc  aqo  com  KM)  pcs  dc  comprimcnto  c  pesando 
1 5  lb/p<5  esta  pendente  por  uma  poll  a.  Qual  6  o  trabalho  neces- 
sArio  para  iyar  a  corrente  pel  a  polia? 

20,  Um  balde  de  1,5  kg  contendo  10  kg  de  agua  esta  pendurado 
n  a  pent  a  de  uma  corda  de  7  m  que  pesa  50  g/m.  A  outra  extre- 
midadc  da  corda  ostA  presa  cm  uma  roldana.  Qual  6  o  trabalho 
requerido  para  iyar  toda  a  corda  para  cima.  enrol  undo- a  na  rol¬ 
dana,  se  a  corda  tor  iyada  a  uma  tax  a  de  0.7  m/s  e  sc,  cn quanto 
o  balde  for  iyado,  a  agua  vazu  do  balde  a  uma  taxa  de  250  g/s? 

21,  Um  foguete  pesando  3  toneladas  carrega  40  tone]  ad  as  de  com¬ 
bust  wcl  Ifquido.  No  infeio  do  vdo.  o  combustivel  e  queimado  a 
uma  taxa  constitute  de  2  toneladas  para  cada  !  .000  pcs  dc  a  hunt 
veiticaL  Qual  €  o  trabalho  feito  para  efevar  o  foguete  a  uma 
altura  de  3.000  pds? 

22,  Tem-se,  a  parin' da  lei  de  Coulomb  da  Ffsica,  que  duas  cargas 
clcirostdticas  iguais  rcpclcm-se  entre  si  com  uma  forya  tnver- 
samente  proporcional  ao  quadrado  da  di stand  a  entre  cl  as,  Su¬ 
ponha  que  duas  cargas  A  e  //  icpelem-se  com  uma  forya  de  k 
N,  qtiando  local izadas  nos  ponies  4  (-a,  0)  e  H  (*?,  0),  onde  a 
esla  medido  cm  metros.  Encontre  o  trabalho  W  ncccssai  io  para 
mover  a  carga  A  ao  ion  go  do  eixo  x  aid  a  origem.  sc  a  carga  B 
hear  onde  esti 

23,  A  Ffsica  lem  por  lei  que  a  lory  a  gravitational  exerdda  pel  a  Ter- 
ra  sohre  li  m  objeio  van  a  com  o  m  verso  do  quadrado  de  suu  dis- 
tdticia  ao  centre  da  Teira,  Assiin,  o  peso  ia(.r)  de  um  objeto  esta 
rel  acion  ado  com  sua  di  stands  x  do  ccntro  da  Terra  por  uma 
formula  do  lipo 

k 

w{x)  =  — 

onde  k  6  uma  const  ante  dc  proporcional  idade  que  depende  da 
massa  do  objeio. 

(a)  Use  esse  fate  e  a  hipotese  de  que  a  Terra  seja  uma  csfera 
com  um  raio  de  4.000  mi  I  has  para  obter  a  formula  ut(x) 
usada  no  Exempt o  4, 

(b)  Encontre  uma  formula  para  peso  u:(jv)  de  um  satdliie  que 
estfi  a  x  mi  I  has  da  superlTdc  da  Teira,  se  seu  peso  na  Terra 
for  de  6.000  lb. 

(c)  Qual  6  o  trabalho  neccssario  para  elevar  o  satdlilc  da  su- 
perficie  da  Terra  ate  uma  posiyao  orbital  a  1 .000  mi  I  has  dc 
al  tura? 

24,  (a)  A  formula  w(.e)  -  kix2  do  Exercfcio  23  c  aplleavel  a  todos 

os  corpos  celestes.  Sup  on  do  <pic  a  Lua  seja  uma  esfera  com 
um  raio  dc  1 .080  milhas,  encontre  a  fore  a  qt3c  cla  exerce 
sobre  um  aslronauta  que  esta  x  mil  has  acima  de  sua  super- 
ficie  sc  seu  peso  na  super  tide  da  Lua  for  de  20  lb. 
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(b)  Qual  o  irabalho  nece&stirio  para  elevar  o  astronanta  aki 
um  ponto  a  1 0.8  mil  has  acima  da  super  free  da  Lua? 

25*  O  MAG  LEV,  o  primeiro  trem  eomercial  magn&ico  de  alia  ve- 
loeidade  do  mundo,  eomegou  suas  atividades  normals  em  2003, 
err i  urn  piojelo  de  linha  dupla  dc  30  km  ligando  Xangai,  na 
China,  ao  Aeroporto  Internacional  de  Pudong.  Suponha  que  o 
MAGLEV  tenhauma  massade  m  —  4.00  x  10^  kg  eque,  co¬ 
mmando  no  inslanie  em  que  o  trem  desenvo!  ve  uma  velocidade 
de  20  m h,  o  motor  aplique  imia  forca  de  0.40  x  HP  N  no  sen- 
tido  do  movimento  ao  longo  de  uma  distancia  de  3.00  x  10' 
in.  Use  a  relag  ao  energia-trabalho  (5}  para  obter  a  velocidade 
final  do  trem, 

26*  Suponha  qtic  uma  sonda  para  Mane  de  massa  m  =  2.00  x  10  kg 
esteja  sujdta  a  pen  as  a  forqa  de  seu  prdprio  mecanismo.  A  par- 
tir  do  instante  em  que  sua  velocidade  6  u  =  L00  x  10"  m/s, 
o  mecanismo  ^  acionado  commuamertle  por  uma  disianda  de 


2,00  x  i 0  m,  com  uma  forga  constante  de  2.00  x  10s  N  no 
sentido  do  movimento.  Use  a  relagao  energia-t ratal  ho  para  en- 
contrar  a  velocidade  linal  da  sonda. 

27,  Em  10  de  agosto  de  1972,  um  meteorite  com  uma  massa  es- 
timada  de  4  x  10"  kg  e  uma  velocidade  de  aproxiimadamenie 
15  km/s  cruzou  a  atmosfera  acima  dos  Estados  Uni  dos  o  do 
Canada,  mas  felizmente  naoatingui  a  Terra. 

f a)  S u pon do  que  de  li vesse  atingido  a  Terra  c om  u ma  vetoc i- 
dade  de  1 5  km/s.  qual  seria  sua  variagao  de  eiturgia  cindti- 
ea  em  joules  (J)? 

(b)  Expressc  a  energia  eomo  um  mull tplo  da  cnergia  explosi va 
de  I  megaton  do  TNT,  quo  d  de  4.2  x  1 0L  J . 

(c )  A  energ i  a  ass  oei  uda  :ii  bo  mba  a  1 0 m  i  ca  de  1 1  i  r  osh  i  ma  foi  de 
13  kilotons  de  FNT.  A  quanms  bombas  comoessa  cqui Va¬ 
leria  o  impacto  do  meteorite? 


•/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7.7 


1.  50  pcs-lb  2.  joule;  tig  3.  j  fir)  dx  4.  9J 

J  (3 


7.8  PRESSAO  E  FORQA  DE  FLUIDOS 


Nesta  se$ao  ttsaremos  as  ferramentas  de  imegmgao  desenvolvidas  no  capitulo  precedence 
para  o  escudo  de  pressoes  e  deforqas  exercidas  por  fluidos  sabre  objeios  xubmersas. 


m  OQUE  EUMFLUIDO? 

Uni  ftuido  6  uma  substancia  que  se  ajusla  aos  co  memos  de  qualquer  recipient  no  qual  e  co- 
locado.  O  ter  mo  fluido  inclui  liquid  os,  lais  eomo  agua,  petroleoe  mereiirio,  bem  eomo  gases, 
como  he  lie.  oxig&nio  e  ar.  O  estudo  dos  fluidos  se  en  quadra  em  duas  categorias:  estdtica  dos 
fluid o$  (esludo  dos  Hu  i  dos  em  repo  use)  e  dm  arnica  dos  fluid  os  (estudo  dos  Hind  os  em  movi- 
niemo).  Nfesta  seqao  trataremos  somente  de cstatica dos  fluidos;  postertormemc,  pertodo  final 
do  livro,  i  nves  tig  are  mos  problenias  de  dinamica  dos  fluidos. 


■  O  CONCEITO  OE  PRESSAO 

O  efeito  de  uma  1'orqa  sobie  um  objeto  dejiende  de  eomo  ela  sc  cspalha  sobre  a  supcrficie  dele. 
Por  exempiOj  andando  na  neve  com  betas,  o  pest)  de  nosso  corpo  esmaga  a  neve  e  afundamos. 
Porern,  sc  pusermos  um  par  de  esquis,  nosso  peso  se  espalhard  em  uma  area  de  supeiTfeie 
maior  e  sercinos  capazes  de  deslizar  sobre  a  superfreie.  O  eonceito  que  leva  em  eonta  lanto  a 
magnitude  da  forga  quanto  a  area  sobre  a  qual  e  ap  lie  ad  a  e  ehamado  de  pressdo. 


7,8*  1  DEKINf CAO  Se  u ma  forya  de  magnitude  F  for  apl  ieada  a  uma  superiYcie  tie  area  A . 
entao  definimos  a  pressdo  P  exercida  pela  forya  sobre  a  superffeie  como  sendo 
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Segue  dma  definiqao  que  us  unldades  de  pressao  sao  forqa  por  uuidade  de  area.  As 


unidades  mais  comuns  de  pressao  sao  newtons  por  metro  quadrado  (N/rrT)  c  libras  por  pole- 
gada  quadradu  (lb/pol2)  ou  libras  por  pd  quadrado  (lh/pd")  no  si  sterna  BE,  Conforme  indica- 
do  na  Tabula  7.84,  I  newton  por  metro  quadrado  e  ehamado  de  pascal  (Pa).  Uma  pressao  de 
i  Pa  6  hem  pequena  (1  Pa  =  1,45  x  10  J  lb/pol");  portanto,  e  eomum  usar  kilo-pascal  (kPa), 
que  vale  1 000  Pa. 


Tabeiu  7*8J 

SIST3-MA 

l:ORCA 

+  ARHA  = 

PRESSAO 

MKS 

newton  (N) 

metro  quad  1  ado  (m2) 

pascal  (lJa) 

BE 

libra  (,1b) 

pe  quadrado  (pe2) 

Ib/pe  2 

BE 

libra  (lb) 

polegada  quadrada  (pol2) 

lb/pol2  (psi) 

I  ATORKS  [>h  convkksmj; 

1  Pa  -  1 ,45  x  LO  -J  lb/pol" 

1  lb/pol"  «  6,89  x  lOFPa 

-2,09x  10' 2  lb/pe2 

1  Eb/pe2  «  47.9  Pa 

As  forgas  de  um  ffciido  sempre  agem 
perpendicularmente  &  superf  icie  do 
objeto  submerse. 

Figuru  7.8d 


Nesta  seqao,  estudaremos  forgas  e  pressoes  sobre  objetos  submerses  cm  fluidos*  As 
pressdcs  cm  si  nao  tem  nenhuma  caraetenstica  directional;  porem,  as  forgas  que  elas  criam 
agem  sempre  perpendicularmente  a  superffeie  do  objeto  submerso.  Assim,  na  Figura  7.8,1,  a 
pressao  da  agua  c  ri  a  forgas  horizontals  sobre  os  lados  do  tanque,  fore  as  verticals  sobre  o  fun- 
do  do  tanque  e,  sobre  as  difeienles  paries  do  corpo  da  n  ad  ad  or  a,  forgas  quo  variant  ern  direqao 
e  sentido,  de  forma  a  serein  sempre  perpendicu lares  ao  corpo. 


►  E xempio  1  Re feri ndo-se  a  Figura  7.8,1,  suponha  que  as  costas  da  mao  da  nadadora  tern 
uma  area  de  superffeie  de  8,4  x  10  3  m"  e  que  a  pressao  agin  do  sobre  ela  seja  de  5,1  x  104  Pa 
(urn  valor  reads ta  proximo  do  fundo  de  uma  piscina),  Encontre  a  forga  que  age  sobre  a  mao 
da  nadadora. 


Solugdo  A  parlir  de  (I ),  a  forga  F  e 

F—PA  =(5,l  xlG'*  N/m2)(8,4  x  10'*  m2}  ft;  4,3  x  1 02  N 
Isso  e  urn  valor  bem  grande  para  uma  forga  (ceiea  de  100  lb  no  sistema  BE).  < 


Blaise  Pascal  (1623™16<>2)  Matematicoe  cientista  fian¬ 
ces.  A  snae  de  Pascal  morreu  quantfo  clc  Lin  ha  ires  an  os 
de  idatle  e  seu  pai,  uni  magistrado  altamenle  inslmfdo, 
cuidou  pessoalmente  dos  estudos  ini  dais  do  rapa  7.  Em- 
hora  Pascal  mostrasse  uma  hid  mag  So  para  a  Ci£ncia 
e  a  Matematica.  sen  pai  recusou-se  a  cnsinft-lo  essas 
matdrias  at 6  que  dominate  latim  e  grego.  A  inna  de  Pascal, 
sua  principal  bldgrafa.  afirma  que  cle  descohriu  sozinho  as  32 
prime!  ras  proposigGes  de  Ettdides,  se m  jamais  ter  lido  um  li- 
vro  de  Geometric!.  (PorCm.  e  geialmente  aceito  que  lal  historic 
c  apdenfa.)  Nao  obstante,  o  precoce  Pascal  pubticou  um  ensaio 
altamente  respeitavd  sobre  segues  conicas*  quuudo  tinha  1 6 
anos  de  idade,  Descartes*  lendo 0  ensaio*  considcmu-o  tao bri- 
lhante  que  nao  podia  acred  1  tar  ter  sido  escrilo  por  uin  rapax  tao 
jovem.  Quando  tinha  18  anos,  sua  saiide  comegou  a  esvair-se  e. 


ate  a  morte,  soften  de  dores  constames.  Pore  in,  suu  ciiativida- 
de  minca  foi  a  let  a  da. 

As  contribuigdes  de  Pascal  para  a  Ffsica  ineluem  a  descoberta 
de  que  a  pressao  do  ar  decresce  com  a  attitude  e  o  prinefpio  da 
pressao  dos  fluidos  que  leva  sen  nome.  No  emamo,  a  originalida- 
de  de  seu  trabalho  e  quest  ionada  por  alguns  historiadorcs.  fiscal 
deu  grande s  con tribui goes  ao  raino  da  Matem4tica  ehamado  '  Ge- 
ometria  Projet iva'*,  e  ajudou  a  desen  volver  a  teoria  de  Probabili- 
dades  a l raves  de  uma  sdrie  de  cartas  para  Fermat, 

Em  1646,  os  problemas  de  saude  de  Pascal  causaram-lhe 
uma  profunda  crise  emodonal  que  o  levcai  a  tornar-se  cada  vez 
m  ai  s  i  n  f  e  re  ss  ado  e  m  assun  tos  re  I  i « i  os  os ,  Em  bora  ca  to  I  i  co  de 
nascimento,  convcrteu-se  a  uma  dou Irina  rcligiosa  chamada 
jansenismo  e  gastou  a  maior  pane  dc  seus  dliimos  anos  cscre- 
vendo  sobre  rdigtao  e  fiiosofia, 
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Tabda  7,8.2 


1)1-  h-.So 

MKS 

M/m3 

Otco  de  mdq uinu 

4708 

Gasolina 

6.602 

Agua  pum 

9,8 1 0 

Agua  do  mar 

10,045 

Merctirio 

133,416 

BE 

lWpe? 

j* 

Oleo  de  maquina 

30,0 

Gasolina 

42,0 

Agua  pura 

62,4 

Agua  do  mar 

64,0 

Merctirio 

849,0 

Tudas  as  densidatles  sao 

atefadns  pur 

variEigoes  na  temperauini  c  na  presstio. 
Os  pesos  especfflcos  tambdm  sao  ale- 

lados  por  vnriugues  tie  s'- 

■  DENSIDADE  DE  FLUIDO 

Os  mergulhadores  sabem  que,  qua  mo  mais  fun  do  estiverem,  ma  lores  sao  a  pressao  e  a  forga 
quo  sen  tern  sob  re  sous  eorpos,  Essa  sensagao  tie  pressao  e  tie  forga  e  causada  pelo  peso  da 
agua  e  do  ur  sobre  eles  -  quanto  mais  fun  do  mergulharem,  maior  sera  o  peso  da  dgua  e,  por¬ 
ta  nU\  maior  a  pressao. 

Para  ealcular  as  pres  sot's  e-  us  forgas  sobre  objetos  submerses,  precis  am  os  saber  alguma 
coisn  sohre  as  canicterfslicas  dos  fluidos  nos  quais  eles  estHo  submerses.  Para  simpHflcar, 
vamos  supor  que  os  lluidos  consider  ados  sao  homogeneos,  signiflcando  que  duas  amostras 
com  o  mesmo  volume  l£m  a  niesina  mass  a.  Segue  dessa  hipotese  que  a  massa  por  unidade  de 
volume  e  uma  constants  5,  a  qual  depende  das  caraeterfslicas  do  fluido,  mas  nao  do  tamanho 
e  da  local  izagao  da  amostra;  e  ha  mam  os 

m 

(2) 

de  densidade  de  massa  do  fluido.  As  vezes,  6  mais  convert  ieiue  trabalhar  com  o  peso  por  unidade 
de  volume,  Assim,  defirtimos  a  densidade  de  peso  (peso  espectftco)  p  tic  um  fluido  eomo  sendo 


w 

p=v 


(3) 


onde  w  6  o  peso  da  amoslra  do  fluido  de  volume  V.  Assim,  se  o  peso  e spec i dec  for  eonheci- 
do,  o  peso  w  da  amoslra  do  fluido  com  volume  Ppode  ser  calculado  pela  formula  w  =  pV\  A 
Tabda  7.8.2  mostra  alguns  pesos  especfflcos  tfpicos. 


■  PRESSAO  DE  FLUIDO 

Para  ealcular  pressoes  e  forgas  de  fluidos,  preeisamos  fazer  use  de  uma  observagao  experi- 
mental.  S upon ha  que  uma  superffeie  plana  de  area  A  esteja  submersa  em  um  fluido  bomoge- 
neo  de  densidade  de  peso  p  de  lal  maneira  que  loda  a  superffeie  se  eneontre  entre  as  profun- 
didadcs  h ,  e  h2>  onde  hl  <  ft2  (Figura  7.8.2).  Os  experimentos  niostram  que  o  fluido  exerce  em 
am  bos  os  lados  da  superffeie  uma  forga  que  6  perpendicular  h  superffeie  e  euja  magnitude  F 


sat  is  fax  as  dcsigualdades 


ph\A  <  F  <  phi  A 


(4) 


Assim,  segue  de  (I)  que  a  pressao  P  -  FfA  em  um  dado  lado  da  superffeie  satisfaz  as  desi¬ 
gn  a  I  dados 

ph i  <  <  ph2  (5) 

Observe  que  agora  e  imediato  ealcidai  a  forga  e  a  pressao  de  uni  fluido  em  uma  superffeie 
plana  que  esla  .submersa  honzonfalniente  a  uma  profundidade  h,  pois  entao  h  =  hA  —  h2  e  as 
design  aid  ades  (4)  e  (5)  tornam-se  as  igualdades 


F  =  phA 


(6) 


e 


P  =  ph 


(7) 


A  presslo  vezes  3  3rea  &  a 
forga  do  fluido. 


►  Exemplo  2  Eneontre  a  pressao  e  a  forga  do  fluido  no  topo  de  uma  placa  circular  plana, 
com  raio  de  2  m,  submersa  horizon  lal  mente  na  agua  a  uma  profundidade  de  6  m  (Figura  7.8.3). 

Salu^do  Como  o  peso  especffico  da  agua  e  p  =  9810  N/m  \  tem-se  a  parlir  de  (7)  que  a 
pressao  do  fluido  e 

P  =  ph  =  (98 1 0)(6)  =  58.860  Pa 
e  a  parlir  de  (6)  que  a  forga  do  fluido  e 


F  =  phA  =  ph(Trr)  =  (98 1  0)<6)(4jt)  =  235,440*  739.700  N  A 


Figura  7.8*3 
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■  FOR£A  DO  FLUiDO  SOBRE  UMA  SUPERFiCJE  VERTICAL 

Foi  facil  eafcular  a  forga  do  fluido  sobre  a  plaea  horizontal  no  Exemplo  2,  pois  redos  os  pon¬ 
tes  esiavam  na  mesma  profundidatic.  ()  problems  de  cncontrar  a  forga  do  fluido  sobre  uma 
superffeie  vertical  €  nmis  complicado,  pois  a  proFundidade  ef  portanto,  a  pressao,  nao  sao 
constantes  na  superffeie.  Para  cncontrar  a  forga  do  fluido  sobre  uma  superffeie  vertical,  vanios 
necessiiar  do  Cdlcufo. 


7.8*2  problem  A  Suponha  que  uma  superffeie  plana  esteja  imersa  vertical  mente  cm 
um  fluido  com  peso  espeeffico  p,  e  que  a  pane  submersa  da  superffeie  se  estenda  de 
x  —  a  ate  x  —  ao  longo  da  parte  positiva  do  eixo  x  (Figuni  7.8.4c;),  Para  a  <  x  <  /;*  seja 
m(x)  a  cxiensao  da  superffeie  e  h(x)  a  proFundidade  do  ponto  a.  Dolma  o  que  cn  ten  de¬ 
mos  porfonga  do  fluido  F  sobre  a  supcrlicic  c  encontrc  uma  Formula  para  calcula-ia. 


A  iddia  bdsiea  para  resolver  esse  problems  d  dividir  a  supcrlicic  cm  faixas  horizonlais 
cujas  areas  possam  ser  aproximadas  por  areas  de  retangulos,  Bssas  aprox imagoes  de  areas, 
junto  com  as  dcsigualdadcs  (4),  nos  permitjrSo  criar  uma  soma  de  Riemami  que  aproxime  a 
lorga  total  na  superffeie.  Tomando  uni  limite  de  soruas  de  Riemann,  obteremos  uma  integral 
para  F, 

Para  Implementar  essa  ideiat  di  vidimus  o  intervalo  [a,  /jJ  em  subintervalos  inserindo 

os  pantos  x\,  x2 . xir_t  entre  a  —  x$  e  b  =  xH.  Isso  tern  o  efeitode  dividir  a  superffeie  em 

n  Faixas  com  areas  Ai ,  k  =  [t2t.,.,n  (Figura  7.8.4/;).  Segue  de  (4)  que  a  Forga  h\  na  A -e  si  tu  a 
faixa  satisfaz  as  desisualdades 


ph(Xk~i)Ak  <  Fk  <  ph(xk)Ak 


)  ou ,  e q  u  i va I  e n tern e n  te , 


b(xk- 1)  < 


<  b(xk  ) 


Como  a  fungao  proFundidade  h(x)  cresce  linearmeme,  deve  existir  algum  ponto  x%  enire  xk  \ 
e  xk  tal  que 

Ft 

*W)  = 

pAk 

ou,  equivalentemcntc, 

Fk  =  ph(x*)Ak 

Agora  aproximamos  a  area  Ak  da  £-£sima  Faixa  da  superffeie  pel  a  area  de  um  retangulo  de 
largura  w(xfl)  e  altura  Axk  —  xk  —  xk_ \  (Figura  7.8,4c),  Segue  que  Fk  pode  ser  aprox im ado 
por 

Fk  ~  pb(xfl)Ak  ^  pfi(xfl)  ■  w(xfl)  Axk 

Area  Jo  neiangulo 

Somando  cssas  aprox  imagoes,  oblemos  a  seguintc  soma  de  Riemann.  que  aproxima  a  Forga 
total  F  sobre  a  superffeie: 

h  It 

F  -  V  Fk  ^  ph(xl)w(xl)Axk 


k^\ 


k^\ 


Tomando  o  limite  quando  n  cresce  e  a  extensao  dos  subintervalos  tendc  a  zero*  obtemos  a 
integral  definida 

u- 

'J  ft? 

F  —  I  i m  y  ph (x J ) w (xk  )Axk  —  I  pit (x } w (x )  dx 

max  — *  fl  — *  '  /jr 


Em  surna,  temos  o  seguinte  resultado: 
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(b) 

Figura  7.8.5 


7.8.3  dkhni^ao  Suponha  que  uma  superlTeie  plana  esteju  imersa  vertical  my  me  cm 
uni  lluido  com  peso  especffico  p,  c  que  a  parte  suhmersa  da  superffeie  se  estenda  de  x  =  a 


ate x  -  h  ao  longo  de  um  eixo  x  cujo  sentido  positive  seja  para  baixo  (Figura  7.8.4a),  Para 
a  <  x  <  suponha  que  wf(jr)  seja  a  extensao  da  superffeie  e  que  h(x)  seja  a  profundidade 
do  ponto  a-.  Entao  definimos  a  forga  do  ftuido  F  sobre  a  supeitTcie  por 


/•h 

F  —  I  ph(x)w(x)dx  (8) 


►  Exemplo  3  A  face  de  um  dique  e  um  retangulo  vertical  corn  altura  de  100  pes  e  exten¬ 
sao  de  200 p^s  (Figura  7.8.5a)-  Bncontre  a  forqa  total  que  o  lluido exerce  sobre  a  lace,  quando 
a  super  ffeie  da  ago  a  esta  no  nfvel  do  ropo  do  dique. 


Solugao  Introduzimos  um  eixo  x  com  origem  na  superffeie  da  agua,  eon  forme  mostra  a 
Figura  7.8.5/?,  Em  um  ponto  x  sobre  esse  eixo,  a  extensao  do  dique  e  u;(a)  =  200  pes  e  a  pro¬ 
fundidade  h(x)  =  x  pes.  Assim,  a  partir  de  (8)  coni  p  =  62,4  1b/pel  (peso  espeeffieo  da  agua), 
obtemos  como  to  re  a  total  sobre  a  face 


F= J 


too  pm 

(62A)(x)(200)dx  -  12.480  /  xdx 

Jo 


2nm 

=  12.480  ~  =  62.400.000  lb  ■* 

2  Jo 


t 

1  p£s 


its) 


Figura  7.8*fi 


►  Exemplo  4  Uma  piaea  com  o  form  at  o  de  triangulo  isosceles,  com  base  tie  10  pbs  e  al¬ 
tura  de  4  pes,  c  imersa  vcrticalmcnte  cm  bleo  de  maquina,  con  forme  mostra  a  Figura  7.8.6n. 
En  com  re  a  lorga  F  que  o  lluido  exerce  sobre  a  super  ffeie  da  piaea  se  o  peso  espeeffieo  do  61eo 
for  p  =  30  lb/pe'. 


Solugao  Va m os  i  ti  trodu zi  r  u  m  ei  xo  x,  co  n  fo  rme  mos  tra  a  F ig ura  7.8.6 b.  Por  se  me  I  li  an  q a  de 
triangulos,  a  extensao  da  piaea,  em  pes,  a  uma  profundidade  h(x)  =  (3  +  x)  pes,  satisfa/. 


tu(x)  x 
=  4’ 


Assim,  tem-se  a  partir  de  (8)  que  a  forqa  sobre  a  piaea  e 


fh 

J  —  j  ph(x)w(x)dx  = 


(30)  (3  4-  x) 


(3.r  +  x2)dx  =  75 


=  3400  lb 


•/  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7.8  (Ver  paging  496 para  respostas) 


L  A  unidade  de  pressao  equivalent e  a  l  newton  por  metro  quadra- 
do  (N/rrf)  6  chamada  de  .  A  unidade  de  pressilo  psi 

signifies _ . 

2,  Dado  que  o  peso  espeeffieo  da  agua  e  9.810  N/m\  a  pressao 
de  lluido  em  mm  lamina  ret  angular  de  2  por  3  m  que  esta  suh- 
mersa  horizontal  men  to  na  agua  a  uma  profundidade  de  10  m  d 
de _ _ A  forga  do  lluido  na  placa  e  de _ . 


X  Suponha  que  uma  superffeie  plana  esteja  imersa  vertical  merit e 
em  um  lluido  dc  peso  espeeffieo  p  e  que  a  parte  suhmersa  da 
super  ffeie  se  estenda  de  x  -  ci  ate  t  =  b  ao  longo  de  um  eixo  v, 
cujo  semido  positive  e  para  baixo.  Sc,  para  a  <  x  <  b.  a  super- 
ffeie  liver  larguta  u-(.v)  e  profundidade  h(x}T  entao  a  forga  de 
lluido  na  superffeie  6  F  — _ _ 
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4,  lima  lamina  retangular  com  2  m  de  laggura  por  3  m  de  altura 
esta  subnuTSii  vertical  monte  em  *1gua  de  tal  modo  quo  sea  topo 
esta  a  5  m  abaixo  da  superffde  da  agua.  Uma  expressao  integral 


para  a  forga  da  dgua  sobne  a  superlYcie  plana  e  F  - 
O  valor  dcssa  integral  d _ 


EXERCICIOS  7.8 


Neste s  exercfcio.ft.  quando  neceftsario,  eon. suite  a  Tabula  7,8.2  para 
os  pesos  especfficos  dos  liuidos. 


1. 


Uma  placa  retangular  plana  6  imersa  horizontal  me  me  em  agua. 
(a)  Encontre  a  forga  (em  lb}  e  a  press  So  (em  Ib/pdft-)  sobre  a 


super  lie  ie  superior  da  placa  $e  sua  area  for  de  1 00  pd$  c  a 
supcrficic  estiver  a  5  pcs  de  profundidadc. 

(b)  Encontre  a  forga  (cm  N)  e  a  pressao  (em  Pa)  sobre  a  super- 


llcie  superior  da  placa  sc  sua  area  tor  de  25  m"  e  a  s u peril- 


eic  estiver  a  !0m  de  profundi  dude. 


2.  (a)  Encontre  a  forga  (cm  N)  sob  re  o  conves  de  urn  navio  afun- 
dado  se  sua  area  for  tie  1 60  nf  e  a  pressao  sobre  o  convcs 
for  de  6,0  x  }  0s  Pa, 

(b)  Bncomre  a  forga  (em  lb)  sobre  a  mascara  de  um  niergu  I  ha- 
dor  fte  sua  Area  for  de  60  pol’  e  a  pressao  sobre  ela  for  de 
100  Ib/pol2. 


11.  Urn  a  placa  quadrada  com  a  pds  de  I  ado  estd  mergulhada  em  um 
liquido  de  peso  espeefbeo  p  lb/pds\  Encontre  a  lorga  do  fluido 
sobre  a  placa  sc  um  vdrtice  estiver  locando  a  super licie  e  uma 
diagonal  for  perpendicular  a  esta. 


12-15  A  Formula  (8)  da  a  forga  do  duido  cm  uma  superiYcie  pla¬ 
na  imersa  vert i cal memo  cm  um  Hinder  Mais  geralitiente*  se  uma 
snperffeie  plana  for  snbmersa  de  tal  modo  que  la z  um  angulo  de 
0  <  0  ct/2  coin  a  vertical,  entao  a  forga  do  lluido  sobre  a  super- 
fide  e  clada  por 

f  h 

F  —  f  ph(x)w(x)  see  0  dx 

Jci 

Use  essa  formula  nesles  exercieios. 


12.  Derive  a  formula  dada  acima  para  a  forga  do  lluido  sobre  uma 
supcrficic  plana  imersa  a  um  certo  angulo  cm  um  lluido. 


3-6  As  superficies  planas  mostradas  cstao  imersas  vertical memo 
em  dgua.  Encontre  a  forga  do  lluido  sobre  eada  super  tie  ie. 


13,  A  figura  abaixo  mostra  uma  piscina  retangular  cujo  fundo  d  um 
piano  mclmado,  Encontre  a  forga  da  agua  sobre  o  fundo  quan- 
do  a  piscina  estiver  cheia  aid  o  topo. 


9.  S u p on h a  q tie  u m a  su  perfTc  te  pi  ana  esteja  i  mersa  ve rt  i cal  mente 
cm  um  lluido  de  peso  espeeifico  p,  Dobrando-se  p,  dobra  tam- 
bem  a  forga  sobre  a  supeilldc?  Exptique  seu  raciocinio. 

10.  Um  unique  de  dleo  tem  a  form  a  de  um  eilindro  circular  rcto, 
com  4  pes  de  diametro.  Encontre  a  forga  total  do  lltiido  sobre 
um  ex  ire  mo,  quando  o  eixo  6  horizontal  e  o  tanque  cfttrl  cheio 
aid  a  include  com  um  dleo  de  peso  especi  lico  de  50  Ib/pds 


14.  Por  quantos  pes  devemos  baixar  a  agua  da  piscina  do  Exetdcio 
13  para  que  a  forga  no  fundo  seja  reduzida  por  um  la  tor  de  l'! 

15.  A  figura  abaixo  mostra  um  clique  cu  ja  face  6  um  retanguio  t ri¬ 
el  inado.  Encontre  a  forga  do  lluido  sobre  a  face  q nan do  o  nfvel 
da  ttgua  e  stiver  no  topo  do  dique. 


Figura  Ex- 15 


16.  Uma  janela  de  observagao  em  um  submarino  e  um  quadrado 
com  2  pds  de  lado,  Usando  pn como  o  peso  especffico  da  dgua 
do  mar.  encontre  a  forga  exereida  pelo  lluido  sobre  a  janela 
quando  o  submariuo  estiver  submerso  de  tal  Forma  que  a  ja- 
nela  esteja  vertical  e  seu  topo  sc  encontre  a  uma  pro  fund  id  ti¬ 
de  dc  h  pcs. 
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ENFOCANDO  CONCEITOS 


17*  (ft)  Mo st re:  se  o  sitbmarino  do  Exerefcio  ]  6  estiver  descen¬ 
ded  verticalmcnte  a  tuna  lax  a  constanrc*  entao  a  forga  do 
fluido  sobre  a  jane  I  a  aumema  a  uma  taxa  con  si  ante. 

(b)  Coni  que  lax  a  a  forga  do  flu  i  do  sob  re  a  jane]  a  esta  cres¬ 
cendo  se  o  submarino  esiiver  descendo  vertical  me  me  a 
20  pcs/ min? 

18*  (a)  Denote  por  D  =  Da  um  disco  de  raio  a  submerso  cm 
uni  fluido  de  peso  especffico  p  de  la!  maneira  que  o 
centre  de  P  esieja  h  unidades  abaixo  da  superfine  do 
fluido.  Para  cada  valor  de  r  no  intervaio  (0.  u{,  seja  />. 


o  disco  de  raio  r  que  6  con  cent  rico  coin  P.  Escolha  um 
lado  do  disco  D  e  defina  P(r)  como  a  pressao  do  fluido 
no  lado  escolhido  de  Df. .  Use  (5)  para  provar  quo 

lim  P(r)  =  ph 

r-*Q* 

(b)  Ex  pi  i  que  por  que  o  resu  Itado  de  (a)  pode  ser  i  nterpre- 
lado  como  significaudo  quo  a  pressao  de  um  fluido  a 
uma  dado  pmfundidade  e  a  mesma  em  tod  as  as  dire- 
goes.  (Essa  afinmgaoe  uma  versa o  dc  urn  re su Itado 
conhccido  com o  Friticfpio  dc  Pascal.) 


RESPOSTAS  DOS  EXERCICiOS  DE  COMPREENSAO  7.8 


I .  pa  sea  I :  1  i  h  r  as  por  pol  egada  q  u  adrada  (si  gla  cm  i  ngles)  2.  98 r 1 00  Pa ;  5  88. 600  N  3 

4.  f  9810[(5  -f  jc)2]  dx;  382,590  N 
Jo 


■  r 

J  a 


pli(x)vnx)  dx 


7.9  FUNQOES  HIPERBOLICAS  E  CABOS  PENDENTES 


Nesta  seqdo  estudaremos  c  erf  as  comhinaqoes  de  e  e  e  denominadas  “funegaes 
hiperbolicas%  Essas  fun  goes,  que  aparecem  em  varies  aplicagoes  em  Engertharia,  tern 
mid  fas  p  ropy  ted  ad  as  em  cornu  m  com  as  fitngdes  trigonometricas.  Tais  semelhemgas  sdo 
sapreendenies,  uma  vez  que  ltd  muito  pottco  no  aspccto  exterior  que  sugira  qualquer 
relagao  entre  exponentials  efangdes  trigonometricas.  Is  so  se  deve  ao  fata  de  as  ret  a  goes 
oconerem  dentro  do  con  fax  to  dos  ndmeros  complexos,  am  tdpico  que  deixaremos  para 
cars  os  metis  avangados. 


M  DEF1N1QOES  DE  FUNQOES  HIPERBOLICAS 

Para  introduzir  as  fungoes  hiperbdlicas,  observe  que,  no  Exerefcio  65  da  SegSo  1.3,  ioi  m os- 
trad  o  que  a  fungao  e  pode  scr  expressa  da  seguinte  forma,  como  a  soma  de  uma  fungao  par  e 
de  uma  fungao  fmpar: 


Par  Lnipsy 


Eissas  (  ungoes  sao  su  I  icien  (entente  importantes  para  que  haja  nornes  e  nolagdes  associados  a 
cl  as:  a  fungao  fmpar  e  ehamada  de  seno  hiperbolico  de  x  e  a  pars  cos  sc  no  hiperbolico  de  x. 
El  as  sao  de  no  lad  as  por 


scnh.v  — 


e*  -  e~* 


e  cosh  x  — 


e v  +  e'  x 


Dessas  duns  pedras  fundamentals  podemos  criar  mais  qua  Ire  fungoes  e  obter  o  seguinte  con- 
junto  de  sci  unities  hiperbdlicas : 
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7.9.1  OKFIMTOLS 

Seno  hiperboiico 

ev  —  e-x 

senhx  —  - — — - ■ 

2 

Cossetio  hiperboiico 

e  r  4-  e“  T 

eosh  x  — - - 

2 

Tange nte  hiperboiico 

senh  x  eK  —  e~x 

fen  x  =  — ■ —  =  - 

cosh  x  ex  -b£j_J 

Cotan gente  hiperbolica 

cosh  x  ex  +  e~x 

cotgh  x  = - -  =  * — — — 

senh  x  ex  -  e~x 

Seva  nte  hiperbolica 

u  1  2 

seen  x  —  - - — -  —  - — — — ■ 

cosh  x  ex  +  e  x 

Cossecante  hiperbolica 

cossech  a  = - = - - 

senh  x  cx  —  e~x 

DOMINIO  OATECNOLQGEA 

Os  s  isle  mas  algebricos  computacso- 
nais  tern  fecursos  para  calc u la r  dire- 
tamente  as  funcoes  hipefbditcas,  o 
qua  aEgumas  calcu-iadoras  n&o  tern, 
Contudo.  se  o  lei  tor  quiser  cafcuiar  o 
valor  tfe  uma  funq&o  hipeit6llca  am 
uma  calculation,  isso  potfe  ser  lei  to 
oxprossandO'a  em  termos  do  forgoes 
exponentials,  como  no  Exempio  1, 


O  projtiio  do  Gateway  Arch,  cm  Sc.  Louis, 
csta  bascaclo  em  Lima  curva  invcnida  do 
cosseno  hiperbdlico. 


►  Exempio  1 


senh  0  = 

cosh  0  — 
senh  2  = 


^0  _  £-« 


4- 


2  ^-2 
—  e  1 


\  -  J 

2 

I  4  1 


=  0 


=  i 


2 


3,6269  < 


■  GRAFICOS  DAS  FUNQOES  HIPERBOUCAS 

Os  graficos  das  f undoes  hiperbolicas  que  aparecem  na  Figura  7.9.  J  podem  ser  ge ratios  com  um 
recur  so  compuiaeional,  mas  vale  a  pen  a  observar  que  a  forma  geral  do  graltco  tie  v  -  cosh  x 
pode  ser  obtida  esbogando-se  separadamente  os  graficos  de  y  =  i  e*  e  y  =  \e~~x  e  so  man  do¬ 
se  as  eoordenadas  v  corresponds  ntes  [ver  a  pane  {a)  da  figura |-  Analogamente,  a  forma  geral 
do  grafieo  de  y  =  senh  x  pode  ser  obi  i  da  esbogando-se  separadamente  os  graft  cos  de  y  —  ex  c 
v  =  —  d^--v  e  soniando-sc  as  eoordenadas  y  corrcspondcmes  [ver  a  pane  (h)  da  figura]* 

Observe  que  senh  x  lorn  um  dominio  de  (— oc,  4-og)  e  uma  imagem  de  (-oo,+oo),  en- 
quanto  cosh  x  tern  um  dominio  de  {— oo,4oc)  e  uma  imagem  de  [  I,  +oc).  Observe  lamhem 
que  v  —  e  v  —  \e~x  $ao  ass  into  tan  curvilinear  de  v  =  cosh  x,  no  semi  do  deque  o  grafieo 
dessa  fungao  fica  cada  vez  mais  proximo  do  gralico  de  v  =  ^ex  quando a  — *  4oo,  c  cada  vez 
mais  proximo  de  y  =  x  quando x  — >-oo  (ver  Secao  5.3).  Da  mesma  forma,  y  =  \ex  c 
=  —  je~'x  sao  assmtotas  curvflineas  para  y  -  senh  xs  quando  x-^+cc  e  x— >-oo,  respectiva- 
mente.  As  demais  propriedades  das  fungocs  hiperbolicas  scriio  exploradas  nos  exerefeios. 


■  CABOS  PENDENTES  E  OUTRAS  APLICAQOES 

As  fun  goes  hiperbolicas  surge  m  em  movimentos  vrbratorios  dentro  de  sol  id  os  elastic  os  e, 
mais  geralmenic,  ein  muitos  problemas  nos  quais  a  energia  mecanica  e  gradual  me  nle  absor- 
vida  pclo  rncio  ambienlc.  Flas  tarn  be  m  ocorrem  quando  um  cabo  llcxfve!  e  bomogeneo  e  sus¬ 
pense  emre  dois  pontos,  como  as  linhas  lelefdnicas  emre  do  is  posies.  Tais  cabos  form  am  uma 
curva  denominadaefl^rtflr/fl  (cm  labni,  catena  signilica  “cadeia"7).  Sc,  como  na  Figura  7.9.2, 
for  inlroduzido  um  sisiemade  eoordenadas  tal  que  o  ponio  mais  baixo  docaboesteja  no  eixo 
y,  pode  ser  mostrado,  usando  prinefpios  da  Ffsica,  que  o  cabo  tern  uma  equagao  da  forma 


-Ur 


v  =  a  cosh 
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Figure  7.9<I 


■  IDENTIOAOES  HIPERBOUCAS 


As  J undoes  hipcrbolicas  saiislazem  v  arias  idcntidades  si  mi  lares  uquelas  das  fundees  trtgono- 


m&ricas.  A  mais  fundamental  del  as  6 


cosh"  a-  -  senh\v-  l 


que  pode  scr  provada  eserevendose 


cosh2  x  —  senh2  x  =  (cosh  x  4-  senh  .v)  (cosh  jt  —  senhx) 


Outras  idcntidades  hiperbblicas  podem  ser  deduzidas  do  modo  semelhante  ou,  alier- 
nalivamente,  executando  ope r across  algebricas  nas  identidades  conhecidas.  For  exemplo,  se 
dividirmos  (I)  por  cos'll" x,  obteremos 

I  -  tglr  x  -  seehV 

c  sc  dividirmos  ( 1 )  por  senh"  x,  obteremos 


COtah  x—  I  - eossech'.Y 


0  leorema  a  seguir  resume  ulgumas  das  idcntidades  hiperbolieas  muis  lUois.  As  provas 
quo  a  in  da  nao  foram  toil  as  serao  dei  xadas  oomo  exercEcio. 
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Fig  urn  7,9,3 


■  POR  QUE  ELAS  SAO  CHAM  ADAS  DE  FUNgOES  HtPERBOLICAS 

Lembre  que  as  equagbes  paranidirieas 

x ~  cos  t,  v  =  sen  i  (0  <  /  <  In) 

representam  o  circulo  unitdrio  a-2  +  f  =  I  (Figura  7.9.3a),  coma  pode  ser  vista  escrcvendo-se 

x* + j1 2  =  cos'  r 4-  sen'  r  =  i 

Se  0  <  f  <  27rt  entao  o  para  metro  /  podc  scr  interprets  do  como  o  angulo  cm  radianos  desde  o 
eixo  x  positive  ate  o  porno  (cos  rt  sen  t)  ou,  akeruativuinente,  como  o  dohro  da  area  sombrero 
da  na  Figura  1.93a  (verifiqne).  Analoganiente,  as  equagoes  parametrieas 

x  =  cosh  0  v — senh  /  (-00 <t<  +oo) 

2  y  + 

represent  a  eh  uma  parte  da  curva  x  -  y~  —  ! ,  como  pode  ser  visto  escrevendo-se 

x2-  v'  =  cosh2  /  -  senh'  /  -  I 


e  observando-se  que  x  -  cosh  /  >  0.  Essa  curva,  que  esta  na  Figura  7.9.3i?P  c  a  metade  direita  de 
uma  curva  denominada  hiperbole  uni  tar ta:  essa  e  a  razao  pel  a  qua!  as  fungoes  nest  a  seqao  sao 
chamadas  de  tuncoes  hiperbolicas.  Pode- sc  mostrar  que,  se  /  >  0,  entao  o  parametro  r  pode  ser 
interpret  ado  como  o  dohro  da  area  sombreada  na  Figura  7,9,3&  (Omitimos  osdctalhes.) 

■  FORMULAS  PARA  AS  DERIVADAS  E  AS  INTEGRAIS 

An  formulas  para  as  derivadas  de  senh  x  e  cosh  v  podem  ser  obtidas  expressando-se  estas 
fu nodes  cm  termos  de  e  e  e  x: 

ex  4-  e“T 


d.  ,  ,  d 

—  [senhx]  —  - — 

dx  ax 


d  ,  d 

—Icoshxj  =  — 

ax  ax 


—  c  1 


2 

ex  + 


ex  -  e~x 


—  cosh x 


—  setih  x 


As  derivadas  das  I’ungoes  hiperbdlicas  restames  podem  ser  obtidas  expressando-as  cm  termos 
de  senh  c  cosh,  c  aplicando-se  as  idenlidades  apropriadas.  For  exemplo: 


d  d 

— —  [tgh  jc  |  =  — 

ax  dx 


senh  x 


cosh  x  —  [senh  x]  —  senh  x  -  -[cosh  x] 
dx  dx 


cosh  x 
cosh2  jr  —  senhx 


cosh2  x 


cosh2  x 


—  -  —  scclr  x 


x 


0  tcorema  a  seguir  Ibrneee  uma  lisia  cornpleta  de  formulas  de  derivagao  c  de  in  1  eg  rag  ao  para 
as  f ungoes  hiperbolicas. 
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7.9,3  TKOREMA 


d_ 

dx 


[senh  // 1  —  cosh  it 


du 

dx 


d_ 

dx 


[cash  u  1  =  scnh  a 


dn 

dx 


d  .  .  t  ,  i  du 

—  [tgh  u]  =  seclr  u  — 

dx  dx 

d  r  ,  ,  du 

—  [cotgh  a  I  —  —cossech  a  — 

dx  dx 

— [seeh  «1  =  -sech  u  t£h  u  — 

dx  dx 


—  [cossech  it/]  =  —cossech  //cotgh  // 
dx 


du 

dx 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


cosh  //  du  —  senli  //  H-  C 
senh  u  du  —  cosh  //  H-  C 
sech2  u  du  =  tgh  u  4*  C 


cossech2  it  du  —  —  cotgh  u  4-  C 


sech  //  tgh  itdit  =  —sech  it  -f  C 


cossech  //  cotgh  u  du  =  —cossech  w  H-  C 


►  Exemplo  2 


[eash(V }]  —  senh(x3)  ■  —[x‘  |  =  3r2  senhhv2) 


dx 

d 

dx 


dx 


I 


[In(tghjc)]  =  — —  «  —[tgh  a]  = 


tgh  x  dx 


■y 

seclr  .v 
tgh  x 


►  Exemplo  3 


senh5  jc  cosh  x  dx  —  -  senl/1  x  4-  C 


i 

/  f  senh x 

I  teh  xdx  —  I  - dA 

J  J  cosh  x 


u  =  senh x 
tin  =  cosh  ,i  tlx 


=  In  | cosh  A |  -f  C 
—  In  (cosh  x)  4-  C 


it  —  cosh.t 
iltt  =  seiil]  x  ti.\ r 


Como  cosh  x  >  0  para  lodo  xt  es  tamos  au  tori  ratios  a  aboiir  os  sinais  de  valor  ahsoJuto.  + 


v  =  a  cosh  (jy)  +  c 


►  Exemplo  4  Um  cabo  de  100  pcs  esta  preso  pelas  pontas  no  alto  de  dois  postes  de  50 
pds  posicionados  a  90  pds  de  disfrlnda  (Figura  7.9,4).  A  que  altura  acimado  solo  esta  o  porno 
medio  do  cabo? 


Soluqao  Felo  que  virnos  acima,  o  cabo  forma  uma  catenaria  de  cquaqao 

y  —  a  cosh  ^  Hh  c 

ondc  a  origem  csta  no  solo  a  mcio  caminho  entre  os  dots  posies,  Usando  a  Formula  (4)  da 
Seqao  7,4  para  o  comprimenLO  da  eat  emir  i  a,  tern  os 


Por  simietiifi 
pel  o  ei*o  y 


—  2 


f 


V 


3  4-  senh 
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>45 


(-)  dx 

Par  <1)0  [>or 

\a) 

cosh  a  >  0 

—  2a  senh 


© 


45 


—  2 a  senh 


J  a 


(?) 


Usando  o  recurso  numcrico  tie  uma  ca  leu  tad  ora  para  resolver 


100  =  2a  senh  (  — 


cm  a  obtemos  a  rs  56,01.  Entao 


SO  =  >'{45)  =  56.01  cosh  ( +  r  75.08  +  c 

de  inodo  que  c  ^  —25,08.  Assim,  o  ponto  medio  do  cabo  esia  a  v(0)  &  56,01  —  25,08 
—  30,93  pcs  acima  do  solo.  M. 


Com  a  restrigao  de  que  a  >0, 
as  curva$  y  =  cush  A  e  y  ~  iiech  x 

passam  peto  teste  da  reta 
horizontal. 


Figura  7.9,5 


■  FUNQOES  1NVERSAS  DAS  FUNQOES  HIPERBOLICAS 

A  parti r  da  Figura  7.9,1,  e  evidente  que  os  graficos  de  senh  v,  tgh  x,  cotgh  x  e  cossech  x 
passam  pelo  teste  da  reta  horizontal,  mas  os  graficos  de  cosh  x  e  sech  x  nao.  No  tiltimo  case, 
restringir  x  como  nao-negativo  torna  as  fun^ocs  invertfveis  (Figura  7.9.5).  Os  graficos  das 
scis  fungoes  hiperbdlieas  inversus  na  Figura  7.9,6  (brain  obtidos  por  re  11  ex  uo  em  lor  no  da 
reta  v  =  .v  (com  as  rcstrigoes  apropriadas). 

A  Tube!  a  7,9. 1  resume  as  propriedades  basic  as  das  (undoes  hiperbolicas  inversus.  O 
leitor  deve  confirmar  que  os  dominies  e  as  imagens  na  tabela  estao  de  acordo  com  os  graficos 
na  Fiaura  7.9.6, 


v  —  are  sc^li  .v 

v  -  are  cosh  ,v 

y  -  are  tgh  .¥ 

y  =  arc  colgh  x 

y  -  tire  sech  x 

y  -  arc  cosscch  x 

Figura  7.9,6 
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Tabela  7.9  J 


E:rxcAo 

IMlMINtO 

IMACitiM 

R3-.I.At;Ol-:S  FtASlC  AS 

are  senh  .v 

(— w,  +  *») 

(“™f  +w) 

arc  senh  (senh  x)  =  x  sc  <  x  <  +« 

senh  (arc  senh  x)  =  x  sc  -«  <  x  <  -s-^ 

are  cosh  _v 

1 1  *  +<»} 

[0,  +oo) 

are  cosh  (cosh  x)  ~  x  sc  x  >  Q 

ct>sh  (arc  cosh  x)  -  x  sc  x  >  1 

are  tgh  a 

H,  0 

(-**,  +ao) 

are  Igh  (igh  x)  =  x  sc  -«>  <  x  < 
tgh  (arc  Igh  x)  =  x  sc  --  6  <  x  <  t 

arc  cotgh  x 

(-«.  —  1)  U  (1,+^) 

(-«,  0)  U  {0.  +«) 

arc  cotgh  (cotgh  x)  =  x  sc  x  <  0  on  x  >  0 
coigh  (arc  cotgh  x)  -  x  sc  x  <  -l  on  x  >  1 

arc  sech  x 

(0.  I| 

[0,  +«) 

are  sech  (sech  x)  =  x  sc  x  >  0 
sech  (are  sech  x)  -  x  sc  0  <x  <  \ 

aic  cossech  r\ 

r  (-«>,  0)  U  (0,  +«) 

(-»,  0)  U  (0.  +<*>) 

are  eossech  (eosscch  x)  ~  x  sc  x  <  0  ou  x  >  0 
cossceh  (arc  eosscch  x)  “  a  sc  x  <  0  ou  x  >  0 

■  FORMAS  LOGARITMICAS  DAS  FUN<?OES  HIPERBOLICAS  INVERSAS 

Como  as  fungoes  hiperbdlicas  podem  ser  ex  presses  em  term  os  de  e\  nao  deve  eonsliluir  uma 


surpresa  que  as  f Lingoes  hlperbolicas  in  vers  as  possum  ser  expressas  cm  termos  dos  logaritmos 
naturals.  O  prdximo  teorema  tnostra  isso. 


7.9*4  teorema  As  seguintes  relagdes  valem  para  todo  x  do  do  min  to  das  fungoes  hi- 
perholicas  inversas  dadas. 


Vamos  moslrar  como  deduzir  a  primeira  fdrmuia  desse  teorema,  deixando  as  res  tamos  como 
exercido.  A  kleia  basic  a  c  escrever  a  equagSox  =  senh  y  em  termos  de  fungoes  exponeneiais, 
c  resolve- la  para  y  como  uma  funcao  de  a\  Isso  ira  produzir  a  equagao  y  =  arc  senh  a\  em  que 
arc  senh  x  esta  ex  press  a  cm  termos  de  iogaritmos  naturals.  ExpFessando,v=  senh  y  em  termos 
de  exponcncias,  obtemos 


x  —  senh  v  = 


ey  -  e~y 


a  qua!  podc  scr  reescrlta  como 

e*  -  2x  -  e~y  =  0 

Multiplieando  essa  equagao  por  e  \  obtemos 

e2>  -  2xey  -1=0 
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e  uplicando  a  formula  quadrat iea,  obtemos 


v  2.v  ±  V  4.v2  +  4  rrrr 

€}  —  - — - - -  —  .V  ±  yx~  4  I 

Uma  vcz  que  e  ■  >  0,  a  solu^ao  envoi  vendo  o  sinal  me  nos  deve  scr  descartada.  Ass  im, 


e*  =  x  +  /777 


Tomando  o  logaiitmo  natural,  obtemos 


y  =  lii(.v  4-  -Jx  -  4*  1  )  ou  arc  senh  x  =  ln(x  4  \/x2  4  1  ) 


►  ExemploS 


arc  senh  1  =  ln(l  4  V 1 2  4  1 )  =  ln(l  4  s/2)  ^  0.8814 


arc  tyh  f  - 


4'- 


i  +  | 

i  -  ? 


-  in  3  «  0,5493 
2 


■  DERIVADAS  E  INTEGRAIS  DE  FUNQOES  HiPERBOLICAS  INVERSAS 

()  Teorema  4,3.1  pode  ser  usado  para  estabelecer  a  diferendabilidade  das  fun^oes  hiperbdli- 
cas  inversas  (omitircmos  os  detalhes),  e  as  formulas  para  as  derivadas  podem  ser  obtidas  do 
Teorema  7.9,4.  For  exemplo. 


Mostre  que  a  derivada  de  arc  scnli  x 
pode  tambem  ser  obtida  tomando 
v  -  arc  senh  x  e  ertlao  dlferenctando 
implicitanrente  a  equacao  x  -  scnEi  y. 


d 

dx 


d  >- - 

fare  senh  x]  =  —  [ln(x  4  yx2  4  1 )]  = 


I 


dx 


7777 +* 


+  77+7 

i 


i  + 


JC 


7777 


(a-  +  7v2  + 1  )(\72  + 1 )  77T7 


Esse  ealenlo  leva  a  dnas  formulas  de  integrate:  a  que  envoi ve  are  senh  x  e  uma  formula 
equivalent  envoi vendo  logariimos: 


/d  v 

-  r  —  arc  senh  x  4  C  —  ln(x  4  \t  x1  4  1  )  4  C 

+  I 


Os  dois  t  core  mas  a  seguir  dao  uma  lisia  das  formulas  de  derivaqao  e  das  correspon¬ 
dent  es  for  mu  las  de  integraqao  para  as  funqocs  hiperbolieas  inversas,  Algumas  das  provas 
aparecem  como  exerefeios. 


7.9.5  TEOREMA 


—  (  are  senh  u) 
dx 


(arc  cosh  u)  — 


du 


v7 


4  u 
1 


2  dx 
du 


d  1  du 

—  (arc cotgh  u)  ~  |wj  >  i 

dx  I  —  ul  dx 


dx 

d 

dx 


(arc  igh  K)  — 


7<3  - 1 dx ' 

i  du 


u  >  I 


(arc  seen  u)  — 


du 


\  —  u 2  dx 


|u|  <  1 


m/777  dx ' 

E  du 


0  <  H  <  1 


d_  1 

dx 

“{arc  cossech  u)  =  —  .  it  ^  0 

dx  M  V',  +u2dx 
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7.9,6  teorkma  Se  a  >  07  entao 

/  "fiFit  *  y!"  St  i 

— —  —  =  arc  senh  ( —  ]  4-  C  on  tn(u  +  \f  u-  +  o2 )  4-  C 

~Ja2  +  u2  Va' 

/(ill  it 

.  =  arc  cosh  ( —  ]  +  C  ou  ln(n  4-  V  it 2  —  a2 )  4  C.  u  >  a 

7u2  -  o 2  w 


(  dii 
J  a2  -  it 2 


—  )  4  C,  |uf  <  a 


-  arc  tgh  (— ) 

-  arc  cotgh  (— fl4  C, 
a  w  \a  / 

/  du  1  -  -I'M  |  ^ 

/  =  — arc  secli  -  4  C 

J  u\a2  -  u2  a  lfll 

J  uVa2  +  u2  a 


on  — —  In 
2  a 


>  a 


a  4  u 


a  —  u 


+  C,  \u\xfia 


oit - hi 

a 


I  la  4  \  #2  —  ti¬ 


ll 


4  C,  0  <  \u\  <  a 


it 

a 


+  C  ou - In 

a 


I  ,  / a  +  \/a2  H-  a2 


\u\ 


4  C\  u  ^  0 


►  Exemplo  6  Calcule 


/ 


dx  3 

i  x  >  - 

^Ax1  -  9  2 


Soiuqao  Seja  u  —  2x.  Assim.  du  —  2  dx  e 

dx  !  f  2 dx 


[  dx  _  3  f  2dx  1  f  dlt 

'•  \  4x2  “9  -  \/4..v2  —  9  2  /  v,,"n2  —  32 


I 


=  -  arc  cosh 
2 


.  /  u  \  I 

sh  ^ j  4  C  —  —  arc  cosh 


*(?) 


4C 


Altemativanienio,  podemos  utilizar  o  equivalent  logantmico  de  arc  cosh  (Zy/3), 


arc  cosh  I  —  In  (2a  4  ^/Ax1  ~~9 )  -  In  3 


(verihque),  e  expressar  a  resposta  como 


/ 


dx 


1 


Ax2  -  9  2 


=  ■-  ln(2jr  +  v'4.v2  -  9 )  +  C  4 


EXERCICiOS  DE  COMPREENSAO  7,9  (Verpagina  507 para  respostas) 


1  *  cosh  .v  - _ senh  a*  ~ 

tgh  x  = _ 

2,  Complete  a  tabela. 


cosh  .V 

senh  x 

tgh  AJ 

cotgh  x 

scch  x 

cossech  x 

DOMfNID 

IMAtJHM 

3*  As  equates  param&ricas 

x  -  cosh  r,  j  =  senh  t  (-00  <  f  <  +oc) 

represent  am  o  lado  direilo  de  uma  curva  chamada _ 

Eiimmando  o  parametro,  a  equate  dess  a  curva  6  dada  por 


d 

4,  —  |  cosh  x  \ 
dx 


|tgh.v]  = 


dx 


j.  j  cosh  A  dx  = 
tgh  A  dx 

6.  —[arc cosh  a-] 
dx 


/ 


—  [arc  tgh  x\ 
dx 


—[senh  a  ]  ^ 
ax 


j  senh  x  dx  = 


* — ■  [arc  senh  x]  = 
dx 
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EXERCIOIOS  7*9  H  Recurso  Grafico  [c]  CAS 


1  -2  A  proximo  a  ex  pres  sao  atd  quatro  cases  decimals. 

31  -46  Calc  u  I  e  as  i  megra E  s. 

L  (a)  senh  3 

(d)  arc  senh  (-2) 


(b)  cosh  (-2) 
(e)  arc  cosh  3 


2*  (a)  cossech  (-1) 
(d)  arc  seeh  J? 


(b)  scch  (In  2) 
(e)  arc  cotgh  3 


(c)  tgh  (in  4) 

(f)  arc  tgh  | 

(c)  cotgh  1 

(I)  arc  cossech  (— V5 ) 


3*  E  neon  I  re  o  va  I  or  n  u  me  ric  ( >  ex  alo  de  c  ad  a  ex  pressao. 
(a)  senh  (In  3)  (b)  cosh  (—In  2) 

(c)  tgh  (2  In  5)  (d)  senh  (-3  In  2) 


4*  Em  cada  parte,  recscreva  a  expressao  como  unia  razao  de  po- 
linCmiOS. 

(a)  cosh  (In  x)  (b)  senh  (In  a) 

(c)  tgh  (2  In  a)  (d)  cosh  (-lux) 


5,  Em  cada  parte,  um  valor  para  tuna  das  fungdes  hiperbdlicas 
e  dado  em  urn  ponio  mlo-especificado  .q,,  Use  as  idemidades 
aproprladas  para  encontrar  os  valores  exatos  das  cinco  restan- 
tes  Id  redes  hiperbdlicas  cm  x^. 

(a)  senh  x0=  2  (b)  eo$hx[(=  f  (c)  lghx„=  | 

6.  Ob  ten  ha  as  formulas  das  derivadas  para  cossech  a\  seeh  x  e 
cotgh  x  das  formulas  de  derivagiio  para  senh  x,  cosh  x  e  tgh  a\ 


7*  Ob  ten  ha  as  deiivadas  de  arc  senh  x.  arc  cosh  a  e  arc  tgh  x  dife- 
reneiando  implies  tameme  as  equagdes  x  =  senh  y,  a  -  cosh  y  c 
x  -  tgh  y. 


S, 


Use  urn  CAS  para  encontrar  as  deri  vadasde  arc  senhx  arc  cosh  a, 
arc  tgh  a,  arc  cotgh  x,  arc  scch  x  c  arc  cossech  v  c  coni  Ernie  que 
sens  resuhados  cslao  dc  acordo  com  os  do  Tcorema  7.9.5. 


9-28  Encontre  dy/dx. 


9,  y  =  senh  (4.  v  -  8  ) 


10,  y  =  cosh  (x5) 


senh  a  cosh  a  dx 


M.  / 

33,  j  v  lgh  .v  i 

*  /* 


seclr  x  dx 


h  x  dx 


r-  in  > 

37.  /  tgh  x  sec  Jr*  x  dx 

J  In  2 

dx 


».  / 


yf  1+9.V2 


41, 


43, 


45, 


/tA?  ("0) 

(  dx 
-  a  y i + 4.v2 

fin  tlx 

k  T^~2 


cosh(2jc  -  3)  c/a 


32,  J  c 

34,  J  cossech2  (3a)  dx 
36.  J  cotgh2  x  cossech2  x  d. 


ex 

38,  /  - 

Jo  ex 

*/ 


In  ^  _  g-A' 


o  e™  +  e 
</a 


—  V 


(7  A 


Vx2  “2 

sen  0  r/t? 

V 1  4-  cos2  (7 


{X  >  >/2) 


■J 

f  <lx 

J  V  9.v2  -  2 

•  L 


(a  >  5/3) 


7/ 2  4-  1 


{cl 47,  Para  cada  uma  das  integrals  obtidas  nos  Excrcfcios  31  a  46.  use 
um  CAS  para  verificar  sua  resposta.  Sc  a  res  post  a  produzida 
pelo  CAS  nao  es  liver  dc  acordo  com  a  sua,  most  re  que  el  as  sao 
cq  nival  cn  tcs. 


■  48*  Use  um  recur  so  gralico  computed  on  a]  para  gerar  os  gralieos 
dc  senh  jc,  cosh  x c  tgh  x.  expressando  essas  (lingoes  cm  termos 
de  e  e  e  \  Se  o  recurso  grafico  computational  puder  faxer  d ire- 
tamente  os  grdficos  daquelas  fungdes,  cere  os  grail  cos  nunbdm 
diretameme. 


11,  y  =  COtgh  (In  a) 

1 3,  y  =  cossec  h  ( 1  /a) 

1 5.  y  -  V  4a  +  cos  h  2  ( 5 x ) 
17.  y  =a?  tgh"  (^/x  ) 

19*  y  -  arc  senh  (i.v) 

21*  y  -  In  (arc  cosh  a) 

23,  v  = - * - 

arc  tgh  x 

25,  y  =  arc  cosh  (cosh  x) 
27,  y  =  e  arc  sech  ^/x 


12. 

14. 
16. 

15. 
20. 


y  -  In  (tgh  2a) 
y  =  sech  ( e 2v) 
y  —  senh"  (2a) 
y  =  senh  (cos  3a) 
v  s=  arc  senh  (1/a) 


22,  y  -  arc  cosh  (arc  senhx) 
24,  y  “  (arc  cotgh  x)2 

26,  y  =  arc  senh  (  tgh  x) 

28,  y  =  ( I  +  a  arc  cossech  a)"1 


[c]29.  Use  um  CAS  para  encontrar  as  derivadas  do  Exemplo  2.  Se  a 
resposta  produzida  pelo  CAS  nao  estiver  de  acordo  com  a  do 
livro,  entao  use  identidades  aproprladas  para  mostrar  que  el  as 
sao  equivalentcs, 

030.  Para  cada  uma  das  derivadas  obtidas  nos  Excrcfcios  9  a  28. 
use  um  CAS  para  veil  Hear  sua  resposta.  Se  a  resposta  ohlida 
pelo  CAS  nao  estiver  de  acordo  com  a  sua,  most  re  que  e  las 
s3o  equivalences. 


49,  Encontre  a  area  dclimitada  por y  -  senh  2xt  y  =  0  c  x  =  In  3. 

50,  En  con  t  rc  o  vol  it  me  d  o  s6l  ido  gc  rad  o  q  u  undo  a  r  eg  i  ao  1  i  t n  i  tad  a 
por  y  =  sech  x,  y  =  (X  x  =  0  e  x  -  In  2  gira  em  torno  do  eixo x. 

5 1 ,  En  con  t  re  o  vol  u  me  d  o  so!  id  o  ge  rad  o  q  u  m  do  a  reg  i  ao  1  i  m  i  t  ad  a 
ptir  y  =  cosh  2x\  v  -  senh  a  —  0  e  x  —  5  gira  ecu  torno  do 
eixo  a. 

52*  Apr oxime  o  valor  positive  da  constanle  a  de  tal  mode  que  a 
area  cnglobada  por  y  -  cosh  ax,  y  -  0,  x  =  0  c  x  =  I  seja  dc  2 
uni dades  de  drea.  Expressc  sua  resposta  com  pelo  menos  cinco 
casas  decimal  s. 

53*  Encontre  o  comprimento  de  arco  da  catena ria  y  =  cosh  x  entre 
x=  0  e  a  ~  In  2. 

54,  Encontre  o  comprimento  de  arco  da  catcnaria  y  =  a  cosh(x/a) 
entre  a  =  0  e  .v  =  a  ,  (a,  >  0). 

55,  Nas  paites  (a)  a  (f)t  encontre  os  l  i  mites  e  con  fin  tie  que  est  So  de 
acordo  com  os  grail  COS  nas  Figures  7.9.1  e  7,9.6. 

(a)  lim  senhx  (b)  Sim  senhx 

j  "V  -\~  y-  x  —*  —so 
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(c)  lim  tgh.Y 
x  — *  4-k 


(d)  lim  tgh  a 


.V  —*  —V; 


(0  lim  are  tgh  a 
x  ^  I  - 


(e)  lim  arc  senh  \ 

,T  “>  +=£ 


ENFOCANDO  COWCEITOS 


St »,  Explique  como  podem  ser  obtidas  as  assmtotas  para  y  -  tgh  a 
u  parlir  das  assrntotas  curvil  Incas  tie  y  -  -cash  a  e  v  =  s-enh  a. 

57.  Prove  que  senh  a  e  uma  fungiio  par  tie  x.  que  cosh  x  e  uma 
fungao  fmpar  tie  x  c  verilique  que  isso  d  comdstente  com  os 
grtifleos  rut  Figura  7,9. 1. 


58-59  Prove  as  identidadcs. 


58.  (a)  cosh  t  4  senh  a  —  e 

(b)  cosh x “ senh x-e  ' 

(c)  senh  (x  +  y)  =  senh  x  cosh  y  4  cosh  x  senh  y 

(d)  senh  2x  =  2  senh  x  cosh  x 

(e)  cosh  (x  4  y)  =  cosh  x  cosh  y  4  senh  x  senh  v 
( 0  cosh  2c  =  cos  If  x  4  sc  n  h :  x 

(g)  cosh  2c  =  2  senh2  a  4  I 

(h)  cosh  2a  =  2  cosh”  a  -  1 

59,  (a)  I  -  tgh”  x  =  sectf  x 


(h)  tgh  (a  +  y)  — 
(c)  tgh  2x  = 


tgh  .v  +  tgh  y 
1  +  tgh  a7  tgh  y 
2  tgh  x 


l  +  mh"  x 


60,  Provo: 

(a)  arc  cosh  x  —  in  {a  4-  V x 2  —  1 ),  x  >  1 


1  /  1  +  A 

{ h)  arc  tgh  x  =  -  In  [  — - 

2  \  1  —  .v 


—  1  <  x  <  1 


61,  Use  o  Excrete  io  60  para  oh  ter  as  formulas  de  derivable  para 
arc  cosh  x  e  are  tgh  _v. 


62.  Prove: 

arc  sech  x  =  arc  cosh  (  1/a). 
arc  cotgh  x  =  are  tgh  (  1/a), 
arc  cos  see  h  x  -  arc  senh  (1/a), 

63,  L 1  sc  o  Ex  ere  tcio  62  para  ex  p  ressa  r  a  j  m  egra  I 

du 


0<A<  1 

1*1  >i 

A'  =  0 


/ 


I  -  i/2 

totalmeme  em  termos  dc  arc  tgh. 


64*  Most  re  que 

(a)  —  [ a rc  sec h  |  a  ]  ]  — 
ax 


1 


Xy/ 1  “  A2 

(h)  —  [arc  cossech  |.v !  ]  —  - 


dx 


x 


yi 


+  A2 


65.  Em  cada  parte,  eneontre  o  limite 

1  1 
(a)  Mm  (arc  cosh  x  —  In  a)  (b)  fim  - 2 

x  —*  -t-x  x  ->  -+  >-  ex 

66.  U  seas  de  ri  vadas  pr  i  m  e  i  ra  e  segunda  pa  ra  most  rar  qu  e  o  grab  co¬ 
de  y  =  arc  tgh  a  d  sempre  crescent e  e  tern  um  ponto  de  inllexao 
tia  origem. 


67.  As  formulas  de  integral ao  para  1  /  \fu-  —  a2  noTeorema  7.9.6 
silo  vdli  das  para  u  >  a.  Most  re  que  a  formula  a  seguird  villi  da 
para  u  <  -a: 


—  -  nrc  cosh 


+  C 


ou 


In 


+  C 


68. 

69. 


Mostre  que  (senh  a  4  cosh  a)"  =  senh  m  +  cosh  nx. 


Most  re.  que 


2  senh  at 
i 


70.  lim  cabo  estd  suxpenso  entre  dois  posies  con  forme  a  Figura 
7.9,2.  Suponha  que  a  cquagao  dacurva  fonnada  pelo  cabo  seja 
y  =  a  coshixhi),  onde  a  6  uma  const  ante  posit  iva.  S  upon  ha  que 
as  coordenadas  a  dos  pontes  de  suporte  sao  a  =  -he  x=  b>  sen- 
do  b  >  0, 

(a)  Mostre  que  o  com pri memo  de  arco  L  do  cabo  e  dado  por 

L  ~  2 a  senh  — 
a 

(b)  Mostre  que  a  Hex  a  5  (di  stand  a  vertical  cn(re  o  ponto  mats 
alto  e  o  muis  baixo  ao  longo  do  cabo)  6  dada  por 

b 

$  =  a  cosh  -  -  a 
a 


71-72  Estes  exerefeios  mferem-se  ao  Cabo  snspenso  descrito  no 
Exercfcio  70. 


F^7I,Supondo  que  os  posies  estejam  a  400  pes  de  d  island  a  e  que 
a  flee  ha  no  cabo  seja  de  30  pes.  apmxime  o  comprimento  do 
cabo  aproxhnandom  Ex  pres  sc  sua  resposta  final  ate  o  ddcimo 
dc  pe  mais  proximo.  [Sitgesfdo:  Fa^a  pri  metro  u  =  200/«.) 

^  72,  Supondo  que  o  cabo  ten  ha  120  pes  de  comprimento  e  que  os 
posies  estejam  a  TOO  pds  de  distSncia,  aproxime  a  lleeha  no 
cabo  aproximando  a.  Exprcsse  sua  resposta  final  ate  o  dec i trio 
dc  pe  mais  proximo.  [Sugestao:  Faga  primeiro  u  -  50/tr.) 

f-  73,0  projeto  do  Gateway  Arch  em  St.  Louis,  Missouri,  lot  da- 
borado  polo  arquiteio  Eero  Saarinen  e  implcmcntado  usando 
as  equagdes  fornecidas  pelo  Dr.  Harmskarl  Bade].  As  equagocs 
usadas  para  curva  cetiiral  do  arco  foram 

y  =  693,8597  -  68,7672  cosh  (0,0100333a)  pes 

para  a  entre  -299.2239  e  299.2239. 

(a)  Use  um  recurso  computational  para  fazer  o  gralico  da  cur¬ 
va  central  do  arco, 

(b)  Encomre  o  compritnento  da  curva  central  com  quatro  ca¬ 
sus  decimals. 

(c)  Para  quais  valores  de  a  a  altura  do  arco  e  100  pds?  Arre- 
donde  sua  resposta  para  quatro  casas  docimais, 

(d )  A  prox  i  i lie  ate  o  gran  a  nuis  prdx  i  mo  0  angu  lo  agudo  que  a  re  t  a 
taneente  a  curva  central  fa/,  com  o  solo  no  final  do  arco. 

74.  Suponha  que  um  tubo  oco  gire  com  uma  velocidade  angular 
cons  tame  de  a>  rad/s  em  torno  de  um  eixo  horizontal  cm  uni 
extreme?  do  tubo,  con  forme  a  figura  a  seguir,  Suponha  que 
um  objeto  dcsli/c  sum  airito  dentro  do  tubo,  en quanto  o  tubo 
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e  stiver  girando.  Seja  r  a  d inland  a  do  objeto  ao  pome  pivd  no 
instantc  /  0  e  suponha  quc,  quando  f  =  0.  o  objeto  esteja  cm 

repouso  c  r  =  0.  lJode-se  mostrar  quo*  sc  o  tubo  estiver  na  bori- 
cental  cm  r  =  0  e  si  ran  do  eon  forme  a  fieura*  entao 

g 

r  —  — -[$enh(otf)  -  sen(&>r)l 

durante  o  periodo  em  que  o  objeto  esliver  no  tubo.  Sup  on  ha  que 
/  esteja  em  segundos,  r  em  metros,  g  =  9,8  m/s”  e  at  —  2  rad/s. 

(a)  baea  o  gratico  do  r  versus  i  para  0  <  t  <  3 . 

(b)  Supondo  que  o  tubo  ten  ha  um  com  prim  onto  dc  I  in, 
aproxt madam ente  quanto  tempo  o  objeto  levard  para 
atingii  o  final  do  tubo? 

fe)  Use  o  resultado  de  (h)  para  aproximar  drMu  no  m  omen  to 
em  que  o  objeto  alingtr  o  fim  do  tubo. 


Figura  Ex-74 

75,  A  ligura  ao  lado  mostra  uma  pcssoa  puxutido  um  banco  per  uma 
eorda  de  comprinicnto  a  amarrada  na  proa  e  andando  na  bci- 
rada  de  um  cats.  Supondo  que  a  cord  a  esteja  sempre  tangente 
a  eurva  tnagada  pel  a  proa,  entao  ess  a  eurva*  que  d  ehamada  de 
fractriz,  tern  a  propriedade  de  que  o  segmento  da  rela  tangente 


entre  ela  e  o  eixo  v  tern  comprimento  constante  a,  Pode-se  pro- 
var  que  a  equaqfio  dcssa  tract riz  <£ 

—  a  arc  sech  —  —  J a2 3  —  x- 
a 

(a)  Most  re  que.  para  mover  a  proa  do  barco  ate  um  ponto  (xr  v), 
a  pessoa  precis  a  andar  uma  di  stand  a  de 

D  —  a  arc  sech  — 

a 

da  origem, 

(b)  Se  a  corda  river  um  compriniemo  de  15  m,  quanto  a  pessoa 
ptedsara  andar  a  parti  r  da  origem,  para  trazer  o  barco  a  10  m 
do  cats?  Arredonde  sua  lesposla  para  duas  casas  decimals, 

(c)  En  con  tie  a  di  stand  a  percorrida  pda  proa  ao  Ion  go  da 
tractriz,  quando  da  sc  move  de  sua  posiqao  i  ntdai  para 
um  ponto  quc  estd  a  5  m  do  cais. 


inicial 


Cais 


Figura  Ex-75 


\/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  7.9 


ex  +  €  'x  cx  —  e  1  ex  —  e  * 
~2  ’  2  *  ex  4-  e~x 


cosh  X 

senh  x 

tgh  x 

eotgh  a 

sech  x 

cosset;  h  x 

lxjmInjo 

(- w.  +'>j) 

+oo) 

(  —  CO,  +00) 

(-30.  0)  U  (0,  +<») 

(-CO.  -1-00) 

(-00,  0)  tj  (0.  +«>} 

IMACiKM 

|  l,  +m) 

("OOt  +00) 

(-1, 1) 

(-«■,  -  1  )  <J  {  1,  +«j) 

CO,  1 1 

(-00.  ()}  cj  (0.  +*») 

u  j  m  j-  n  1  ?  ^  ^  ^  ,, 

3.  hiperbole  imitaria;  x~  -  v"  -  1  4,  senh  x;  cosh  x;  sech  x  5.  senh  x  +  C;  cosh  x  +  C;  I  n  (cosh  x)  4-  C 

1  J  I 


6, 


kT2  -  i  ’  Vi  +  -v2 1  i  “  V 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPflULO 


1*  Desereva  o  melodo  do  laliamento  para  encontrar  volumes  e 
use-o  para  dcdu/Jr  uma  formula  integral  para  obter  volumes 
pdo  melodo  dos  discos. 

2,  Rnuneie  uma  idrmula  integral  para  encontrar  um  volume  pdo 
meiodo  das  camadas  cflfndricas  e  use  so  mas  tie  Riemann  para 
derivar  a  form  u  la  dad  a, 

3,  E  n  mic  ie  u  ina  fdrinu  lain  tegra  I  pa  i  a  e  neon  trar  o  compri  me  n  to  de 
arco  de  uma  eurva  lisa  v  =  /(x)  acima  de  um  intervalo  [, a ,  /jj  e 
use  somas  de  Riemann  para  derivar  a  formula  dada. 


4*  Enuncie  uma  formula  integral  para  o  trabalho  W  real! /ado  por 
uma  for^a  variavel  7(v)  aplicada  na  diret^ao  e  no  sentido  de 
movimento  de  um  objeto  que  se  desloca  de  x  -  a  para  x  -be 
Lise  somas  de  Riemann  para  derivar  a  formula  dada, 

5,  Enuncie  uma  formula  integral  para  a  tbrqa  fluida  Fexercida 
sobre  uma  superffde  plana  veaticalmcnte  submersa  cm  um  tlni- 
do  de  peso  especffico  p  c  use  somas  dc  Riemann  para  derivar  a 
formula  dada. 

(>.  Seja  R  a  regiSo  no  priineiro  quadrante  delimitada  por  v  —  x", 
v  —  2  +  x  e  x  —  0.  Em  cada  parte,  monte,  mas  ado  co h  uh\ 
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Lima  integral  oli  uina  soma  do  Emegrais  que  resol va  o  problema. 

(a)  Encontre  a  area  dc  R  por  i  ntcgraqao  cm  relagao  a  x. 

(b)  Encomre  a  area  tie  R  por  i  megracao  em  rdagao  a  v. 

(c)  Enc on  t  re  o  vo  I  u me  do  a6\ ido  gerado  q u  an  do  R  g  i  ra  e m  t  or- 
no  do  eixo  a,  por  integrate  em  relagao  a  a\ 

fd )  Ene  on  ire  o  vo  I  u  me  do  sol  ido  gerado  q  uando  R  g  i  ra  e  it  i  tor- 
no  do  eixo  a.  por  liitegragao  em  rdacao  a  y. 

(c)  Encontre  o  volume  do  sdlido  gerado  quando  R  gira  em  tor- 
no  do  eixo  y,  por  integrate  em  rela^ao  a  .v. 

(0  Encontre  o  volume  do  so!  ido  gerado  quando  R  gira  em  tor- 
no  do  eixo  v,  por  iiuegraqao  em  rdacao  a  y. 

(g)  Encomre  o  volu  me  do  sdltdo  gerado  qnando  R  gira  ein  tor- 
no  da  ret  a  v  =  —X  por  integrate  em  rela^ao  a  x 

(h)  Eneontre  o  volume  do  sdlido  gerado  qnando  R  gira  em  tor- 
no  da  ret  a  rv=  5,  por  integra^ao  ein  relayao  a  a. 

7.  (a)  Estabelega  uma  soma  de  integrals  ddinidas  que  represen- 
ie  a  area  total  entre  as  eurvas  y  =  /(.v)  e  v  =  g(,t}  na  ligura 
abaixo. 

(b)  Encomre  a  drea  total  ddi mitada  por  y  =  r  e  y  =  x  no  inter- 
valo  1-1,2], 


A  V 


Ftgura  Ex -7 


8+  A  ligura  abaixo  mostra  ns  curves  veloddade  versus  tempo  para 
dois  carros  movendo-se  ao  Ion  go  de  Lima  pista  iota,  comeqando 
no  mesmo  porno  e  acelerando  a  parti  r  do  repouso. 

(a)  Qua  I  e  a  disiancia  entre  os  carros  ap6s  60  s? 

(b)  Qual  6  a  distend  a  entre  os  carros  apos  T  segundos.  sen  do 
0  <1  T  <  60? 


Figura  Ex -8 


9*  Sej  a  R  a  regiao  e  ngl  obad a  pe  I  as  eurvas  y  =  x1  +  4.  y  -  t  e  o  eixo 
v.  Encontre  c  calc ule  uina  integral  deli ni da  quo  represente  o 
volume  do  sdlido  obtido  qnando  R  gira  cm  torno  do  eixo  a. 

1 0,  U  in  a  b  o  I  a  de  fn  te  b  o  I  a  mer  i  ea  n  o  tc  m  o  tormato  do  soli  do  go  ra¬ 
ti  0  pel  a  revokigao  da  regiao  deli  mi  tad  a  entire  o  eixo  ,v  e  a  pa¬ 
rabola  y  =  4/?(.v2W  -  L2)/ L2  ,  em  torno  do  eixo  a.  Encontre 
sen  volume. 

1 1*  Encontre  o  volume  do  sdlido  cuja  base  6  a  regtao  deli  mitada 
pel  as  eurvas  y  —  ^/x  e  y  =  Xf+fx  para  1  <  x <4  e  cujas 
seqdes  transversals  perpendicu lares  ao  eixo  a  sao  quatirados, 


15, 


Co  ns  id  ere  a  regiiio  englobada  por  v  -  arc  sen  a,  y  =  0  e  x  =  1. 
Monte,  mas  nao  ca!cuU\  uma  integral  que  represente  o  volume 
do  sdlido  obtido  qnando  a  regiaogira  cm  torno  doeixox  usando 

(a)  discos;  (b)  camadas  eilmdricas, 

Encontre  o  com  pri  memo  de  arco  no  segundo  quad  male  da  cur- 
va  xm  +  =  4  de  a  =  -8  a  j  =  - ! . 

Sej  a  C  a  curva  y  =  e  enire  j  =  0c  x  =  In  10.  Em  cacla  pane, 
monte,  mas  nao  calcute,  uma  integral  que  resolva  o  problema. 

(a )  En eon  ire  o  com  pri  m c  n  to  de  a  re o  de  C  i  n  t  eg  ra  n  do  e  m  re- 
la^ao  a  x. 

( b)  Enc  on  t  re  o  com  pri  i  ne  n  to  de  a  re  o  dc  C  i  n  t  eg  ran  do  e  m  re- 
laqao  a  y. 

Encomre  a  area  da  super  fide  oh  Li  da  qnando  a  curva  y  = 
x/25  —  x*  9  <  x  <  16  gira  em  torno  do  eixo  x. 

Sej  a  C  a  curva  27  a  -  y  =  0  entre  y  =  0  e  y  ~2,  Em  cada  parte, 
monte,  mas  nao  ralcuha  uma  integral  ou  somns  de  integrals 
que  resol  vam  o  problema. 

( a )  En  com  re  a  area  da  su  per  ITcie  gerada  qu  ando  C  g  i  ra  em  to  r- 
no  do  eixo x  por  imegraqao  em  relagao  v. 

(b)  Encontre  a  area  da  supcrlicie  gerada  quando  C  gira  cm  tor¬ 
no  do  eixo  y  por  integra^ao  em  re  I  agio  a  y. 

(c)  Enc  ont  re  a  Area  da  s upei  bc ]  e  gc  rada  q u  ando  C  g  i  ra  em  to  r- 
no  da  reta  _v  ™ -2  por  i  ntegracao  em  rclacao  a  y. 

Use  o  grail eo  do /  abaixo  para  eneontrar  o  valor  medio  de  /  no 
intervalo  [0,  10]. 


Figura  Ex-17 


Encontre  o  valor  medio  de-  f(x)  =  ex  4-  e  x  acima  do  i  liter  va- 
lo  [In  L,  In 2], 

Cons  id  ere  o  sdlido  obtido  quando  a  regiao  englobada  por 
y  —  sec  x<  x  —  0,  x  -  nfZ  e  y  -  0  gira  em  torno  do  eixo  a,  En¬ 
contre  o  valor  medio  da  area  de  uma  segao  transversal  desse 
sdlido  tomada  perpend icularmente  ao  eixo.y. 

Scja  f  uma  fungao  lisa  no  intervalo  [ii,  h |.  Most  re  que  a  tax  a  de 
variaijao  media  de / sobre  [il  /?]  c  i gual  ao  valor  medio  de  /' 
sobre  [co  b\. 

(a)  Uma  mola cxerce  uma  for^a  de  0,5  N  quando  estieada  0,25  m 
alem  dc  scu  com  pri  memo  naimaL  S  upon  do  aplieavel  a  lei  de 
Hooke,  qual  foi  o  trabalho  icalizado  para  eslicar  a  mo  I  a  ate 
esse  comprimento? 

(b)  Com  25  J  de  trabalho,  qual  d  a  distlncia  que  podemos  esli¬ 
car  a  i  no  la  alem  de  seu  comprimento  natural? 

Urn  bareo  esta  ancorado  de  tal  forma  que  a  fmcora  esta  150  pes 
abaixo  via  superffeie  da  agua.  O  peso  da  Inc  ora  na  agua  6  de 
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2000  lb  e  a  coirenie  pesa  30  lb/pe,  Qlili!  6  o  trabalho  necessiiio 
para  leva  mar  a  ancura  ale  a  supertTeie? 

23.  Em  cad  a  parte,  monte,  mas  ndo  calcnley  uina  integral  que  nesol- 
va  c  problems. 

(a)  Enconire  a  tori’ a  que  imn  fluido  exerce  sobre  c>  Jado  de 
tuna  eaixa  qne  tem  base  quadrada  com  3  m  de  Jado  e  esia 
chela  ale  Lima  profundi  dad  e  de  I  ni  com  Ifquido  de  peso 
es  peef f ico  p  N/m \ 

(b)  E  tie  on  I  re  a  forga  e  xe  rei  da  por  it  m  1  rq  u  id  o  d  e  pcs  o  es  pee  f  I  i  - 
eo  p  lb/pc:  sob  re  a  supcrficie  da  placa  vertical  mostrada  na 
pane  (a)  da  Figura  Ex -23. 

<c)  Enconirc  a  forga  cxercida  sobre  utn  dique  parabblieo  na 
parte  (h)  da  Figura  Ex -23,  quando  a  ag.ua  se  esiende  aid  o 
tope  dft  dique. 


Figura  Ex-23 

24,  Most  re  que>  para  qualquer  valor  da  ccnsianle  rr,  a  fungao  y  = 
senh  (caj  satis  fait  a  equaguo  v"  =  try, 

25.  Em  cada  pane,  prove  a  identidade 

(a)  cosh  3a  =  4  cosh  ■*  a  -  3  cosh  a 

(b)  cosh  ^a  =  y|(cosh  a  +  1) 

(c)  senh  j.x  —  ±y^(cosh.v  ~  I  ) 


G 


•  ji 

f  t  o 


u 


Assim  como  e  fdcii  encoti- 
irar  a  diferettcial  de  uma 
eerta  quantidade,  e  d  if  ted 
encontrar  a  integral  de  uma 
dife  re  tidal.  Mais  do  que 
isso„  as  vezes  /tern  podemos 
dizer  com  ccrteza  se  a  in¬ 
tegral  de  uma  quamidade 
pode  on  ndo  se r  encontrada. 

— -Johann  Bernoulli 

Maiewtifico 


PRINCIPIOS  DO  CALCULO 

DE  INTEGRAIS 


m  capiluEos  arrteriores*  obtlvemos  moitas  formulas  basic  as  do  integragao  i  media - 
tamente  a  partir  das  correspond  antes  formulas  de  tfiferenciagao,  Por  exemplo, 
sabendo  quo  a  derivada  de  sen  x  e  cos  xt  fomos  capazes  de  deduztr  que  a  integral 
de  cos  x  e  sen  jr.  Subsequentemente,  expand  imos  nosso  repertorio  de  mtegragao  atraves 
da  introduce  do  metodo  de  substitute  a.  Esse  meted©  possibilitou  integrar  muitas  fun- 
goes,  atraves  da  transformagio  de  Integra ndos  nioconhecidos  cm  conhec'rdos.  Porem, 
so  a  &ub&tituigao  u  nao  e  sufic  sente  para  dar  oonta  da  grande  variedade  de  integrals  que 
surgem  nas  aplicagoes.  Logo,  tecnicas  de  integragao  adicionais  sao  ainda  necessarias. 
Neste  capitulo,  discutiremos  algumas  dessas  tecnicas  e  fomeceremos  urn  procedimento 
mais  sistematico  de  abordagem  de  integrals  nao-conhecidas.  Abordaremos  mais  aproxi- 
magoes  numericas  de  integrals  definidas  e  expEoraremos  a  tdeia  de  integragaoem  inter¬ 
val  os  infinites. 


Koto:  O  eontorno  de  alguna  e stadias  4  elfptieo.  Veja-sey  por  exemplo,  a  teta  aparentemente  fiutuante  do  complexo 
esportivo  Slade  de  France  (ao  norte  de  Paris f  Franca,  onde  o  Brasil  perdeu  a  final  da  Capa  do  Mundo  de  1998). 
Encontrar  a  comp  rim  onto  de  uma  cl  ipse  envoive  tecnicas  de  integraq&o  numeric  a  introduzidas  nesie  capital  o. 


8.1  UMA  VISAO  GERAL  DOS  METODOS  DE  INTEGRAQAO 


Nest  a  segdo  dare  mo  s  uma  visdo  geral  dos  metodo  s  para  o  calculi)  de  integrals  e.  fare  mo  s  uma 
rev  i  sao  das  formulas  de  integraqdo  disc  to  id  as  cm  sc  goes  anteriores. 


■  METODOS  DE  ABORDAGEM  DOS  PROBLEMAS  DE  INTEGRAQAG 


Ha  Ires  abordagens  hasicas  para  o  calculo  de  integrals  desconhecidas: 


*  Tecnologia  -  Os  program  as  CAS,  la  is  como  Mathematica,  Maple  e  Derive,  sao  capa- 
zes  de  ealcular  integrals  extreniamente  complicadas,  ecada  vez  mais  as  calculadoras 
e  os  computadores  estao  sendo  equipados  com  eles. 


*  Tabelas  -  Antes  do  desenvolviiiiento  dos  programas  CAS,  os  cientistas  dependiam 
niuito  de  tabelas  para  o  calculo  das  dificeis  integrals  que  surgem  nas  aplicagoes.  Tais 
tabelas  foram  compiladas  por  muitos  anos,  incorporando  habit Made  e  experieneiade 
muita  genic,  Umadelas  e  most  rad  a  nas  paginas  iniciaisc  finais  deste  livro,  porem,  ta¬ 
belas  mais  corn  pi  etas  apareeem  em  varies  livros  de  refereneia,  comoo  CRC  Standard 
Mathematical  Tables  and  Formulae,  CRC  Press,  tnc.,  2002. 
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Metodns  de  transforma^ao  -  Sao  me  cod  os  para  eon  verier  integrals  nao-conhecidas 
cm  conhecidas.  Olcs  incluem  substituigao  n,  manipulagao  aigebrica  do  integrandoe 
oulros  meiodos  que  discutiremos  neste  eapilulo. 


Nenhum  desses  Ires  meiodos  e  perfeito;  por  exemplo,  os  programas  CAS  freqiiememenie 
on  con  tram  integrals  quo  nao  sao  eapazes  do  integral' e  produzem  respostas  quo  sao,  as  vezes, 
oxcessivamojitc  complicadas;  tabclas  nao  sao  exaustivas  c  podem  nao  ineluir  uma  integral  de 
inicresse;  e  os  meiodos  de  t  ran  s  form  aqao  dependoni  da  engenbosidade  human  a,  quo  pode  nao 
ser  adequada  a  problemas  dilTceis. 

Neste  eapilulo  local  i  /.are  mo  s  os  meiodos  de  translorma^ao  e  as  la  he  [as;  ass  i  nr,  nao 
serd  necessdrio  ter  um  CAS.  Porem,  se  o  lei  lor  dispuser  de  um,  podera  usa-lo  para  c  on  firm  ar 
os  res  all  ados  dos  exeinplos,  e  hfr  exerefeios  quo  sao  elaborados  para  ser  resolvidos  com  um 
CAS.  Porfanto,  se  o  lei  tor  dispuser  de  um  CAS,  deve  lembrar  que  muitos  dos  algoritmos  que 
ele  usa  estao  baseados  nos  meiodos  que  discutircmos  aqui,  e  uma  eompreensao  desses  meto- 
dos  ira  ajuda-lo  a  usar  seu  recurso  tecnoldgico  de  uma  maneira  mais  informada. 


■  UMA  REVISAO  DAS  FORMULAS  DE  INTEGRApAO 

A  seguir,  uma  lisla  das  integrals  basic  as  que  e  neon  tram  os  ate  aqui: 

CONSTANTES,  POTENCIAS  E  EXPONENCIAIS 


1.  I  du  =  u  4-  C  2.  a  du  =  a  j  du  — 

3*  f  u1  du  =  — - *  +  C,  r  ^  - 1  4*  /  —  =  In  |«|  +  C 

/  r  + 1  J  u 

5.  j  e“  du  =  e" 


=  cut  +  C 


+  c 


FUNgOES  TRIGONOMETRICAS 


I.  /  b“  du  =  —  +  €,  b  >  0.  b  I 
J  I  nh 


7. 

j'  sen  u  du  =  —  eos  u  +  C 

8* 

/ 

cos  it  du  —  sen  it  +  C 

9.  j 

j  sec2  u  du  =  tg  u  +  C 

10* 

/ 

cos  sec1  u  du  =  —  cotg  u  -b  C 

1LJ 

(  sec  it  ig  u  du  =  sec  u  H-  C 

12* 

/ 

cos  see  u  cotg  it  du  =  —  cos  see  it  -b  C 

13*  ^ 

j  tg  u  du  =  1  n  |  cos  u  j  4-  C 

14. 

/ 

cotg  u du  =  In  |sen  u |  4-  C 

UNDOES  HIPERB6LICAS 

l5* 

j  senh  u  du  ~  cosh  u  +  C 

16. 

J  cosh  u  du  ~  senh  u  +  C 

17* 

/  sech"  it  du  =  igh  it  4-  C 

18* 

/  cossech  u  du  =  —  cotgh  u  +  C 

19*  j  sech  it  igh  a  du  =  —  seeh  u  +  C  20*  j  cossech  it  cotgh  u  du  =  —cossech  a  +  C 

FUNgOES  ALCEBRICAS  (a  >  0) 

f  du  if 

21.  /  .  =  arc  sen  -  +  C 

j  « 

/’  du  !  ,  «  ,  ^ 

J  a2  +  u2  a  a 


(\u\  <  a) 
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23. 

24. 

25. 

26 . 

27. 


/  du  1 

i  — ...  ■ - ■  ~  —  arc  see 

J  u \/ w2  —  a2  a 


it 

a 


+  C 


f  du 

J 

[ 

J  >/ ir  —  a2 
f  du 

J 


—  ln(ff  -f-  y  it"  Hh  Q")  4-  C 


=  In 


I 


+  C 


1  la ln 


f  du  1 

/  —7.  —  =  -“In 

2  u  \Ur  —  u2  a 


u  4-  \/ tt2  -  a2 

a  4-  u 

+  C 

a  —  u 

a  +  v^2  —  m2 


u 


f  =  --1'" 

2  llyfa2  +  (T  ^ 


a  +  yV  4-  m2 


M 


(0  <  rt  <  |«]) 


(0  <  £1  <  |«  |) 


4-  C  (0  <  [ff  |  <  ri) 

+  c 


A  Fdrmufa  25  4  uma  generalizagao  de  Lrm  resullado  do  Teorema  7.9.6.  Os  leitores  que  nao  estudaram  a  Segao 
7.9  podem,  por  en quanto,  ignorar  as  Formulas  24-23,  \A  que  nesie  capitulo  deaenvolveremas  outros  metodos 
para  sua  obiengao. 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  8.1  {Verpagina  513 para  mspostas.) 


1 .  L J $e  man i  pul ag 5c s  al gdbri cas  c  ( sc  necessiri o )  u ma  m bs  1 1 1  ti  i 
gao  u  para  imegrar  a  fungao. 

4-  I 


(a) 

(b) 

(c) 

W) 


f-, 

n 

*f¥ 


dx  — 


4-  I 

v  +  I 


dx  = 


x2  +  I 


dx ~ 


J  xe*lnx  (fx 


2.  Use  identidades  trigono  metre  cas  e  (se  necessaiio)  Lima  substi 
tufgao  w  pai’a  integrar  a  fungao, 


(a)  /  —  -  dx 

J  cosset  x 

»>/ 


COS2  X 


fix  = 


(c) 


Cd) 


I  (cotg 2  x  +  1)  dx  — 

f— 

J  sec  x 


dx  = 


4-  tg  x 
3.  Integre  a  fimcao. 


(a) 

(b) 


/v^ 

I' 


I  Jx 
T+l  f/x  = 


(c)  j  (sen3  x  cos  x  4-  sen  a  cos3  x )  dx 

I 


(d) 


ft? 


x  +  e~x)2 


dx  — 


EXERCICIOS  8.1 


1.  J{4-2xfdx 

3.  /,, 

5'f 


sec  (x")  dx 
sen  3.v 


2  4-  cos  3x 


substituigao  tt  apropriada  e 

7. 

/  senli(£  v)  dx 

8- 

seglo. 

/ 

9, 

/  f,SJIsec2.v^ 

10. 

2.  /  3v4  4’  2a-  dx  J 

r  I  .  "V  , 

11. 

/  cos"  5x  sen  5x  dx 

12. 

4.  j  4x  tg(x  )dx  J 

t  f  1  3. 

13. 

f  £  4  v 

14. 

J  9  4-  4x2 

>  ^4  +  e2x 

scc(Iti  x)  Lg{ln  x) 


f- 

■Jjh* 

2  f  cos  X 

d  sen  x  \/ sen2 


dx 


dx 


x  4-  1 


f  e™'** 

■  r  "■  ~  fi.! 

7  1  -Hat2 
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“■It; 


.t  — ■  I 


I 


lx 

!^fdb 

5^. 

* 

dx 

18. 

.7.  [  ^ 

J  Vx 

f  dx 

19.  / 

J  v'JSA 

“■  /  sec  (sen  6)  tg($en  8)  cos  8  dO 


7" 

7 


+  ] )  coig(r2  +  2  x)dx 
dx 


Jr  (lux)1 


cossccfr(2/jr) 


„  f  cossech" 

2i-  y— 

23*  /  ** 

•/ 


dx 


22.  f* 

J 


-4 

v) 


24.  I  C°S(ln  V 


25 


27 


yr 


26. 


j  senhi 


dx 

nh(A--|/2) 


3/2 


dx 


j _ A _ 

J  cos  sec  (..v  2 ) 
29.  fx4~xldx 


dx 


28.  f  ,7  — 

J  y/ 4-  —  elx 

30.  /  2xt'  dx 


dx 


ENFOCANDO  CONCEJTOS 


31  *  ( n )  Ca  1c  li  le  a  i  meg  ral  f  sc  n  x  cos  x  dx  ti  sa  ndo  a  s  u  bs  imi  i  ■ 
Cao  it  =  sen  x. 


(b)  Calcule  a  integral  f  sen  ,v  cos  x  dx  usando  a  identida- 
dc  sen  2x  =  2  sen  .v  cos  a. 

(c)  Expiique  por  que  as  respostus  de  (a)  e  (b)  sao  cons  in¬ 
ternes. 


32.  (a)  Deduza  a  identidade 

sech 2  a 

- 7—  —  sech  2a 

1  +  tgh"  a 

(b)  Use  o  l  esultado  de  (a)  para  calendar  /  sech  x  dx. 

(c)  Dedu/a  a  identidade 


sech  x  — 


2ex 

e**  4-  S 


(d)  Use  o  resultado  de  (e)  para  calcular  /  sech  .v  dx. 

(c)  Expliquc  por  que  as  res  post  as  do  (b)  c  (d)  sao  cons  is- 
ten  less 


33.  (a)  Deduza  a  identidade 

sec2  x  1 

tsx  sen  x  cos  x 

(b)  Use  a  Identidade  sen  2x  = 2  sen  x  cos  x  junto  com  o 
result  ado  de  (a)  para  calcular  f  cossecx  dx. 

(c)  Use  a  identidade  cos  a  ™  scii[(.t/2)  —  a]  junto  com  o 
resultado  de  (a)  para  calcular  f  sec  x  dx. 


✓  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  8.1 

A5 

U  (a)  a  4-  In  [a  |  4-  C  (b)  x  -5-  In  |jc  4-  1  j  -j-  C  (c)  I n ( a'  2  4-  1)  +  arc  tg  x  4-  C  (d)  —  +  C  2.  (a)  -cos  x  +  C  (b)  (g  x  +  C 
(c)  —cot g  a  +  C  (d)  In  ( I  +  sen  x)  +  C  3.  (a)  |  (a  —  1  )2/2  +  C  (b)  ^cix"5'1  +  C  (c)  \  sen2  x  4-  C  (d)  ^  tgh  a  4-  C 


8.2  IIMTEGRAQAO  POR  PARTES 


Nest  a  serdo  discut  iremos  uma  tecnica  de  integm^fio  que  e,  essencUdmente,  a  formula  edo 
para  antidenvadas  da  formula  para  derivaqao  do  produto  de  duasf undoes. 


M  A  REGRA  DO  PRODUTO  E  A  INTEGRAQAO  POR  PARTES 

Nosso  objetivo  principal  ncsta  secao  e  tlcscn volvcr  um  metodo  gcral  para  atacar  integrals 
do  tipo 

f(x)g(x)dx 


/ 


Como  um  prime! ro  pa&so,  seja  Gix)  uma  amiderivada  quatquer  de  g(x).  Nesse  caso,  temos 
G'(x)  —  g(x)  e,  porta n to,  a  regra  do  produto  para  derivai  /(\)G(A)  pode  set  escrita  como 

d 


dx 


lf(x)G(x)}  =  f(x)g(x)  4-  f(x)G(x) 


(1) 


Isso  implica  que/(A)G(x)  6  uma  antidcrivada  da  tuuqao  do  I  ado  dircito  dc  ( 1 ),  de  modo  que 
pode ni os  expressar  (I)  cm  forma  integral  por 


/ 


lf(x)g(x)  +  f'(x)G(x)}d,x  -  f(x)G(x ) 
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Observe  queH  no  Exemplo  1 ,  omitimos 
a  constants  de  inlegragao  quando 
calculamos  v  a  partir  de  dv.  Se  tives- 
semos  incluido  urna  constants  de  in* 
tegragao,  ela  acabaria  sendo  jogada 
fora,  fsso  sempre  ocorre  com  a  inte* 
gragao  por  partes  [ExercEcio  62(b)],  de 
modo  que  e  comum  omitir  a  constan- 
te  nessa  etapa  das  comas,  Contudo, 
existem  ceiios  caso&  em  que  a  e$co- 
Jha  intefEgente  de  uma  constants  de 
totegragao  para  ju alar  a  v  pocte  sim- 
pSifFcaf  o  Cctlcula  de  fv  dtt  (Exercicios 
63  a  65), 


E  let  us  a  i  me  gragao  no  Exempfo  1 
usando  a  F6rmuia  (2). 


out  equivalentemeiue,  por 

j  /(-v),?(x)  dx  -  /(x)C(x)  -  f  f'{x)C(x)  dx 


(2) 


Essa  fdrmula  nos  permits  imegrar/tO&CO  integrando,  em  vezdisso,  f'(x)G(x),  e  em  trmkos 
casos  o  resultatio  Ifquido  c  substituir  urna  integral  dificil  por  omra  mais  facil.  A  aplicagao 
dessa  formula  e  denominada  integraqao  por  partes . 

Na  pratica.  costumamos  recscrever  (2)  toman  do 

u  =  f(x) ,  (lit  —  ff(x)ctx 

v  =  G(x),  dv  =  Gf{x }  dx  =  g(x )  dx 

Isso  da  a  formulagao  alternaliva  seguinie  de  (2): 


j  u  d  v  =  uv  —  j  vdu 


(3) 


►  Exemplo  1  Use  in  teg  ragSo  por  partes  para  calc  u  I  ar  /  xcosxdx 


/' 


Soht$ao  Aplicaremos  a  Formula  (3),  O  primeiro  passo  e  escolher  u  e  dv  para  eolocar  a 
integral  no  forma  to  f it  dv-  Toinamos 

it  —  x  e  dv  -  cos  a*  dx 

(On Iras  possibilidades  serao  eonsideradas  mats  adiante/)  O  segundo  passo  6  calcular  da  a 
partir  de  u  e  v  a  partir  de  dv.  Obtemos 

dn  =  dx  e  v  =  j  dv  =  J  cos  x  dx  —  sen  x 

O  tereeiro  passo  6  aplicar  a  Formula  (3),  Obtemos 


/ 


x  cos  t  dx  —  x  sen  x—  I  sen  a-  dx 


tlv 


}~}i 


u  Jit 

—  x  sen  x  —  (—  cos  a')  +  C  =  x  sen  ,v  +  cos  a*  -f  C  < 


■  GUIA  DE  INTEGRApAO  POR  PARTES 

Q  objetivo  principal  da  integragao  por  partes  e  cscolher  w  c  c/t.?  para  obter  uma  nova  integral 
que  €  mais  facil  de  calcular  do  que  a  original  E  m  geral  nao  ha  regras  imediatas  e  precis  as  para 
isso;  e  uma  questao  dc  experience  que  provem  de  muita  pratica,  Uma  estrategia  que  geral- 
mente  funcionac  cscolher  u  e  dv  dc  tal  modo  que  u  fique  "mais  simples”  ao  derivar,  enquanto 
dv  seja  facil  dc  integrar  para  obter  v.  Assim,  para  a  integral  f  x  cos  x  dx  do  Exemplo  I ,  ambos 
os  objetivos  foram  a  I  can  gad  os  tomando  it  =  x  e  dv  =  cos  x  dx,  No  entanto,  u  —  cos  a  nao  tcria 
sido  uma  boa  escolha  naquele  exemplo,  pois  diddx  -  -sen  x  nao  £  mais  simples  do  que  u.  De 
fa  to,  se  tivessemos  escolhido 


u  ~  cos  x 


d  v  —  x  dx 


du  =  —  sen  x  dx 


entao  tcria i nos  obtido 


/  2  f  y2 

X  COS  A  dx  =  “COS  A  —  /  s 

2  J  2 


/2 

xdx  =  Y 


2  i 

,  ,  JC  ] 

sen  a  )  =  — *  cos  a  -4-  - 

2  2 


sen  v  ii.v 


Para  essa  escolha  de  »  e  de  c/i1,  a  integral  nova  d,  na  verdade,  atd  mais  complicada  do  que  a 
integral  original 


Capitulo  3  /  Prirtcfpios  do  Calcuto  de  Integrals  51 5 


O  metodo  LI  ATE  foi  dlscutfdo  no  ar- 
ttgo  “A  Technique  for  Integration  by 
Paris",  de  Herbert  Kasube.  publicado 
na  American  Mathematical  Monthly, 
Vol  90,  1983,  p.  210-21 1. 


Existe  uni  a  outra  estrutegia  util  para  escolher  «  e  dv,  que  pode  ser  aplicada  quando  o 
integrando  e  urn  produto  de  duas  i’ungoes  dc  categorias  disthuas  da  lista 

Logarltmica,  trigonometries  In  versa,  Algebrica,  Trigonomctrica,  Exponencial 

Nesse  cast),  costumamos  ter  sueesso  fomando  u  como  mna  fungao  cuja  categoria  ocorre 
antes  na  lista  c  dv  como  o  res  to  do  inlegrando.  O  acronimo  LI  ATE  ajuda  a  lembrar  ess  a 
oi deni.  ()  metodo  nao  funciona  sempre,  mas  o  hastante  para  ser  uti]. 

Observe,  por  exemplo,  que  o  imegrando  no  Exemplo  I  con  sis  te  no  produto  da  fungao 
algebrica  x  e  da  fungao  trigonomctrica  cos  x.  Assim,  o  metodo  LI  ATE  sugere  que  d  ever  i  am  os 
to  mar  »-re  dv  —  cos  x  dx,  que  ja  vimos  ter  sido  uma  escolha  correta. 


►  Exemplo  2  Calcule  j  xexdx. 

Solugao  Nesse  caso,  o  imegrando  e  o  produto  da  fungao  algibrica  a  com  a  fungao  expo- 
nencial  e\  De  acordo  com  LI  ATE,  devertatnos  tomar 


u  ~  x  e  d  v  —  e  x  dx 


de  modo  que 


du  =  dx  e  v 


-/ 


e  dx  —  e 


Assim,  por  (3), 

J  xeK  dx  =  j  u  dv  —  uv  —  J 


vdu = xe * 


l 


ex  dx  =  xe  '  —  e*  4-  C  < 


►  Exemplo  3  Calcule  J  \nxdx. 

Solugdo  Uma  escolha  e  tomar  u  =  I  e  dv  -  in  x  dx *  Mas,  com  tal  escolha,  encontrar  v  6 
equivalente  a  calcular  f  In  x  dx  t  e  nada  foi  conseguido.  Portanio,  a  union  escolha  razoavcl 
e  tomar 


it  —  In  x 
i 

du  —  —  dx 
x 


d  v  —  dx 


I?  =  j  dx  —  x 


Com  ess  a  eseolha,  segue  por  (3)  que 

j  In  x  dx  —  J  it  dv  =  hu  -  j"  v  du  —  x  In  x  —  J  dx  —  x  In  x  —  x  H-  C  < 


■  1NTEGRAQAO  POR  PARTES  REPETIDA 

As  vezes  e  necessario  usar  a  integragao  por  partes  mais  de  uma  vez  no  mesmo  problema. 


ix 


►  Exemplo  4  Calcule  /  x2e  '  dx. 


Solugdo  Sejam 


u  =  x%  dv  —  e  dx ,  du  —  2 xdx. 


v  =  f 


e~x dx  = 


— e 


.  -X 
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de  mode  que*  por  (3}> 


I  x ~e  x  dx  —  J  udv  ~  uv  —  j  vdu 

2(-e -■')  -  J  -e~*(2x) 


=  A  "  (  —i 


=  -  x2e~*  +  2  /  xe~x  dx 


/ 


(4) 


A  ultima  integral  e  parecicJa  com  a  original,  exceio  que  trocamos  a  por  a,  Mais  unia 
integragao  por  partes  aplicada  a  fxe~x  dx  completara  o  problcma,  Sejani 

de  modo  que 

j  xe~x  dx  —  x(—e~x)  —  J  —e~x  dx  —  —xe~x  H-  €~x  dx  —  -xe~x  —  e~x  +  C 
Finalinente,  substkuindo  isso  na  dhima  I  in  ha  de  (4),  ohtemos 


/'■ 


=  +  =  -A  -,-,+c 

=  -  (x2  +  2a  +  2)e~x  +  C  ^ 


O  metodo  LIATE  sugere  quo  as  integrals  do  tipo 


j  ea*  sen  &a  dx  e  j  e(tx  co? 


cos  hr  c/a 


possam  ser  caleuladas  tomando  w  =  sen  hx on  w  =  cos  bx  e  c/a.  Coniudo,  isso  requer 

uma  tccntcaque  merece  atengao  especial. 

►  Exemplo  5  Calcule  J  ex  cosxdx. 

Solugao  Sejam 


^  —  cos  a,  dv  —  ex  dx ,  du  —  —sen  a  dx 


v  =  j  ex  dx  — 


,  \ ■ 


Assi  m. 


j  ex  cos  x  dx  —  J  u  dv  =  u  v  —  j  v  du  —  ex  cos  a  +  j  ex  sen  a  dx 


(5) 


Como  o  Integra  ndo  fex  sen  a  dx  6  de  um  tipo  parecido  com  a  integral  original  fex  cos  a  dxt 
pareee  que  nada  foi  alcangado.  Comudo*  integrenios  essa  nova  integral  por  partes.  Sejam 


u  =  sen  a*  dv  —  e  dx.  du  —  cos  a  dx 


,  v  =  j  e*dx  =  el 


Assim, 


j  eA  sen  a  dx  =  J  udv  =  uv 


—  j  vdu  —  ex  sen  x  —  J  ex  e 


>x  cos  a  dx 


Junto  com  a  Equacao  <5),  isso  da 

j  ex  cos  a  dx  =  ex  cos  a  +  e  x  sen  x  -  J  ex 


X  COS  A  dx 


(6) 
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que  e  uma  equagao  quc  pode  ser  resol vida  para  a  integral  deseonhedda,  Obtemos 


e,  porta n to, 


2 


I  ex  cos  x  dx  —  ex  cos  x  +  ex  sen  x 


fetmdk-  « 


Outras  inlorma^oes  sob  re  integra- 
qao  tabulada  podem  ser  encontradas 
nos  arligos  ‘Tabular  Integration  by 
Parts",  de  David  Horowitz,  publtcado 
no  College  Mathematical  Journal , 
Vol.  21,  1990,  p.  307-31 1 ,  e  “More  on 
Tabular  Integration  by  Parts",  de  Le¬ 
onard  Gill  man,  publicado  no  College 
Mathematical  Journal,  VoE.  22,  1991, 
p.  407-41 Q. 


■  UM  METODQ TABU L ADO  PARA  INTEGRAQAO  POR  PARTES  REPETIDA 

As  integrals  do  lipo 

I  p(x)f(x)dx 

cm  que  p(x)  e  uni  pel  mom io,  podem,  as  vezes,  .ser  caleuladas  us  an  do  i  meg  rag  So  per 
paries  repetida,  cm  que  u  e  tornado,  cm  cada  etapa,  cornu  sentlo  p(x)  ou  uma  tie  suas 
derivadas.  Coma  du  6  calc  u  lad  a  denvando  m,  a  derivagao  repel  i  da  de  p(x)  vai  acabar  rc- 
suliando  em.  0,  quart  do  alcangamos  um  problema  de  imegragao  simplificado.  lirn  meiodo 
conveniente  para  organizar  as  comas  em  duas  colunas  e  chamado  integraqdo  par  partes 
tabulada. 


Integragao  par  Partes  Tabulada 

Passo  1  Derive  p(,v)  repetidamente  at 6  obter  0  e  liste  os  resultados  na  primeira  coluna. 

Passo  2  Integre  /fa)  repetidamente  e  liste  os  resultados  na  segunda  coluna. 

Passo  3  Trace  uma  seta  desde  cada  entrada  da  primeira  coluna  para  a  entrada  uma  Jinha 
abaixo  na  segunda  coluna. 

Passo 4  Identifique as  setas com  sinais -he  - alternadaiuente, comcgando com  -h 

Passo  5  Para  cada  seta,  forme  o  produto  das  expressoes  nos  extremos  inicial  c  final  da 
seta  e  muUiplique-o  por+I  ou  - 1 ,  de  acordo  com  o  sina!  na  seta,  Somando  esses 
resultados,  obtemos  o  valor  da  integral 


Esse  pieces  so  esta  ilustrado  na  Eigura  8.2,1  para  a  integral  /fa2  —  x)  cos  x  dx. 


uhkivaCAo 

KHE]r-;rmA 

IKTKtiKACAO 

KKPETIOA 

j-x 

_____  + 

COS  X 

Zjt-  1  ^ 

— 

*  senjf 

2  ^ 

T 

-cos x 

0 

^  -sen  x 

x)  cos  x  dx  -  ix1-  x)  sen  x  +  (2,v  -  i ')  cos -  2  sen  x  +  C 


=  f,v5  -  x  -  2)  sen  x  +  (l.i  -  I )  cos x  +  C 


Ktgura  8.2.1 
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►  Exemplo  6  No  Exemplo  I  I  da  Sc£&o6.3  calculamos  fx 2 vAv  —  I  dx  usando  uma  sLibs- 
tiiui£&o  h.  Calcule  essa  integral  usando  integrate  por  panes  labulada. 


Soluqao 


RliM  1 1 1 )  A 

IN  I  hOkAO«> 

kiaaaiDA 

a:2 

+ 

(.V  -  l)l/2 

2x 

— 

2 

+■  " 

-  i(A-l)“ 

0 

--  -L(*_  1)7/2 
105'  J 

O  resultado  oblido  no  Exqrnpto  6 
pa  race  bem  diferenle  do  obtido  no 
ExempEo  11  da  Segao  6.3.  Mostre  que 
as  duas  respostas  sao  equivatentes, 


AssimT  segue  que 


h2{x  - 1) 


V2  _  3 


&*(*-  i  )5/2  +  -  1  )"-  +  c 


16 


on 


M  INTEGRAQAO  POR  PARTES  PARA  INTEGRAIS  DEFIN1DAS 


Para  integrals  defin  ictus,  a  formula  eorrespondente  a  (3)  e 


E  importanle  nao  esquecer  que  as  variaveis  u  e  v  nessa  f6rmula  sao  fiingoes  de  x  e  que  os  ti mites  de  integragao 
em  (7)  sao  Eimites  sobre  as  variaveis  x.  As  vezes,  4  util  enfatizar  isso  escrevendo  (7)  conno 


O  proximo  exemplo  i  lustra  como  a  integragao  por  partes  pode  ser  usada  para  integrar  as 
f undoes  mgonom&ricas  in  vers  as. 


►  Exemplo  7  Calcule 


;ule  /  arc  Lg 

Jo 


La  x  dx . 


Soluqaa  Sejam 


it  —  arc  te  a,  d  v  =  dx,  du  = 


I  -f  A  2 


dx,  v  =  x 


Assim, 


/  are  tg  xdx  =  /  u  dv  =  try  —  /  vdu 
Jo  Jo  Jo  Jo 


Mas 


1 020 


f ' 

f  arc 
Jo 


tg  x  dx  =  x  arc  tg  x 


r 

Jo 

h  i 

r 

2.v 

A 

1  +  JC2 

i1 

— In  2 

-  0 

2 

x 


I  +  A: 


dx 


I  T^dx^\  f  t^-5-^  =  5!n(J+*1>l  =  5^2 

Jo  I  2  Jo  1  i  r  2  Ja  2 


=  g_0)_^n2  =  J_ln^ 
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■  FORMULAS  DE  REDU^AO 

A  integragao  por  partes  pode  ser  us  ad  a  para  obt  ei  formulas  de  redugdo  para  integrals, 
Essas  formulas  expressam  Lima  integral  com  Lima  potencia  de  uma  fungao  ern  termos  dc 
umii  integral  que  envoi ve  uma  pOLencia  mats  haixa  daqueia  Fungao.  Por  exemplo,  $e  n 
For  urn  inteiro  positive  e  n  >  2,  entao  a  integragao  por  partes  pode  ser  usada  para  obter  as 
formulas  de  redugao 

/sen'r  x  dx  —  — -  sen"“ 1  x  cos  x  +  ™ — 

n  n 


f  1  (  n  - 

I  cos  x  dx  —  —  cos  x  sen  x  H - 

J  n  n 


Para  ilustrar  como  essas  formulas  sao  obtidas,  varnos  dcduzir  (10).  Comcgamos  porescrcver 
cos'  x  como  cos'”1  x  ■  cos  x  e  fazer 


u  =  cos'J-[  x 


dv  =  cos  x  dx 
du  =  («  —  l )  cos"  x  ( —  sen  x }  dx  u  =  sen  x 
=  —  ( fi  “  I  )  eos?l~2  x  sen  A'  dx 


de  modo  que 

J  cos'*  x  dx  —  j  cos" 


x  cos  a  dx  = 


—  cosrr  6  a  sen ; 


J  u  dv  =  u  v  —  v  d i 

sen  x  -j -  (ft  —  I )  j  sen"  x  cos'1"2  x  dx 


—  cos/r  1  x  sen  x  H-  (n  —  1)  /  ( 1  —  cos2  x)  cos"  2  a  dx 


=  cosjr  [  a  sen  x  +  (n  —  1 ) 


/■ 

/c™'rf 


x  dx  —  (n  —  I ) 


j  cos11  A 


dx 


Transpondo  o  ultimo  termo  para  o  lado  esquerdo,  obtemos 


n  J  cosfl  a  dx  =  cos"  1  a  sen  a  +  (n  —  1 )  J  cos"  2  a  dx 

da  qua]  segue  ( 1 0).  A  dedugao  da  formula  de  reduqao  (9)  e  analoga  (Exercicio  57). 

As  formulas  de  redug  So  (9)  e  (10)  diminuem  o  expoente  dc  sc  no  (on  eosseno)  em  2. 
Assim,  sc  as  formulas  forem  ap  1  lead  as  repet  id  ume  me ,  o  expoente  pode  fmalmente  bear  igual 
a  0  sc  //  for  par  ou  ]  se  n  For  impar,  c  nesse  ponto  a  integragao  pode  ser  eompletada.  Varnos 
discuiir  esse  melodo  com  mats  delalhes  na  proxima  segao.  Por  ora,  daremos  uni  exemplo  de 
como  fund  on  am  as  Formulas  de  redugao. 


:ulc  J 


►  Exemplo  8  Caleule  /  cos4  x  dx 


Sohtgdo  A  pa rt ir  de  ( 1 0),  com  i?  =  4, 


J  COS4  A  dx  —  |  COS3  A  sen  a  4*  ^  f  COS2  X  dx  |  A&ttra  aplicanJo  00)  corn  n  =  2 
=  |  cos4  a  sen  x  +  ^  (|  cos  a  sen  x  +  \  f  dx) 


—  ^  cos4  a  sen  x  +  ^  cos  a  sen  a  +  |x  +  C  * 
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EXERCICIOS  DE  COM  PREENS  AO  8.2  ( Verpagina  522  para  respostas.) 


L  (a)  Se  G(x)  =  £(x),entao 

f(x)g(x)dx  =  /(-v)G(x)  - 


f 


(h)  So  u  —  fix)  o  v  -  Gfx),  emao  a  formula  do  (a)  pode  ser  escri- 
ta  na  forma  J  u  d  v  —  . 

2.  Eneontre  escolhas  apropriadas  do  it  e  de  dv  para  a  imegragao 
por  paries  de  caeia  integral.  N3o  calcule  a  integral, 


w  /* 


in  x  dx :  o  c= 


.,  J  t> 


(b) 


J (a  —  2)  sen  a.  t/  v;  w  = 


„  (Iv  = 


:}  /  arc 

» ZvT 


o  sen  a-  <7x ;  o  — 


r/w  = 


rdx:  it  = 


-  dv  — 


3 .  Use  i  n  teg  rag  ao  por  partes  para  cal  c  u  1  a  r  a  i  ntegi  a  I , 
(a)  j  xe2x  dx  (b)  j  ln(ar  —  l)Jx 


■t/6 

fc)  I  a  sen  3.v  dx 


*>  / 
Jo 


4*  Use  a  formula  de  redugao  para  calcular 


j  sen  xdx. 


EXERCICIOS  8.2 


1.  j  xe  2x  d 
3.  j  x2e*  ih 
5.  I  x  sc 


’■  f‘‘‘ 


sen  3x  dx 


r  cos  x  dx 


9,  I  x  I  n  x  dx 


j- 

II.  j  (In  x)2  dx 

7 


ln(3x  —  2)  dx 


15.  /  arc  sen  x  dx 


7 


‘7  arc  tg  (3x )  dx 

19,  /  ex  sen  x  dx 


'■S' 


21,  /  e  sen  bx  d  x 


a/ 


23.  /  sen(lnoc )dx 


25.  /  x  sec2  x  dx 


■-s 

■  I *v' 


■{ 


xe*x  dx 


r/.v 


x  cos  2x  £"/a' 


8.  j  x 2  sen  x  dx 
In  x  d.x 


10 


12 


dx 


f  In  x 

'  /  v* 

r/  ln(x "  +  4)<7x 
“•/  arc  cos  (2_v )  dx 
18.  /  x  arc  ig  x  dx 
I  eix  cos  Zxdx 


20 


22.  /  e  ^scnS&dO 


cos(ln  x)  dx 

26.  J  xig2xdx 


28 


•/ 


AC 


(-*+  I)2 


iJv 


29,  f\xe2*dx 
Jo 

r , 


— 5.V 


</* 


r“  In  x  Jx 


A 


arc  see 


«.  / 

*•  L 

37.  f 

Jo 

39.  j  v^< 


]  n  (a  +  2)  dx 


30.  f  xe 

Jo 

32.  f  l^t/x 

34.  f 

Jo 


fi3/2 


Ve  do 


36. 


arc  sen  x  dx 


arc  sec  x  dx 


a  sen  2 a-  dx 


r  arc  tg  >fx  dx 


38.  f 
Jo 

40.  f 

Jo 


(x  +  X  COS  x)  dx 


ln(x4  +  I )  dx 


41.  Em  cad  a  item,  cal  cole  a  integral  fazendo  uma  substituigao  it  e, 
depots,  Integra ndo  por  partes. 


(a)  J  e^dx 


(b) 


J  cos  ^ dx 


42.  Prove  que  a  imegragao  por  partes  tabu  lad  n  da  a  res  post  a  cor- 
reta  para 


/ 


p(x)q{x)dx 


quando  p(x)  e  um  polinomio  qimdrdtico  qualquer  e  q{x)  e  quai- 
quer  ftmeao  que  possaser  integrada  repetidamente. 


•  - 

.  j  4.v4  sen  2, 


x  -j-  2)e  dx 


44.  /  (a  +js+  I )  sen  x  dx 


x  +  1  dx 


47.  Calcule  a  integral  j  sen  x  cos x  dx  usando 

(a)  imegragao  por  partes  (b)  a  subsiimigao  u  =  sen  x 


Capftulo  3  /  Principios  do  Calcuto  de  Integrals  521 


48.  Cal cu  to  a  i  n tegral 


L 


X 


fAv 


'o  VFTi 

u&ando 

(a)  i nteg ragao  por  parie s 

(b)  a  subsisting u  =  Va2  4-  I 

49*  (a)  Encontrc  a  area  da  regiao  dclimilada  por  v  =  In  x  a  seta 
x  =  e  e  o  eixo  x. 

(b)  Encontre  o  volume  do  so  lido  gerado  quando  a  regiao  do 
item  (a)  gira  em  lorno  do  eixox 

SO.  Encontre  a  area  da  regiao  eat  re  y  —  X  sen  x  c  v  —  x  para 
Q<x<it/2. 

51*  Encomre  o  volume  do  sblido  gerado  quando  a  regiao  emre 
v  =  sen  x  c  y  =  0  para  0  <  x  <  ti  gira  em  lorno  do  eixo  y. 

52,  E nc on t re  o  vo l u  me  do  s 6 lido  gc rad o  qua n do  a  teg i ao  ]  i  m it ada 
por  v  —  cos  x  e  y  =  0  para  0  <  x  tt/2  gira  em  iomo  do  eixo  y+ 

53.  Urn  a  par  l  feu  I  a  so  move  ao  Jongo  do  eixo  x  com  urn  a  fungao 
veloddade  u(/)  =  /'sen  i.  Quao  longe  via]  a  a  pa  men  la  do  tem¬ 
po  t  =  0  a  t  =  .t? 


54,  O  estudo  das  ondas  de  denies  de  serra  eni  Engenhami  dtSli  ica 
leva  a  integrals  da  forma 

'Tlft-J 

t  sen(AwO  dt 

'  —  7lf<0 

onde  k  e  um  inteiro  ewe  uma  constant  nao-nula,  Calcule  a 
integral. 


/. 


55*  Use  a  formula  de  reduce  (9  )  para  calcular 

p  rjr/2 

(a)  j  sen4  .v  dx  (b)  j  $msxdx 


56*  Use  a  formula  de  redugao  ( 1 0)  para  calcular 

px/2 

(a)  /  cosJxdx  (b)  j  cos6  a  dx 


j  COS'* 

hf 

57.  Dedu/a  a  formula  de  reduce  (9). 

58.  Em  cad  a  item,  use  a  imegragSo  por  partes  ou  ouiros  m  etodos 
para  deduzlr  a  formula  de  redugao. 

f  „  ,  scc"-3A-tg.v  n-2  f  „_j 

j  sec  .v  dx  = - 1 - /  sec 

J  n  “  l  n  —  l  J 


(a) 


(b) 


(c) 


u  “  1  n  —  l 

ir~l 

x  dx 


x  dx 


j  tg"  x  dx  =  ~  -  f  rg" 

J  .t  V‘  dx  =  x”ex  -  n  j  ,i'"V  d 


59-60  Use  as  formulas  de  redugao  do  Exerc fcio  58  para  calcular 

as  integrals. 

59.  (a)  J  tg4  x  dx 

(b)  J  sec4  x  dx 

(c)  j  x3e*  dx 

60.  (a)  j  ,v V1  dx 

J 

(b)  f  ; 

Jo 

rtf'  ^  dx 

[Sugesiao:  Fag  a  primeiro  uma  subsuiuigao/ 


61*  Seja  /  uma  fungiio  euja  deri vada  segunda  e  continue  em  [—  1 ,  I  ]. 
Mostre  quo 


/ 


xflx)  dx  =  /'(  I )  +  fi -  i )  -  /( !)  +  /(- 1 ) 


ENFOCAHDO  CONCEITOS 


62.  (a)  Na  integral  j  x  cos  x  dx*  sejam 

u  =  a\  dv  —  cosax/a, 

du  —  d\\  v  =  sen  ,v  +  C\ 

Mostre  quo  a  eonstanie  C:  0  eaneelada,  de  modo  quo 
obtemos  a  mesma  soltigao  so  oiniiirmos  Cr 

(h )  M o  si  re  q  u  e  e m  gem  I  v al  e 


uv  —  J  v 


du  =  tv(v  +  C|)  —  /  (u  +  C\)du 


/■ 


de  modo  que  e  just ili cave)  a  omissao  da  constante  de 
integragao  ao  calcular  v  na  integragao  por  partes. 

63.  Calcule  j  In  (a-  +  1  )dx  usandoimegragaoporparEes.Sim- 
plilique  o  c^lculo  de  j  vdu  introduzindo  a  constante  de 
imegragao  =  1  quando  passar  de  dv  para  v. 

64.  Calcule  j  In (3 a  —  2)  dx  usando  inlegragao  por  partes. 
Simpliliqueocalculode  /  vdu  inmxiuzindo a  eonstanie  de 
integragao  C\  =  —  \  quando  passar  de  dv  para  v.  Compare 
a  solugao  obiida  com  a  resposta  do  Exercicio  [  3, 

65.  Calcule  J  x  arc  tg  x  dx  usando  inlegmgao  por  partes.  Sim- 
pli flque  o  calculo  de  f  vdu  introdu/mdo  a  eonstanie  de 
integragSo  C\  =  \  quando  passar  de  dv  para  v, 

66.  Qua!  e  a  equaeSo  que  resulia  sc  aplicarmos  integragfio  por 
panes  a  integral 

f~L 

J  A  In  a 

com  as  esc ol  has 


dx 


u  — 


In  x 


e  d  v  =  —  dx? 

X 


Em  que  send  do  ess  a  equagao  e  valid  a1?  Em  que  sent!  do  e 
falsa? 

67.  Lemhre,  do  Teorema  4.3.2  e  da  discussao  que  o  precede, 
que,  so  ff{x)  >  0,  entao  a  fungao  /  e  ci’escente  e  tern  uma 
inversa.  0  propdsilo  das  paries  (a),  (b)  e  (c  J  desie  problema 
6  mostrar  que*  se  ess  a  condigSo  estiver  sat  isle  iia  e  se  f  for 
contfmia,  entao  a  integral  delinida  de  /-l  pode  ser  expressa 
em  termos  de  uma  integral  defmida  de  f, 

(a)  Use  a  i  n  tegragao  po  r  pan es  pa  r a  m ost  r ar  q  lie 

(  fix)  dx  =  bf(b)  -  af(a)  -  f  xf'(x)  dx 
J  a  Ja 

(b)  Use  o  resuliado  dc  (a)  para  mostrar  que*  se  v  =  /(rv), 
entao 

pb  ff(b) 

/  f(x )  dx  =  bf{b)  -  af  (a)  -  /  f~l  (y)  dy 
da  J  fm) 
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(c)  Most  re  qiae,  sc  fi/ermos  a  =  fUt)  e  fi  =  f(b)T  entao  o 

integrates. 

result  ado  de  (b)  poderd  ser  escrito  como 

{•  1/2  pTTj't 

ffi  rf-'w  j 

(a)  /  are  sen  a  dx  =  i  arc  sen  (4)  —  /  sen  a  dx 

/  f- 1  (x)ilx  =  pf-'m  -  of- 1  (or)  “  /  fU)dx 

Jo  “  Jo 

Jit  J 

fd  f2 

68*  Em  cada  parte,  use  o  resutiado  do  Exercfcio  67  para  ob- 

(b)  /  In  a  dx  ~  ( 2e 2  —  e)  —  /  ex  dx 

ter  a  equagao  e  conlmne  que  da  esla  correta  fazendo  as 

Je  Ji 

RESPOSTAS  DOS  EXERCICiOS  DE  COMPREENSAO  8.2 

I.  (a)  j  f\x)G{x)dx  (b)  h u  —  j  vdu  2.  (a)  lr» x;  xdx  (b) 2;  sen  xdx  (c)  arc  sen a;  dx  (d)  a;  -  dx 

3.  (a)  ^  e1'  +  C  (b)  (a  -  I  )ln  (a  -  1 )  -  ,v  +  C  (c)  ^  4.  —  ^  sen"  x  cos  x  —  |  cos  x  +  C 

8.3  INTEGRA1S  TRIGONOMETRICAS 


Na  sec  no  anterior,  obtivemos  formulas  de  redugao  para  integrar  potencies  inteiras  posit  ivas 
de  seno t  cossena,  tangent  e  e  secante,  Nest  a  segdo  most  rare  mos  anno  trahalhar  com 
essas  formulas  de  red  updo  e  discutiremos  metodos  para  integrar  outros  tipos  de  integrals 
en  vol vei  ido  fan  goes  a  ig  on  ometri ca v. 


■  INTEGRAQAO  DE  POTENCIAS  DE  SENO  E  COSSENO 

Comcgamos  records  ndo  as  formulas  do  redugao  que  ohlivemos  na  segao  anterior. 


f  ..  i  „  |  n  —  l 

/  sen  x  dx  —  —  sen  x  cos  a  H - 

J  n  ^  J 

f  sen"  2  a  dx 

f  eosfl  a  dx  —  -  eosfl  1  x  sen  x  +  / 

J  n  n  J 

COS'1-2  A-  dx 

(I) 


(2) 


No  case  cm  que  n  =  2,  essas  formulas  sao 

J  sen 2  xdx  =  - 1  sen*  cos  x  +  \  J  dx  -  \x  -  jwu  cos*  +  C 

j  cos2  x  dx  —  ^  cos  x  sen  a  +  ^  J  dx  —  |a  +  |  sen  .v  cos  x  +  C 


(3) 


(4) 


Pod  cm  os  obter  formas  aJternativas  para  essas  formulas  do  integracao  usatido  as  id  c  nt  i 
dades  tri  gono  metrical. 


Sen  “a  =  ~(I  —  cos  2a)  o  cos2  a  =  iO  -f-  cos 2a) 


(5-6) 


que  provcm  das  formulas  para  o  angulo  duplo 


cos  2a-  =  1  -  2  sen"  a  e  cos  2a  =  2  cos“  x  -  I 


issas  idemidades  dao  lugar  a 


I  sen"  x dx  —  j  (\ 
j"  cos2  a  dx  —  |  j  ' 


cos  2a)  dx  =  \x  —  ^  sen  2a  +  C 


A  dx  =  5  /  (1  +  cos  2a)  dx  —  bx  -f-  2  sen  2 a  q-  C 


(7) 


(8) 
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Observe  que  as  amiderivadas  uas  Formulas  (3)  e  (4)  envoi  vem  ambus  os  senos  e  cossenos, 
enquanto  aquelas  cm  (7)  c  (8)  so  envolvem  sc  nos.  Porcro,  a  aparcmc  diserepancia  c  t’acil  de 
sei  resol  vi  da  pel  a  idemidade 

sen  2x=  2  sen  v cos x 


para  reeserever  (7)  e  (.8)  nas  formas  (3)  e  (4),  ou  re ei procam ente. 

No  caso  cm  que  tt  =  3,  as  formulas  de  redugao  para  integraqao  de  sen  .r  e  cos 1  x  sao 

j  sen"'  a  dx  —  —{  sen2  x  cos  x  4-  \  J  sen  x  dx  =  —  |  sen2  x  cos  x  —  ^  cosx  +  C  (9) 
/co,’^.r  =  icc,5»xsc„,  +  f/„S«/J:  =  jc<,,^«:„J  +  |Se,,.«+C  (10) 


Sc  quisermos,  a  Formula  (9)  pode  ser  expressa  so  em  termos  de  cossenos,  usando  a  identi- 
dadc  sen"  x  -  I  -  cos'jc,  e  a  Formula  (10)  pode  ser  expressa  so  em  term  os  de  sen  os,  usando  a 
idemidade  cos"  *v  =  1  -  sen"  as  Ddxamos  a  cargo  do  Lcilor  conftrniar  que 


DDMINIO  DATECNGLOGEA 


Na  Errtegrai?ao  de  wn\t  e  tWi.  o  Ma¬ 
ple  produz  as  Fir  mutes  (11)  e  (12), 
mas  o  Matbematfca produz 

j  scn'J'  x  dx  —  —  j  cos  x 

+  Yj  cos  It  +  C 

J  cos-1  Jr  dx  —  |  sen  x 

+  Y?  sen  3x  4*  C 

Use  identidades  trigonomGtricas 
para  conciliar  os  repufiados  dos  dois 
program  as. 


«+c 

/  cos'  *  </jr  =  sen  j  —  ^  sen1  *  +  C 


(11) 


(12) 


Deixaremos  como  exerefeio  as  formulas  a  seguir,  que  podem  ser  obiida.s  aplieando  as 
formulas  de  redugao  e,  em  seguida,  usando  identidades  irigonometricas  apropriadas. 


sen4  .v  dx  —  |.v  -  j  sen  2x  +  ~  sen  4x  +  C 
cos4  x  dx  —  |jt  +  j  sen  2.v  +  ^  sen  4x  +  C 


(14) 

(14) 


Figura  8.3*1 


►  Exemplo  1  Enconlre  o  volume  V  do  sdlido  obtido  quando  a  regiao  sob  a  curva  y  =  sen"  x 
no  intervale  [0,  tt]  gird  em  torno  do  cixoA  (Figura  8*3.1 ). 

Sotugao  Usando  o  metodo  dos  discos,  a  Formula  (5)  da  Scqao  7.2  c  a  Formula  (13)  acima, 
obiemos 

V  =  j  ji  sen4  x  dx  —  tt  [|a  —  J  sen  2a;  +  sen  4.v  ]0  =  |  jz2  M 

Jo 

m  iNTEGRAQAO  DE  PRODUTOS  DE  SENOS  E  COSSENOS 

Seme  n  sao  intciros positives,  cmao a  integral 


pode  ser  c  ale  u  lad  a  por  um  dos  tres  procedi  memos  dados  na  Tabcla  8,3,1,  depen  dendo  dc  m  c 
n  serein  par  ou  fmpar. 


►  Exemplo  2  Galenic 
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Ta  b  Ha  83,1 

j  sen'"  x  cos"  x  dx 

PftOGfiniMnNTij 

IDE-.VnOAOHS  kl-.I.hVAMTHS 

n  impar 

*  Sepaie  uni  fa  lor  do  cos  x 

*  Aplique  a  identidade  relevante 

*  Fa^a  a  sub&tituigao  tt  ~  sen  a 

cos2  x  =  1  -  sen2  x 

m  impar 

*  Scparc  uin  later  de  sen  x 

*  Aplique  a  idem idude  relevante 

*  Fag  a  a  substituigao  a  =  cos  x 

^  “Th 

sen"  x=  1  -  cos L  x 

par 

lyj  par 

*  Use  a  identidade  relevante  para 
redn/tr  as  potCncias  de  sen  x  e  cos  x 

[sen2*  =  ^(I  -  cos  2a) 

l_COS2  A  =  ™  (1  +  COS  2 A") 

Solugao  (a) 


Como  n  =  56  fmpai;  utilizainos o primeiro pmeedimento na Tahela 8.3. J 


sen4  x 


=  y  -  y  +  y  +  c 

c  --y  ■n  1^1 

=  ^  sen-  x  —  ^  sen'  a  +  ^  sen  x  C 


Sohiqao  ( b )  Como  m  —  n  —  4  sac  expoenles  pares,  ulilizatnos  o  tereeiro  procedimento  na 
Tahda  8.3.1: 


sen4  x  cos4  x  dx  — 


(sen2  a)2  (cos2  x)2dx 


-/ 

=  ^ [  1  —  cos 2jc])“  (|[1  +  cos 2x ]) ~  dx 

=  “  I  (1  -  cos2  2x)2dx 
j  sen42j 


X 

16 


2a  <7..v 


Muk'  que  i&SG  iMKleserO'biido  msiis  difcCEi- 
nientc dci  integral  original,  usnndo  n  identi- 
dadte  sen  \  cos  .v  —  \  sen  2x 


kf 


sen4  u  d  u 


=  (^it  —  |  sen  2 it  -3-  sen 4«)  -+-  C 


lr6rmu]a  ( 1 3] 


\2&X  138  Sei1  1024 


1 


sen  8a  +  C  ^ 
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Integral  da  forma 

I  sen  mx  cos  nx  dx,  j  sen  ntx  sen  tix  dx,  J  cosmxcosnx  dx 

podem  screneontradas  tisandoas  idenlidades  trigonometricas 

sen  a  cos  \  [sen  (a  -  ft)  +  sen  (a  + 


sen  a  sen  ft  -  |  [cos  (a  —  /3)  -  cos  (or  +  /?) j 


j  sen  lx  cos 


►  Exemplo3  Calcide  /  sen  7  A'  cos  3  x  dx. 

Sofugda  Usando  (16),  oblemos 

J  sen  7  a  cos  3a  dx  =  k  J (sen  4a  +  sen  \0.x)  d.x  = 


05) 


(16) 

07) 


cos  or  cos  fi  =  |  ( cos  («-£}  +  cos  (or  +  /?)]  (18) 

para  expressar  o  integrando  como  uma  soma  oil  uma  diferenga  de  sen  os  e  cossenos. 


— |  cos  4a  —  ^  cos  1  Oa  +  C  < 


M  INTEGRAL?  AO  DE  POTENCIAS  DETANGENTE  E  DE  SECANTE 

Os  procedi  memos  para  integragao  de  po  lend  as  de  tangeme  e  sec  ante  seguein  paralelamente 
os  dc  seno  e  cosseno.  A  ideia  6  usar  as  seguinies  formulas  de  redugao  (as  quais  forani  dedu- 
zidas  no  Exercfcio  58  da  Segao  8.2)  para  reduzir  o  expoente  do  integrando  are  que  a  integral 
rcsultanic  possa  ser  calculada: 

J  tg|A  dx  =  ^  _  |  -  J  tg'J“2  x  dx  (19) 


f  A  .  see"  2  x  tg  x  n  -  2  f  n—2  , 

I  sec '  x  dx  — - —  H - /  see '  x  ax 

j  n  -  1  n  -  1  J 


(20) 


No  caso  em  que  n  for  impar,  o  expoente  pode  ser  reduzido  a  i,  nos  deixando  com  o 
problem  a  de  integral-  tg  x  ou  sec  x.  Ess  as  integrals  sao  dadas  por 


/ 


see  x  dx  —  In  | sec  x  +  tg x  |  +  C 


(21) 


(22) 


A  Hdmmla  (21)  pode  ser  oblida  escrevendo-se 

f  ,  f  sen  x 

I  tgxdx  —  I  - -dx 

J  J  cos a 

—  —  In  ]cosa|  +  C 


u  =  cos  x 
Jit  -  — stn  ,t  dx 


—  In  |  sec  x  f  +  C 


Para  obicr  a  Formula  (22),  esc  re  vein  os 


J  see  x  dx  —  J  sec  x 


sec  x  +  tg  x 

Sec  A  +  IS  A 


dx  “ 


/see-  x  +  sec  x  tg  x 
—————  dx 
see  x  +  La  x 


=  In  |  sec  a  +  (g  x  |  +  C 


jr  =  see  .r  +  ty  .r 

i/rr  —  (  sec-  x  +  sec  j.  ig  t  >  n/.t 
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As  seguintes  integrals  busieas  ocoiTem  frequenLemente,  e  valem  a  pen  a  destacar; 


/,s 

/ 


Ifi "  A  (Jx  —  lg  A  —  A  +  C 


see2  a  Ja  =  tg  a  +  C 


(23) 


(24) 


A  Formula  (24)  j a  6  nossa  conhecida,  uma  vez  que  a  derivada  de  tg  a  e  scca.  A  Formula  (23) 
pode  scr  obi  Ida  aplicando-se  a  formula  de  redugao  (19),  com  n  —  2  (verilique),  oil,  alternate 
vamente,  usando-se  a  idemidade 

1  4tg"A  =  sec"A 

para  escrever 

j  tg2  x  dx  =  j  (sec2  x  -  1)  dx  =  xg  x  —  x  +  C 


As  formulas 


(25) 


J  see1  x  dx  —  ~  see  x  ig  x  +  ^  in  |  sec  a  +  tg  a  j  +  C 


(26) 


podem  scr  deduzidas  dc  (21)  e  (22)  e  das  formulas  de  redugao  (1 9)  e  (20),  da  segninte  nmneira: 
j  tg 1  x dx  —  2  tg2  a  —  J  tg  a  dx  =  i  (g2  x  —  In  |scc  x  \  +  C 


/• 


x  dx  —  k  see x  tg  x  +  k  f  sec  x dx  —  ~  sec x  tg  x  +  ™  In  |  scca  -(-  tg  a  +  C 


■  INTEGRAQAO  DE  PRODUTOS  DETANGENTES  E  DE  SECANTES 

Se  m  e  n  sao  inteiros  posit! vos,  entao  a  integral 

pode  ser  e  ale  u  lad  a  por  um  dos  tr£s  procedi  memos  dados  na  Tab  el  a  8.3,2,  depend  end  o  de  m  e 
n  serein  pares  ou  im pares. 


Tabda  83,2 

j  tgmA  SCCWA^A 

PKOC'RIMMHNTO 

]  t  >t-N  LI  1  >  AJ  5]  :S  Uhl  .KVA  Vi'  HS 

it  par 

*  Scpare  um  fator  de  sec2 _v 

*  Aplique  a  idemidade  relevame 

*  Fag  a  a  substituigao  u  -  ig  x 

sec2  x  =  ig2  x  +  1 

m  Impar 

•  Separe  uni  fator  de  sol-  a  tg  x 

•  Aplique  a  idenddadc  rdevante 

•  Fugu  a  substituigao  :<  =  sec  a 

tg 2  a  =  see2  A  -  ] 

(  in  par 
!,  n  mi  par 

*  Use  a  idem i (lade  rdevante  para  reduzir 

o  integrando  a  potencies  somente  de  sec  x 

*  Agora  use  a  formula  de  redugao 
para  potincias  de  see  x 

tg2  x  =  sec2  x  -  1 
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Exemplo  4  Caleule 


(a)  J  tg 2  x  se 


■  x  sec  x  dx 


<b> 


J  tg’Asec* 


v  dx 


(c) 


j"  tg2A*sec 


a  dx 


Sohi{’do  (a)  Como  n  =  4  e  par,  utilizaremos  o  primeiro  procedimento  na  Tabela  8,3.2: 

J  tg2x  sec4  a  dx  —  J  tg 2  a  sec2  x  see2  x  dx 


—  I  lii  A  (lg2  a  +  I )  sec"'  x  dx 


I 

f 


,  o 


=  J  u"(u  +  1)  du 

=  +  \u3  +C  =  i  tgJ  JC  +  \  tg3  JT  4-  C 


S&htqao  (h)  Como  m  =  3  €  linpar,  utilizaremos  o  segundo  procedimento  na  Tube  I  a  83,2. 
j  igKx  see  ■  x  dx  =  j  ig 1  a  sec2  x  (sec  x  tg  a)  dx 

—  J  (see2  x  —  l)  sec2  a  (sec  x  ig  a)  dx 

—  j  (u2  —  1  )u2du 

—  Iw-^  _  i u +  c  =  {  see3  a  —  \  see*  a  4-  C 


Solugao  (i c )  Como  m  =  2  e  par  e  /i  =1  e  impar,  ulilizaremos  o  lereeiro  procedimento  na 
Tabela  8.3.2: 


/ 


\g~  x  sec  a  dx 


_  i  /c,^2 


(see”  x  —  I )  see  a  dx 


-f 

—  J  see*  a  dx  —  sec 


x  dx 


Vlt  (26)  e  (22} 


=  \  sec  a  tg  x  +  \  In  I  sec  a  +  tg  x  [  —In  j  sec  x  4-  tg  a  |  +  C 


=  4  sec  t  tg  x  —  ^  I  n  |  sec  a  +  tg  x  i  4-  C  -4 


Com  a  ajuda  da  icteniidade 

i  +  cotg\v  =  cosscc"  JC 

as  tecrricas  da  Tabela  8.3.2  podem 
ser  adapiadas  para  calcular  integrals 
da  forma 

j  eoi  g”7  x  dome"  x  dx 

Tambem  e  passive!  deduzir  formulas 
de  red  Li £ao  para  potencias  de  cotan- 
gentes  e  cossecantes  que  sao  analo- 
gas  &s  Formulas  (19)  e  (20). 


■  UM  METODO  ALTERNATIVO  PARA  A  INTEGRA<?AO  DE  POTENCIAS  DE  SENO, 
COSSENO, TANGENTE  E  SECANTE 


Os  melodos  nas  Tabelas  8.3.1  c  8,3.2  podem  scr  aplicados*  as  vezes,  se  m  =  0  ou  n  =  0  para 
ifitegrar  potencias  intciras  positivas  de  seno,  cosseno,  langentc  e  secante,  sem  formulas  de 
redugao.  Por  exemplo,  cm  vez  de  usar  a  formula  de  reclugao  para  inlegrar  sen  a,  podem  os 
aplicar  o  s  eg  undo  procedimento  na  Tabela  83. 1 : 


sen3  a  dx  — 


i 

I 


(sen2  a)  sen  a  dx 
(I  -  cos2  a)  sen  a  dx 


j  (1  “  ir)du 


a  ss  cos  x 
iiu  —  —  sert  x  dx 


=  {ll'  —  If  +  C  —  ^  COS*  A  “  COS  A  4-  C 


que  confcre  com  ( 1 1 ), 
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Figure  8.3.2  Um  vdo  com  leuura 
constante  na  bussola  de  Nova  York 
para  Mo.scou  como  aparccc  cm  um 
giobo  c  cm  uma  projegao  dc  Mercator. 


■  O  MAPA-MLlNDI  DE  MERCATOR 

A  integral  da  sec  x  desempenha  um  papel  importante  nos  projeios  de  mapas  de  navegagao 
para  traqar  curses  nauticos  c  aeronauticos.  Marinheiros  c  pi  lotos  geralmcnte  mapeiam  sens 
cursor  ao  longo  de  eaminhos  com  uma  lei  turn  de  bussola  constant#;  por  exemplo,  o  curso 
pode  ser  30°  a  noroesle  ou  1 35°  a  sudcsle.  Excel o  para  cursos  parulelos  ao  Equador  ou  diretos 
para  Norte  ole  Sul*  um  curso  com  lei  turn  de  bussola  constants  leva  a  uma  espiral  cm  torno 
da  Terra  cut  diregao  a  um  dos  polos  (con forme  a  parte  superior  da  Figura  8.3.2).  Em  1569,  o 
maternal  i  co  c  geografo  11  amen  go  Gerhard  Kramer  (1512- J  594)  (mais  conhecido  pelo  nomc 
latino  de  Mercator)  inventou  um  mapa-mdndi  chamado  de  proje^ao  de  Mercator,  no  qual  as 
espirais  produzidas  pela  leitura  const  ante  da  bussola  aparecem  como  linhas  retas.  Isso  foi 
extremamente  importante, pois  possibilitou  aos  marinheiros determinar  uma  leitura  constants 
da  bussola  entre  dois  pontos  simplesmente  coneetando-os  por  uma  I  inha  reta  sobre  um  mapa 
(como  na  parte  inferior  da  Figura  83,2)* 

Supondo  quo  a  Terra  seju  uma  esteru  com  raio  de  6,500  km,  entao  as  curvas  de  latitude 
obtidas  com  um  ineremento  dc  V  sao  equidistantes  umas  das  outras  cm  cerca  de  1 14  km  (por 
que?)>  Pore  m,  na  projegao  de  Mercator,  as  curvas  dc  latitude  torn  am -sc  mais  sc  pa  rad  as  cm 
diregao  aos  polos,  de  forma  que  duas  curvas  de  latitude  amplamente  espagadas  nas  proximi- 
dades  do  polo  podem  cstar,  na  verdade,  a  mesma  distaneia  sobre  a  Terra  do  que  duas  curvas 
de  latitude  a  pequena  distaneia  proximas  ao  Equador.  Pode-se  provar  que,  em  urn  mapa  de 
Mercator,  no  qual  a  curva  equatorial  tern  eornprimento  L,  a  distaneia  vertical  sobre  o  mapa 
entre  o  Equador  (latitude  0°)  e  a  curva  de  latitude  />°  e 


D«  = 


=  —  f' 

2tc  Jo 


fijr/m 


sec  x  dx 


(27) 


EXERGClOS  DE  COM  PREENS  AO  8.3  { Ver  pagina  530  para,  respostas .) 


I, 


Complete  cada  identidade  trigonomdtrica  com  uma  expressao 
que  envoi  va  cos  2i\ 

(a)  sen2  .v  =  _ _ 

(b)  cos-  x  —  _ 

y  ■? 

(c)  cos  a  —  sen'  x  — _ 


2*  Calcule  a  integral. 


3*  Use  a  substiuiigao  indicada  para  reescrever  a  integral  em  ler- 
mos  de  it .  Nao  calcule  a  integral. 


r  A'  dx\  it  —  cos  V 


(c> 

(d) 


f  1  2 

/  sen  x  cos- 
;)  J  tg  Vvscc  2xdx;  u  —  igx 
j  lu x  sec 


a  dx;  u  =  sec  a 


4,  Calcule  a  integral. 

(a)  J  sen2  3a  cos  3a  dx  — 

lb)  j  tg2  x  sec2  x  dx  = _ 

■ff/6 


(c) 


(d) 


/ 

/‘WO 

/  sec  2a  dx  — 
Jo 

j  Eg  2.v  dx  — 
Jo 
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EXERC1C10S  8.3 


1-52  Cal cule  a  integral 


L 


3, 


5. 


7* 


9. 


23. 

25, 

27, 


33, 

35. 

37. 

39. 

41, 

43. 


/” 


'  x  sen  v  r/x 


scir  5# 


sen-1  rr#  r/# 


/ 

^  sen  nx  cos  ax  dx 
J  serf  t  cos'*  r  dt 
I  sen2  a-  cos2  x  dx 
j  sen  2a  cos  3a  Jx 
j  senxcos(x/2)dx 

r: r/2 

/  COS1  A'  f/x 

Jo 


/  sen4  3x  cos3  3x  d: 

Jo 

/  sen  4a  cos  2  v  dx 
Jo 

j  sec2  (2x  —  I )  J.v 

J  £_,v  tg(e_1)  Ja 

/  scc4.vt/, 
j  xg2  x  sec2  x  dx 
J  tg  4a  sec4  4 a  dx 
j  sec3  a  tg3  a  J  v 

J  igtsec^fdt 

J  sec4  ^  r/.t 

f  ^^Xdx 

r/s  , 

f  tg"  2a  r/x 

Jo 


2. 

j  sen3  3a  cos  3a  dx 

4. 

j  cos2  3a  dx 

6. 

y  cos1  ar  dt 

8. 

J  sen3  ,v  cos1  x  dx 

10. 

j  sen1  a  cos2  x  dx 

12. 

j  sen2  x  cos4  a  dx 

14. 

j  sen  3^  cos  2 BdB 

16. 

j  cos1'1  a  sen  a  dx 

18. 

rn  2 x  2 x , 

i  ^  2C°S  2^ 

20. 

/  cos 2 56  d$ 

J  m,T 

f27T 

22. 

I  sen2  kx  dx 

Jo 

24, 

j f  tg  5a  dx 

26. 

J  cotg  3  a  dx 

28. 

f  soc(Va) 

J  '  yr  * 

30. 

J  tg3  x  sec4  a  dx 

32. 

j  tg4  0  SBC4  0  (18 

34, 

j  tg3  Q  sec  9  d9 

36, 

j  tg2  a  sec3  a  dx 

38. 

J  tg  x  sec3  x  dx 

40. 

j  sec5  *  dx 

42. 

1  tg4  A  dx 

44. 

J  tg  a  sec  '  2  a  dx 

pjr/tt 

46. 

/  see’  20  tg  2  B  dB 

Jo 

56. 


57. 


58, 


l 

s 

1 


^  A 

tgs  “  dx 
2 

COlg1  A'  COS  sec1  a  dx 

cotg3  A  dx 


48. 

50, 


1/4 

sec  7TX  tg  ,ta  dx 
cotg ■  3/  sec  3/  dt 
cossec4  a  dx 


Sejam  m  e  n  inteiros  nao-negativos  e  distintos.  Use  as  Formulas 
(16)  a  (18}  para  provar: 


(a)  f  sen  mx  cos /i a  dx  —  0 

fo 


/V“JT 

/  s 

J  0 

f  C. 

0 

f\ 

Jo 


(h)  /  COS  MIX  COS  HA  f/X  =  0 

>2jT 

(c)  /  sen  mx  sen  h.x  dx  =  0 


Calcule  as  integrals  no  Exerefeio  53  quande  m  c  h  denotam  o 
mesmo  Intel  ro  n ao- negative. 


En  centre  o  com  pitmen  to  de  arco  da  curve  v  =  In  (cos  x)  acirna 
do  imervalo  |0,  tf/4], 

En centre  o  volume  do  sdlido  gerado  quando  a  regiao  limitada 
por  y  =  tg  a,  y  =  E  e  a  =  0  gim  em  lomo  do  eixo  x. 

Encontrc  o  volume  do  sdltdo  que  resulta  quando  a  regiao  limi- 
tada  por  y  ~  cos  a,  y  -  sen  a',  x  =  0  e  x  =  jt/4  gtra  cm  tomo  do 
eixo  a. 


A  regiao  li  mi  tad  a  abaixo  pelo  eixo  a  e  acima  pel  a  parte  de 
y  =  sen  a  de  x  —  0  a  a  —  ji  gira  em  tor  no  do  eixo  a.  Encontrc  o 
volume  do  soli  do  resultante. 

Use  a  Formula  (27)  para  mostrar  que.  se  o  compiimento  da  cur- 
va  equatorial  cm  Lima  projegao  de  Mercator  for  L.  entao  a  dis¬ 
tance  vertical  Centre  as  curvas  de  latitude  e  fi°  do  mesmo 
lado  do  Equador  (onde  &  <fi)  e 

sec/?°  4-  tg  ft* 
sec  a°  4-  tg  a  ° 

Suponha  qtie  o  Equador  ten  ha  urn  comprimento  de  I  00  cm  cm 
Lima  proje^ao  de  Mercator.  Em  cada  parte,  use  o  resultado  do 
Exercicio  59  para  responder  a  quest  ao, 

(a)  Qual  e  a  disulincia  vertical  no  mapa  entre  o  Equador  e  a 
curva  dc  latitude  25°  Norte? 

(b)  Qual  6  a  distand  a  vertical  no  mapa  entre  New  Orleans, 
Louisiana,  a  30°  de  latitude  Norte,  e  Winnopog.  Canada,  a 
50°  de  latitude  Norte? 


D  —  —  In 
2  71 


ENFOCANUO  COMCEITOS 


61.  (a)  Mostrequc 


cossec  a-  dx  = 


—  In  |  cossec  a  4-  cotgA|  4-  C 


(b)  Most  re  que  o  resultado  de  (a)  tambem  pode  ser  escro 
to  co mo 


j  cossec  a  dx  —  In  |  cossec  a  —  eotg  a  |  4-  C 
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J  cossecx  dz.  —  ln  |ig  +C 

62,  Recscreva  sen  x  +  cos  x  no  forma 

A  sen  (x  +  p) 

e  use  sen  re snltado  junto  com  o  Exercido  61  para  calcular 

dx 


/ 


sen. ic  +  cos  x 


63,  Use  o  m£todo  do  Exercfeio  62  para  catcuiar 

dx 


s 


a  sen  x  +  6  cos  x 


(a,  b  nao  ambos  mil  os) 


64,  (a)  Use  a  Form  Lila  (9)  da  Segao  8.2  para  mostrar  que 

fM2  n  _  |  rJi/2 

I  sen'5  x  dx  —  - - -  /  $cntl~2xdx  (n  >  2) 

Jo  «  Jo 


(b)  Use  esse  re  suit  ado  para  deda/Jr  as  formulas  de  Wallis 
para  o  seno : 

-;T  "  jt  1  ‘  3  -  5  ■■’(//-*  1) 

2 


/ff/2 

/  sell1'  A'  dx  — 

Jo 

f 


2  ■  4  ■  6  ’  ■  ■  it 
2  ■  4  ■  6  ■  ■  ■  Oj  —  1 ) 


(  n  par  \ 

\V>2  ) 


sen tl  x-dx  = 

q  3 ' 5  1 7  ■  ■  oi 


(n  fmpar\ 

) 


65,  Use  as  f6r m li 3 as  dc  Wa II  is  do  Excrc fc io  64  para  calc li lar 
(a) 


L 

(C)  f 

Jo 


.T 12 

r*'2 

se  a  ‘  x  dx 

(b) 

/  sen1 xdx 

Ji) 

ir/2 

r12 

seir  x  dx 

(d) 

/  mn  xdx 

Ja 

66,  Use  a  Formula  ( 1 0)  da  Scgao  8.2  e  o  mdtodo  do  Exercicio  64 
para  dedu/ii  as  formulas  de  Wallis  para  cosseno  : 

■S/2  ->.!.*  '--I*  /,|parS 

U>2j 


jC 

L 


„  n  I  *  3  *  5  ♦  -  >  (it  —  l ) 

cos  xdx  =  - -  - — 

2  2  *  4  <  6  *  -  -  n 


2  *  4  e  6  -  ♦  *  (/j  “  1 ) 


if/2 

cosw  x  r/jc  —  ^ 

o  3  +  5  ■  7 


(/;  impar\ 

e  >  3  J 


f /  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  8.3 


]  _  COS  2  [  -j-  CO  S  ^  \" 

L  (a)  “ - -  —  -  (b)  - —  (c)  cos  2.i  2.  (a)  tg  x  +  C  (b)  tg  x  -  x  +  C  (c)  In  |sec  a  +  tg  v|  +  C  (d)  In  [sec  x\  +  C 

3.  (a)  f  u2 du  (l»  j  (u 2  -  1) a1  da  (c)  j  u3  du  (d)  j  Ui2  -  1  )du  4.  (a)  2  sen3  3a  +  C  (b)  l  tg1  x  +  C  (c)  |  In (2 -I-  V5) 
(d)  |  In  2 


8.4  SUBSTITUTES  TRIGONOMETRICAS 


Nesta  sepdo  discuttremos  um  melodo  para  caleular  integrals  contendo  radicals,  at  raves  de 
sub$£ihti0e$  envois  endo  f undoes  irigonomdnicas.  Most  rare  mas  lambent  como  integrals 
contendo  polindmios  (fuadrdlicos  podem,  as  vezes,  set  calendulas  completando  o  quadrado. 


■  O  METODD  DA  SUBSTlTUfp  AO  TRIGONOMETRIC  A 

Para  eomegar,  i  rem  os  110s  ocupar  com  integrals  que  eontem  ex  pres  sees  da  forma 

rs  2  /  2  1  2  /  ^  7 

va  —  x  \  v  x  ~  +  a~ ,  vx  —  a~ 

nas  quais  a  6  uma  cons  Lame  positive.  A  ideia  basic  a  para  o  edlculo  dessas  integrals  6  faz.er 
uma  substituigao  para  .v  quo  ctimine  o  radical,  Por  exemplot  para  eliminar  o  radical  da  ex- 
press ao  yVr  —  .v2,  podemos  fazer  a  substituigao 


x  -  a  sen  (K  —nfl  <  0  <  tt/2 


(1) 


e  ohservar  quo 


\f<r  —  a2  =  \/a2  —  a1  sen" 6  =  v4r(]  “  sen"  0) 
—  as! cos"  0  —  a  \  cos  0  \  =  a  cos  0 


>  Dqunndo  -7tf  2  <  w  <  tt/2 


A  rcsirigao  sobre  0  cm  (I)  serve  a  dois  propositos:  possihiliia-nos  substituir  |eos  0\  por  cos  0 
para  simplitiear  os  calc  u  I  os  e  tanibeni  propordona  que  a  substituigao  possa  ser  reescriia  como 
0  =  arc  sen  ix/a).  se  nccessano. 
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Ar  -  2  sen  (3 


Figura  841 


Exemplo  1  Calcule 


;ule  /  — 

J  r2 


dx 


74^ 


Soluqao  Para  e I i in i nar  o  rad ical ,  fa m i n os  a  su bsi i tu i g ao 

x  ~  2  sen  0 ,  dx  ~  2  cos  0  dO 

Obtemos,  entao; 


/=£?-/ 

-f 


2  cos  0  (W 


(2  sen  ft)2  V'4  —  4  sctr  8 

2  cos 8  dO 
(2  sen  ft)2  (2  cos  d) 


i  r  de 
4  J  son" 


e 


i  r  ,  , 

=  -  /  cossec"  e  dO  = 
4  J 


1 


=  —  7  eotg  6  4-  C 

4 


(2) 


Nesse  ponto,  complctamos  a  integragao;  porem,  coino  a  integral  original  estava  exprcssa  cm 
ter  mo  s  de  a*  6  desejavel  tambem  expressar  eotg  0  em  termos  de  x.  isso  pode  ser  feito  usan- 
do-sc  id  on  ti  dados  trigonomctricas,  mas  a  expressao  tambem  pode  ser  obtida  fazcndosc  a 
SubSli  tui  gab  x  —  2  sen  0  como  sen  0  —  a/2.  e  represents  ndo-a  geometrieamente,  COmo  na  Pi  guru 
84  1 ,  da  qual  obtemos; 

\/4  -  x2 
Cotg  0  —  - 


x 


Substiluindo  cm  (2),  temos 


/ 


dx 


3  y/4  -  x 


■2\/4^x2 


+  C  < 


x 


f A  dx 
:tile  /  - — 

Jl  yljd  „  v2 


►  Exemplo  2  Caleule  r  _ 

*V4  -  x' 

Soiucao  Ha  duas  abordagens  possiveis:  podemos  fazer  a  substituigao  na  integral  indefinkla 
(como  no  Exemplo  1)  e,  entao,  caleular  a  integral  deltnida  usando  os  1 1  mites  de  in  leg  rag  ao 
em  a;  ou  podemos  fazer  a  substituigao  na  integral  defmida  e  converter  os  limites  em  x  nos 
eon'espon denies  limites  em  0, 

Mctodo  i 

Usando  o  resultado  do  Exemplo  lt  com  os  limites  de  imegragao  em  x „  obtemos 

■di 


I, 


d2 


dx 


1 


i  a-V'4  —  x“ 


/ 4  -  jc5 


X 


J  I 


1  r  Jt>~  1 

=  __U_V3J  =  — ^ — 


JVletodo  2 


A  substituigao  a1  =  2  sen  0  pode  ser  ex  press  a  como  a/2  =  sen  0  ou  0=  arc  sen  (a/2);  logo,  OS 
limites  cm  8  correspondentes  a  a  —  1  c  x  =  sfl  sao 

a  =  1 :  0  =  arc  sen  (1/2)  =  jt/6 

x  =  >/2 :  0  =  arc  sen  (V2 /2)  =  jt/4 

Assim,  a  partir  de  (2)  no  Exemplo  1,  obtemos 


4 


4 
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A.v 

h 


Figura  8.4,2 


A.v 


y  =  4tr  -  x2 


-a  a 

Fig  lira  8.4 *3 


QOMINIO  DATECNOLOGfA 

Se  o  leitor  dispuser  de  um  recurso 
computational  corn  fntegragao  nu- 
mGrica,  use-o.  bern  como  a  Formula 
{3),  para  aproximar  n  com  tres  casas 
decimals. 


►  Exemplo  3  Encontre  a  area  da  el  ipse 


t  u 

jc  v 
— +  —  =  1 
a 


a  '  [)2 


Solugao  Como  a  el  ipse  e  simetrica  em  torno  dos  eixos,  sua  urea  Ac  4  vezes  a  area  no  pri¬ 
me!  ro  quadraiUe  (Figura  8.4.2).  Se  resol  vermes  a  equagao  da  el  ipse  para  v  cm  terrtios  de  x, 
obtemos 

v  =  ±—Va  -  x~ 


a 


onde  a  raiz  quadrada  posiliva  da  a  equagao  da  metade  superior.  Assim,  a  area  e  dada  per 

4  b 


a = 4 

h  & 


x~dx  = 


a 


rvjz 

Jo 


x 1  dx 


Para  calcular  cssa  integral,  vamos  fazer  a  substitute  jc  =  a  sen  0  (dx  ~  a  cos  OdO)  c  converter 
os  limites  de  in  teg  rag  ao  em  x  para  os  I i miles  em  0.  Lima  vez  que  a  substituigao  pode  ser  ex- 
pressa  como  0  -  are  sen  (x/a),  os  limites  de  intcgragao  em  0  sao 


Dcssc  modo,  obtemos 


*  =  0:  0  =  arc  sen  (0)  =  0 

x  —  a\  0  =  arc  sen  ( 1 )  -  izl 2 

x/2 


A 


4b  r  r-z - 7  4 b 

=  —  /  vtr  —  x  dx  —  —  /  acosf?  ■  atosBdB 
<i  Jo  a  Jo 

i-JF  /2  t-Ttf  2  | 

=  4 ab  /  cos2 Ode  =  4 ab  f  - ( 1  +  cos 20 ) dO 

Jo  Jo  * 


x 

> 


—  2  ab 


I 

6  4-  —  sen  20 


-  jt/2 

r  it 

=  lab 

-  0 

L  2  J 

—  j rab 


No  caso  especial  em  que  a  -  h,  a  elapse  toma^se  um  cfrculo  de  raio  a,  e  a  formula  da  area  fica  A  -  j m2,  cort- 
forme  esperado,  Vale  a  pena  notar  que 


uma  vez  que  essa  Integral  represents  a  area  do  semicirculo  superior  (Figura  8.4.3}. 


Ate  agora,  focal izamos  o  uso  da  substituigfio  .v  =  a  sen  &  para  calcular  integrals  envoi- 
vendo  radicals  da  forma  y'V  —  a2.  A  Tube  la  8.4.3  resume  esse  metodo  e  desereve  oulras 
substimigcies  desse  tipo. 


Tabela  8.4.1 

express ao 

NO  IIMTFBRANDO 

sujsriTurAo 

kh.STkECAtj  SOliRli  0 

SlMPUilCAgAO 

4a2 -x2 

x  =  a  sen  0 

-vi 2  <  0  <,  -nil 

a2  -  x2  -  a2  -  a1  sen2  0  -  a2  cos2  0 

4  a  2  -t-  x" 

x  —  a  tg  0 

^TTll  <0<  tt/2 

a 2  +  x 2  =  id  +  a2  tg-5  0  -  cr  sec2  0 

vXZd 

x  =  a  sec  0 

j0<0  <  rr/2  (se.v 

1  tt/2  <  0  <  ti  (sc  -V 

IA  IV 

I  a 

fc  w 

.v2  -  a-  —  <7 2  see-  0  -  a2  =  a 2  tg2  0 
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►  Exemplo  4  Encontre  o  comprimemo  de  arco  da  curva  v  -  a  /2  de  x  —  0  a  x  -  1  (Figura 
8.4.4). 

Solugdo  A  partir  da  Formula  (4)  da  Seqao  7.4,  o  comprimento  de  arco  L  da  curva  6 


L  = 

O  inLegrando  envoi ve  um  radical  da  forma  \4v-  -+-  a  com  a  —  \ ,  Assim,  da  Tahela  8.4.1, 
l  aze  eh  os  a  substituigao 

x  =  [g  0,  -nil  <0<  nil 
dx 


dB 


--  sec"  6  ou  dx  =  sec'  0  dO 


Uma  vez  que  essa  subsiiruigao  pode  scr  expressa  como  9  =  arc  tg  xt  os  i  unites  de  iiucgragao 
cm  0  que  correspondent  aos  I  unites  cm  x,  x  =  0  c  x  =  1  sao 

x  =  0:  0  =  are  Ig  0  =  0 

A  “  1 :  e 


aie  lg  1  -  jt/4 


Logo, 


‘t/4 


L  = 


/  \i  \  4-  x2  dx  =  /  V 1  +  tg2  0  sec2  0d0 

Jo  Jo 


*Jt/4 


/*;  _ 

/  v/scc2  ^  see2  ^ 
Jo 

/'jr/4 

/  [sec  t?  |  sec2  6  dO 
Jo 


pxi  4 
Jo 


SCO  *  0  tft? 


stew  >  0  pois  -jf/2  <  <  ??/2 


=  [  J  secfJtg#  +  Un  Isccff  +  tgt>|  | 
=  i(V2  +  ]n(v^+  l)i-«  1,148  < 


tr/4 

0 


F-onmilit  (26) 
da  St^’fto  S.3 


-  r  •/?  -  25 

►  Exemplo  5  Calcule  /  - <Jjc,  s  upon  do  que  x  >  5. 


Solugdo  ()  integrando  envoi ve  um  radical  da  forma  s/x2  -  a2  com  a  —  5;  ponanio,  usando 
a  Tabela  8.4.1,  fazemos  a  substituigao 

x  =  5  sec  0,  0  <  0  <  nil 

dx 

—  —  5  sec  0  tg  6?  ou  r/v  —  5  sec  0  la  $  dO 
dO 


Ass  inn 


/ 


vV  -  25 


/"  \/25  sec’  ■ 
7  5  sec 

-/ 


0  -25 


(5  sect?  tg  0)  dO 


-5/,s! 


5 1  Ig  6?  j 

. 1  *  ■  l»(5sccflM)</fl 

5  sec  0 


tg  W  >  0  pois  G  <  w  <  ji/2 


0  -  1)J0  =  5  ig  (9  -  50  +  C 
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V.v2-  25 


Para  cxpressar  a  solugao  em  term  os  de  4  vamos  representar  a  substiluigao  x  -  5  see  0,  geome- 
tricamente,  peio  iriungulo  na  Fig  ura  8,4,5,  do  qua  I  obiemos 


tg0  = 


A2  -  25 


Disso  e  do  Fato  de  que  a  substituigao  pode  ser  expressa  como  0  =  arc  sec  (aV5),  obiemos 

A2  -  25 


/ 


X 


dx  -  A2  -  25  -  5  arc  sec  ( - )  +  C 


m  INTEGRAIS  ENVOLVENDO  a>d+bx+c 

As  integrals  quo  envoi  vein  a  expressao  quadratics  ox2  +hx+c,  onde  a  0  e  b  *=  0,  podetn  scr 
trequememenfe  ealculadas,  primeiro  eompletando  o  quadra  do  e,  depots,  fazendo  utna  substi- 
tuigao  apropriada.  Os  cxemplos  a  seguir  i  lust  ram  essa  iddia. 


►  Exemplo  6  Calcuie 


iU'«  /  ? 


—  4x  4  8 


dx. 


Solugao  Completando  o  quadrado,  obiemos 


jT-4jc  4  8  =  (4  -  4a  4  4)  4  8  -  4  =  (a-  2)“  +  4 


Assim,  a  substituigao 


forncce 


/ 


*2  -  4  a  4  8 


dx 


u=X-  2,  du  —  dx 


f  {X  -2y-+4dx  I  ,r- 


4  2 


hr. 


2  +  4 
2u 


=  -f- 

2  7  ■> 


4  4 


44 
du  4  2 

du  4 


44 


du 


Si 

>1-, 


2  4  4 
du 


4  4 


=  ^  ln(ir  +  4)  +  2  f  ^  j  arc  tg  |  +  C 


=  ^  in[(.v  -  2) 2  +  4]  +  arc  tg  (~y~  |  +  C 


►-  Exemplo  7  Calcule 


f  dx 

:  I  ■  ; 

J  yf  5  —4x 


2x 


Solugao  Completando  o  quadrado,  obiemos 


5  -  4a*  -  24  -  5  -  2  (.4  4  2a)  =  5  -  2{.4  4  2a  4  1)42 
=  5  —  2(jc  +  I  )2  +  2  =  7  ~  2{x  +  !)J 
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Assim, 


dx 

\/5  —  4.x  —  2x~ 


/ 

/ 


dx 

■Jl  -  2(x  +  l  )2 


du 

v'7  -  2ir 


Ji  =  .V  +  I 
tin  =  il\ 


1  f  du 

v/5  J  yf  (7/2)  —  It2 

1  /  «  \  ^ 

— -  arc  sen  i  -  J  -I-  C 

v/2  VVW 

—=  arc  sen  [v/2/7(a-+  1)]  +  C 


Furriiuht  21  -  Si^iSo  $.1 
Coitus  —  v'7/2 


EXERCIC1QS  DE  CQIUIPREENSAG  8.4  ( Verpagina  536 para  respostas .) 


1.  Para  cada  expressao.  de  tuna  substiuiigao  trigonomdtrica  que 
el imine  o  radical. 


(a)  -  x2 

<c)  VP  —  a2 


(b)  V?2  +  x2 


2*  Sc  x  —  2  sec  H  c  0  <  6  <  it  12,  entao 

(a)  sen  0  —  - - .  (b)  cos$  =  - - - 

(c)  tg  0  = - 

3,  Em  cada  pane,  ex  pi  idle  a  suhstituigao  rrigonometrica  quo  ten- 
tan  am  us  ern  primeho  lugar  para  ca  ku  Jar  a  integral.  Nao  caleu- 
le  a  integral. 


(a)  j  v  9  -f  x2  dx 

/v/9 


(b) 

<<=) 


—  x 2  dx 


9 x2dx 


(d)  J  y'x2  -  9  dx  _ 

(e)  f  \A)  +  3a-  dx 
(0  f  /I  +  (9a)2  dx 


4.  Em  cada  parte,  determi tie  a  siibstituigao  tt. 
00  /  a- -  2.v  +  10  dx  =  / 


u  = 

(b)  /  y/x2  —  6 a-  +  8r/,v  = 
u  = 

(c) 


2  —  6a 


P-‘ 


1  ?/?( 


O)  j  VU-4x  -xzdx  =  1  — 


«  = 


EXERCICIOS  3.4  [e]CAS 


1-26 

Calcule  a  integrals 

1L 

p 

■a 

1. 

j  v4  -  A  2  tl  x 

\/ 

/l  -  4a2  dx 

13. 

X 

f  s 

4'l 

*  dx 

./  ^6 -a2 

A' 2 1/9  -  A'2 

15. 

5 . 

6‘ ./ 

2 

A  -  4/  v 

/  (4  +  .v2)“ 

v  5  +  x2 

17. 

7, 

f  Vx2  -  9  dx 

S  J 

"  dx 

19* 

J  t 

./ 

x2\/x"  —  16 

9* 

1  X—i* 

i  7i- A2 

■«.  / 

aV5  -  a2  (/a 

21. 

12. 


dt 


J  X2yfx. 

.  [ - - 

J  1+2' 


■3  +  25 
dx 


2x2  +  A'4 


f  3.V 

'  J  Tvp 

•/ 

■  i 


\/.v2  —  25 
cos  f? 

V2  —  sen2  0 


d$ 


a-*1) 
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25, 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


27.  A  integral 


pode  ser  calculada  ou  por  substituicao  rrigonomdtnca  on 

■■j 

pel  a  substitute  if  =  au  +  4.  Calculc-a  das  duas  manciras  e 
most  re  que  os  resdtados  sao  equivalentes, 

28.  A  integral 


ptxie  ser  calculada  tanto  por  substiluigao  trigonometric"!  quan¬ 
to  por  manipulagao  algtfbricaT  reescrevendo  o  numeradoi  do 
uilegranclo  como  (x2  -3-  4)  -  4,  Calcute  a  integral  tie  ambas  as 
maneiras  e  moslre  que  os  resuluidos  obtidos  site  equivalences. 


29,  6  neon  I  re  o  com  primer  to  da  curva  v  =  In  x  de  a  =  3  a  x  =  2, 

30,  E neon  I  re  0  com  pri  memo  da  Curva  v  “  x~  de  x  =  0  a  x  -  I . 

31,  Eneonlre  a  area  da  superficie  gerada  quando  a  curva  do  Exercb 
cio  30  gira  em  to  mo  do  elxo  a. 


32*  E  n  eon  ire  o  vo  hi  me  d  o  sti !  i  do  ge  rado  q  u  a  n do  a  reg  i  ao  li  mi  la- 
da  por  x  -  y(  I  -  y“)  '  .  y  =  0*  y  —  3  c  x  =  0  gira  cm  tomo  do 
eixo  v. 


33-44  Calc ulc  a  integral. 


33, 


dx 

x 2  -  %  +  5 
dx 

x/3  -b  2a  —  .v " 


37, 


39, 


41* 


43, 


dx 


f- 

j  /v2  -  6x  +  10 


t2  +  2x  +  2 

e'1 


/ 

J, 


dx 


2x2  4-  4a  4  7 


dx 


3  t/4a  “  x2 


■,8-  /; 

40.  / 

a  \/ 1  -p  £x  ~b 

^  f  2x  +  3  ■ 

42*  /  — — - —  dr 

J  4x2  +  4a  +  5 

44.  /  /t(4  - 

Jo 


a)  dx 


45-46  Ha  uma  boa  chance  do  que  um  CAS  nao  seja  eapaz  tic  cab 
cular  a  integral  dada.  So  for  esse  o  caso,  faqu  uma  substitute  de 
forma  a  obter  uma  integral  quo  scu  CAS  possa  calc u i an 


5]  45*  j  cos  x  sen  a  V~l  —  sen4  ,r  Ja 
fc]4rt.  j  (a  cos  a  +  sen  a  )  7 1  +  x2  sen3  xdx 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


47.  (a)  Use  a  suhstituimo  fiiperbdlim  i  -  3  senh  it ,  a  ideal  blade 
cosh“  «  —  senh2  u  —  1  e  o  Teorema  7,9.4  para  cal  cular 


/ 


f/.V 


V-v2  +9 


(b)  Caleute  a  integral  em  (a)  usando  uma  Substitute  tri- 
gonomeirica  e  moslre  que  o  resultado  con  fere  com  o 
obtido  em  (a), 

48.  Use  a  subsmut0  hiperbdliea  a  =  cosh  it,  a  identidade 
senlr  u  —  j  (cosh  2m  --  1)  e  os  resultados  indicados  no 
Exercteio  47  para  cal  cular 


/ 


yfx*—  1  dx ,  A  >  1 


^  RESPOSTAS  DOS  EXERC1CIOS  DE  CONSPREENSAO  8.4 


1.  (a)  a  =  a  sen  0  (b)  a  =  a  tg  0  (c)  a  =  a  sec  A 
(c)  x  =  l  sen  H  (d)  x  =  3  sec  8  (c)  x  =  V3  tg  $  (f) 


Vx2  “  4  2  v^a2  —  4 

2.  (a)  — -  (b)  -  (c)  •  ~  -  3* 

x  x  2 


x  =  i  tg  9  4.  (a)  a  -  1  (b)  x  -  3  (c)  a  +  2 


(a)  x  =  3  tg  8 


(b)  a  =  3sen0 
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8.5  INTEGRAQAO  DE  FUNgOES  RACIONAIS  POR  FRApOES  PARC1AIS 


Lembre  que  umafungao  rational  e  uma  razao  de  dois  polindmios.  Nest  a  segdo  vamos  fornecer 
um  metodo  geral  para  a  hit  eg  ragao  de  f lingoes  racionais,  haseado  na  kief  a  de  decompor  uma 
fang  do  rational  em  uma  soma  defun  goes  racionais  mats  simples,  que  possam  see  Integra  das 
pelos  metodos  esfudados  nan  segdes  ante  no  res. 


■  FRAQQES  PARCIAIS 

Em  Algebra,  aprende-se  como  combinar  duas  ou  mais  fragdes  em  uma  unicat  usando  urn 
denominador  comum,  For  exemplo, 

2(x  +  1)  +  3(x  -  4)  5x  -  10 


2  3 

- - —  H - - 

x  —  4  jc  +  1 


(x-4)(x  +  1) 


v2  -  3a-  -  4 


(1) 


Pore  m,  para  os  pro  posit  os  de  integragao,  o  lado  esquerdo  de  (1 )  6  prefer  fve]  ao  I  ado  direiio, 
uma  vez  que  cada  um  de  seus  termos  e  de  lac i  1  integragao: 


-  10 


3x 


dx  —  [  dx  +  /  — - —  dx  —  2  In  \x  —  4|  +  3  3n  |jc  +  1|  +  C 
J  x  -  4  J  i-M 


Assitrt,  e  descjdvcl  ter  algum  melodo  que  nos  possihililc  obter  o  lado  esquerdo  de  (1 )  a  parti  r 
do  lado  direiio.  Para  ilusirar  como  isso  pode  ser  feilo,  comepamos  por  notar  que,  no  lado  es¬ 
querdo,  os  nu  me  rad  ores  sao  constamcs,  eos  de  no  min  ad  ores  sao  os  fatorcs  do  denominador 
do  lado  direiio,  Dessa  forma,  para  enconlrar  o  lado  esquerdo  de  (1)  a  parilr  do  lado  direiio, 
devemos  fatorar  o  denominador  do  lado  direito  e  procurar  constantes  A  c  8  tais  que 


5x  -  10 


+ 


B 


(x  -  4)  (a  Hh  I )  x  —  4  x  +  I 


(2) 


Uma  maneira  de  enconlrar  as  constantes  A  e  B  e  mukiplicrn  am  bos  os  me  mb  ms  de  (2)  por 
(x  —  4)  (x-F  I  ),  para  eliminar  a  fragao.  Isso  da  hi  gar  a 

5x  -  1 0  =  A(x  +  I )  +  B(x  -  4)  (3) 

Tal  relagao  e  valida  para  todo  x;  assim,  em  particular,  e  valid  a  para  x  =  4  e  \  =  “I .  Substi- 
tuindo  x  =  4  em  (3),  vemos  que  o  segundo  termo  desaparece,  dando  lugar  a  equagao  1 0  =  SA 
ou  A  =  2;  substituindo  x  =  -1  cm  (3),  vemos  que  desaparece  o  primeiro  termo  da  dircita  e 
resulla  a  equagao  -15  =  -SB  ou  8  =  3.  Suhslilumdo  esses  valores  em  (2),  o Nemos 


5x  -  1 0 


2  3 

+ 


(x  -  4}(x  -hi)  x  -  4  x  +  1 


(4) 


o  que  esta  de  acordo  com  ( I ). 

Um  segundo  meiodo  para  enconlrar  as  constantes  A  e  B  c  multiplicar  o  lado  direito  dc 
(3)  ejuntar  as  polencias  iguais  de  x  para  obter 

5x-  10- (A  +B)  x  +  (A-  4B) 

Uma  vez  que  os  polindmios  de  am  bos  os  lad  os  sao  idSniicos,  sens  coelkientes  coirespon- 
dentes  devem  scr  os  niesmos.  Equacionando  os  cocficientcs  correspondcntes  nos  dois  lados, 
obtemos  o  seguinte  sistema  de  equagoes  nas  incognitas  A  e  8: 

A  +  B  =  5 
A-4B  =  -]Q 

Rcsolvendo  esse  sistema,  temos  A  =  2  e  B  =  3,  como  antcriormcnte  (verifique). 

Os  termos  a  dircita  de  (4)  sao  dcnoininados  fragdes  pare  inis  das  expressocs  do  lado  es¬ 
querdo,  pois  cada  um  constitui  uma  pane  daquciu  expressao*  Para  enconlrar  as  fragdes  parciais, 
primeiro  li  vemos  de  f'a/er  uma  suposigao  sob  re  sua  Forma  para,  enlao,  enconlrar  as  constantes 
desconhecidas.  Nosso  proximo  objetivo  e  estender  essa  ideia  a  fungdes  racionais  em  geral.  Para 
isso,  vamos  supor  que  P  ( x)  !Q  (x)  seja  uma  funedo  rational  propria,  o  que  signlfica  que  o  gran 
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do  numerador  d  menor  do  quo  o  do  denomination  Ha  mu  leorema  em  Algebra  avangada  quo 
af m  ma  quo  tcxia  fungao  raeional  propria  podc  ser  expressa  como  nma  soma 


P{x) 

Q{x) 


F  i(x)  +  F2( x)  -f  ■  ■■  +  Ftl(x) 


ondc  F>(x\  Fr(x)  sac  lung  ties  racionais  da  forma 


Ax  -f  B 


(ax  +  h)k 


ou 


(ax2  +  bx  -\-c)k 


nas  quuis  os  dcnominadores  sao  fatores  do  (2(a).  A  soma  c  dcnominadu  decomposigao  em 
fragoes  parciais  dc  P(x)  IQ(x),  c  as  pare  cl  as  sao  chain  adas  dc  fragoes  parciais.  Como  cm 
nosso  exemplo  dc  aherima,  ha  dnas  etapas  para  sc  encontrar  Lima  decomposigao  cm  fragoes 
parcias:  deierminar  a  forma  ex  at  a  da  decomposigao  c  encontrar  as  cons  tan  tes  desconhecidas. 


■  ENCONTRANDO  A  FORMA  DE  UMA  DECOMPOSIQAO  EM  FRAMES  PARCIAIS 

O  primeiro  passo  para  encontrar  a  forma  de  uma  decomp  osigao  cm  fragoes  parciais  dc  urn  a 
lungao  raeional  propria  P(x)/Q(x)  e  fatorar  eompletamciUe  Q{x)  cm  fat  ores  line  arcs,  quadra- 
ticos  c  irreduttveis  c,  entaojuntar  todos  os  fatores  repetidos,  dc  niodo  que  Q(x)  seja  expresso 
Como  urn  prod u to  dc  fatores  distintos  da  forma 

(ax  +■  h"f  e  (ax1  +  bx  +  c'f 

A  partir  desses  fatores f  podemos  deierminar  a  forma  da  decomposigao  das  fragoes  parciais 
n san do  duas  regras,  que  passainos  a  diseutir 

■  FATORES  LIN  EAR  ES 

Se  todos  os  fatores  de  Q(a)  sao  lineares,  entao  a  decomposigao  em  fragoes  parciais  de  P(x)/Q(x) 
podc  ser  determinada  usando-se  a  segumie  regra: 


rkgra  lkj  fator  link  a  it  Para  cad  a  fator  da  forma  (ax  +  b) ,  a  decomposigao  em  fragoes 
parciais  cotitcm  a  seguime  soma  dc  m  fragoes  parciais: 


+ 


^2 


ax  +  b  (fjTv  +  by 


■+■■■■  + 


(ax  T-  b) 


m 


onde  A , ,  Am  sao  constant es  a  serem  determinadas.  No  case  em  que  m  =  \ ,  aparece 
somente  a  primeira  parcela  da  soma. 


►  Exemplo  1  Calcule 


f  dx 

J  *s+x-  2- 


Sohigao  O  infegrando  6  uma  fungao  raeional  propria,  que  podc  ser  eserita  como 

1  1 


x2  +  x  —  2  (x  -  I  )(x  -f-  2) 

Os  fatores  x  -  \  c  x  +  2  sao  lineares  e  aparccem  na  prime! ra  potencia;  asstm,  cada  fator  con- 
tribui  com  um  termo  na  decomposigao  em  fragoes  parciais  pela  regra  do  fator  linear.  Desse 
modo,  a  decomposigao  tem  a  forma 


\ 


-4  B 
+ 


(.v  —  1 )  (x  +  2)  aj  —  I  x  +  2 


(5) 


ondc  Ac  B  sSo  constanLes  a  serem  determinadas.  Multiplicando  am  bos  os  membros  dc  (5)  por 
(,t  -  1 )  (.v  +  2),  obtemos 


]  =A(x  +  2)  +  B(x-  I) 


(6) 
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Con  forme  diseulido  aiHeriormente,  existent  dots  mdtodos  puru  se  eneontrar  A  e  B:  podemos 
substitui i-  valores  de  x  escolhidos,  de  forma  a  anular  termos  a  direita,  ou  podemos  multiplicar 
o  I  ado  direitoeequadonar  coefi  denies  correspondences  nosdois  I  ados  para  obter  um  si  stem  a 
de  equates  que  possa  ser  resolvido  para  A  e  B.  Vamos  usar  a  primeira  ubordagem* 

Fazendo  a =  I,  o  segundo  tcrmo  cm  (6)  dcsaparecc  e  obtemos  1  =  3A  ou  A—  fazendo 
x -  — 2 ,  o  primeiro  ternio  em  (6)  desapareee e  obtemos  I  —  -3 B  ou  B  =  -\.  Substituindo  esses 
valores  em  (5),  obtemos  a  decompostgao  cm  fragoes  pare  tats 


1 


i 

1 


(x  —  l ) (a  4-  2)  x  —  I 
A  inlegragao  pode  ser  eomplelada  da  seguinle  forma: 


4 


i 

" 


-v  4-  2 


/ 


dx 


(.x  -  l)(x  +  2) 


1  f  dx  if 
~JJ  7^1  ~  3  /  j 


dx 


x  4"  2 


1 


In  \x  -  1| 


“  In  \x  4-  2 1  4  C 


5!n 


X  -  I 
x  4-  2 


4 C  * 


Se  os  t  a  lores  dc  Q(a)  sao  line  ares  c  nenhum  c  repet  i  do  T  coma  no  ultimo  cxempJo,  entao 
o  metodo  recomead  ado  para  eneontrar  as  constanies  na  decomposigao  em  fragoes  pareiais  e  a 
substiluigao  de  v  a]  ores  apt  opr  i  ados  de  v  para  lazer  desaparecer  term  os*  En  lie  tan  to,  se  alguns 
dos  fa  lores  1  in  cures  sao  repet  id  os,  entao  nao  sera  mais  possfvel  eneontrar  tod  as  as  con  stances 
dessa  forma,  Nesse  ease,  o  procedi  memo  reeoinendudo  e  eneontrar  tanlas  constames  quanto 
possfvel  por  substiluigao  e,  entao,  eneontrar  as  denials  equaeionando  os  eoeDei ernes,  Isso  esta 
Hus  trade  no  proximo  cxemplo. 


►  Exemplo  2  Caleuie 


;ulc  /  5 


2x  4-  4 


-  2x2 


dx. 


Sofa  gao  O  i  n  leg  ra  ndo  p  ode  ser  reescr  I  to  co  m  o 

2a  4  4  2a  4  4 


x*  —  2x 


xHx  -  2) 

Em  bora  r'seja  um  fat  or  quadratico,  nao  e  irredutfvcl,  pots  a"  =  aw.  Ass  im,  pda  regra  do  fat  or 
I  i  neap  a2  introduz  do  is  termos  (uma  vez  que  m  =  2)  da  forma 

A  B 

- 1 - 7 

X  A' 

e  o  fat  or  x  -  2  introduz  um  lermo  (uma  vez  que  m  -  1)  da  forma 

C 

x  —  2 

de  mode  que  a  decomposigao  em  fragoes  pareiais  c 


2a-  4  4 


—  —  4 


B 


- \  - 

o  1 

XA  X  — 


O) 


(8) 


(9) 


A 2  (a  —  2)  x 

Multiplicando  por  a"  (a  -  2),  obtemos 

2x  +  4=Ax  (x-2)  +  B(x-  2)  +  Cx2 
a  qual,  apds  a  multiplieagao  e  juntandO’Se  as  mesmas  potEncias  dc  x,  flea 

2a4  4  =  (A  +  Q  a3  +  (-2A  +  B )  x- 2B 
Fazendo  x  =  0  em  (8),  desapareceni  o  primeiro  e  o  terceiro  termos;  obtendo  B  -  -2  e  fazendo 
a  =  2  em  (8),  o  primeiro  e  o  segundo  termos  desapareceni,  results  ndo  cm  C  =  2  (verilique). 
Pordnrq  nao  M  substiluigao  ern  (8)  que  produza  A  diretamente;  porta  n  to,  fazemos  uso  da 
equagao  (9)  para  eneontrar  esse  valor,  Isso  pode  ser  feito  equaeionnndo-se  os  codicienlcs  de 
x 2  em  umbos  os  lados  para  obter 

A  +  C=  0  ou  A  =  -C  =  -2 
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Subsiituindo  os  vu  lores  A  =  -2,  B  =  -2  e  C  =  2  em  (7),  obtemos  a  decomposigao  em  frn- 


goes  parciais 


2x-M  —2  —2  2 

A- -(a-  -  2)  ”  ~  +  IX  +  x  -7 


Assim, 


f  2.x- +  4  |  fdx  ^  fdx  n  f  d* 

J  xHx-2)dX~  J  x  2j  x-  +  -J  x- 


=  -2  In  \x\  +  -  +  2 In  |x  -  2|  +  C  =  2  In 

x 


x  —  2 


x 


-h-  +C  < 
x 


m  FATORES  GUADRATICOS 

Se  alguns  dos  fatores  de  Qud  sao  quadraticos  irredutfveis,  entao  sua  comribuigao  para  a 
decomposigao  em  fragoes  parciais  de  P(x)/Q(x)  pode  ser  determ  mad  a  a  parlirda  seguinle 
regru: 


ri:gu\  do  tvrott  quadratic*)  Para  cada  fat  or  da  forma  (ax2  h-  bx  +  c)'\  a  decomposi¬ 
gao  em  fragdes  parciais  contem  a  segumte  soma  de  m  fragoes  parciais; 


A\.x  +  B\  Ajx  H-  82  Amx  4r  Bm 

ax 2  +  bx  +  c  (ax2  -f-  bx  +  c)2  (ax2  4-  bx  +  c)m 


onde  A  ,T  A2^.>  Amf  Bv  H„f  sao  consiantes  a  serem  deter minadas*  No  ease  em  que  m  =  I T 
aparece  somente  a  prime!  m  pa  reel  a  da  soma. 


-  f  x4  4- 

►  Exemplo  3  Calcule  /  — - - - 

J  3x-  —  xz 


x  —  2 


+  3x  -  1 


dx> 


So ht O  denomi nador  do  integrando  pode  ser  fatorado  por  agrupamento: 

3a-3  -  A2  4-  3a  -  I  =  *2(3x  -  I)  +  (3x  -  I )  =  (3x  -  \)(x2  +  I ) 

Pela  regra  do  falor  linear,  o  lator  3x  -  I  iniroduz  urn  termo,  a  saber, 

A 

3x-  I 

■■5 

c,  pela  regia  do  fa  tor  quadra  tico,  o  tutor  x"+  t  itHroduz  urn  termo,  a  saber, 

Bx  +  C 

^TT 


Assim,  a  decomposigao  em  fragoes  parciais  e 

x2  +  x  -  2 


A 


~h 


Bx  “H  C 


(3x  “  l)(x2  +  I )  3x  -  I  X“  +  ! 
Multiplicando  am  bos  os  mem  hr  os  de  (10)  por  (3x— 1)  (x2+  1),  obtemos 


(10) 


(H) 


x  +  x  —  2  —  A (x  +  1 )  +  ( Bx  -f  O  (3x  —  I ) 

Pode  n  am  os  encontrar  A  subs  l  i  mind  o  x  =  o  que  fa/,  desaparecer  o  ultimo  termo,  er  en¬ 
tao,  determ  inar  as  constantcs,  equacionando  os  coeticientes  eorrespondentes.  Contudo,  nessc 
easo  e  mais  I’acit  eneontrar  rodas  as  constantes,  equacionando  os  eoelieientes  e  resol  vendo  o 
sistema  resultante.  Com  essa  final  idadc,  multiplicamos  o  I  ado  direito  de  ( IS )  e  jun  tamos  as 
mesmas  potCncias: 

x3  +  x -  2  =  (A  +  3 B) x2  +  i-B  +  3C) x  +  (A  -  C) 
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OOMINIO  DATECNOLOG1A 

Os  CAS  sao  programados  para  en- 
contrar  decomposites  em  irapoes 
parciais.  Se  o  lei  tor  disposer  de  urn 
CAS,  use-o  para  encontrar  as  decom- 
posiodes  nos  Exemplos  1,263, 


Equacionando  os  coefi  dentes  eorrespondemes,  obtemos 

A  +  3/J  =1 

-  B  +  3C  =  I 
4  -  C  =  -2 

Para  resolver  esse  sisiema,  subtrafmos  a  lercdra  equagiio  da  prinieira  para  eliminar  A.  Entao, 
usamos  a  cquagao  resu  1  tan te  junto  com  a  segunda  equaqao  para  obtcr  B  e  C.  Por  fimt  determi- 
namos  A  a  partir  da  primeira  ou  da  terceira  equagSo,  Is  so  da  lugar  a  (verifique) 


7  4  3 

A  —  — ,  B  =  — ,  C  =  — 

5  5  5 


Assim,  (10)  se  torna 


x-  +  x  —  2 


P+j 

(3x-  l)(x2  +  !)  3x  —  I  '  x1  +  I 


7 

5 


+ 


e 


/ 


a  +  x 


Ox  -  1)U2  +  1) 


dx  = 


_7  f  dx  4  f  _x_ 
5  J  3a  —  1  +  5  J  x2  + 


I  dX  +  5 


h. 


dx 


+  ! 


7  2  3 

-  —  In  |3a  -  ]  (  +  7  \n(x2  +  1 )  +  -  arc  ig  x  +  C  < 
15  5  5 


~ - ; — “  „  ,  ,  f  3a4  +  4  a-'  +  16a2  +  20a  +  9 

►  Exemplo4  Calcule  /  — - — - - - — — — —  dx. 

J  (a  4-  2)(a2  4-  3) 3 

Solu^do  Observe  que  o  i  sit  eg  ran  do  €  lima  (ungao  rational  propria,  uni  a  vez  que  o  numera- 
dor  tem  grau  4  e  o  denondnador  lem  gran  5 1  Assim,  o  nietodo  das  fragoes  parciais  e  aplicavel 
Pda  re  era  do  falor  linear,  o  tutor  x  +  2  introduz  o  linico  term  o 

t_r‘ 

A 


x +2 
2  , 


e,  pela  regra  do  falor  quadriltico,  o  Tutor  (.v^  -f  3)^  introduz  dots  term  os  (uma  vez  que  m  =  2): 

Bx  +  C  Dx  +  E 


x2  +  3  +  (a-  +  3)2 
Assim,  a  decomp  os  igao  cm  fragoes  parciais  do  integrando  6 


Bx  +  C  Da  +  E 

^  “"3  JTfc  I 


x  +  2  x2  +  3  (x2  +  3)2 


3x4  +  4a-3  +  1  6a2  +  20a  +  9 
(a  +  2)  (a2  +  3)2 

Multiplicand!)  por  (a  +  2)  (x!+  3)",  obtemos 
3a4+4a1+  !  6a2  +  20a  +  9 

= A{x~  +  3  f  +  {Bx  +  C)  (a2  +  3)  (a  +2)  +  (/9a  +  E)  (a  +  2) 
a  qual,  apbs  a  multiplieaguo  e  juntando-se  as  niesmas  potencies  (.to  a,  fica: 
3a  +  4a  +  1  (\(  +  20a  +  9 


(12) 


(13) 


=  (A  +  B)  a4  +  (25  +  C)  a3  +  (6A  +  3B  +  2C  +  D)  a3 

+(6B  +  3C+ 2D  +E)  x+  (9 A  +  6C+  25)  ( 14) 

Equacionando  os  coeficientes  correspondentes  em  (14),  obtemos  o  segiiinie  sistenia  de  5 
equaqdes  lineares  em  5  incognitas: 

91  +  5=  3 
25  +  C  =  4 
6A  +35  +2C  +  D  -  16 
65  +  3C  +  2D  +  5  =  20 
991  +  6C  +  25  =  9 


(15) 
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M&odos  eficienies  para  a  resolugSo  da  sistemas  Imeures  como  esse  suo  estudados  em  uma 
area  da  Matematica  denominada  Algebra  Linear;  tais  metodos,  no  entamo,  estao  ale  to  do 
e  scope  deste  livro,  Pordm,  si  stem  as  line  ares  de  praiicamente  qualquer  Lam  an  ho  sao  re  sol- 
vidos  por  computador,  e  a  rmnoriu  dos  CAS  tern  comandos  que,  em  mu i Los  casus,  resol vern 
sistetms  lineares  com  exatidao.  Neslc  caso  cm  particular,  podemos  simplificar  o  trabalho 
efetuando  primeiro  a  substituigao  x  =  -2  em  ( 1 3),  da  qual  resulta  que  A  —  1 .  Substituindo  esse 
valor  de  A  em  (15).  teremos  o  sistema  mais  simples 

E  -  2 
2  54C  =  4 

3  B  4  2C  4  D  =  10  (16) 

65  4  3C  4  2D  4  E  =  20 
6C  +  2E=  0 

Esse  sistema  pode  ser  resol  vido  de  cmia  para  baixo,  primeiro  substituindo  5-2  na  segunda 
equagao  para  obter  C  =  0,  depots  substituindo  os  valores  conhecidos  de  8  e  C  na  terceira 
equagao  para  obter  D  =  4,  e  assim  pot-  diamc.  Dessa  l'onna,  obtemos 


A=U  8  =  2,  C=0,  D  =  4,  E=  0 


Port  an  to,  ( 1 2)  se  tom  a 


3a-4  4  4a3  -f  I  6-t2  4  20a  4  9 


(A  4  2) (a2  4  3)2 


4 


2a 


4 


4a 


a  42  ■  A2  4  3  '  (A2  4  3) 


■vz 


e  assim 


/ 


3a-4  4-  40  +  !6.y2  +  20x  +  9 


dx 


{x  +  2)(x2  +  3)2 

f  dx  f  2x  f  x 

J  x  4  2  J  x2  4  3  1  "*  j  { x 2  4 


dx 


—  In  |a  4  2\  4  In  (a  2  4  3)  - 


A“  4  3 


4  C 


■  INTEGRANDO  FUN£OES  RACIONAIS 1MPROPRIAS 

Einbora  o  meiodo  das  fragoes  parciais  se  aplique  somente  a  fungoes  racionais  proprias,  uma 
fungao  racional  imprdpria  pode  ser  integrada  efetuando-se  uma  divisao  e  expressando-se  a 
fungao  como  o  quociente  mais  o  resto  sobre  o  divisor,  Q  restu  sobre  o  divisor  sera  uma  lun- 
gfio  racional  propria,  a  qua!  pode,  entfio,  ser  decomposta  cm  fragdes  parciais.  Essa  ideia  esta 
ilustrada  no  exemplo  a  xeguif: 

- “  r  -  f  3a4  4  3a4  -  5a~  4  a  -  I 

►  Exemplo  5  Calcule  /  - — — — - — — dx. 

J  A-  4  x  —  2 

Sohtgao  Q  integrando  e  uma  fungao  racional  im propria,  uma  vez  que  o  numerador  lem 
grau  4  e  o  denominador  tern  grau  2.  Assim,  vamos  primeiro  efetuar  a  divisao: 

3a4  43a1  -  5a:  4  a  - 1  |a2  +  a  -  2 
3x*  +  3x*-6x2  3x2  4 1 

X2  4a  ™1 
A"  4  A  —  2 


1 


Segue  que  o  integrarrcto  pode  ser  expresso  como 


3a4  4  3a  *  -  5xz  4  a  -  1 
A2  4  A  -  2 


-3 


=  (3.0+1)  + 


.v2  A- x  -  2 
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cs  portamo, 


f  3.v4  4  3.x3  -  i 

/  X*  +  X 


-  5x2  4  X  -  I 


dx  —  I  (3.V"  4  1 )  dx  4 


/ 


dx 


-2  J  1  x2  x  —  2 

A  segunda  integral  a  dire  I  la  envolve  uni  a  lunqao  rational  propria  e  pode  ser  c  ale  u  lad  a  poi 
Lima  decomposigao  eni  fraqoes  parciais,  Usando  o  resultado  do  Exemplo  1 ,  obtemos 

3.v4  +  3.v3  -  5x2  +  x  -  1 


/ 


dx  =  x*  -H-V  4  ~  In 

3 


I 


x2  4  Jf  —  2 


x 


1 


X  4  2 


+  C  < 


■  OBSERVANCES  FINAIS 

Ha  algous  casos  eni  que  e  Inapropriado  o  melodo  das  fragdes  parciais.  Per  exemplo,  seria 
ineficieme  usar  fragocs  parciais  para  efetuar  a  integragao 

3jc2  4-  2 


/ 


dx  =  In  \x3  +  2x  -  8|  +  C 


x 3  +  2x  -  8 

ja  que  6  mais  dire La  a  subsliLuigaO  u  =  x  +  2x  -  8.  Anal  ogam  ente,  a  in  t  eg  i  agio 
x  —  I 


f  2a  —  I  f  2x  f  dx  0 

/  — - 7  dx  =  f  —7- — —  dx  -  /  —z - 7  =  ln(jr  4  I )  -  arc  tg  x  4  C 

J  X-  +  I  J  X2  +  1  J  X*  +  I 

requer  sememe  urn  pouco  de  Algebra,  uma  vez  que  o  integrando  ja  esta  na  forma  de  fragQes 
parciais. 


l/  EXERClCiOS  DE  COM  PREENS  AO  8.5  (Ver  pagirta  544  para  respostas) 


L  Uma  fragao  pareial  e  uma  fungao  rational  do  tipo _ 

ou  do  tipo _ . 

2,  (a)  O  que  e  uma  fungao  rational  propria? 

(b)  Qual  6  a  condigao  que  o  grau  do  numerador  e  0  gray  do 
denominador  de  uma  fungao  rational  devem  satis  fazer 
para  que  o  mdtodo  das  fragoes  parciais  seja  dirctamente 
apltcdvel  ? 

(c)  Se  a  condigao  de  (b)  nao  for  sal  is  foil  a,  0  que  deve  ser  feito 
para  podermos  utilizar  as  fragoes  parciais? 

3.  Suponha  que  a  fungac/tx)  -  P(x)  /  Q(x)  seja  uma  fungao  ratio¬ 
nal  propria. 

(a)  Para  eada  fator  tic  Qix)  da  forma  (ax  4  b)m ,  a  decompo- 
siguo  eni  fragoes  parciais  de /conldm  a  soma  a  seguir  de  m 
fragoes  parciais: _ . 


(b)  Para  cada  fator  de  Q{x)  da  forma  (ax 2  4  bx  4  c)rtJT  cmde 
ax2  4  bx  4  c  d  Lim  polindmio  quadrdtieo  irredutivel,  a 
decomp  os  iqao  cm  fragoes  parciais  de/  con  tern  a  soma  a 
seguir  de  m  fragoes  parciais: _ . 

4.  Encontrc  a  dccomposigao  cm  fragoes  parciais. 

(b)  ,  2'1 "  3'X - 

U2  4  1}(3jt  42) 

f  lx2  —  3x 
{b)  (x2  —  I  )(3.v  —  2.)  ^ 


(a) 


3 


(x  4  ])(1  -2a) 
5.  Calcule  a  integral. 

(a) 


:a'  h 


+  l)(l  —  2x) 


dx 


EXERClCiOS  8.5  [c]  CAS 


1-8  Eserevaa  forma  da  deeomposiquo  ein  fragoes  parciais.  (Nao 
calcule  os  valores  mmiericos  dos  coeficientes.) 


L 


3x  —  I 


(x  -  3) (a  4  4) 
2x  -  3 

A^  -  A2 


S+ 


I  -  A 


x*(x2  4  2) 


2. 


4, 


6. 


jr(-t2  -  4) 
x2 

(X  +  2)S 

3.x 


(x  -  l)(x2  +  6) 


,  4x3  —  x  I  -  3a4 

_  (A-  +  5) 2 _  '  (A-  -  2)(.v-  +  02 

9-32  Calcule  a  integral. 


9 . 


11. 

13. 


dx 

x2  -  3.v  -  4 
10  4  17 
2a2  4  7aj  —  4 
2a2  -  fe  -  9 

A3  —  9.V 


dx 

dx 


14. 


dx 

x2  -  6a  -  7 

5x  —  5 

3.v2  -  8.v  -  3 
dx 

Xix2-  I) 
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Calculo 


,s-  / 
"i 
■’  / 
”•/ 


.v2  -  8 

- =r  “x 

x  +  3 

3.v-  -  10 

.r2  -  4.i  +  4 

.v5  +  a-2  -I-  2 

A'}  —  X 

2a:2 +  3 


dx 


dx 


*/£r- 

/2 

— = - - — 

x2  ~  3  a 

20-  / 


+  2 


dx 


—  4.v'  +  I 


25 


27 


■’/ 

■/ 


,v(.v  -  I)- 
2.v2  -  I0.v  +  4 
(.v  +  1)U  -  3)2 

V" 

JA 


f  3a:2  -  x 
22.  /  - 

J  X*  -  x 


-4a 

+  1 


dx 


dx 


J  A-*  -  X* 


(■V  +  1)} 


/ 

»./ 
31,  f 

,2.  / 


2a- 


1 


dx 


(4a  -  1)(a2  +  1) 

A3  +  3a2  +  A  +  9 
(a2  +  I)(a-  +  3) 

A3  -  2  a  2  +  2a-  -  2 
x 2  +  1 


f  2  v“  - 

>T  1  ~ U 

*[t> 


lx1  +  3a  +  3 


:  +  I)3 

dx 


dx 


dx 


dx 


/  ?  ,  2  , 

r , 1  v'  f  ;v 

(a-  +  1  ){A" 


±1 

)(*2  +2) 


dx 


dx 


a4  +  6a  -  4-  10a2  +  X 
a-H-6a  +  10 


33-34  CalcLiIe  a  integral  fazenda  a  sub&tituigao  qlic  convcrtc  o  in- 
tegrando  cm  nma  fuugao  rational. 


33,  /  — 

J  sen" 


cos  6 


#4-4  sen  8  —  5 


d8 


34.  / 


4 


Jr 


3S*  E  ncont  rc  o  vol  nine  do  sol  i  do  go  rado  q  u  ando  a  regl  no  deli  mi  tada 
por  v  -  a“/(9  -  a'1),  v  =  0,  x— 0  e  x  -  2  gjra  em  lorno  do  eixo  v 

36,  Enconlra  a  area  da  rcgiao  sob  a  curva  y  —  1/(1  +  e*)  acima  do 
interval  o  [—In  5,  In  5].  [Sitge&U Faga  uma  substuuigao  quo 
converts  o  integrando  cin  Lima  lungao  rational.] 

37-38  Use  um  CAS  para  calcular  a  integral  dc  duns  maneiras:  (i) 
integrando  dirctamcntc  c  (ii)  c  neon  Iran  do  a  decomposigao.  Inte¬ 
gra  a  mao  para  veri  dear  os  rasultados. 


d37.  f  +  1  rfA 
J  (x2  +  2x  +  3)2 


038.  J 


x  +  a4  +  4a 3  4-  4a2  4-  4a  +  4 
(a2  +  2y 


dx 


®  39'  /  .V4  -  3. vs  -  7 x2  +  27.v  - 

040.  f  ,  fl 

j  16a3  -4a2 


IS 


A2  +  4a  -  I 


ENFOCANDO  CONCEITDS 


41.  Mostreque 


f  ~r—rdX;^% 

Jo  a4  4-  1  8 


42 .  Use  fragdes  pare  i  a  E  s  para  doduz  E  r  a  fo  r  m  li  I  a  do  i  n  teg  raga  o 


/ 


*2  ^  A2 


dx  =  —  In 

2a 


a  +  a 


a  “  x 


-hC 


43.  S upon  ha  quo  ax2  +  hx  +  c  seja  um  polinomlo  quadrat ico  e 
que  a  integragao  de 

1 


ax2  4-  bx  +  c 


dx 


produza  uma  fuugao  sem  termos  tiigonomeuicos  inverses. 
O  que  is  so  nos  di  /.  sobre  as  rafzes  do  polinOmio? 

44.  S upon  ha  que  ax*  +  bx  -I-  c  seja  um  polmdmio  quadratic o  e 
que  a  imegracao  de 


/ 


I 


ax2  +  hx  4-  c 


dx 


produza  uma  lungao  sem  termos  logantmieos  e  sem  termos 
com  arco  tangente.  Q  que  Esso  nos  diz  sobre  as  raizes  do 
po)  infinite? 

45,  Ex  isle  algum  poltnftmio  quadraiieo  ax“  +  hx  +  c  lal  que  a 
imegragao  de 

A 


/ 


ax2  4-  bx  4-  c 


dx 


produ/.a  uma  fimgao  sem  termos  iogarftmicos?  Se  exislir. 
de  um  example;  se  naot  ex  pi  i  que  por  que  nao  pode  ex  i  stir 
um  tal  polindmio. 


%/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COIWPREENSAO  8.5 


A  a  4~  H 


L  — - -r ;  - —  — — — — -  2.  (a)  Uma  fuugao  raeioual  propria  6  uma  fungao  rational  cujo  denominador  lem  grau  maior  do  que  o 

(dA  4-  hr  (ax2  +  hx  + 

grau  do  numerador.  (b)  O  gmu  do  inimerador  deve  ser  menor  do  que  o  do  denominador.  (c)  Divida  o  numerador  pelo  denominador,  o  que 
resuita  nasomade  um  polindmiocom  uma  fuugao  radonal  propria. 


A  | 

(a) - r  + 


4-  ■  ■  -  + 


4-  (a) 


ax  4-  b  (ax  +  h)2  '  (ax  +  b) 

12  2  1 

(b) 


w  + 


A2X  4~  B2 


4-  ■  ■  ■  4- 


Amx  4-  B, 


sn 


ax2  4-  hx  4-  c  (ax2  4-  hx  4-  a}2  (ax2  +  hx  4-  c)ni 

x  +  ! 


3a  +  2  a2  +  I 


/ 


a  4-  I  2  a  —  1 


(a>  /  (A  +  0(1  -  2x)  dx 


In 


I  -  2a- 


+  C 
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8.6  O  USO  DE  S1STEMAS  ALGEBRICOS  COMPUTACIONAIS  E  DE  TABELAS  DE 
1NTEGRAIS 


Nesta  seqdo  di scut 'memos  como  integral'  usando  tabelas  e  tratarenios  de  at  guns  as  sunt  os 
relacionados  ao  uso  de  sistemas  algebncos  de  computaqdo  para  integraqdo.  Os  i chores  que 
ndo  estao  usando  sis  tanas  algeh  rices  com  put  a  cion  a  is  pod  an  ignorar  aquelc  material 


■  TABELAS  DEINTEGRA1S 

As  tabelas  de  integrals  sac  uteis  para  eliminar  a  necessidade  de  fazer  longos  ea  leu  I  os  a  mao. 
As  primeiras  e  ultimas  paginas  desle  livro  con  tom  uma  tabela  de  integrate  relativamente  bre¬ 
ve.  a  qua!  nos  iremos  referir  como  Tabela  de  Integrals  das  Capas ;  tabelas  mate  abrangentes 
eslao  publicadas  em  muitos  livros  de  referenda,  como  o  CRC  Standard  Mathematical  Tables 
and  Formulae ,  CRC  Press,  Inc.,  2002. 

Tod  as  as  tabelas  de  integrals  tern  sen  proprio  sistema  de  class  ificagao,  de  acordo  com 
a  forma  do  imegrando.  Por  exemplo,  a  Tabela  de  Integrals  das  Capas  dassifica  as  integrals 
em  15  categorias;  F undoes  Basic  as,  Rccfprocos  das  Funqbes  Bdsicas,  Potencias  de  Fun  goes 
Tngonomitricas,  Produtos  de  Fan  goes  Trigonometrical,  e  assim  por  diante.  O  prlmelro  pas¬ 
se  ao  trabafhar  coni  tabelas  e  ler  loda  a  classtficagao,  de  forma  a  eompreender  o  esquema  de 
classifieagao  e  saber  onde  buscar  di femmes  tipos  de  integrals. 


■  AC  ERTOS  TOTA1S 

Se  tlvermos  sorte,  a  integral  que  estamos  ten  tan  do  calcular  sera  exatamente  iguul  a  uma  das 
formas  na  tabela.  Porem,  ao  procurar  ace  it  os,  podemos  ter  de  fazer  algum  ajuste  na  variavcl 
de  integragao.  Por  exemplo,  a  Integral 


/ 


x ^  sen  x  cfx 


6  urn  aecrto  total  com  a  Formula  (46)  da  Tabela  de  Integrals  das  Capas,  exceto  pc  I  a  Ictra  a  sad  a 
na  variavcl  de  integragao.  Assim,  para  aplicar  a  Formula  (46)  a  integral  dadat  6  necessario  mu- 
dar  a  variavcl  de  integragao  na  formula  dc  u  para  a\  Com  cssa  modificagao  minima,  obtemos 


/ 


x2  sen  x  dx  =  2x  sen  x  +  (2  —  a~ ) cos a  4-  C 
Aqui  estao  a  I  guns  exempt  os  de  aeertos  totals. 


(a) 


+  3,v  dx 


►  Exemplo  1  Use  a  Tahcla  de  Integrals  tins  Capas  para  calcular 

j  sea  lx  cos  2x  dx  (b)  J  x1  Cl 

(d)  /  (a3  4-  Tx  4*  3 )  sen  jtx  dx 


(C>/ 


H  2 
V  2  --  A 


dx 


Sotuqdo  (a)  O  I  n  t  eg  rand  o  p  ode  ser  e  I  ass  1 1  i  cado  com  o  u  i  n  p  rod  u  to  de  fu  ngbes  t  r  I  gon  om  ctri- 
cas.  Assim,  a  parti r  da  Formula  (40),  com  m  =  7  e  n  =  2,  obtemos 


/• 


cos  9a  cos  5  a 

sen  7a  cos  2 a  dx  — - - 4-  C 


IS 


10 


Soluqao  (b)  O  tntegrando  pode  ser  classtficado  como  mna  potencia  de  a  mulliplieando 
da  +  hx .  Assim,  a  partir  da  Formula  (103),  com  a  -  7  e  b  -  3,  obtemos 


/ 


-V2  Cl  +  3a-  dx  =  — ^ — ( I35JIT2  -  252a-  +  392)  (7  +  3a)V2  +  C 


2835 


546  Calculo 


Soluqao  (c)  O  tntegrando  pode  scr  classificado  como  urna  potenciu  dc  x  dividindo 
\fa2  —  x2.  Assim,  a  partir  da  Formula  (79),  com  a  =  s/2,  obtemos 


+  sf'l  —  x  - 
x 


+  C 


Sohtgao  id)  O  integrando  pode  scr  classificado  como  um  polinfrnio  muUiplicando  uma 
fungfio  trigone  mdtrica.  Assim,  aplicamos  a  Formula  (58)  com  p(x)  —  .v''+  7  a+ 1  e  a  —  it.  As 
dcrivadas  sucessivas  a  ao- mil  as  dc  p(x)  sao 

//(a)  =  3  a2  4-  7,  p"(x)  —  6x,  pff(x)  —  6 

cT  portanto* 

J (a3  4-  7a  4-  I )  son  7i x  dx 

x?  4-  7a  4-  1  3a2  4-  7  6a  6 

= - COS  TTX  Hh  - - r -  sen  7TX  H - r  COS  7TX - -  SCI1  TA  +  C  < 

71 r  JT  ■  71-  71 4 


M  ACERTOS  QUE  REQUEREM  SUBSTiTUJQOES 

•t. 

As  vezes,  uma  integral  nao  encontrada  na  tabela  pode  tornar-se  um  acerto  total  atraves  de  uma 
substituigao  apropriada.  Aqui  estao  alguns  cxemplos. 


►  Exemplo  2  Use  a  Tabela  de  Integrals  das  Capas  para  cal  culm 


J  %/a  —  4a2  dx. 


Sofu^ao  O  integrando  nao  coincide  com  nenhuma  das  formas  na  tabela.  A  Formula  (112) 
c  a  quo  esta  rnais  prdxima  da  integral  dad  a,  mas  falha  per  causa  do  la  tor  4  multiplicando  a" 
dentro  do  radical.  Pore  in,  se  fizermos  a  suhstiluigao 

«  =  2a,  du  ~  2dx 

entao  4a:  ira  tornar-se  u\  e  a  integral  transform  ad  a  sera 


4x2  dx  = 


5 


u1  du 


qnc  coincide  com  a  Formula  (1 12)  com  a  —  Assim,  obtemos 


j  yfX-4x2dX  = 


1 

2 

1 

2 


U  —  7 


4  /j  ”  . 

-  J  iu  -  u  4  —  arc  sen 


I 

32 


2a 


-  %/a  -4a2  4 


1 


32 


arc  sen 


it  —  - 

4 

2a  -  i 

E 

4 


+  c 


+  c 


8a  -  I  / - —  t 

- %/a  —  4a -  4  - —  arc  sen  (8a  —  1 )  4  C  ^ 

16  64 


►  Exemplo  3 


Use  a  Tabela  de  Integrals  das  Capas  para  calcular 


J  e*'  arc  sen  (cxt )  dx 


/ 


r 


(b)  /  ,vv  A  -  —  4  a  4-  5  dx 


Soluqao  (a)  O  integrando  nao  esta  nem  perto  de  qualquer  uma  das  formas  na  tabela.  Po¬ 
tent,  pens  an  do  um  poueo,  chegamos  a  substitute 


it  -  crt\  du  =  it  e*'  dx 
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da  qua!  obtemos 


arc  sen  (e  )  dx 


■4/ 


arc  sen  it  du 


O  inlegiundo  6,  agora,  Lima  fungao  basics  e  a  Formula  (7)  da  lugar  a 


/e™  arc  sen  {e7IX )  dx  —  —  [h  arc  sen  u  +  >/ 1  —  u2 1  +  C 

=  —  [C™  arc  sen  (e711 )  4-  V I  —  e27TX  t  +  C 

7T 


Sofuqao  (b)  Novamente,  o  integrando  nao  esta  nem  perto  de  qualquer  uma  das  formas  na 
tabda.  No  entanto,  pensando  uin  poueo,  podemos  conduir  que  e  possfvel  traz£-lo  perto  da 
forma  xVx2  a2  com  pi  eta  ado  o  quadrado  para  eliminar  o  termo  que  envoi  ve  o  x  deniro  do 
radical.  Fazendo  isso,  temos 


-  4x  -h  5  dx 


I  Xy/(x2  ~  4x  +  4)  +  1  dx  = 


j  Xyf (x  —  2)3  +  1  dx 


Neste  ponto,  esiamos  trials  prbximosda  forma  x\fx2  +  a- ,  mas  nao  temos  um  acerto,  pois 

Ti 

temos  (x  -  2)~  em  vez  de  xm  dentro  do  radical.  Cornu  do.  podemos  resolver  esse  problem  a  com 
a  substituigao 

it  —  x-  2,  du  —  dx 


Com  essa  substituigao,  temos  que  x  =  u  +  2*  logo  ( I )  pode  ser  expressa  em  termos  de  it  coma 


y  xVx-  —  4 a'  +■  5  dx  —  j  (u  +  2 )yftC~  +  1  du  —  j"  it\/it2  4-  1  du  -h  2  j  \Ui2  +  1 


du 


A  prlinelra  integral  k  direita  c  um  acerto  total  com  a  Formula  (84)  com  a  —  1 ,  e  a  segunda  6 
um  acerto  total  com  a  Formula  (72)  com  a  -  I .  Ass  inn  aplicando  essas  form  ul  as,  obtemos 


j  v  \/~x  —  Ax  +  5  dx  —  -j-  I)^“]  4~  2  \u  s/u  -j-  1  4-  I  In(w  4-  a/m7  4~  I ) 

Se  agora  substituirmos  u  por  a  -  2  (neste  casoT  1  =x2-  Ax+  5),  obtemos 


4~  C 


f  xXx2  ~4x+5dx  =  \(x7  -  4x  +  5) 3/2  +  (x  -  2) dx2  -  4*  +  5 

4-  ln(je  ™ 2  +  v  x -  -  Ax  4- 5)  4-  C 

Em  bora  eon  eta,  cssa  forma  de  resposta  tern  uma  mistura  desnecessaria  de  radicals  e  expoen- 
tes  fracion&rios.  Case  desejado,  podemos  'dim par’'  a  resposta  esc revendo 

(x2  -  Ax  +  5)m  -  (x2  -  Ax  4-  5)y/x2  -Ax +  5 
do  que  segue  (venfique) 

j  xyfx2  ~  Ax  4-  5  dx  —  ~{x2  —  x  —  I  }^/x2  -  Ax  4-  5 

4-  ln(x  —  2  4-  yfx2  —  Ax  +  5)  +  C  < 


■  ACERTOS  QUE  REQUEREM  FORMULAS  DE  REDUQAO 

Nos  casos  em  que  a  entrada  em  uma  tabela  de  integral  e  uma  formula  de  redugao,  deve- 
mos  primeiro  aplicar  a  formula,  para  reduzir  a  integral  dada  a  uma  forma  na  qual  possa 
set  calculada. 
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■7 


dx . 


►  Exemplo  4  list;  a  Tabela  de  Integrals  das  Capas  para  calculai  .  _ 

J  v  1  +  A' 

Solugao  O  Integra  ndo  pode  ser  class!  beado  como  uma  potencia  de  x  mu  I  tipi  lean  do  o  reci- 
proco  de  %f a  +  hx.  Assim,  a  partir  da  Formula  (107),  com  a  =  1,  h  =  1  e  n  =  3,  segulda  pel  a 
Formula  ( 106),  obtemos 

3  2*3vT+7  6 


/TT 


r/x  = 


7 


If 


s/T~tx 


dx 


2-rVl  +-v  6 

7  7 

2.v3  I2x2 

+ 


.15 
1  6aj 


i+,] 


7 


35 


(3a2  -  4a  4-  8)71+71  +  C 

32  /  _ _ 

n/TTa  +  C  *4 


35  35 


■  ACERTOS  QUE  REQUEREM  SUBSTITUIQOES  ESPEC1AIS 

A  Tabela  de  Integrals  das  Capas  tern  varias  entradas  envoi  vendo  urn  expoente  de  3/2  ou  rafzes 
quadradas  (expoente  1/2),  mas  nao  entradas  com  o litres  expoentes  tVacionarios.  Porem,  integrals 
envoi  vendo  potSncias  fiaeionarias  de  x  podem,  frequentemente,  ser  simplificadas  fazendo-se  a 
substkuigao  u  =  xu,\  na  qua  l  n  e  o  mini  mo  multiple  comum  dos  denominadores  dos  expoentes,  A 
integral  resultantc,  entao,  envoi ve  poteneias  intcirasde  u .  Aqu!  estao  alguns  excmplos* 


Exemplo  5  Calcuie 


(a) 


/ 


I  + 


dx 


(b) 


/ 


dx 


2  +  2^ 


(C)  J  vT 


+  ex  dx 


Sohiqao  (tf  )  O  imegrando  content  a12  e  xlv;  portamo,  fazemos  a  substilurgao  u  —  a1,6,  da 
qual  obtemos 

x  —  u  \  dx  -  6u  da 

Assim* 

f  -A* * -  f  -££!£**,«.» [  JL, 

J  I  +  1/x  J  I  +  (h6)i/3  J  1  +K2 


chi 


Dividindo,  obtemos 


u 


1  +  it 


=  it  -  it  +  it  -  1  + 


1 


I  -h  i/2 


do  que segue 


/  T+*:  "7  (“‘  1  +  T+ 


du 


~  hr1  —  -rfC  +  2it *  —  6 u  +  6  arc  tg  u  +  C 
=  tv 7/5  -  |jv5/ft  +  2* 1/2  -  6.vl/6  +  6  arc  ig  (vl/f*)  +  C 


jW  ■  IjC* 

Solu^do  (b)  O  in  teg  ran  do  contem  a  ”,  mas  nao  acerla  nenhtima  das  formas  da  Tabela  de 


Integrais  das  Capas.  Logo,  fazemos  a  substituigao  u  —  x  ,  da  qual  obtemos 


A  =  u\  dx  =  2udu 


Fazendo  essa  substituigao,  temos 

dx 


r^L_  = 

J  2  +  27T  J  2  +  2u 


du 


-/("+) 

=  it  —  In  1 1  +  u  \  +  C 

—  y/x  —  ln( I  +  V5F)  +  C 


Ptir  di  visfto 


M-io  <i  neecssilrio  valor  ob-wly  to 
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S&fugao  (c)  Novamente,  a  integral  nao  acerta  nenhuma  das  formas  da  Tabcla  de  Integrals 
das  Capas.  Porem,  o  integrando  eontem  (1  +  e) ",  o  que  e  analogo  a  situagao  em  (b)f  exceto 
que  aqui  i5  1  +  e\  em  vcz  de  v,  que  esta  elevado  a  potencia  1/2.  Lsso  sugere  a  substituigao  u  = 
( !  +  &x  )l  ~f  da  qua!  oblemos  (verifique) 


—  In(«  —I)*  dx  —  — 


2  u 


u2  -  I 


dll 


Assim, 

I  v'TTT*  dx 


u2  -  1 
2,f2  dH 


It 2  -  1 


-/ 

-/ 

-a 

=2i(+/(_L„_ir) 


2  +  3 


u2  -  I 


POf  Jivisio 


(hi 


Itucoc!;  [i;Ln:ini:> 


2 u  +  In  |u  —  1 1  —  In  |w  -j-  1 1  +  C 
u  -  I 


=  2w  +  ln 

H  ■(■  1 

2 /]  +  ev  +  In 


+  C 

V I  +  ex  —  1 
^1  +  1 


+  C 


NUSod  niieessJiritJ  vjilor  abx.o!utQ 


As  fungoes  que  consistent  em  um  numero  finlto  de  somas,  diferengas,  quociemes  e 

produtos  de  sen  x  e  cos  a  sao  ehamadas  dc  f ungoes  raeianais  de  sent}  e  cosseno,  A! guns 

exemplos  sao;  , 

sen  x  +  3  cos^  a  sen  x  3  sen  x 


cos  x  +  4  sen  a  *  I  +  cos  x  —  cos2  x ’  1+4 


sen  a 


A  Tabcla  de  Integra  is  das  Capas  oferece  algumas  formulas  para  integrar  fungoes  racio- 
nais  tie  seno  e  cos.se no  corn  o  LfLulo  Reciprocal  de  Fungoes  Basic  ax.  Por  exemplo,  tem-se,  a 
parti r  da  Formula  ( 1 8),  que 

1 


/ 


1  +  sen  a 


dx  —  ig  a  —  sec  x  +  C 


(2) 


Porem,  uma  vez  que  o  integrando  e  uma  fungao  racional  de  seno,  pode  ser  desejavd,  em 
Lima  dada  aplicagao,  expressar  o  valor  da  integral  em  termos  de  seno  e  eossenoe  reescrever 
(2)  co mo 

1  sen  x  —  1 

dx  = - +  C 


/ 


I  +  sen  x 


cos  x 


Mui las  fungoes  raeionais  de  seno  ecosseno  podem  ser  caleuladas  atravds  de  uni  cn- 
genhoso  melodo,  descoberto  pelo  mateinatico  Karl  Weierstrass  (ver  pagina  136  para  uma 
biografia).  A  ideia  e  fazer  a  substituigao 

a  -  tg  (a/2),  — tt/2  <  a/2  <  nil 


da  qua!  lem-se  que 


x  —  2  arc  tg  u,  dx  = 


da 


I  +  it2 

Para  implementar  cssa  subsiiluigao,  precisamos  expressar  sen  x  e  cos  x  em  termos  de  u,  Para 
isso,  usaremos  as  identidades 

sen  a  -  2  sen  (a/2)  cos  (a/2)  (3) 

cos  a  “  cos“  (a/2)  “  sen "  (a/2)  (4) 
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t 

Figura  K>6*1 


A  substitute  n  - {.xJ2 )  ira  converter 
qualquer  fungao  racranal  de  si?n  x  e 
cos  v  em  uma  iungao  raciona!  ordina- 
ria  de  u.  No  entanto.  o  mfetodo  pode 
!evar  a  decomposigoes  em  Iragdes 
parciais  complicadas,  de  modo  que 
pode  valer  a  pena  consi denar  outras 
alternatives  mais  simples  quando  se 
estiver  calculando  a  mao. 


e  a  seguinie  rela^ao  sugerida  pela  Figura  8,6  J; 


senfx/2)  — 


if 


yf  1  +  li2 

Subsiituindo  essas  expressoes  em  (3)  e  (4),  obiemos 


c  cos(x/2)  — 


\/l  4-  it 


senx  =  2 


u 


2  a 


y  I  +  if  /  \  y''  I  +  ic 


u 


COS  .V  — 


A 


+  u 


v  I  +  ir 


1  +  u2 

I  —  u1 
~~  1  4-fi2 


Em  suma,  mostramos  que  a  subsdtuigao  if  -  tg(x/2)  pode  ser  implememada  em  uma 
radon  a  I  de  sen  ,v  c  cos  a;  fazendo 


2  u 


sen  x  — 


I  -h  £f 


2" 


COS  X 


l  -  It 2 
1  +  u2  ’ 


►  Exemplo  6  Calcule 


■/ 


dx 


I  —  sen  x  4-  cos  x 


Solu^do  O  integrand  n  e  uma  finigao  racional  de  sen  x  e  cos  xf  que  nao  acerta  qualquer 
Formula  da  Tabe la  de  Integrals  das  Capas,  de  modo  que  raze  m  os  a  substitute  it  —  ig  (x/2). 
Assim,  a  partir  de  (5),  obtemos 


/ 


dx 


I  —  sciia'  +  cosjt 


-/ 

-/ 

-f 


2  du 
1  +  it2 


-  (ttS)  +  (IS) 


2  du 


(I  4-  u2}  —  2h  +  (1  -u2) 
du 


I  —  ff 


=  -  In  |l  -if|4-C  =  -  ln|l  -  tg(jc/2>|  +  C  ^ 


■  INTEGRANDO  COM  SISTEMAS  ALGEBRICOS  COMPUTACIONAIS 

As  tabelas  de  integrals  estao  dantclo  lugar,  rapidamente,  a  integraqao  eomputadorizada  de  sis¬ 
temas  algebricos  computacionais,  C'omudo,  como  ocone  com  muitas  fcrraincntas  podcrosas, 
um  componcnic  importante  do  sistema  6  um  operador  que  conhc^aesse  sistema. 

A 1  gum  as  vexes,  os  s  isle  mas  algebricos  computacionais  nao  fornecem  a  Forma  mais  ge- 
rai  da  integral  indcfmida.  Porexemplo,  a  Formula  integral 


/ 


dx 


I 


-  In  jx  -  1 1  +  C 


que  pode  ser  obtida  facilmente  a  mao  ou,  no  maxi  mo,  tisando  a  subsritui^ao  u  =  x  —  l,  e 
vdfida  para  x  >  I  ou  x  <  1.  Conludo,  nem  lodes  os  sistemas  algebricos  computacionais  pro- 
duzem  a  resposta  nessa  forma.  Algumas  respostas  ifpicas  produzidas  por  varias  versoes  de 
Mathematical  Maple  e  Derive  sao 

In  (- 1  4 x)y  I n  (x  -  I ),  In  (|x  —  1 1) 

Observe  que  nenhum  dos  sistemas  inelui  a  eonstaulc  dc  integrate,  de  modo  que  a  resposta 
prod  u  z  i  da  c  uma  an  tided  vada  particular  c  nao  a  antiderivada  mais  gcral  (integral  indcfmida). 
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ExpSndlrtdo  a  expressed 

(x  4-  if 
S 

obtemos  urn  lermo  constante  de  ^ 
mas  a  segunda  expressao  em  (7)  nao 
tern  lermo  constante.  Gual  4  a  expli- 
cagao? 


Observe  t am  hem  que  someme  uma  dessas  respostas  indui  os  sinaisde  valor  absolute;  as  ami- 
den  vadas  produzidas  polos  outros  si  stem  as  sao  validas  somente  para.v  >  I .  En  tret  an  to.  tod  os 
os  sistemas  sao  capa/es  de  ealcular  eorretamente  a  integral  defmida 

1/2  dx 


/ 


-  ~  In  2 


Vejamos,  agora,  como  esses  sistemas  tratam  a  integral 

.v \/-v-  —  4x  +  5  dx  —  \ (a2  —  a  —  l)Vx-  —  4x  4-  5 


I 


4  1n(x  —  2  +  yx2  —  4x  +  5 ) 


(6) 


que  obtivemos  no  Gxemplo  3(b)  com  a  constante  de  integragao.  Algumas  versoe.s  de  CAS 
pruduzem  esse  resultado  cm  formas  algebrieas  ligeimmente  diferenles,  mas  uma  versao  do 
Maple  da  o  res  u  I  tad  o 


/ 


x  tJx2  —  4x  4  5  dx  “  :i  (x 1  —  4x  4  5)  '  2  4  \(2x  —  4)  v''-v:  -  4x  4  5  4  arc  scab  (x  —  2) 


Expressando o  expoente  fracionario em  formatodc  raize  o are  senh  (x-  2.)  em  forma  logarft- 
iniea  usando  o  Teorema  7,9.4,  podemos  reeserever  isso  como  (6)  (verifique).  Uma  versao  do 
Mathematic  a  produz  o  res  ull  ado 

J  xVx2  —  4x  4  5  dx  —  ^  (x2  =  x  —  1  )\/x2  —  4x  4  5  —  are  senh  (2  —  x) 

que  pode  ser  reescrilo  tia  forma  (6)  usando  o  Teorema  7.9.4  junto  com  a  identidade 
arc  senh  (— v)  ~  “arc  senh  x  (verifique). 

As  vezes,  os  sistemas  algebrieos  coiripmacionais  produzem  respostas  ineonvenientes 
ou  que  nao  sao  naturals  em  problemas  de  imegragao.  Porexemplo,  varies  sistemas  algebrieos 
compuiacionais  forneceram  as  respostas  a  seguir  quando  solicitados  a  integrar  (x  +  I )  : 

(x  4  1  )B 


8 


I  s  ,  .  7  *  *  35  ,  ,  7  7 

“JC  4  x  4  “X  4  7xr  4  ““ x  4  7 a"  4  —x  4  x 
8  2  4  2 


(7) 


A  primeira  resposta  csta  de  acordo  com  o  resultado  calculado  a  mao 


/ 


(  x  4.  i  4 

Cr+l)TJj=l  4  +C 


que  usa  a  substituigao  u  =  x+  I ,  enquanlo  a  segunda  forma  proveni  da  expan  sao  de  (x  4  1 )  e  da 
integragao  termo  a  termo. 

No  Exemplo  2(a)  da  Segno  8.3T  mostramos  que 

j"  sen4  x  cos5  x  dx  =  j  sen5  x  —  |  sen7  x  4  £  seny  x  4  C 


Comudo.  uma  versao  do  Mat  hematic  a  integru  isso  como 


4“  sen  x  —  “  sen  3x  —  “  sen  5x  4  sen  7x  4  sen  9x 

enquanlo  oulms  sistemas  algebrieos  compuiacionais  iiuegram  isso,  essencialmente,  como 

-  2  sen3  x  cos6  x  -  A  sen  x  cos6  x  4  cos4  x  sen  x  4  yyy  cos2  x  sen  x  4  ^  sen  x 

Embora  esses  t rO s  resultados  paregam  bein  diferenies,  eles  realmente  podetn  ser  obtidos  urn 
do  outro  utilizando  identidades  trig  onometr  teas  apropriadas. 


■  OS  SISTEMAS  ALGEBRICOS  COMPUTACfONAISTEM  LIMITApOES 

Uni  sisteina  algebrico  computational  com  bin  a  uma  colegao  de  regras  de  integragao  (como 
a  substituigao)  com  uma  biblioteca  de  fungous  que  pod  cm  ser  utilizadas  para  const  ruir  an- 
tiderivadas,  Essas  bibliotecas  contem  fungoes  elemeniarcs  tais  como  poiinomios,  fungoes 
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DOMINfO  DATECNOLOGIA 

As  vezes,  unfta  integral  que  nao  pode 
ser  ealculacfa  por  um  CAS  na  forma 
em  que  for  dada  pode  ser  calculada 
depois  de  reescrita  em  um  forma lo 
dife rente  ou  depois  de  uma  substitui- 
9^0,  Se  o  leiior  dispuser  de  um  CAS. 
faga  uma  substituigao  rr  em  (8)  que 
permtia  ao  CAS  calcular  a  integral. 
Entao.  proceda  ao  cateub  deia. 


raeionais  e  fun  goes  trigonom&ricas,  hem  coma  varies  tangoes  nao -el  erne  mures  que  surge  m 
na  Engenharia,  na  Fisica  e  em  outras  areas  aplieadas.  Assim  eomo  nossa  Tabula  de  Integrals 
no  verso  da  eapa  tern  apenas  121  integrals  indelmidas,  essas  bibliotecas  de  CAS  nao  cobrem 
todas  as  integrals  possfveis.  Se  o  sistema  nao  conseguir  manipular  o  integrando  para  torna-lo 
igual  a  um  de  sua  biblioteca,  o  programs  dara  alguma  indicagSo  de  que  e  incapaz  de  calcular 
a  integral.  Por  exemplo,  quando  sol ici tamos  calcular  a  integral 


I  (1  +  In  x )  v'  1  +  (x.  In  x )-  dx 


(8) 


todos  os  sistemas  menekmados  anteriormente  respondem  exibmdo  alguma  forma  naoealcu- 
lada  dessa  integral  eomo  resposta,  indicando  que  nao  conseguiram  efeluar  a  imegragao, 

Alguns  sistemas  algebricos coniputacionais  respondem  a  uma  integragao  com  oulra  in¬ 
tegral.  Por  exemplo,  se  tent  arm  os  integral-  ex"  com  o  Mathematical  o  Maple  ou  o  Derive, 
obteremos  alguma  expressao  envohendo  erf  (a  sigla  da  funqaa  erro,  em  ingles).  A  fungao 
erf  (a)  e  definida  por 


erf  (a)  = 


■M 


/V 


dt 


e,  porianto,  OS  Irfis  programas  esscndalmente  $6  reescrcvem  a  integral  em  termos  de  uma  ou- 
tra  integral  rclacionada.  De  certa  forma,  e  exatamente  isso  que  fizemos  para  inlegiar  l/jr,  pois 
a  fungao  logaritmo  natural  6  (forma! men le)  definida  por 


\nx  5= 


dt 


(ver  Segao  6.9). 


A  X 


1.5 


(15 


vw 


5  10 

Fig  ura 


20 


-*■ 


►  Exemplo  7  Uma  part fcula  se  move  ao  longo  do  eixo  x  de  till  forma  que  sua  veloeidade 
v(t)  no  inslanle  t  e 

v(t)  =  30  cos7 1  sen4 1  (/  >  0) 

Fag  a  o  gratico  da  curva  posigao  versus  tempo  para  a  partkula.  sabendo  que  eta  esta  cm  x  —  I 
quando  r  =  0. 

$ohi$ao  Como  dxfdt  =  v(t)  e  x  =  1  quando  /  =  0,  a  fungao  posigao  x(t)  e  dad  a  por 


v(s)  ds 


X{t)  =  !  +  /  VU 
Jo 


AJ  guns  sistemas  algebrieos  eomputaeionais  perm  item  que  se  obtenha  um  gratico  digilando 
diretamente  essn  expressao,  mas  cm  gcraf  e  mais  eficiente  efetuar  antes  a  integragao.  Uma 
ealeuladora  forneee 

x  =  j  30  cos7 1  sen4 1  dt 

=  —  Yy  sen 1 1  /  -4-  10 sen9 1  —  y  sen7  f  +  6  sen5  /  4-  C 

onde  so  m  am  os  a  cons  tame  de  integragao  requerida,  Usando  a  condigao  inicial  a(O)  =  1 ,  subs- 
tiunmos  os  valores x  =  1  e  f  =  0  nessa  equagao  para  encontrar  C  =  U  de  mode  que 

x(t)  =  -  $  sen11 1  +  10 sen9 1  -  f  sen7 1  +  6  sen5 1  +  1  (f  >  0) 

O  gratico  de  v  versus  t  aparece  na  Figura  8.62.  < 
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EXERCICJOS  DE  COMPREENSAO  8.6  (Verpagina  555 para  respostas .) 


I ,  E nco n tie  u ma  form u  ] a  i  n teg  i  a  1  n  a  Ta bela  dc  I nteg rai s  no  ve rso 
da  capa  que  possa  ser  usada  para  ealcular  a  integral,  Nao  cal- 
eule  a  integral. 


(a) 


(b) 


f  2x 
J  3x  4 

I: 


+  4 

I 


dx 


(C) 


v  +  2  dx 


tVSjT-4 

f,JT: 

(d)  /  v:  In  v  dx 

J 


dx 


2,  Em  cada  pane,  laca  uma  substituigao  u  e  entao  encontre  uma 
formula  integral  naTabda  de  Integrals  no  verso  da  capa  que  pos¬ 
sa  ser  usada  para  ealcular  a  integral.  Nao  caicule  a  integral. 

-r  dx ;  u  —  x  _ _ 


S  +  e* 


<*>/ 

(b)  J  dx;  it  =  ^ fx 


(c> 


(d) 


J  (i  -  4x2)*2 


sente-') 
1 


dx:  it  =  ex 


d  x  :  it  =  2x 


3.  Em  cada  parte,  use  a  label  a  de  Integra  is  no  verso  da  capa  para 
ealcular  a  integral-  (Se  neeessdrio,  fat; a  primeiro  uma  subsLiiui- 
cao  apropriada  on  complete  o  quadra  do.) 


{ 


;i)  /; 


1 


4  —  x 


dx  = 


(b) 


(c) 


(d) 


cos  2x  c 

f  ^ 

J 


COS  A'  dx  — 


dx  — 


h=i 


-  4a:  +  8 


dx  — 


EXERC1C10S  8,6 


CAS 


1-24  (a)  Use  a  Tabela  de  Integrals  no  verso  da  capa  para  ealcular 
a  integral,  (b)  Se  o  leitor  dispuser  de  urn  CAS,  use-o  para  ealcular 
a  integral  e,  entao,  eon  Untie  que  o  result  ado  6  cquivalente  ao  que 
fot  obtido  eni  (a). 


4.v 

1.  /  - - r  r/.v 


h 


3a  -  1 
1 


s- 

5  / 


+  5) 


dx 


x+Jlx  +  3  dx 


1.  j  1 

J  A\/4  -  3x 
9.  j  ]  .,  dx 

J  16 -a2 


13.  /  -4 

J  J? 


x 2  —  3  dx 

r 2 

=  dx 


+  4 


IS,  J  y/9  -  .r2 


dx 


■~hX 


—  5x)2 


dx 


*'  f  l-5.v) 

*■  f  XX 
,/ 
l07; 


72 -x 

1 

xV3x  —  4 
J.r 


x2  -9 

77 


11 


•  /  t7=1‘" 

•/ 


1* 


\/4  -  x  2 


V.  J 

13. 

f  1  ,fv 

X 

J  Wfe  -  7 

K-  J 

sen  3a  sen  4a  dx 

a3  In  a  dx 

20, 

J  sen  2a  cos  5a  dx 

f  In  a 

n- 1 

22. 

/  -=dx 

J  -Jx 

23.  / 

e~2x  sen  3a  dx 

24, 

/  ex  cos  2  v  dx 

25-36  (a)  Faga  a  substituigao  if  indicada  e,  entao,  use  a  Tabela  de 
Integrals  no  verso  da  capa  para  ealcular  a  integral,  (h)  Se  o  leitor 
disposer  de  um  CAS.  use-o  para  ealcular  a  integral  c.  entao.  prove 
que  u  resultadoe  cquivalente  ao  encon trade  em  (a). 


27 


28. 


f  e 

*  J  (4  -  .V 

•/ 

•/ 


1x^2 

SO  El  2.1J 


dx*  it  =  7l 


(cos  2a)  (3  —  cos  2a) 

I 


dx ,  fi  =  cos  2a 


Tv  (9a  +  4) 


dx*  it  =  3>+/x 


/cos  4x 
9  4-  setr 


4a- 


dx.  it  =  sen  4a 


554 


Calculo 


29.  /  — = 

J  \/4.v 


d.\\  u  =  2x 


J4x2  -  9 
30,  j  Xyflx*  +  3dx,  it  =  v^vz 

/4 

//*.  «  =  2.v2 

■J2  -  4a4 
31  /: 


V’3-4.v2 

2 


rf.v,  u  —  2.v 


«.  JSL It 


(/x,  u=lna 


2l'eos'(c  2r)ilr,  «=e' 


-2a- 


35.  J  xe  2xdxf  u  =  —  2. 

3t  / 


ln(3x  +  4)  <fjnr*  —  3jc  +  I 


37-48  (a)  Faga  um;i  substitui^ao  w  apropriada  e,  entao.  use  a 
Tahela  de  Integrals  no  verso  da  capa  para  calcular  a  integral, 
(b)  Sc  o  leitor  disposer  dc  uni  CAS.  use-o  para  calcular  a  in¬ 
tegral  (sem  substitui^oes)  c.  entao.  conilrmc  que  o  rcsultado  e 
equivalent  ao  de  (a). 


37-  /  s 


cos  3  a 


(sen  3 A’) (sen  3  a  +  l)2 


dx 


39 


41. 


•  [~r^— 

J  .v-v4  In  A'  — 

i  f - | - d. 

J  16a4  ^  1 


dx 


40. 


43 


45 


J 

3.  j  vA 


4e2-v  dx 


x  —  9a:  dx 


.  J  4.v  sen  2x  dx 
47.  j  e~^dx 


f  e  i 

/  ^ - —dx 

/  3-  4c  ^ 

..  f  \A  -  9.1 2  , 

42.  j  __  dx 

44.  /  — - — -  dx 

J  xdx-5x2 

40,  j *  cos  Vxdx 
48.  j  x\n(2  +  x2)dx 


49-52  (a)  Complete  o  quadratic,  t'aea  uma  subsrituigao  u  adequa- 
da  c,  entao,  use  a  Tahela  de  Integrals  no  verso  da  capa  para  cal¬ 
cular  a  integral,  (b)  Se  o  leitor  dispuser  de  urn  CAS,  use-o  para 
calcular  a  integral  (sem  compleiar  quadrados  e  seen  substitutes) 
e.  entao,  eonlirme  que  o  resit  It  ado  6  equivalents  ao  tie  (a). 


51 


f _ 1 _ 

'  J  x1  +  6,v  —  7 
•/ 


dx 


2x  -  x2  dx 


\/ 5  +  4,v  —  x' 


dx 


,js 

j  x  2  +  6*  +  13  d 


i .. 


53-64  (a)  Faqa  uma  substitute  it  apropriada  tia  Forma  u  =  x 
ou  u  =  (x  +  a)Ut!  c,  entao,  eaten  to  a  integral,  (b)  Se  o  leitor  dispu¬ 
ser  de  um  CAS,  use-o  para  calcular  a  integral  e,  entao.  eonlirme 
que  o  resuttado  6  equivalente  ao  dc  (a). 


53.  /  x  \A’  —  2  dx 


55. 


57. 


59. 


61, 


63. 


jca  +  3  dx 


/ 

!*‘ 

f  (lx 

J  x-i/i 
f  dx 

J  A' (I  —  A1/4} 

f  dx 
J  a'2- 


_  1- 1/3 


f  .  ,V  ,  eh 

J  V  I  +  A* 


(A  +  3)' 


65-70  (a)  Fa^a  a  substitui^ao  u  tiada  por  (5)  para  converter  o  in- 
teg  rando  cm  uma  funcao  rational  tie  it  e,  entao,  catcule  a  integral, 
(b)  Se  o  leitor  disposer  de  um  CAS.  use-0  para  calcular  a  integral 
(sem  us  ar  subslit  ui^oes)  e.  entao,  con  fir  me  que  o  rcsultado  6  equi¬ 
valents  ao  de  (a). 


65. 


67. 


69. 


/ 

/ 

/ 


dx 


dx 


1  +  sen  x  +  c  os  a 
dO 


2  +  sen  x 
dx 


I  —  COS  0 

dx 

sen  x  -F  in  x 


« •/ 

«./ 

/'  sen  a 

70.  /  - — - — -  d: 

J  sen  x  +  i g  x 


4  sen  a*  —  3  cos  x 


7 1  -72  l  J  se  q  ua  I  q  ue  r  n  1 6  Lodo  para  re  sol  ve  r  pa  r  a  x. 


'■  rj 
"  /  1 


i  fsf  2t  -  1 


dl  =  0,5;  2  <  x  <  4 


dt  =  L  x  >  4 


73-76  Use  qualquer  mtitodo  para  cncontrar  a  area  da  regiao  deli- 
tnitada  pelas  curvas. 


73. 

v  =  V25  -  .V1. 

y  =  0,  x 

74. 

y  =  d9x2  -  4, 

r  =  0.  a 

75. 

I 

v  —  - - 

.  v  —  0.  .i 

25  -  1  6a2 

76. 

y  =  In  A,  V 

—  0,  x  — 

=  4 


v  =  I 


77-80  Use  qualquer  mtitodo  para  eneontrar  o  volume  do  solitio 
ge  ratio  quondo  n  regiao  dclimStada  pelas  curvas  gita  cm  tor  no 
do  eixo  y. 
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77.  v  =  cos  v  ~  0,  x  —  0,  x  —  tt/2 


78.  y  —  V-V  —  4,  y  —  0,  a  —  8 

79.  y  =  e-\y  =  {hx  =  i),x=l 

80.  y  =  ]nx,y  =  0tx  =  5 

SI -82  Use  qualquer  mdodn  para  eneontrar  o  comprimerno  de 
arco  da  curva. 


81.  y  =  Zv  ,  0  <x  <2 


82.  y  =  3  In  w  1  <.v<3 


83.  v  -  sen  a,  0  <  a  <  jt 


84.  v  —  I  ixi  \  <  x  <  4 


85-86  E  dad  a  mformagao  sob  re  o  movimento  de  uma  partieula  ao 
lotigo  de  um  eim 

(a)  Use  um  CAS  para  encontrar  a  fungSo  posigao  da  pamcula  para 
f£  0. 

(b)  Fag  a  o  grafico  da  curva  posigao  tempo. 


[E] 85.  u(f)  =  20 cos'1  /  sen’;, ,v(0)  =  2 
0  86.  a(t)  =  e '  sen  It  sen  At,  e(0)  =  0.  j(0)  =  1 0 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


87.  (a)  Use  a  subsiiiuigao  u  -  lg  (a/2)  para  mostrar  quo 

f  +  tg(.v/2) 


/ 


sec  xdx  =  in 


1  -  tgU  /2) 


+  C 


e  condrme  que  is  so  6  con  si  sterile  com  a  Formula  (22) 
da  Segao  8.3. 

(b)  Use  o  re&uHado  de  (a)  para  mostrar  que 


/ 


sec  xdx  =  In 


t  a 


(l  +  5> 


+  c 


88.  Use  a  subsiUutgao  it  =  tg  (a/2)  para  mostrar  quo 


cosscc  x  dx  —  —  In 
? 


3  —  cos  x 
I  -F  cos  x 


+  C 


83-84  Use  qualquer  metodo  para  encontrar  a  area  da  superftcie 
gerada  fazendo  a  curva  girar  em  torno  do  eixo  a. 


e  con  fume  que  isso  6  consistent^  com  o  re  suit  ado  do  Exer- 
cfeio  6 1  (a)  da  SegSo  8.3, 

89.  En centre  uma  subsiding  ao  que  possa  ser  usada  para  inte- 
grar  uma  lungao  radon al  de  senh  x  e  cosh  x  e  a  use  para 
calcuiar 


/ 


dx 


2  cosil  X  +  SCElIl  x 


sem  expressar  a  integral  cm  termos  de  e  e  e  \ 


90-93  Algumas  Integrals  que  podem  ser  calculadas  a  mao  nao 
podem  $er  calculadas  por  nxios  os  sistemas  algtfbricos  computa¬ 
tion  ats.  Calculc  a  integral  ii  mao  e  veriflqne  sc  pode  ser  calculada 
com  um  CAS. 


@91.  I  (cos52  x  sen30 ; 


v  --  cos30  x  so  tv"2  x)  dx 


@92.  J  i/.v  -Jfifldx  [Sngestao:  4(V*  +  2  -  Vx^2)2  =?j 

93.  /  - - dx 

J  xw  +  x 

[Suge.sk m:  Reese reva  o  denomisipdorcomo  x 10 (  I  +  A  “9). ] 

@  94.  Seja 


fix)  = 


—2a5  +  26a4  +  1 5a  5  +  6x7  +  20a  +  43 
a6  —  xs  —  18  a4  —  2a  *  —  39  a2  —  a  —  20 


(a)  Use  um  CAS  para  fatorar  o  detiominador  e.  eutao,  escreva  a 
forma  da  deeomposigfio  cm  fragdes  parciais.  Nao  e  necess^rio 
encontrar  o  valor  das  const  antes. 

(b)  Conflra  sua  lesposia  cm  (a)  usando  um  CAS  para  encontrar  a 
dccomposigao  cm  fragdes  parciais  dof. 

(c)  [  nt  eg  re  /  u  tu  ao  e  e  tit  ao  con  1 1  ra  su  a  res  po  si  a  i  n  teg  ra  ndo  /  Co  rn 
um  CAS. 


*/  RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  8.6 


1.  (a)  Formula  (60)  (h)  Formula  (1  OR)  (c)  Formula  (102)  (il)  Formula  (50)  2.  (a)  Formula  (25)  (b)  Formula  (51) 


(c)  Formula  (18)  (d)  Formula  (97)  3.  (a)  —  In 

4 


a  +  2 
A  -  2 


i 


-F  C  fb)  -  sen  3.v  +  -  sen  x  -F  C  (c)  —  —  yf]  —  e2x  4-  -  tiro  sen  eh  +  C 

6  2  2  2 
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8.7  INTEGRApAO  NUMERICA;  REGRA  DE  SIMPSON 


Quando for  necessdri o  ealadar  uma  integral  definida  de  umafun0o  para  a  qua l  ndo  pudermos 
encontrar  uma  antiderivada f  precisanws  nos  contentar  com  a  I  gum  tipo  de  aproxanacao 
numerica  dessa  integral.  Na  Sc  (do  6.4  consideramos  ires  dessas  aproximacoes  no  contexto 
de  areas:  as  aproximacoes  pelo  extrema  esquerdo ,  pelo  extrema  duetto  e  pelo  panto  medio. 
Nesta  seeder  estenderemos  esses  met  ados  para  integrals  dejhndas  em  geral  e  desemolveremos 
algims  me  tod  os  novas  que.  freqiientemente,  fornecem  uma  maior  prechao  com  menos  calculo. 
Tam  hem  discutiremos  os  erros  que  surge m  em  aproximagdes  de  integrals* 


m  UMA  REVISAO  DA  APROXIMAQAO  POR  SOMAS  DE  RIEMANN 

Lembre  que  na  Segao  6.5  foi  visto  que  a  integral  definida  de  uma  fungao  eontmua  /  sohre  urn 
intervalo  [at  h]  pode  sercnlculada  par 

fb  ft 

/  fix)  dx  =  lim  Y  f(xl)Axk 

j.j  IMA  0  f — * 

onde  a  soma  quo  aparece  do  lado  direito  e  c  ha  mad  a  de  soma  de  Riemann.  Nessa  formula,  Axk 
c  o  comprimenLo  do  &-dsi  mo  sub-intcr  valo  de  uma  par  lie  no  a  —  xq  <  ,\\  <  na  <■  ■  <  xn  =  h 
de  \a,  b]  em  n  subintervalos  e  denoia  um  ponio  arbitrario  do  A-esimo  interval  o.  Se  lomaimos 
todos  os  subintervalos  com  o  mesrno  comprimento,  ou  seja,  com  Ax^  —  (h  —  a)hu  entao, 
quando  n  cresce,  as  somas  de  Riemann  acabam  sendo  boas  aproximagoes  da  integral  definida. 
Denotamos  isso  esc  re  ve  ndo 


fC)  dx  =«  C~L j  [/(**)  +  fix*)  +  ■.■  +  fix*)  I  ( I ) 

Sc  os  valores  dc  /  nos  ext  rein  os  dos  subintervalos  forem  dc  not  ados  por 

>’o  =  J’l  =  /( jci),  y'2  =  f(xi) . y»—i  =  fix,,-]),  y„  -  fix,,) 

e  os  valores  de / nos  pontos  medios  dos  subintervalos  por 


y in  ]  '  3  m2  -■ 


♦  y 


m  r. 


eniao  segue  de  (1)  que  as  aproximagdes  pelo  exlremo  esquerdo,  pelo  extreme  dircito  e  pelo 
ponto  medio,  di  sculidas  na  Segao  6  A  podem  sei  expresses  eon  forme  indieado  na  Tabela 
8.7.1.  Embora  tenhamos  obtido  esses  resultados  para  fun  goes  n&onegativas  no  contexto  de 
aproximagao  de  areas,  cias  sao  apliedveis  a  qualquer  fungao  que  seja  continua  em  [rj,  b\. 


Tabela  8,7.1 


AlWXIMAgAO  PIvSX)  HXTRRMO  liSQUKRDO 

APKOXIMAOAO  PKLO  HXTRI  MO  D1RHITO 

apkoxi  ma^Ao  I’EI.O  1XWTO  Mfnio 

ft  si 

fb 

fh  , 

1  fix)  dx  =  (-'  f')[y„  +  VJ  +  •  ■  -  +>„_,] 

1  fix )  dx  ~  (h  ")  [> ,  +  y2  +  ■  ■  ■  +  y„  j 

/  /(.V)  dx  -  (b  a)[.v„  +  y„„  +  ■  ■  •  +  y  ] 

ffi  '-ft  ' 

fit  '  f  ' 

•fa  '  *  ' 
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Aproximagao  trapezoidal 


Fi^ura  8.7*1 


■  APROXIMAQAO  TRAPEZOIDAL 

Nest  a  segao  convtSm  denotar  as  aprox.  imagoes  coni  n  sub  inter  valos  pelo  extremo  esquerdo, 
pdo  extremo  direito  e  pek>  ponto  medio,  respect  ivamente,  por  LtJ,  R„  e  Mn.  Dcssas  ties,  a 
aproximagSo  pelo  ponto  medio  &  a  mai s  uiilizadu  em  uplicagues.  Sc  lomarmos  a  media  de  LfI 
e  Rn .  obteremos  uma  outra  aprox  imagao  importante,  denotada  por 

T;j  =  j(Lfi  +  Rn) 

c  denominada  aproximaqao  trapezoidal : 


Apraximagdo  Trapezoidal 


I  f(x)dx  ^  T„  —  ^  2n  )  ^v°  - ^  T  yn] 


(2) 


()  name  i4upi oximagao  trapezoidal”  deriva  do  fato  de  qne,  quando /for  nao-negativa  no 
iniervalo  de  integragao,  essa  aproximagao  T  .6  a  soma  das  areas  dos  l  rape/ i  os  mo  s  trades  na 
Fiaura  8.7. 1  (ver  Excrcfcio  47). 


►  Exomplo  1  Na  Tabela  8.7.2  aprox  ini  am  os 


In  2 


=  /”-U 

J ]  X 


usando  as  aprox  imagoes  pelo  ponto  medio  e  trapezoidal. *  Em  cada  caso,  ulilizamos  n  -  10 
subdivides  do  iniervalo  [  1 ,  2J,  de  mode  que 

b  —  a  2  —  1  b  —  a  2—1 

=  0. 1  ou  — —  —  „  —  0*05  < 


n 


10 


2  n 


20 


Ponto  media 


Trapezoidal 


Tabela  8*7.2 


aijkOxi maCAO  it.i.o  poNTO  Miinin 

APROX 1 MACAO  TkAtt^OlUAE 

/ 

ponto  \mm 

m- 

=  Umi 

f 

GXTKE-MO 

Xi 

>’,=/<* ()  =  ihj 

M  U  LTf  PE/C  ADOR 

Wi 

1 

\  *05 

0*952380952 

0 

1*0 

1  *000000000 

1 

1 ,000000000 

2 

U5 

0,869565217 

\ 

1.1 

0.909090909 

2 

1.818181818 

3 

1*25 

0,800000000 

2 

1*2 

0.833333333 

2 

1 ,666666667 

4 

1.35 

0.740740741 

3 

1,3 

0.769230769 

2 

1.538461538 

5 

1,45 

0,689655172 

4 

1*4 

0,714285714 

2 

1*428571429 

6 

1 .55 

0,645 1 6 1 290 

5 

1,5 

0,666666667 

2 

L 3 33 3333 3 3 

7 

1 .65 

0.606060606 

6 

1.6 

0,625000000 

2 

1 .250000000 

8 

!  .75 

0,57142857 1 

7 

U 

0*588235294 

2 

1.176470588 

9 

1,85 

0,54054054 1 

8 

1.8 

0,555555556 

2 

U  111111 11 

10 

1  *95 

0,512820513 

9 

1,9 

0*526315789 

2 

1,052631579 

6,928353603 

10 

2*0 

0.500000000 

1 

0.500000000 

1 3,875428063 

0 

dx  *  (0*  1  >(6,928353603)  0,692835360 

j 

'  I  dx  =  (0.05X1 3,875428063 ) 

^  0*69377 1 403 

*  l-Tti  icula  cats  se^ilo  darenws  os  valorem  mmtfricos  com  nove  cas»iv>  decimal  s  &  diitiia  da  vfrgula.  So  sen  reeurso  cotripinacional  nSo 
inosirtF  [asiiELK  easas.  serd  preeiso  fazer  os  ajusics  necessaries,  O  importanLeaqui  d  cnicndcr  os  prinefpios  cm  dtstussao. 
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Reeserevando  (3j  $  {4)  no  formate 

a'  )  dx  =  upj'oximugaci  +  crro 

vemos  que  os  vafores  positives  do 
e  corr&spondem  a  subsstinw  &  os 
va  lores  negatives,  a  supere&tim&r  o 
valor  da  integral 


■  CO M PAR  AQ  AO  DAS  A PROX IMAGOES  PELO  PONTO  MEDIO  E TRAPEZOIDAL 

Defmimos  os  erros  nas  aprox  imagoes  pelo  porno  medio  e  trapezoidal,  respeetivamente,  por 


E\f  — 


f 


f(x)dx-Mn  e  Er  =  I  f{x)dx-T„ 


pfo 

Ja 


(3-4) 


e  dcfinimos  |£ji/|  e  |£YI  como  sendo  os  erros  absolutos  dessas  aprox  imagoes.  Os  erros  abso¬ 
lutes  sac  nao-negaiivos  e  nao  distinguem  entre  subestimar  e  superestimar. 


►  Exemplo  2  0  valor  de  In  2  com  nove  casas  decimals  6 


f2  I 

En  2  —  /  - dx  &  0,693147181  (5) 

Ji  x 

de  mode  que,  pel  as  Tabelas  8,7.2  c  8.7.3,  po  demos  ver  que  os  erros  absolutes  na  aprox  imagao 
de  in  2  por  M\q  e  7io  sao 

|£,v/j  =  |  In  2  -  Mm\  as  0,0003 1 1.821 
\Et\  =  [In  2“  7]0|  -  0,000624 222 


Assim,  nesse  caso,  a  aproximagao  polo  ponto  medio  e  mais  precisa  do  quo  a  aproximagao 
trapezoidal,  < 


Tab ela  8.7.3 


la  2 

(NOVI.  CASAS  DhClMAlS) 

Al’ROXl  MACAO 

0,693147181 

M  ]  q  ~  0,692835360 

-  In  2  —  A/ 1 c j ~  0,0003 1 1 S2 1 

0,693 1471  SI 

T,  O  =  0,693 77 1 403 

Er  =  !n  2  ~  Ti0  -  -0,000624222 

0$  tri  Angulos  so  mb  read  05 
t&nri  areas  fguais. 


Figura  8.7*2 


No  Exemplo  2,  nao  foi  por  aeaso  que  a  aproximacao  de  In  2  pelo  porno  medio  resultou 
mais  precisa  do  que  a  aproximagao  trapezoidal.  Para  ver  isso,  comegamas  olhando  para  a 
aproximacao  pelo  ponto  medio  de  urn  outro  ponto  de  vista.  Para  simplificar  nossa  explieagao, 
suporemos  que/seja  nao-negativa  cm  \a,  b]t  embora  nossas  conelusoes  sejam  validas  sem 
essa  hipdtese. 

Se / lor  uma  fungao  diferenciavel,  Lambem  chamamos  a  aproximagao  pelo  ponto  medio 
de  aproximacao  pela  reta  tangentei  pois  para  cada  subintervalo  a  area  do  retangulo  utiliza- 
do  na  aproximacao  pelo  ponto  medio  e  igual  a  area  do  trapezio  euja  aresta  superior  6  a  reta 
tan  gen  te  a  y  —f(x)  pelo  ponto  medio  do  subintervalo  (Figura  8.7.2).  A  igualdade  dessas  areas 
segue  do  fa  to  de  que  as  areas  som  bread  as  na  figura  sac  eongruentesi  M  os  t  rare  i  nos,  agora, 
como  esse  ponto  de  vista  da  aproximacao  pelo  ponto  medio  pode  ser  usado  para  estabelecer 
enterics  uleis  para  determinar  se  A/,,  ou  Trl  6  a  aproximacao  que  produz  a  nielhor  aproximacao 
em  um  dado  inter  va  to. 

Na  Figura  8*7. 3a,  isolamos  um  subintervalo  de  [a,  b]  no  qual  o  gr&fieo  de  uma  fungao 
/  6  concavo  para  baixo  e  so  mb  ream  os  as  areas  que  representam  os  erros  nas  aprox  imagoes 
pelo  ponto  medio  trapezoidal  no  suhinlervalo.  Na  Figura  8.7,3b,  mosli  amos  uma  sucessSo  de 
quat.ro  ilustragdes.  que  torn  am  evident©  que  o  erro  na  aproximagao  pelo  ponto  medio  6  men  or 
do  que  aquele  na  aproximagao  trapezoidal.  Se  o  grafico  dc  f  fosse  concavo  para  cima,  liguras 
analogas  levari  am  a  mesma  conclusao.  (Esse  argumento,  devido  a  Frank  Buck,  apareceu  no 
The  College  Mathematics  Journal^  Vol.  16,  n°  l,  1985.) 

A  Figura  8.7.3a  lam bem  sugerc  que,  cm  um  subintervalo  no  qual  o  grafico  c  cOncavo 
para  baixo,  a  aproximagao  pelo  ponto  medio  sera  maior  do  que  o  valor  da  integral,  en- 
quanto  a  aproximagao  trapezoidal  sera  me  nor,  Em  um  imcrvalo  onde  o  grafico  e  concavo 
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para  cima,  ocorrera  o  Inverse.  Em  resume,  lemos  o  seguinte  resultado,  que  enunciamos 
sem  prova  formal. 


8.7. 1  TftOREMA  Seja  f  conti  nua  em  |nK  h]  e  sejant  \  Esi  I  e  |  Ej  \  os  erros  absolutos 
que  resultant  das  aproximacoes  pelo  panto  medio  e  trapezoidal  de  f*f{x)dx  us  and o  n 
subintervalos . 

(a)  Se  o  grdfico  de  /  for  concavo  para  cima  au  para  baixo  em  (a,  b),  entdo  \  |  <  |  Ej  | 

isto  et  o  erro  na  aproximaqdo  do  panto  medio  sera  men  or  do  que  aqueie  na  aproxima^do 
trapezoidal 

(b)  Se  o  grdfico  de  f  for  concavo  para  baixo  em  (a,  b\  entdo 

s*h 

Tn  <  f  fix)  (lx  <  M„ 

J  a 

(c)  Se  o  grdfico  cle  f  far  concavo  para  cima  em  {a,  b),  eittao 

M„  <  f  f(x)dx  <  T„ 

Jit 


►  Exemplo  3  Como  o  grafico  de/(v)  -  1  lx  e  continue  no  intervalo  [  1>  2]  e  concavo  para 
cima  no  intervale  (1,  2),  segue  da  parte  (a)  do  Tcorema  8.7. 1  que  Mft  senipre  dara  uma  apro- 
xlmaqao  meihor  do  que  T)t  para 


Alem  disso,  segue  da  parte  (e)  do  Teoreina  8.7.1  que  Mn  <  In  2  <  Tn  para  cada  inteiro  posi¬ 
tive  n.  Observe  que  isso  e  constsieme  com  nosso  calculo  no  Exemplo  2.  A 

ADVERTENCJA 


Nio  concilia  que  a  aproxima^ao  pelo 
ponto  medio  sempre  &  meihor  do  que 
a  trapezoidal:  a  aproximacao  trape¬ 
zoidal  pode  ser  mdtior  se  a  fungio 
trocar  de  concavidade  no  intervalo  de 
inleg  rag&o. 


►  Exemplo  4  As  aproximacoes  pelo  ponto  medio  e  trapezoidal  podem  scr  us  ad  as  para 
aproximar  sen  i  usan do  a  Integra! 

sen  j  ™  /  cos  x  dx 
Jo 


Como  f{x)  =  cos  x  e  contmua  no  intervalo  [0,  1 1  e  eoncava  para  baixo  cm  (0,  1),  segue 
das  partes  (a)  e  ( b )  do  Tcorema  8>7J  que  o  erro  absolute  de  Mn  sera  inferior  a  Tn  e  que 
Ttt  <  sen  I  <  Mn  para  cada  inteiro  positive  Isso  e  const stente  com  os  resultados  na  Tube i a 
8.7.4  para  n  =  5  (calculus  imediatos  omitidos).  A 
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lb  beta  8.7.4 


sen  1 

(NOVH  CASAS  I  JK.IXTAIS) 

APROX1  MACAO 

r-RRO 

0,841470985 

M5  -  0,842875074 

Eif  =  sen  1  -  ~  - 

0,00 1 404089 

0.84!  470985 

7*5  =,  0.858664210 

Er  =  sen  1  -  / j  ^ 

0,002806775 

►  Exemplo  5  A  Tabela  8.7.5  moslra  apr  ox  imagoes  pdo  ponto  mddio  e  trapezoidal  de 
sen  3  =  f0  cos  .v  d.x  usando  n  -  1 0  subdivisoes  do  intervalo  [0,  3].  Observe  que  |  |  <  |£r j 

c  7k,  <  sen  3  <  Mjq,  cm  bora  esses  resultados  tiao  sejam  garamidos  pelo  Teorema  8,7, 1 ,  ja 
que/ troca  de  coneavidade  no  intervalo  |0.  3 1,  M 


Tabela  8.7.5 

sen  3 

(NO VC  CASAS  UjHClMAIS) 

APROXt  MACAO 

l-RRO 

0,141 120008 

A/,o -0,1 41650601 

E\l  =  sen  3-  M  ,0  - 

-0,000530592 

0,141 120008 

T)0  ^  0,140060017 

Ilf  -  sen  3-  7  i0  = 

0,001059991 

M  REGRA  DE  SIMPSON 

Lem  hr  e  que  a  m^dia  das  aprox  imagoes  pelos  extremes  esquerdo  e  direito  da  utna  aproxima- 
gao  me! hoi;  a  trapezoidal.  Veremos,  agora,  como  utna  media  ponderada  das  aproximagoes 
pelo  ponto  medio  e  trapezoidal  pode  dar  uni  a  aproximagao  ainda  tnelhor, 

A  evideneia  nnmerica  nas  Tabelas  8.7,3,  8,7,4  e  8.7,5  revela  que,  nesses  cases, 
Ej  ^  —2 Em*  Isso  sugere  que 

pb  pb  pf> 

3  f(x)dx  =  2  I  f{x)dx  +  I  f(x)dx 

Ja  Ja  Ja 

—  2 (Mj,  +  Em)  +  (Tn  4-  Er) 

=  (2  Mn  +  rn)  +  (2  Em  +  Er) 

^  2Mn  4-  T1S 


I  >  isso  resulta 


/■ 


f(x)dx  K  \{2M„  +  T„) 


Utilizarenios  a  notagao  S2tt  para  de  notar  o  I  ado  direito  dessa  aproximagao.  Assim, 

=  j(2  M„  +  T„) 

A  Tabela  8,7.6  apresenta  as  aprox imagoes  co  rre  spoil  dentes  aos  dados  nas  Tabeias  8,7,3 

ate  8,7,5. 


Tabela  8,7.6 


VALOR  l)A  HUNQAO 

(NOV!-.  CASAS  1>hClM  AlS) 

APKOXIMACAC 

HRK() 

In  2  ~  0.693147 1 8 1 

J?  (IMdx*  ,va  =  ~(2M|0  +  T]0)  =  0,693147375 

-  0,000000 1 94 

sen  1  ^  0.841470985 

Jd  cos  .V  dx  =  S|q  =  4(2A/5  +  7*5)  ~  0,841471453 

-  0,000000468 

sen  3-0,1 4]  120008 

io  cos  a'  dx ",  S20  =  |(2.W)0  +  7‘l())  =  0.141 120406 

-  0.000000398 
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Us  undo  a  formula  du  aproximagao  pelo  poiUo  mddio  na  Tube  la  8JJ  ea  Formula  (2)  da 
aproximagao  trapezoidal  podemos  obtcr  uma  formula  analoga  para  5^,  Para  simplificar,  suhdivi- 
dimos  o  intervale  [a,  ft]  eni  2 n  subintervalos,  cada  urn  tie  eomprimento  (ft  —  a)f(2n).  Identificamos 
os  exlrernos  desses  subintervalos  por  a  —  xa,  X]  ,  Xi,  .  > .  ,  x%,  =  ft,  Entao,  xq,  X2f  X4,  <  *  ■ ,  xin 

define  uma  parligao  de  [«,  ft]  cm  n  subintervalos  iguais,  sendo  que  jea ,  jcj.  A' 5 . X2n-i  sSo  os 

pontos  medios  desses  subintervalos.  Usando  \v  —  f{Xi),  temos 


\y  1  +  +  — b  yzn~]  1 


[2j]  +2v3  +  ■  ■  ■  +  2j^_j  1 


[  >’0  +  2j2  4-  2jf4  +  ■  ■  ■  +  2j2„_2  +  ] 


Assim,  $2fi  =  j(2M„  +  7)f)  pode  ser  expresses  por 


A  aproximagao 


f{x)  dx 


dad  a  por  (6)  e  eon  heel  da  cotno  regra  de  Simpson.  O  erro  dessa  aproximagao  e  denotado  por 


Como  antes,  0  erro  absolute  da  aproximagao  (7)  6  dado  por  \ES  |. 


►  Exemplo  6  Na  Tabula  8.7.7  uiilizamos  a  regra  de  Simpson  com  2 n  =  10  subintervalos 
para  oh  ter  a  aproximagao 

f 2  1 

In  2  =  J  - dx  ^  S]0  =  0,693 1 5023 1 

Para  essa  aproximagao, 

1  fh-a\  I  /2  —  f  \  1 
3  \  2 n  )  ~  3  l,  10  j  “  30 

Em  bora  Shi  seja  uma  media  ponderada  de  A75  e  T5,  fa/  sen  tide  comparar  SUi  com  Mw  e 
rigJa  que  as  somas  dessas  ires  aproximagoes  envoi  vein  c>  mesmo  numero  de  parcelas. 


Thomas  Simpson  (1710-1761)  M  at  em  Slice  ingles. 
Simpson  era  HI  ho  de  um  tecelao.  Ele  lol  \  rein  ado  para 
seguir  os  passos  do  pai  e  love  pouca  edueagao  formal  no 
cotuego  de  sua  vida.  Sou  mtcresse  por  Ciencia  e  Mate- 
mat  ica  surgiu  cm  1724,  quando  presenciou  urn  eclipse 
do  Sol  e  recebeu  do  is  Hvros  de  uin  vended  or  a  mbul  an¬ 
te,  it  in  sobre  Astro  logi  a  e  0  outre  sob  re  Aritmdtica.  Simpson 
rapidamente  absorveu  sens  conte  lidos  e  logo  tornou-se,  com 
sucesso,  adivinho  local.  Sua  situagao  fi nance ira  melhorada  per- 
iniriu-lhe  desistir  da  teodagem  e  easar-sc  com  sua  patroa.  Entao, 
em  1733,  um  incident#  desafortunado  e  misterioso  forgo u-o  a 
mudar-se.  Elc  sc  estahcleccu  em  Derby,  undo  lecionou  cm  uma 
escola  noturna  e.  durante  o  dia.  trabalhou  em  uma  tecelagem. 


Em  1736,  mudou-se  para  Londres  c  publicou  sen  primeiro  tra- 
balho  matem&tico  em  urn  peribdieo  chamado  Indies's  Diary  (do 
qual,  mais  tarde,  torn ou-$e  editor).  Em  1737,  publicou  um  bem- 
succdido  livro  de  Cttlculo.  o  qual  possibili  tou-1  he  largar  comple- 
tamente  a  tecelagcin  c  concentrar-sc  cm  ensmare  escrcver.  Sua 
sorte  melhorou  mats  ainda  ein  1740,  quando  alguem  chamado 
Robert  Heath  0  acusoti  de  pUgio,  A  public  id  ade  foi  maravilho- 
sa,  e  Simpson  conseguiu  escrcver  rapidamente  uma  sticessSo  de 
livros-tcxto  dc  grande  sucesso:  Algebra  [dez  edigoes  mats  tradu- 
gdes),  Geometria  (doze  edigoes  mais  tradugoes),  Trigonometria 
(cinco  edigoes  mais  tradugdes)  e  inumems  outros.  E  interessante 
notar  que  Simpson  nao  descobriu  a  icgra  que  leva  scu  no  me,  El  a 
era  um  resultado  beta  conhecido  em  sua  dpoca. 
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U  do  os  va  lores  do  Mii}  e  7'l[}  do  Exemplo  2  e  o  valor  de  5l0  da  Tube  la  8.7.7.  temos 

I E\{ [  =  |  In  2  -  M|0 1  10,693147181  -  0,692835360|  =0,000311821 

|£r|  =  |  In  2-  Tl0\  ^  10,693147181  -  0,693771 403 1  -  0,000624222 
\Es\  -  |  In  2  -  Sp\  *  10.69314718]  -  0,693150231)  -  0,000003050 

Coniparatido  esses  erros  absolutes,  tie  a  claro  que  S]0  e  unm  aproximagao  muito  mais  prccisa 
de  In  2  do  que  Ml{i  ou  Tltl.  < 


Tiibela  8.7.7 


/ 

KXTKIiVK) 

Xi 

y  r  =  /(*,-)  =  i7t- 

MULTI  PLICA  DOR 

Wi 

0 

1,0 

1 ,000000000 

\ 

1 ,000000000 

1 

u 

0,909090909 

4 

3,636363636 

2 

1,2 

0.833333333 

2 

1 ,666666667 

3 

1.3 

0,769230769 

4 

3,076025077 

4 

1,4 

0,7 1 4285714 

2 

1,428571429 

5 

1,5 

0*666666667 

4 

2,666666667 

6 

Kb 

0,625000000 

2 

1 ,250000000 

7 

1,7 

0.588235294 

4 

2,35294 1  i  76 

8 

1,8 

0,555555556 

2 

i ,  in  1 1  rn  i 

9 

1.9 

0.5263 1 5780 

4 

2,10526315$ 

10 

2,0 

0,500000000 

1 

0,500000000 

20,794506921 

i 

^  i  ,h  =  (^(20,794506921) 

=  0.603150231 

in 


\* —  A  x  — —  A  x  — *j 

Figura  8.7.4 


■  INTERPRETAQAO  GEOMETRJCA  DA  REGRA  DE  SIMPSON 

A  aproximagSo  pelo  ponto  medio  (ou  pela  reta  tangente)  e  a  aproximagao  trapezoidal  de  uma 
integral  detinida  baseiarmse  na  aproximagao  de  um  segmento  da  curva  v  —  fix)  por  um  seg~ 
memo  de  reta.  A  intuigao  sugere  que  essas  aprox  imagoes  poderiam  ser  melhoradas  usando 
arcos  parabolic  os  cm  vczdc  segmentos  de  reta,  incorporando,  assim,  a  eoncavidade  da  curva 
v  ~j\x)  na  aproximagao. 

Essa  idol  a  e  carregada  por  uma  formula,  algumas  vezes  chamada  de  regra  do  tergo. 
Essu  regra  expressa  a  integral  definklade  uma  fungao  quadratics  g(x)  =  Ax2  4-  B.x  +  C  em 
term  os  dos  valores  Yi  e  dc  g  no  extremo  esquerdo,  no  ponto  medio  e  no  exlremo  direifo, 
respecti vamente,  do  intervale  de  integragao  [m  —  Aa\  m  +  Ax  |  (ver  Figuru  8.7.4), 


L 


m  CA.v 


Ax 

(Ax2  +  Ex  +  C)  dx  =  —  [Y0  +  4F|  +  Y2 } 


iii^Ax 


Deixamos  a  cargo  do  lekor  verifkaressa  regra.  Aplicando  a  regra  do  tergo  aos  subintervalos 


[X2k-i,  x2k  l  com  &  ™  Iv-.  «,  chcgamos  a  Formula  (6)  da  regra  do  Simpson  (Excrdcios  49- 
50).  Assim,  a  regra  de  Simpson  corresponde  a  integral  de  uma  aproximagao  quadraliea  por 
paries  dc/tv). 


■  ESTIMATIVAS  DOS  ERROS 

Ha  duas  fontes  de  erros  com  tod  os  os  metodos  estudados  nest  a  segue:  o  erro  de  t  nine  amen¬ 
ta,  ou  intrfnseco*  devido  a  formula  de  aproximagao,  e  o  erro  de  arredondatnento,  introdu- 
zido  nos  cdlculos.  Em  geral,  aumentando  n  reduzimos  o  erro  de  Iruncamento  mas  aumen- 
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tamos  o  erro  de  arredondamento,  jii  que,  para  n  grande,  necessi  tamos  de  mats  calculus,  Em 
ap] leagues  praticas,  e  i  mporlante  saber  quao  grande  devemos  tomar  n  para  garantir  um  grau 
de  precis  ao  especifieado.  A  analise  do  erro  de  arredondamento  nao  sera  considerada  neste 
texlo,  por  ser  muito  complicada.  Coniudo,  os  teoremas  seguintes,  provados  cm  tivros  de 
Analise  Numdrica,  dao  cotas  super  lores  para  os  erros  dc  t  rune  amen  to  das  aproxi  imagoes 
pelo  ponto  medio,  trapezoidal  e  pela  regra  de  Simpson. 


8.7,2  tkokkma  (Estimativa  do  Erro  pelo  Ponto  Medio  e  Trapezoidal) 
contmua  em  [a,  b]  e  se  Kiforo  valor  maxima  de  \  ff,(x)\  em  la,  H  entdo 

(b  -  a)\K2 


( 


#  I^mI  =  I  /  . 

I  Jij 

-if 


HO  dx  -  M„ 


(b)  \Er\ 


f(x)  dx  -  T„ 


< 


1  24  n2 

(b  -ay'Kj 

12^ 


Se  r  for 


(10) 


(11) 


8,7.3  rKOUKMA  {Estimativa  do  Erro  em  Simpson)  Se  f'A)  for  contmua  em  [a,  h  \  e  se 
Kf  for  o  valor  maxima  de  |  /l4'(.v)i  em  [a,b],  entdo 


Hi 


EsI  =  /  fO)dx-S2„ 


(b  -  afKA 

1 80<2nJ4 


(12) 


►  Exemplo  7  Encontre  uma  cota  superior  para  o  erro  ahsoluio  que  resulia  da  aproxi- 
maczto  de 

f2  I 

!n 2  —  /  -dx 

J  t  v 

tisando  (a)  a  aproxiniagao  pelo  ponto  medio  M[0  com  n  =  10  subintervalos,  (b)  a  aproxi- 
magao  trapezoidal  TU]  com  n  =  10  subimcrvalos  e  (c)  a  regra  de  Simpson  Su 5  com  2 a  =  10 
subintervalos. 


Sotu$do  Apl  iearemos  as  Fdrmulas  ( 1 0),  ( 1 1 )  e  ( 1 2)  com 

fix)  =  a  -  I  e  b  —  2 
x 

Para  ( iO)  e  ( 1 1)  usamos  n  -  10;  para  (i2)  us  am  os  2n  =  10,  on  n  -  5.  Tern  os 


fix)  =  1  2  ‘  6 


x2 


no  =  -r,  /  %»•)  = 


v 


-r 


fIA>(X)  = 


24 

7* 


Observe  que  as  cotas  superiors  cal- 
culadas  no  Exemplo  7  sao  consisted 
tes  com  os  vaiores  |  Em  |r !  Et  \  e j  E$  \ 
calculados  no  Exemplo  6.  mas  sac 
consideravelmente  maid  res  do  que 
aquelcs  vatores,  E  bem  comum  qua 
as  cotas  superiors  dos  erros  absolu¬ 
tes  dadas  uosTdoro  mas  3.7,2  e  8.7.3 
oxcedam  subslancialmente  os  erros 
absolutes  verdadeiros.  Conludo.  isso 
nSo  dimim  jI  a  uiilidade  dcssas  cotas. 


Assim, 


2 

24 

x3 

=  1  / J  (-01  = 
x * 

JC5 

24 


(13-14) 


onde  ignoramus  os  valorcs  absolutes  porque  /"(■*)  c  /<4>(x)  tern  vat  ores  positives  em  i  <  x  <  2, 
Como  (13)  e  (14)  sao  continues  c  decresccntes  cm  [  1 , 2],  ambas  as  fungocs  tern  sens  valorcs 
maxim  os  cm  x  =  1;  para  (13),  esse  valor  maxi  mo  e  2  c,  para  (14),  o  valor  maxi  mo  e  24*  Ass  ini, 
podemos  tomar  K?  —  2  em  (10)  e  (1 1)  e  K*  =  24  em  (12).  Results 

(b  -  afKi  \*  ■  2 


\E*t\< 


I  Er\< 


if 


24/i2  24-  1 02 

(b-a)*K2  I1  2 

1 2  ti2  ~  12-  10- 

(b  -  afKA  3?-24 


0.000833333 


0.001666667 


180(2  tty 


\4 


3  80  ■  !  04 


0,000013333  + 
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►  Exemplo  6  Quant  os  subinterval  os  deveriam  ser  u  sad  os  para  aproximar 


In  2  = 


j i  t 


pci  a  regra  de  Simpson  para  obter  uma  precisfio  dc  cinco  casas  decimals? 

Solugao  Para  obter  uma  precisao  de  cinco  casas  decimals,  devemos  escolhcr  o  mint  era  de 
subinterval  os  de  tal  mode  que 

|  Ex  I  <  0.000005  =  5  x  ur6 

Por  ( 1 2),  isso  pode  ser  alcan^ado  tomando  2//  na  regra  dc  Simpson  de  tal  modo  que  val ha 

(b-afKt 


4  - 


<  5  x  10 


-6 


180(2  iiY 

Fazendo  a  =  1,  b  =  2  e  KA  —  24  (oblido  no  Excmplo  7)  nessa  desigualdade*  resulla 


1 5  24 


180  ■  (2n)4  - 

que,  tomando  recfprocos,  pode  ser  escrita  como 


<  5  x  10“6 


(2 nf  > 


2  x  106 
73 


on  nA  > 


104 


Assim, 


n  >  -r —  ^  6.389 

^6 


Como  6  urn  inteiro,  vein  os  que  n  -  7  e  o  menor  valor  de ;;  que  sat  is  fa/  essa  exig^tieia,  com 
2 n  =  14.  Assim,  a  aproximacao  Su  com  14  sublntervalos  produz  uma  precisao  de  cinco  casas 
decimals.  ^ 


Nos  casas  em  que  4  diticiE  encontrar  os  vatores  de  K*  e  Ki  nas  Formulas  {10),  (11)  e  [12)h  pode  mo  s  trocar 
essas  constantes  por  quatquor  constants  maror.  For  exempio,  suponha  quo  uma  constants  K  quo  possa  ser 
encontrada  facilmente  de  a  certeza  de  que j  /Tt)|  <  ^  no  intervato.  Ent&o  K*  <  K  e 


(15) 


de  modo  que  o  fado  dtreito  de  (15)  tamtam,  uma  cota  superior  do  valor  de  j£V|.  Conludo,  uttondo  A",  pro- 
vavel monte  aumentara  o  valor  ealeui ado  do  n  qua  4  necess^rto  para  a  tolerSnda  do  erro  dada.  Muilas  aplJcaoSes 
envoi vem  a  resolucio  desses  assuntos  pr&ticos  oonoor rentes,  exemplificados  aqui  pola  compensa^ao  entre  a 
conveniencfa  de  encontrar  uma  cota  qrosseira  para  |  /"(a')|  o  a  eficiencia  de  ulilizar  o  manor  n  po&siVet  para  a 
precis&o  deaejada. 


►  Exemplo  9  Quantos  subintcrvalos  deveni  ser  us  ad  os  na  aproximacao  de 

cos  (a -2)dx 

pelo  pun  to  medio  para  uma  precisao  tie  tres  casas  decimals? 

SoUiqao  Para  obter  uma  precisao  de  ties  casas  decimals,  preci samos  escolhcr  n  de  tal  for¬ 
ma  que 

\EM |  <  0,0005  =  5  x  10“4  (16) 

A  partlr  de  (10)  com  fix)  -  cos(.v'),  a  -  0  e  b  -  1 ,  uni  limite  superior  para  o  erro  |  j  c  dado  por 

K2 
24 n* 


I Em\  < 


(17) 
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v  =  =  |4v:  cos  Or)  +  2  sen  (a2)| 


Figure  8.7.5 


(18) 


onde  |  K2  \  d  o  valor  maxi  mo  de  I  /"( x)\  no  intervalo  [0,  J  ],  Mas, 

f'(x)  -  ~2x  so  n  (a  2) 

/"(a)  -  -4a  ’  coa(x2)  -  2  scn(.r)  =  -  [4a  cos(.v2)  +  2  sen(jc2)S 

e  porta  n  to, 

I  /"(*)  |  =  1 4x2  cost-v1)  +  2  scnCv2) 

Soria  cansativo  buscar  analiticamentc  o  valor  maximo  dessa  fungao  no  intervalo  |(X  1 |.  Para 
x  cm  [0,  1  ],  6  tael!  ver  quo  catia  urna  das  expressoes  a“,  cos  (a  )  e  sen  (a")  e  liniitada  por  l  cm 
valor  absokito,  de  modo  que  |  4a2  cos  (a2)  +  2  soii(a2)  |  £  4  +  2  -  6  em  [0,  I  ].  Podemos  melho- 
rar  isso  usando  um  rccurso  gralico  para  esboqar  |  fff(x)  |,  como  mostramos  na  Figura  8.7.5.  E 
evidente  polo  gr^fleo  que 

|  f,f(x)  |  <  4  para  0  <  a  <  1 
Dcsse  modo,  temos  a  partir  de  (17)  que 

a:2  4  I 

|£wl  ~  24^  <  24^  ~  6^ 

c  as  si  in  podemos  satis  faze  r  (16)  escolhercdo  n  de  forma  que 

1 


6fi' 


<  5  x  10  4 


o  que  pode  ser  eserilo  como 


/r  > 


IO4 

30 


ou  n  > 


10- 


a*  18.257 


0  me  nor  valor  de  n  que  sat  is  fa  z  essa  dcsigualdadc  e  n  =  19.  As  si  m,  a  aproximagao  pclo  ponto 
mtxiio  M[V  usando  1 9  subiiitervalos  produz  uma precisao  de  ires  casas  decimals,  < 


■  UMA  COIVJPARAQAQ  ENTRE  OS TRES  METODOS 

Dos  tres  me  rod  os  estu  dados  nest  a  segao,  a  regra  de  Simpson,  em  geral,  produz  resultados 
mais  precis  os  do  que  as  aprox  imagoes  pclo  ponto  medio  ou  trapezoidal,  com  a  mesma  quan- 
tidade  de  trabalho,  Para  tornar  isso  plausfvel,  vamos  express  a  r  (10),  ( 1 1 )  c  (12)  cm  termos  do 
comprimento  do  subintcrvalo 


e 


Obtemos 


(verifique).  Portanto,  para  a  regra  de  Simpson,  o  li mite  superior  do  erro  absolute  6  propor- 
e  ion  a  I  a  (Ax)\  en  quanto,  para  aprox  imagoes  pclo  ponto  medio  e  trapezoidal,  6  proporcional  a 
(Av)\  Assim,  reduzindo  o  comprimento  do  intervalo  por  um  fatorde  10,  por  exemplo,  reduz- 
se  o  I  unite  do  erro  por  um  fator  de  100  para  o  ponto  medio  e  o  trapezoidal,  c  por  um  fator 
de  10.000  para  a  regra  de  Simpson.  Isso  sugere  que  a  precisao  da  regra  de  Simpson  melhora 
muito  mats  rapidamentc  do  que  a  das  oulrus  aproximagdes. 

Como  nota  final,  observe  que,  sc  f(x)  for  um  polinomiode  grau  3  on  me  nor,  entao  temos 
f4\x)  —  0  para  lodo  a;  assim,  Ktl  =  0  em  (12)  e,  consequenienieme,  \ES\  =  0.  Logo,  a  regra  dc 


b  —  a 

A  a  = -  para  Mn  e  l  n 


b  —  a 

A  a  —  — — -  para  S 

2  n 


2tj 


<  1  K,(b  a)  (Ax)2 
~  24  - 

(19) 

<  ~Kj(b-<i)(Ax)2 

\  2 

(20) 

<  —rKAb  —  a){  Ax)4 

~  180 

(21) 
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Simpson  da  res u Kudos  exatos  para  potinomios  de  grau  3  ou  menor  Analogameme,  as  apro- 
x imagoes  pclo  ponto  medio  e  trapezoidal  dao  lesultados  exatos  para  polindmios  de  grau  1  on 
menor,  (Q  lei  tor  deve  ser  capaz  de  ver  isso  geomelricameiUe,) 


EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  8.7  {Verpagina  569 para  respostas .) 


1,  Seja  Ttt  a  aproximagao  trapezoidal  para  a  integral  de  fin  id  a  de 
fl A-)  sobre  um  imervalo  [«,  6]  usando/!  subintervalos. 

{ a)  E  m  te  r  mo  s  de  Lt,  e  Rti  (as  aprox  i  m  agocs  pel  os  ex  t  re  mo  s  es- 
querdo  e  dircito).  temos  7’  - _ , 

(b)  Em  term  os  dos  valores  y0,  y  ( . yrt  da  fungao  nos  ex- 

memos  dos  sub  interval  os,  temos  T  = 

2,  Sejam  /  a  integral  definida  de  /  sobre  urn  i liter valo  [a,  b]  e  Tt.  e 

Mn  as  respect!  vas  aprox imagSes  trapezoidal  e  polo  ponto  medio 
de  /  para  urn  n  dado.  Suponha  que  o  grafico  dc/seja  concavo 
para  dma  no  iniervalo  [a,  6];  ordene  as  quantidadcs  Tsr  Mn  e  /  de 
menor  para  maior; _ < _ < _ . 

3,  Seja  SlM  a  aproximagao  peta  regra  do  Simpson  da  integral  defi¬ 
nida  dc  fix}  sobre  um  iniervalo  [«*/>]  usando  2n  sub  interval  os. 


(a)  Em  termos  de  Mn  e  Tr;  (as  aprox  imagoes  pelo  ponto  medio 

e  trapezoidal),  temos  - _ ,+ 

(b)  Em  term  os  dos  valores  Jo.  Vi ,  -  - . ,  }'2n  da  King  an  nos  ex¬ 
tremes  dos  sub  interval  os,  temos  .S^  = _  . 

4.  Suponha  que  &eja  continue  em  [(L  l|  eque  f^\x)  satis- 
faga  |/lt,(.e)|  <  1  ent  fO,  1 1,  para  k  =  I,  2.  3. 4,  En  coni  re  um  a 
cot  a  superior  para  o  eno  absolute  que  resulta  de  aproximar  a 
integral  definida  de  /  sobre  |0,  1 1  usando  (a)  a  aprox imagio 
pelo  ponto  medio  MJiP{ b)  a  aproximagao  trapezoidal  Ti0  e  (c)  a 
regra  de  Simpson  Sm. 

5.  A  proximo  /  sen  dx  usando  o  melodomdicado. 

Jo 

(a)  M4  = _  (b)  T4  = _ 

<c)  £<=, _  (d)  $s  = _ 


EXERCICIOS  8.7  ®CAS 


1-6  Use  tt  =  10  subintervalos  para  aproximar  a  integral  com  a 
aproximagao  (a)  pelo  ponto  niddio  e  (b)  trapezoidal  e  use  2rt  = 
10  para  aproximar  a  integral  com  a  (c)  regra  de  Simpson.  Em 
cad  a  caso.  encontre  o  valor  exato  da  integral  e  aproxime  o  erro 
absolute,  Ex  pres  se  suas  res  post  as  com  pelo  me  nos  quatro  casas 
deci  mais. 


7-12  Use  as  desigualdades  (10).  (1  I )  e  ( 1  2)  para  cncontrar  colas 
super  tores  para  os  erros  nas  paries  (a),  (b)  e  (c)  dos  exerclcios 
indieados. 


7,  Exercfcio  1  8.  Exercfcio  2  9.  Exercfcio  3 

10,  Exercfcio  4  II*  Exercfeio  5  12.  Exercfcio  6 

13-18  Use  as  desigualdades  (10),  ( M  )  e  (12)  para  cncontrar  um 
niimero  n  de  subintervalos  para  a  aproximagao  (a)  pelo  ponto 
medio  e  (b)  trapezoidal  que  gamma  que  o  erro  absolute  seja  me¬ 
nor  que  o  valor  dado,  Tambdm  encontre  um  niimero  2 tt  de  subin- 
lervalos  que  garanta  que  o  erro  absolute  na  aproximagao  pela  (c) 
regra  tie  Simpson  seja  menor  que  o  valor  dado. 

13*  Exercfcio  1;  5  x  KT4  14.  Exercfcio  2;  5  x  10 

15.  Exercfcio  3;  10"'  16,  Exercfcio  4;  10"’ 


17.  Exercfcio  5;  10"!l  Iff.  Exercfcio  6;  10 


19-20  Encontre  uma  fungao  g(.v)  da  forma 

g(x)  s£  Ax2  +  Bx  Hh  C 

eujo  grafico  con  ten  ha  os  pom  os  (m  —  Ax,  f(m  —  Ax)), 
(m ,  f(m)'K  (m  -r  Ax,  f(m  -S-  A.v)),  ondc/iv)  c  a  funccio  dad  a,  e 
para  os  valores  dados  de  m  e  Ax,  Ontao  verillque  a  Formula  (9); 

fm+Ax  Ax 

/  g(x)d*^—  [F0  +  4F!  +  Y2i 

Jin—x  jr  d 

ondc  Y{)  ™  ™  Ax),  Yt  =  f(m)  e  Yz  —  f{m  +  Ax). 


19.  f(x)  =  ™;  at  =  3,  Aa  =  I 

x 

fW  =  seirbT.v);  m  =  ^  Ax  =  | 


21-26  Aproxime  a  integral  usando  a  regra  de  Simpson  com  In  = 
10  iniervalo  s  e  compare  sua  res  post  a  com  aquela  produzida 
por  algum  recur  so  coirtpumcional  provide)  dc  integragao  nu- 
m  erica.  Ex  pres  se  suas  respostas  com  pelo  men  os  quatro  casos 
decimais. 


f *  2  X 

21.  /  e"x  dx  22.  /  — _ -  dx 

Jo  Jo  Zl  +  X2 
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sen (*2)  dx 


27-28  0  valor  estate  da  integral  dad  a  6  x  (eon  lira).  Use  jf  -  10 
subinicrvalos  para  aproximar  a  integral  coin  a  aproximaqao  (a) 
pelo  porno  m£dio  e  (b)  trapezoidal  e  use  2n  =  10  para  aproximar 
a  integral  com  a  (c)  regra  de  Simpson.  De  uma  eslimaliva  do 
erro  absolute  e  ex  pres  se  suas  respoxtas  com  pelo  menos  quatro 
casas  decimals. 


29*  No  Exeinplo  8.  niostiamos  quo  2n  =  14  subdivides  garantem 
que  a  aproxima^ao  dc 

f2  1 

In  2=  /  —  dx 
Ji  x 

pel  a  regra  de  Simpson  c  precisa  com  ctnco  casas  decimals. 
Coni] r me  isso  comparando  a  aproximafao  de  In  2  pela  regia  dc 
Simpson  com  2ti  —  14  ao  valor  produzido  di  retamers  te  de  sen 
recurso  computacional . 

30*  Em  cada  parte,  determine  se  a  aproximagao  trapezoidal  subes- 
Lima  ou  superestima a  integral  delinidadada. 

(a)  /  cos£r)flv  (b)  /  cos(-ir)  dx 

Jo  J 3/: 


31-32  E  neon  ire  um  valor  de  n  que  gam  n  I  a  que  o  erro  absolmo 
na  aproxima^So  da  integral  com  a  aproxima^ao  pelo  ponto  m&jio 
seja  interior  a  1 0  ",  De  uma  estimativa  do  erro  absoluto  c  express 
suas  repos  Las  com  pelo  menos  quatro  casas  decimals. 


x  sen  v  dx 


33-34  Most  re  que  as  design  aid  ades  ( 1 0)  c  (I  I )  nao  tern  serventia 
para  ertcontrar  uma  cota  superior  para  o  erro  absolute  que  rcsulta 
de  apmximar  a  integral  dada  com  as  aprox  imagoes  tan  to  pelo  pon- 
lo  medio  quanto  trapezoidal. 


35-36  Use  a  regra  dc  Simpson  com  2/?  -  10  sub  interval  os  para 
apmximar  o  com  pri  memo  da  curva.  Expressc  sua  re  post  a  com 
pelo  menos  quatro  casas  decimais. 


e  a  regra  de  Simpson  para  aproximar  o  nurnero  de  pds  per- 
corridos  nos  15  primeiros  segundos,  Arredondo  saa  resposta 
ate  o  pc  mats  proximo.  \Sitgestdf>:  Distancia  pci  corrida  - 
Jq5  v(r)dt'] 

FOrile:  Dados  da  rcvisca  Car  and  Driver*  November  2003. 


Tempo  /  (si  Figure  Ex-37 

38*  Um  grali co  da  curva  acelera^ao  a  versus  tempo  i  para  um 
objeto  movendo-se  cm  I  inha  retaesta  na  flgura  abaixo.  Es- 

iime  as  accleragdes  cm  t  =  0,  1, 2 . 8  s  a  parti r  do  gniii- 

co  e  use  a  regra  de  Simpson  para  aproximar  a  variaqao  da 
\  eiocidade  der  =  0ai  =  8$,  Arredonde  sua  resposta  aid 
0  ddcimo  de  cm/s  mais  proximo.  [Sugestao^  Varia^So  na 
velocidade  =  j0  a(t) dt.) 


Tempo  t  is)  Figura  Ex-38 


39*42  Os  metodos  de  integragao  numeric  a  podeni  ser  usados  cm 
problemas  nos  quais  os  vakires  do  integrando  sao  Lilo-somcnte  da¬ 
dos  por  mensura^ao  ou,  entao,  determinados  experimental  mente. 
Use  a  regra  de  Simpson  para  estimar  o  valor  das  integrals  re  leva  n- 
tes  nestes  exercicios. 


39*  A  label  a  abaixo  da  as  vclocid tides  cm  mil  has  por  segundo  cm 
varies  instantes  para  um  foguete  tie  teste  lan^ado  para  cima  da 
supcrlTeic  da  Terra.  Use  esses  v  at  ore  s  para  aproximar  o  niimcro 
dc  mil  lias  percorridas  dura  me  os  primeiros  180  s.  Arredonde 
sua  resposta  ale  o  decline  de  mi  I  ha  mats  proximo,  1  Sagestfio: 
Disiancia  pereorrida  -  v{t )  dt,] 


35*  v  =  cos  v.  -jr/2  <  x  <  jt/2 
36*  v  =  Ur.  3  <  x  <3 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


37*  A  figura  a  segutr  mostra  um  grafico  da  curva  velocidade  e.' 
versus  tempo  t  para  uma  hateria  de  testes  do  aulomdvel  Mit¬ 
subishi  Gal  am  ES  De  uma  estimativa  das  velocidade  s  cm 
t  =  0;  2,5;  5:  7,5;  10:  1 2,5  c  15  s  a  parti r  do  graiieo.  convcrta 
pd/s  usando  1  milha/h  =  ft  pes/s  e  use  essas  vclocidades 


TEMPO  I  (s) 

VELOCIT>ADB  V 
ftni/s) 

0 

0,00 

30 

0,03 

60 

0,08 

90 

0,16 

120 

0,27 

150 

0,42 

180 

0,65 

Figura  Ex-39 
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40*  A  tab  el  n  abaixo  mostra  as  velocidades  de  uma  bala  safdn 
da  boca  de  urn  Nile  cm  varias  d  i  stand  as.  Lise  esses  valores 
para  aproximar  o  mlmeTO  de  scgundos  para  a  bala  pereorrer 
1 ,800  pcs,  Ex  pres se  sua  resposta  ate  o  cent  mo  de  scg un¬ 
do  mats  proximo.  [Suggs  tap:  Se  v  lor  a  vcloetdade  da  bala 
e  x  a  d  island  a  percorrida*  entao  v  =  dx/dif  logo  dt/dx  -  Mv  e 
r  —  f^m(]/v)dx.] 


D1STANCIA  X 
(p^s) 

Vlil.OC;iI)ADU  V 

(pes  A) 

0 

3100 

300 

2908 

600 

2725 

900 

2549 

1 200 

2379 

1500 

2216 

IS0Q 

2059 

Figura  Ex-40 


41.  As  medidas  de  um  caco  de  ceramics  deseoberto  em  mna  es- 
cavag3o  arqueoldgica  revel  am  que  ele  veio  de  am  pote  com 
uma  base  plana  e  secqao  transversal  circular  (vcr  figura  abai- 
xo),  A  figura  mostra  medidas  do  raio  interior  do  caco  feitas 
a  cada  4  cm  a  partii  da  base  cm  direqao  ao  topo.  Use  esses 
valores  para  aproximar  o  volume  interno  do  pote  aid  o  ddci- 
mo  de  litro  mats  proximo  (I  /  =  LOOOcm1).  [Sugesffitr.  LJsc 
7,23  (volume  por  seccao  transversal)  para  estabelceer  uma 
integral  apropriada  parao  volume.) 


A.v(cm) 


Figura  Fx-4l 


42*  Engenheiros  querem  const  rut  r  uma  estrada  ret  a  e  nivclada, 
com  600  pes.  de  comprimento  e  75  pes  de  largura,  fa /.on  do 
Lirn  eorle  at  raves  de  urn  morro  (veja  a  fig  Lira  a  seguir).  As 
all  uras  do  morro  acima  da  I  in  ha  cent  ml  da  estrada  proposta, 
obddas  de  varies  ponies  de  um  mapa  topogrdlico  da  regiao, 
estlo  na  label  a  que  segue.  Para  eslimar  o  eusto  da  constm- 
gao*  eles  precis  am  eorthecer  o  volume  de  terra  quo  dove  ser 
removido.  A  proximo  esse  volume,  arredondando  ao  pd  eti  bi¬ 
ce  mais  proximo,  [Sugestaa:  Primeiro*  estabelega  uma  inte¬ 
gral  para  a  d  re  a  da  segno  transversal  do  cone  ao  longo  da  li- 
n ha  central  da  estrada;  depois.  su porch a  que  a  altura  do  morro 
nao  varie  entre  a  linha  central  c  as  margens  da  estrada.  1 


DISTANCE  A  ALTURA 


1 11  I  K  Ui )  NT  A I .  x  (  I’hJs)  It  (pes ) 


Figura  Ex-42 

[cj43,  Seja  f{x)  -  eosU2). 

(a)  Use  um  CAS  para  aproximar  o  valor  miiximo  de  |  /%*’)! 
cm  (0.  I]. 

(b)  Qua!  d  o  tamanlio  dc  it  na  aproximagao  do  porno  medio  do 
ft mdx  para  garantir  quo  o  erro  absoluto  seja  menor 
do  que  5  x  10  Compare  sen  resultado  com  o  obtido  no 
Exempt  o  9. 

(c ')  C  al  cu  I  e  a  i  titegra I  u  sando  a  ap rox  i  m aqao  pci  o  pont o  m cd  i  o 
com  o  valor  dc  it  obtido  cm  (b). 

[c]44«  Seja  /(  v)  =?  V 1  +  x:\ 

(a)  Use  um  CAS  para  aproximar  o  valor  maxi  mo  de  |  j"(x)[ 
cm  (0,  i  ]. 

(b)  Qua  I  6  o  t  a  man  ho  dc  n  na  aproximaqao  trapezoidal  dc 
j0  fix)  dx  para  garantir  que  o  arm  absoluto  seja  mcnordo 
que  1 0"'9 

(c)  Calcule  a  integral  usando  a  aproximagao  trapezoidal  com  o 
valor  de  n  oblido  em  (b). 

]c]45,  Seja  f(x)  =  eosf.v2). 

(a)  Use  ti  m  CAS  para  aproximar  o  valor  maxi  mo  dc  |/"1'(ai)| 
cm  [0*  1]. 

(b)  Qua!  c  o  tain  an  ho  de  2/t  na  aproximaqSo  de  f$f(x)dx 
pel  a  regra  de  Simpson  para  garantir  que  o  erro  absolute 
seja  menor  do  que  10  J? 

(c)  Calcule  a  integral  usando  a  regra  dc  Simpson  com  o  valor 
de  n  obtido  cm  (b). 

GO 46.  Seja  f(x)  =  s/T+X. 

(a)  Use  um  CAS  para  aproximar  o  valor  maximo  do  |/"',(.v)l 
cm  [0,  1  ]. 

(b)  Qua!  6  o  tamanho  de  2  n  na  aproximagao  dc  j*/M  dx 
pel  a  regra  de  Simpson  para  garantir  que  o  erro  absoluto 
seja  menor  do  que  10"*? 

(c)  Calcule  a  integral  usando  a  regra  de  Simpson  com  o  valor 
den  obtido  em  (b). 


ENFOCANDO  CONCEITQS 


47,  (a)  Verifque  que  a  media  das  a  proximities  pelo  extremo 
esquurdo  e  pcio  extreme  direito  datlas  na  Tabela  H.7.1 
da  a  Formula  (2)  da  aproximagao  trapezoidal. 

(b)  Suponha  que/seja  uma  fungao  conltnua  e  nao-negaliva  no 
intervalo  |n,  h  \  e  subdivida  |  a,  £  j  em  pomes  igualmente 
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espagados  a  —  a'q  <  a.]  <  ■  ■  *  <  .vir  =  lr  Encomre  a 
irca  do  trapezio  sob  o  segmemo  de  reta  quo  liga  os  pon¬ 
ies  to,  f{x t))  e  (xk±\,  f(x e  adma  do  intervale 
I  v* ,  -V^+]  J.  Mostre  que  o  lado  dinsito  da  Formula  (2)  6  a 
soma  dessas  Sreas  de  trap&ios  (Figura  8.7. 1 ), 

48.  Seja  /  uma  fungao  que  e  positiva,  corufnua,  deereseente  e 
coneava  para  l>aixo  no  intervale  [a,  b\.  Suponha  que  o  inter¬ 
val  o  [a.  b]  csteja  subdividido  cm  n  sub  interval  os  de  mesmo 
com  prime  me.  Arranje  as  a  prox  imagoes  de  j  Jf(x)dx  a  se- 
guir  em  erdem  deereseente  de  vale  res:  pelo  extrema  esquer- 
do,  pelo  extreme  direito,  pelo  panto  medio  e  trapezoidal. 

49.  Suponha  que  A.v  >  0  eque  g{,v)  —  Ax2  +  Hx  4-  C,  Seja 
hi  inn  mi  me  re  u  delina  Y0  =  g(m  —  Ax),  Y]  =  g  (w )  e 
Y2  —  g(m  4-  Ax).  Verilique  a  Formula  (9): 

nfi+A.v  a 

g(x)dx  =  —  [Yq+4Yi  +  Y2] 

'rn^Ax 


r 


SO.  Suponha  que  /  seja  uma  fungao  comfnua  e  nao-negaiiva  no 
intervale  [a.  b]  e  subdivide  o  intervale  [a.  /;]  em  pontos  igual- 
mente  espagados  a  =  xq  <  .ri  <  ■  ♦  ’  <  —  b.  Defina 

>V-  “  /to),  £  =  (h  1 . 2ti.  Seja  g;  (x)  a  lung  ao  da  forma 

gf  (.v)  =  Ax2  +  Bx  -j-  C  que  passa  pel  os  pontos  (jejf,  yn)* 

(Aj2/+|,  Vir+I  )  e  U'2r+2,  }r2l+2)i  i  =0.  I . M  —  h  Vefi- 

fique  que  a  Formula  (6)  calcula  a  area  sob  o  gralieo  de  uma 
fun gao  quadrat ica  por  partes,  mostrando  que 


gi(x)dx 


±U“ 

j'=D 

_  1  (b^&\ 
~  3  V  2n  ) 


[  Vo  +  4yt  +  2 >7  -1-  d  vv  -1“  2v4  + 
+  2  Vir— 2  +  4v2«-E  +  J2rj] 


/  RESPOSTAS  DOS  EXERCiCIOS  DE  COMPREENSAO  8. 


1-  (a)  kL„  +  R„)  (b) 


fh  —  a 

\  2 n 


[yo  +  2r>:]  +  j  ■ j  4-  2yrt_i  +  ]  2.  Mn  <  /  <  lf,  3.  (a)  |(2Afjr  +  TfJ ) 


(b)  l  ( ^r-^1  [yo  +  4ys  -f-  2v2  +  4yy  -f-  2y4  +  ■  -  ■  4-  2 y2fJ-2  +  4 y>Jr_|  +  y  2lt\  4.  (a) 


3  V  lit 


2400 


(b) 


1 200 


(e) 


1 


]  .800.000 


5,  (a)  0,307385 118  fb>  0.315973361  (c)  0,309943906  (d)  0410248522 


8.8  INTEGRAIS IMPROPRIAS 


Ate  aqui  concent  mmo-nos  mis  integrals  clef  ini  das  com  integrandos  comimios  e  intervaios 
de  mtegragdo  finitos.  Nest  a  &e$ao  ampliaremos  o  concetto  de  integral  defbuda  para  inclnir 
interval  os  de  in  teg  ray  do  infinites  e  integrand  os  que  se  tomans  in  finitos  dentro  dos  intervaios 
de  integra 00, 


■  INTEGRAIS  IMPROPRIAS 

Supoe-se  na  definigao  da  integral  definida 


f 

<J  a 


f(x)dx 


que  [a,  b]  e  um  interval  liniio  e  que  o  limite  que  debne  a  integral  exisle,  islo  e,  que  a  fungao 
/  e  I  meg  ravel..  Observamos  nos  Teoremas  6,5.2  e  6.5,8  que  fungoes  continues  sao  integraveis, 
hem  eo mo  o  sao  fungous  limitadas  com  um  numero  finite  dc  descent inuidades.  Tambem 
observamos  no  Teorema  6.5,8  que  fungdes  nao- limitadas  no  imervalo  de  integragao  nao  sao 
inlegraveis.  Assim,  per  exemplo,  uma  fungao  com  uma  assfntota  vei  l  leal  dentro  do  intervalo 
de  integragao  nao  sen  a  integravel. 

Nosso  objetivo  principal  nesta  segao  e  ampliar  o  concetto  de  uma  integral  definida  para 
permitir  intervales  infinites  dc  integragao  e  integrand  os  com  as  assfntotas  verticals  dentro  do 
intervale  de  integragao.  Vainos  chamar  as  assfnlotas  verticals  de  descontin uidades  infinitas 
e  as  integrais  com  intervales  de  integragao  infinites  ou  com  descontinuidades  infinitas  dentro 
do  intervale  de  integragao  de  integrais  improprias.  Aqui  estao  alguns  exemplos: 
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Integrals  imprdprias  com  intervales  de  integragao  infinitos; 


f^dX  ^  y  /'+“ 

J,  L’d'-  L 


dx 


I  +  -^ 

I  n  t  egra  i  s  i  m  p  rop  ri  as  co  m  dcsc  o  n  f  i  rui  i  clad  os  i  n  f i  n  i  t  as  n  o  i  n  ter va t  o  do  i  n  teg  ragao ; 

•2 

I 


r%  r 

J- 3  X1  J\  X  —  \  Jo 


te  AJ  c/a 


*  Integrals  improprias  com  descon  tinui  dados  infinitas  e  intervales  infinitos  dc  inte¬ 
gral  ao: 

r+K  dx  /■+*  c/a 
Jo  L  h 


sec  x  c/a 


■  INTEGRAIS  SOBRE  INTERVALOS  INFINITOS 

Para  niotivar  uma  definigao  razoavel  para  integrals  improprias  da  forma 


t 

jti 


f(x)  dx 


vamos  eomegar  com  o  case em  que/  e  conlmuae  nao-negativa  ein  [a,  +oo);  assim,  podemos 
pensar  na  integral  conio  a  area  abaixo  da  curva  y  -  f(x)  no  intervalo  [rt,  +oo)  (Figura  8.8 J). 
A  prineipio,  podemos  eslar  inclinados  a  argumenlar  que  essa  area  6  infinita,  pois  a  regiao 
tern  uma  extensao  infinita.  Porem,  ral  argumento  estara  baseado  em  uma  intuigao  vaga,  e  nao 
em  uma  logics  matematica  prccisa,  uma  vez  que  a  coned  to  de  area  foi  sememe  definido  em 
intervalos  de  extensao  fmi fa,  Dessa  forma,  antes  de  iazer  qualqucr  afiimativa  razoavel  sobre 
a  area  da  regiao  na  Figura  8,8  JT  preeisamos  eomegar  por  definir  o  que  entendemos  por  area 
dessa  regiao.  Para  isso,  sera  util  focal izar  um  exemplo  espeefUco. 

Vamos  siipor  que  estamos  interessados  na  area  A  da  regiao  que  esta  abaixo  da  curva 
v  —  1/jf  e  acima  do  intervalo  1 1,  +oo)  do  cixo  a.  Em  vez  de  ten  tar  on  contra- 1  a  toda  de  uma 
vez,  vamos  eomegar  por  calcular  a  parte  dela  acima  do  intervalo  fmilo  [1,  /?],  onde  b  >  I  6 
arbitmrio.  Essa  area  e 


dx 


/ , 


1 

x 


h 

J  I 


=  .-i 

b 


(Figura  8.8.2).  So  permitirmos  b  erescer  de  lal  forma  que  b  — >+oo,  cniao  a  parte  da  area  acima 
de  [I,  b  1  iru  eomegar  a  preeneher  a  area  sobre  todo  o  intervalo  [1,  +oo)  (Figura  8.8.3);  logo, 
podemos  delink  razoavel  mente  a  area  A  sob  y  =  I  /a"  sobre  o  intervalo  [  L  +oo)  conio  sendo 


,  [+*  dx  f 

A  =  I  —  —  Inn  / 

J\  -V2 


~  =  lim  (  1  -  I  ]  =  I 
xl  /?-*+»  \  b 


(1) 


Assim,  a  area  tern  um  valor  finite  de  1,  e  nao  e  infinita,  eomo  hav tamos  conjecturado  ini- 
cialmente. 


40 


Area  =  i 


3 


.x 


n 


Area  = 


.-V 

■> 


Tom  a  ndo  a  discussao  anterior  conio  guia,  vamos  fazer  a  definigao  a  seguir  (que  €  apli 
cave  I  a  fun  goes  com  valores  tan  to  positives  quanto  negatives). 
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Se.f  for  uma  fungao  ntto-negativa  no 
intervalo  la.  +  x),  entao  imerpretamos 
a  integral  tmprdpria  da  Definigao  8.8.1 
co  mo  a  area  sob  o  gr^fieo  cte/acima 
do  intervalo  fa.+  x.  j.  Se  a  integral  con¬ 
verge  entao  a  area  e  tinita  e  iguat  ao 
valor  da  integral:  se  divergif,  conside- 
rairtos  a  &rea  como  sendo  infinite. 


v 


12  3  4 


Figure  8.8.4 


8.8 A  DKFlNigAo  A  integral  tmprdprut  de  J  no  intervalo  ft?,  +oo)  6  definida  por 


No  case  em  que  o  1  i mile  ex  isle,  dizemos  que  a  integral  imprdpria  converge,  e  o  I i mile  d 
deli i lido  como  sendo  o  valor  da  integral.  Case  elc  nao  exista,  dizemos  quo  a  integral  im- 
propria  diverge,  e  nao  6  atributdo  nenhum  valor 


►  Exemplo  1  Calcule 


dx 

x 


Solu^do  (d)  Seguindo  a  definigao,  substitufmos  o  limiie  superior  infinUo  por  uni  limite 
liniso  bt  c  entao  tomamos  o  limite  da  integral  resultante.  Isso  fornece 


—  I  ini 

+x 


i 


2 


Solu^do  (If  ) 


lim  /  —  —  lim  |ln.rl,'=  lim  lnfr  =  +» 

/>-*  4-X'  j]  X  fr-fr'+s?.  L  J|  -fw 


Nesse  case,  a  integral  diverge  c,  portanro,  nao  tern  valor  algum.  < 


Como  as  f undoes  i  fx\  Ux"  e  \ix  sao  nao-negativas  no  intervalo  [1*  +oo)>  tom  os,  a 
partir  de  f  I )  e  do  ultimo  exemplo,  que  sobre  esse  intervalo  a  a  area  sob  v  —  1  I x  e  quo 
a  area  sob  v  =1/jC  d  1,  e  que  a  area  sob  v  =  I/a  d  infinita,  Pore  in,  superficial  inente*  os  gra¬ 
il  cos  das  tres  I  undoes  sao  in  ui  to  parecklos  (Figura  8.8.4),  e  nao  ha  nada  que  suglra  por 
que  uma  das  areas  seja  infinita  e  as  outras,  nao.  Lima  explicagao  c  que  1/a'  e  I  At2  tendem 
a  zero  mats  rapidamente  do  que  \Ix  quando  x  -4+oo,  de  tal  forma  que  a  area  no  intervalo 
[  L  b  j  acumula  menos  rapidamente  sob  as  curvas  y  =  I/a'  e  y  =  1/a3  do  que  sob  y  =  1/a 
quando  h  — >+co,  e  a  diferenga  e  suficiente  para  que  as  duas  primeiras  areas  sejam  llnitas 
c  a  terccira,  infinita. 


►  Exemplo  2  Para  quais  valores  de  p  a  integral 


/ 


+w 


dx 
A  P 


converge? 


Solupao  xSabemos  do  exemplo  anterior  que  a  integral  diverge  se  p  —  I;  portanto,  supomos 
que p  L  Nesse  caso,  temos 


1 


+*  dx  rh 

“  =  hm 

A p  h-r-r's- 


}> 


pdx=  lim 


■  W* 


Pi 


h 


=  lim 

+  S£ 


b]"P 


1 


j  “  P  1  *  P_ 


1 

Se  p>  I,  entao  o  expoente  1  -  p  e  negative  e  b  p  0  quando  b  “*+oo;  se  p  <  1 ,  entao  o 
expoente  I  -p€  positive  e  b'~f>  — *  +oo  quando  h  — »-hoo.  Assim,  a  integral  converge  se  p  >  1  e 
diverge  em  caso  contrario.  No  caso  convergente,  o  valor  da  integral  e 


(P  >  1)  < 
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O  seguinte  teorema  resume  esse  resuJtado, 


8J,2  TEOREMA 


■h*  dx 
xfl 


I 

-  se  p  >  I 

P  -  I 

diverge  .?<?  /?  <  I 


i  -j-X 


►  Exemplo  3  Calcule  f  (I  -  x)e *  1  dx, 

JQ 

Solu^do  Integrando  por  partes  com  a  -  1  - x  e  dv  -  e~'  dx,  obtemos 
y (1  —  x)e~x  c lx  = ;  f_<(l  -  x)  -  J  e~x  dx  =  -c-1  +  XC-*  +  e~*  +  C 


=  .v£"  ’  4-  C 


A  area  Ifquida  com  sinal  entre  o 
grdfico  e  o  irstervaio  [Dt  +  «}  6 
2era _ 

Fi^ura  8.8.5 


Assim, 


/  (1  -x)c  v  Jx  =  lim  \xe  -Tl^  =  It 

Jo  *-*+*  0  ^ 


1  tin  — 


O  I i mite  d  uma  forma  indeterminada  do  tipo  oo/oo;  portanto.  vamos  apliear  a  regra  de 
L'Hopital,  dcrivando  o  numerador  e  o  denominador  cm  rclaguo  a  b.  Isso  fornece 


/ 


+® 


1 


(I  -*)<?"*  £/a-  =  lim  —  =  0 


b  ->  -foe  t- 


Podemos  interpretin'  isso  como  sigmfieando  quo  a  area  liquida  com  sinal  on  tie  o  grdfico  de 
v  =  ( I  -  x)  e"'  c  o  intervalo  [0,  +oo)  c  0  (Figure  8.8.5),  < 


Se  /  for  nao-negativa  no  intervalo 
<-.v.  +  x  ),  eniao  interprelamos  a  in- 
tegral  tmprdpria 

/+*» 

/(*)#* 

--1Q 

como  a  3rea  sob  o  gr^ftco  de/acima 
do  intervalo  t-x.,  +  x ).  A6rea  6  finite 
e  iguai  ao  valor  da  integral  so  esta 
converglr.  e  infinite  se  ela  divergir. 


S.8.3  o k fini (r a o  A  f+« tegra/  tmprdpria  de  f  no  intervalo  (~oo ,  b ]  e  de l i n i da  po r 


Dizemos  que  a  integral  converge  se  o  Hmlte  exisiir  c  diverge  ease  contr&rio.  A  integral 
imprdpria  de  f  no  intervalo  (— oo,  +oo)  <i  de  fin  id  a  por 


/ 


+  ?. 


3C 


-l 


f(x)  dx  =  /  f(x)  dx  A 


/ 


/(.v)  dx 


& 


onde  c  e  urn  ntimero  real  qualquer,  Dizemos  que  a  integral  imprdpria  converge  se  ambas 
as  pare  cl  as  convcrgirem  c  diverge  sc  alguma  dclas  divergir. 


Embora  s&ja  costume  escolher  r  =  o 
em  (3),  essa  escolha  nSo  e  relevant®, 
ja  quo  pode  ser  provado  que  nern  a 
converg^ricia  nem  o  valor  tfa  integral 
s^o  ateiados  pefa  esoolha  de  t. 


►  Exempio  4  Calcule 


• r 


I  +  x 


Soluqdo  Varnos  caleular  a  integral  escolhendo  c  -  0  cm  (3).  Com  esse  valor  para  c\ 
obtemos 

/f  v  fh  v  r  7  A  7T 

/  - - -  —  Urn  f  - - -  —  Inn  arc  tg  xL  =  Jim  (arc  tg  b)  =  -» 

Jo  I  +  x2  a^+^Jo  I+.r2  jo  !>-■>+*>  2 


I  + 

■°  dx 


'0 

r  <ix  r°  ^  I  f  i0  ..  ,  7T 

/  - - r=  lim  /  - - t  =  Inn  arc  in  v  =  Inn  (—  are  tg  a)  =  — 

1+x2  « -  X?  1+x2  ‘  «--»v  *  2 


I  +  .c^  ^  Jo  1  A  .v 

Assim,  a  integral  converge  e  sen  valor  e 


dx  _  dx  C+*  dx 

1  H" x~  J_x  I  4-  x1  '  A  1  -K?2 
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Uma  ve/  que  o  integrando  e  nao-ncgativo  no  intervalo  (-00,  +;x;)1  a  integral  represents  a  area 
da  regiao  mostrada  na  Figura  8.8.6,  <4 


a  y 


Figura  H.8.6 


j  i 


v 


a 

ib) 

Figura  H.8.7 


X 

*■ 


k  b 


m  INTEGRAIS  CUJOS  INTEGRANDOS  TEM  DESCOMTINUIDADES  INFINITAS 

A  seguir,  vamos  considerar  integrate  imprdprias  cujos  integrandos  tem  desconiintiidades  inli- 
ni las.  Vamos  comegar  com  o  caso  em  quo  o  interval*)  de  integragao  e  um  intervalo  Unite  [a,  b\ 
e  a  descominuidade  infinita  ocorre  no  extemo  direito. 

Para  molivar  uma  definigao  apropriada  para  tal  integral,  vamos  considerar  o  caso 
em  que  f  6  nao-negativa  em  [a,  b\\  dessa  forma,  podemos  interpretar  a  integral  imprdpria 
f*f{  x)  dx  como  a  area  da  regiao  na  Figura  8,8.7a.  O  problcma  de  encontrar  a  area,  dessa 
regiao  e  eomplicado  pelo  fato  de  que  ela  se  estende  indefinidamente  na  diregao  posit iva  de  v. 
Porem,  cm  vc/  de  tentar  encontrar  a  area  todade  uma  so  vc/,  podemos  proeeder  indirctamen- 
te,  calculando  a  pane  del  a  acini  a  do  intervalo  [a,  £],  ondc  a  <£</?,  e  entao  fa/endo  k  tender  a 
b  para  complctar  a  area  todada  regiao  (Figura  8,8/7/?).  Motivation  por  essa  ideia,  claboramos 
a  definigao  a  seeuir. 


8.8.4  dffink  ao  Sc  /  for  continua  no  intervalo  [a,  b\ .  exceto  por  uma  descominuidade 
intiniia  em  bt  entao  a  integral  imprdpria  de  f  no  intervalo  latb]  e  delinida  por 


f 


f(x)  dx  =  lim  f 

A  — >  b 


fix)  dx 


(4) 


Caso  o  limitc  exista,  dizcmos  que  a  integral  imprdpria  converge ,  c  o  I i mite  e  definido 
como  sendo  o  valor  da  integral.  Caso  o  limitc  nao  exists,  dizcmos  que  a  integral  imprdpria 
diverge,  e  nao  e  atribufdo  nenhum  valor. 


►  ExemploS 


Calc  ule 


■/ 


Sohiqaa  A  integral  6  imprdpria,  pote  o  integrando  lende  a  +oo  quando  a  iende  para  o  limitc 
superior  1  pela  esquerda.  A  parti r  de  (4), 


dx 

>f\  -  X 


lim 

] 


dx 

sfT^x 


2  V  I  -  x 


~ik 


a 


=  lim  1-2V1  —  Ar  +  2]  —  2  < 

A  -►  I  - 


As  integrals  imprdprias  coni  urn  a  descominuidade  infinita  no  extremo  esquerdo  ou  den- 
tro  do  intervalo  <ie  integi  agao  sao  delinidas  como  segue. 


8A5  DEFlNigAo  Sc  /  for  continua  no  intervalo  [a,  b],  exceto  por  uma  descominuidade 
intinita  em  a,  entao  a  integral  imprdpria  de  f  no  intervalo  [a,  b]  6  delinida  por 


f(x)dx 


f{x)dx 


Di/emos  que  a  integral  converge  se  o  limitc  existir  e  diverge  caso  contrario.  Se  /  for  con- 
Tinua  no  intervalo  [a,  b\,  exceto  por  uma  descominuidade  infinita  em  um  ponto  c  cm  (a,  b), 
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Fig  lira  H.8JJ 


eniao  a  integral  impropria  de  f  no  intervalo  [a,  ft]  c  del  ini  da  por 

o> 


-r 

Jti 


f(x)dx  =  /  /(*)  dx  4-  /  i\x)dx 


/ 


(6) 


Di /emos  que  a  integral  ini  propria  cumwgtf  se  am  has  as  pared  as  convergirein  c  diverge  se 
alguma  delas  divergir  (Figura  8.8.8), 


►  Exemplo  6  Calcule 

dx 

i  T^7 


(a) 


f; 


(b) 


r4  dx 
J]  (x  —  2  )-■■■■■ 


(c) 


f+* _ dx 

Jo  /v(..v+l) 


Soluqdo  {a)  A  integral  e  impropria  porque  o  imegrando  tende  a  -ooquando  x  tende  ao 
I i mite  inferior  1  pela  direita  (Fignra  8.8.9),  A  partir  da  Definieao  8,8,5,  obtemos 

f 2  dx  f2  dx  r  i  i.  n2 

/  - =  hm  /  -  =  hm  —  In  1  —  x  L 

,/(  I-X  1-X  L+l  lk 

=  liin  [  — In  |  — 1 1  +  In  1  —  fcjl  =  lint  In  [1  —  A|  =  — =o 

t  ^  3  ‘  L  J  i-— *  I  ■ 


Assim,  a  integral  diverge. 


Soht^do  (ft)  A  integral  e  impropria  porque  o  in  teg  ran  do  tende  a  +oc  no  ponto  a  =  2*  que 
esta  dentra  do  intervalo  de  integraqao,  A  partir  da  Dcfinigao  8,8.5,  oh  lei  nos 

■4  dx 


/■ 


Mas 

i 


Or  —  2 )2^ 


dx 


(x  -  2) 


2/3 


+ 


r 


dx 


(x  -  2)m 


(7) 


— .  =  lim  /  - — -----  -  lim  [3ft-  -  2) 1/3  -  3(1  -  2)l/-’]  =  3 

t  ( x-2 )^3  *-»2-  J,  Cr  -  2)2/3  k->2 

f  =  lim  f  - 7T  =  lim  [3(4  -  2)1'3  -  3(Jt  -  2)l/3]  =  3  ^2 

A  (x  -  2)2H  k-+2+  Jj.  (X  -  2}2/3  k^2> 


Assim,  a  partir  de  (7), 


r  dx 

Ji  (x-2) 


2/3 


=  3  +  3^ 


Sofu^aa  (c)  Essa  integral  e  impropria  por  dims  razdes  -  o  intervalo  de  mtegragao  e  infmito 
e  M  nma  descontinuidadc  inlinita  cm  a  =  0.  Para  calcular  essa  integral,  vamos  dividir  o  inter- 
valo  de  in  teg  rag  ao  em  am  ponto  convenience,  digamos  x—  1,  e  escrever 


L 


+« 


dx 


-L 


dx 


>fx  (x  +  1)  Jo  sZxiX  +  f 


T  +  / 


+* 


*/x(x  +  1 ) 


O  integral! do  nessas  duas  integrals  imprdprias  nao  aeerta  nenhuma  formula  naTabda  de  Inte¬ 
grals  das  Capas,  mas  o  radical  sugere  a  substituiqao  a  =  u\  dx  -  2 it  du,  da  qual  obtemos 


r  **  =  /•  _ 

J  ^(x  +  1)  J  u 


hi  du 


r  di 

J  u2  -4 


du 

+  7 


4-  1 )  J  h(u“  -9  1 ) 

—  2  arc  tg  u  +  C  —  2  arc  tg  *Jx  +  C 


Assiin, 


i  jit  + 1 » =2^$ [arc ^ + 2 An- [arc  ls 


,2[  „]  +  2[  ],„ 


+ 
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ADVERTENC1A 


As  vezes.  e  teniador  aplrcar  o  Teorema  Fundamental  do  Calculo  diretamante  a  uma  integral  imprdpria,  sem 
tomar  os  limites  apropriados.  Para  ilustrar  o  que  pode  acontecer  de  errado  com  esse  procedimento,  supo- 
nil  a  que  ignoremos  o  fato  de  que  a  integral 


dx 

u-'iy 


(8) 


6  imprdpria  e  incorretamente  a  caiculemos  como 


=  -1  -  0)  =  -2 


Esse  resultado  6  evade  atemente  incorreto,  pois  o  tn  teg  ran  do  nunc  a  6  negative  e,  por  consequfentia,  a  inte¬ 
gral  nao  poderia  ser  negatival  Para  calcular  (8)  corretarnente,  deverfamos  primeiro  escrever 


f2  dx  f 1  dx  f2  dx 

l  (.V-  I)'  =/„  U-  I)2  +  Ji  (.v  -  I)3 


e,  entao,  tratar  cada  parcels  como  uma  integral  imprdpria,  IMa  primeira  parcela,  vemos  quo 


r- 

in  U  -  \r  i“  Jo  U 


rfjc 


77T  =  1[m 
U"  t-i- 


] 


it  -  1 


-]■ 


-J-ro 


de  modo  que  (8)  diverge. 


■  COMPRIMENTO  DE  ARCO  E  AREA  DE  SUPERFIQ1E  USANDQ  INTEGRAIS 
IMPROPRIAS 

Nas  Definigoes  7.4*2  e  7.5.2  para  o  comprimento  de  arcoe  a  area  de  superffeie,  exigiu-se  que 
a  fimgao  /  fosse  lisa  (derivada  primeira  contfnua)  para  garantir  a  iniegrabitidade  na  formula 
resuUante.  Pore  in,  essa  exigencia  e  maito  restiillva,  uma  ve/  que  algurnas  das  formulas  mais 
basicas  em  Geomctria envoi vem  fungoes  que  nao  sao  lisas,  mas  quo  levarn  a  integrals  impro- 
prias  eon  verge  ntes.  Asslm,  varnos  ampliar  a  delmigao  de  comprimento  de  areo  e  de  area  de 
supertTcie  para  permitir  fungoes  que  nao  sc  jam  lisas,  mas  para  as  quals  a  integral  resit)  tante 
na  formula  convirja. 


v  =  V-jc2 


►  Exemplo  7  Dedu/.a  a  formula  para  a  circunferfineia  de  uni  cfrculo  de  raio  t\ 

Solu^do  Por  convenient;! a*  vamos  super  que  o  cfrculo  esteja  cenirado  na  origern;  nessc 
cast),  sua  equagao  sera  .v"+  v"  =  r2.  Encontraremos  o  comprimento  de  areo  da  parte  do  cfrculo 
que  esia  no  primeiro  quadranie  c,  entao,  vamos  multiplicd-lo  por  4  para  obter  a  circuit  IcrCncia 
total  (Figura  8.8. 1 0). 

Como  a  equagao  do  semtefreuto  superior  e  v  =  Vr2  -  „v2*  temos,  a  partir  da  Formula 
(4)  da  Segno  7.4,  que  a  circuit  ler£nc  ia  C  e 

C  =  4  jf  Vl  +  (dy/dx)2dx  =  4  j [Jl  +  {  7^7 


dx 


r  dx 

-  ‘  i  J?~X 


Essa  integral  6  imprdpria  por  causa  da  descend  nu  id  adc  infinita  em  .v  =  r>  de  modo  que  a 
ca  Ecul  am  os  esc  re  ve  nd  o 

iik 

C  =  4  r  11m 


k 


r  dx 

U  J  — . . 

-Jo  vVJ  -  x~ 


=  4 r  lim  I  are  sen  f  — 
i— » r 


\1 

k 

Pomiu  h  (77)  dii  Tabda 

1  \ 

0 

do  liiti^r^ts  das 

—  4  r  1 

i- 


im  j^are  sen  —  are  sen  0 

(JIT  v 

—  —  Oj  —  2irr 
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EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  8.8  [Verpagina  580 para  respostas .) 


1*  Em  cad  a  parte,  determine  se  a  integral  c  impropria  c,  caso  posi- 
tivo.de  a  razao  disso.  Nao  calcule  as  integrals. 


f  3?r/4 

(a) 

/  eotg  a  Ja 

(b)  /  < 

/jt/4 

Jt/4 

r :  * 

(c) 

(d)  / 

Jo  a2  +  1 

frt/4 

Ji 

(o) 

/  tg  x  dx 

Jo 

X2  —  1 


2*  Expresse  cad  a  integral  imprdpria  do  Excrete  io  I  em  term  os  de 
urn  ou  mats  J i mites  a propriados.  Nao  calcule  os  3  i mites. 


A  integral  impropria 

r+K 

j 

j  x  p  dx 

converse  a 

desde  cine 

Calcule  as  integrals  que  convergent. 

f  +“ 

(a)  /  e~x  dx 

Cb) 

Jo 

(c)  /  -r  dx 

Jr,  A* 

id) 

rw 

Jo 


fl  1 

Jo 


f.v 


dx 


EXERCICIOS  8.8  Recurso  Grafico  \o}  CAS 


I*  Em  cada  parte,  determine  se  a  integral  6  impropria  c,  se  for, 
explique  por  quo. 

tfi)  f  -dx-  Cb)  f  (e)  flnxdx 

J  i  x  —  3  J\  x  +  3  Jo 

(d)  /  e  x  dx  (e)  j  — _  (f)  J  tg  a  dx 


\  J-  s.  \  .  v  -  1  JQ 

2.  Em  cada  parte,  determine  tod  os  os  valores  de  p  para  os  qua  is  a 
integral  6  impropria, 

dx  dx 

(a)  /  —  (b)  /  -  (e) 


/  - 

Jo  X 


p 


p 


f  e~** 

Jo 


dx 


e"~x  dx 
o 


'0 


1  2 

dx 

A2  -  1 

2  I 

dx 

a  In3  a 

dx 

l  r 

J— I  1  +  X 

-L 


dx 


j 

+* 


xe  *  dx 


f'*  l 

8.  /  - ; - dx 

J  2  A'Vln.t 
f3  dx 

'•  J-,  .o  + 


10 


^0 

IK  /  c^'c/a 
J  —  yi 

/+-» 

* 


12.  / 


+  9 
0  e*  dx 


+y. 


3  -  2& 1 


+  3}2 


/-f-X 

.*  (  v 

p  <** 

'  Jo  t*-4)2 

jT/T/2 

,  if  tg  A  Ja 

Jo 


16 


•  TV 

/r 

■L 


dx 


+  2 


+w 


it 

s 


1  +  (?-2* 


,7i 


p  d.x 

'  k  id 

p  dx 

'■  L 


21* 


23* 


25* 


27* 


29* 


L 


dx 


v'l  “A* 


Jtt/3 

r1 

Jo  .V  “ 


sen  a 


tt/3  71  -  2  cos  A 
3  dx 

2 
s 

X 


-1/3r/A 


/ 

r> 


i 

-5-w- 


22.  /"  -^L= 

Kj  V9  -  a2 

set"  A 

24,  /  - - —  ^/a 

1  “  tg  v 


/ 

26. 

J-2  * 

.  f 1  dx 

28.  /  - 

Jo  (x  -  1 

30.  /  — — 

J  i  .t/? 


)2/J 

:/A 


-  I 


31*  f 
Jo 

32*  f 

J\ 

33.  f 

Jo 


'*+*  e-x/ 


c/a;  m  =  1  Norn:  u  — >  +ooquandOA  — >  +rx..  ] 


+* 


2  V^Cv  +  4) 


;  it  =  vr 


dxi  w  =  I  —  e“,v 


0  /i  -  c"1 
f w  — >  I  quando  .v  -4  +rx  | 


J4.  / 

JO 


yi  -  c"2* 


Ja  :  if  —  e  1 


35-36  Exprcsse  a  integral  impropria  come  um  limite  e.  entao,  cal- 
cute  esse  limite  com  um  CAS.  Conlitme  sua  resposta  caleulando 
diretaitiente  as  integrals  coin  um  CAS, 


@35*  /  c_1  cos  a  dx 

Jo 


y’+M 

®36.  / 

Jo 


xe  ^v  dx 
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37.  Cm  cada  liein,  unite  calcular  exatamcnte  a  integral  coni  um 
CAS.  Sc  sua  rcsposta  nao  for  tut  meric  a  men  to  simples,  entao  use 
o  CAS  para  encontrar  uma  aproxima^ao  numerica  da  integral. 

+B  I 


(a) 


n* _ i_ 

VS  +  rV 

/  - —  ax 

J 1 


dx 


(b) 


'0  sj  1  -j-  ,V3 

■+”  In  jc  /+”  sen  x 

(c)  /  —dx  (d)  /  — ~dx 

i  ex  ./,  x2 

~cl38.  Em  cada  ilem.  con  fir  me  o  resufiado  com  um  (AS. 


dx 


seme  r  t 

-jTJX-y2 


f 

r 1  in*  ti1 

-)  /  - - dx  =  ~  — 

Jo  I  +  X  12 


(b) 


r+®  _  2  _ 

e~' dx = ^ 


39.  Eneontre  o  comprimento  de  arco  da  curva  y  =  (4  —  x2^  f1'2 
acima  do  i liter vaLo  JO.  8]. 


4<)_  Eneontre  o  comp  ri  men  to  de  arco  da  curva  y  =  V4  —  x2  aci- 
ma  do  Inter  vale  [0,  2]. 

41-42  Use  a  regra  de  L  Hopital  para  ajudar  a  calcular  a  integral 
i  m  prdpda. 


I  /*+«  ln  V. 

41,  j  In  a  dx  42,  J  — r  dx 

43.  Encoutre  a  area  da  regjao  entre  o  eixo  a  e  a  curva  >■  =  e  1  para 

A>0. 


'■  / 


44,  Eneontre  a  area  da  regiao  c litre  o  oi xo  x  e  a  curva y  ~  8 /(a-'  -  4) 
para  x  £  4. 


45*  S  upon  ha  que  a  regiao  cm  re  o  eixo  rc  a  curva  y  =  e.  '  para  x  >  0 
a  ire  em  lomo  do  eixo  x. 

(a)  Eneontre  o  volume  do  sdlido  que  6  gerado. 

(b)  E  tie  on  t  re  a  area  d  a  su  pe  r  ffei  e  do  s61  Ido, 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


46,  Suponha  que  /  e  g  sejam  fimqoes  coni  mu  as  c  que 

0  <  /(.v)  <  g(.v) 

sc  x  >  a.  lXj  um  arc  u  men  to  informal  ra/oaveL  usando  areas, 
para  ex  pi  i  car  por  que  os  seguintes  res  nit  ados  $ao  verdadeiros. 

(a)  So  J+*  fix )  dx  diverge,  entao  jj  :g(x)dx  diverge. 

(b)  Se  j(i  g (v )  dx  converge,  entao  ja  f(x)dx  comer- 

gee  IJ fa)dx  <  f^'g(x)dx. 

|  Noun  Os  result  ados  nesie  exercieio  sao.  as  vezes,  charna- 
dos  de  testes  de  campatraqUo  para  integrals  improprias.] 

47-50  Use  os  res  u  Had  Os  do  Exercieio  46. 

R  47.  (a)  Con  fume  grabca  e  algebricamerite  que 

e*  <  ^  (x  >  I ) 

(b)  Calcule  a  integral 

<TJ  dx 


l 


i 

(c)  t  >  q  uc  o  re  su  I  tado  ob  lido  cm  { b)  di  z  so  b  re  a  i  n  teg  ral 

L+ia. 

e ~xi  dxl 

i 


/ 


48,  (a )  Con  ti  rm  e  gra flea  e  a  I  gebri  ca  m  e n  te  q uc 


1 


2.v  +1  “  2v  +  L 


(  v  >  0) 


(b)  Calcule  a  integral 


dx 

2x  +  1 


<c)  O  que  o  result  ado  obi  i  do  em  (b)  diz  sobre  a  integral 


2a  +  I 


dx ? 


49.  Seja  R  a  regiao  a  direita  de  x  =  1  que  e  limilada  peio  eixo  x 
e  pc  I  a  curva  y  =  I/.v,  Quan  do  essa  regiao  gira  em  torno  do 
eixo  .v,  da  gcra  um  sol  id  o  cuja  su  peril  cie  6  conhecida  como 
cam  eta  de  Gabriel  (pot  razees  que  devem  Hear  Claras  na 
ligura  abaixo);  Most  re  que  o  sdltdo  tem  um  volume  finite, 
mas  que  sua  superiYeie  tem  uma  area  infinita.  \Notai  Foi 
sugerido  que  se  algudm  pudesse  saturar  o  interior  do  sdlido 
com  tinta  e  permitir  que  permeasse  para  a  superiYeie.  entao 
poderiamos  pintar  uma  superficie  Infmita  com  umaquand- 
dado  linitade  tinta!  O  que  voce  acha?J 


Figura  Ex-49 


50,  Em  cada  parte,  use  o  Exerefeio  46  para  de  terminal'  se  a  inte¬ 
gral  converge  ou  diverge.  Se  convergir,  entao  use  a  parte  (b) 
daquele  exerefeio  para  eneontrar  uma  cola  superior  para  o  va¬ 
lor  da  integral. 

(a)  /  - dx  fh)  /  — 

h  X  h  Xs 


(c) 


l 


xev 


2x  +  1 


dx 


+  I 


t/_V 


ENFOCANDO  CONCEITOS 


5 1 .  Esbocc  a  regiao  cuja  area  e 

+T‘  dx 


J 


r0  I  +  x 

e  use  seu  csbo^o  para  mostrar  que 

1+50  d-  ^ 


dx  r  n-y 

Jo  1  +x2  ~  JQ  V  ~V~ 


dv 


52,  (a)  I >e  um  argumenlo  i n formal  razoa vel,  baseado  em  Areas, 
que  exp  I  i  que  por  que  as  integrals 

,•>  -i-x  f‘+v- 

I  sen  x  dx  c  /  cos  _v  dx 

Jo  Jo 


divergem. 
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(b)  Most  re  que 


Jo 


COS  <s/x 


dx  diverec. 


S3*  E  in  t eori  a  d  cl  ro  m  a g  n  el  i  ca ,  o  poten  c  i  al  mag n £i ico  e  m  u  m  pon lo 
no  eixo  de  uma  bob  in  a  circular  £  dado  per 

1+31 


ItzNI  r  f+JL  dx 

“  ~  k  L  (C-f-.C 


f2)3/2 

qndo  N,  L  t\  k  e  tv  sao  constantcs.  Encontrc  u. 

'~C~|54*  A  veiochhide  media  v  das  moldculas  de  tun  gas  ideal  6  dada 

por 


V  — 


4  /  M  \ %!l 


)  r» 


,/jr  \2ST 

e  a  nafe  media  quadrada  da  vetocidade  v  ,  per 


= 


4  f  M  \ 


3/2  ,+* 


Jx \2RT 


T» 


4£,-.Vr7<2*n  f/lf 


onde  u  e  a  velocidade  da  moldcula,  T e  a  temperatura  do  gas,  A/ 
6  o  peso  molecular  do  gas  c  /tf  e  a  constante  do  gas. 

(a)  Use  um  CAS  para  mostrar  que 


L 


+V-- 


3 , 


4 


x  e 


dx  = 


1 


2a 4 


a  >  0 


e  esse  result  ado  para  mostrar  que  v  —  tJ&RT  /  (nM), 
(b)  Use  um  CAS  para  mostrar  que 


A'4e“^' 


dx  — 


3.^/tt 


a  >  0 


f  . 

Jo  ' 

e  esse  resultado  para  mostrar  que  cmu  =  V3  /?  7V  A/ . 


55,  No  Exercfcio  23  da  Seguo  7.7,  determinamos  o  trabalho  neces- 
stirSo  para  levar  urn  said  t  ile  do  6,000  libras  para  uma  posigSo 
orbital*  que  esta  I  ,(KH)  tnillias  aciina  da  superticie  da  Terra.  As 
idetas  discutidas  naquele  exercfcio  serao  necessivrias  aqui. 

(a)  Enco litre  uma  integral  definida  que  represente  o  trabalho 
necessario  para  levar  um  sat  elite  de  6.000  libras  para  tuna 
posigao  b  mil  has  acima  da  superffeie  da  Terra. 

(b)  En  coni  re  u m a  i  n teg  ra  \  do  I  \  ni  da  q  ue  re  presente  o  trabal  h o  ne- 
cesstfrio  para  levar  um  satellite  de  6,000  libras  para  uma  dis- 
tancia  “infinita '  acima  da  superffeie  da  Terra,  Calcule  a  inte¬ 
gral,  [Nvta:  O  rcsultado  obtido  aqui  c,  as  vc/es,  chamado  do 
trabalho  necesstirio  para  "eseapar’1  da  gravidade  da  Terra.] 


56-57  Uma  transformada  e  uma  formula  que  convene  on  “trails- 
forma"  uma  fungao  cm  outra.  As  transformadas  sao  usadas  cm 
apl leagues  para  converter  um  problem  a  diffei  I  em  um  mais  Fad  I, 
eiija  solugao  pode  scr  usada  pain  resolver  o  problems  original  di- 
ficil.  A  transformada  de  Laplace  de  uma  fungao  f(i).  que  dcsom- 
penha  um  pupel  importante  noestudo  das  equacoes  diferertdais,  6 
denotada  por  ^£{/C0}  c  defmida  por 

+w 


mvn  =  I  e-"f(  t)dt 

Jo 


Nessa  (ormuta.  x  6  tratada  como  uma  constante  no  processo  de  into- 
gragao;  assim,  a  transformada  de  Laplace  tem  o  e  lei  to  de  transfor¬ 
mer /(()  em  uma  fungao  de  Use  essa  formula  nestes  exeiefeios. 


56.  Mostre  cpie 

(a)  ^£{1}  —  s  >  0  (b)  X\e2t]  —  — — ,  s  >  2 

A’  5—2 


(c)  ^{seni)  = 

(d)  ^{cosf}  = 


1 


A2  +  1 


,  $  >  0 


*  s  >  0 


a2+  1 

57.  Em  cada  paite*  eneonire  a  transfomriada  de  Laplace, 
(a)  f(t)  -  r ,  a>0  (b)  /(/)  - 1\  a  >  0 

,  ,  ,v  *  jO,  t  <  3  ... 

{c)  fit)  =  jl,  /  >  3  ’  i>0 

[c]58.  jVlais  adiante  no  livro,  no  Volume  2*  most raremos  que 


l 


c^'dx  = 


Continue  que  isso  6  razoavel  usando  um  CAS  ou  uma  calc u 3a- 
dora  com  capacidade  de  integragao  numerica. 


59*  Use  o  result  El  do  do  Exert  icio  58  para  mostrar  que 

(a) 

J 

i  P  +m-& 

.  “A  ‘  /  2™  -  J  .  . 


(W 


i+  e~a!?dx=  ft-.  Cl  >0 

J-  y.  V  a 

i  rv 

J  .-/j 


dx  —  L  a  >  0 


60-61  Uma  integral  impropria  convergente  em  um  inter valo  infi¬ 
nite)  pode  ser  aproximada,  phmeiro,  substituindo-se  o(s)  limite(s) 
infinilo{s)  de  integrag^io  por  limite(s)  finiio(s)  e*eniao,  usando  uma 
tecnica  de  inlegragao  numeriea,  tal  como  a  regra  de  Simpson,  para 
aproxiniar  a  integral  com  limite(s)  fitiito(s).  Essa  tecnica  esta  ilus* 
trad  a  nestes  excrdcios. 


60.  Suponha  que  a  integoal  no  Exereffcio  58  foi  aproximada  escre- 
vendo-a  primeiro  como 


,  fK  ,  f 

/  e  ” dx  =  /  « 1  <lx  +  / 
Jo  J o  Jk 


-f-K 

1  dx  +  /  e~l  dx 


e*  cntaOi  abandon  an  do  o  segundo  termo  e  aplicando  a  regra  de 
Simpson  a  integral 


f 


e  dx 


A  aproximagao  rcsultante  tern  duas  fontes  de  erro:  o  erro  da 
regra  de  Simpson  e  o  erro 

l4.3C 

E  =  /  e-*~  dx 


- 

Jk 


que  result  a  dc  descartar  o  segundo  termo.  C  human  os  /;  de  erro 
de  truncamento. 

(a)  A  proximo  a  integral  no  Exercfcio  58  aplicando  a  regra  de 
Simpson,  com  2 n  =  10  subdivisdes  I't  integral 

>3 


L 


e~*'  dx 


Anedonde  sna  resposta  para  quatro  easas  deeimais  e  com¬ 
pare1  a  \  arredondado  para  quatro  casas  decimals. 

fb)  Use  o  resultado  obtido  no  Exercfcio  46  e  o  fa  to  de  que 
e  '  <  ^xe'  A  para  a  >  3  para  mostrar  que  o  erro  de  trunca- 
mento  na  aproximagao  de  (a)  satisfa/  0  <  E  <2,1  x  1  O’. 
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61.  (a)  Pode-se  moslrar  que 


71 

3 


A  proximo  essa  integral  aplicuudo  u  regra  de  Simpson,  com 
2n  =  20  subdivides  a  integral 


Arredondo  sua  resposta  para  ires  casas  decimal  e  compare-a 
com  jt/3  an  cdondado  para  ties  easas  decimals. 


(b)  Use  o  resultado  obtklo  no  Exerciclo  46  e  o  fato  de  que 
+  I )  <  Ux  para  x  >  4  para  moslrar  que  o  erro  de  t rune a- 
mento  na  aproximaqao  cm  (a)  satisfaz  0<£<2x  10  4. 

r+'K 

62,  Para  quais  va! ores  de/>  a  integral  /  ei>A  dx  converge? 

^  Jo 

63*  Most  re  que  /  dxfxp  converge  se  p  <  1  e  diverge  sc  p  >  I . 

Ji) 

[c]64*  E  possfvcl,  as  vczes,  converter  uma  integral  imprdpria  cm  uma 
integral  “prripria*1  com  o  mesmo  valor,  atravds  de  uma  subsiF 
tuigao  apropriada,  Calcule  a  integral  a  seguir,  lazendo  a  subs- 
tituigao  indieada,  e  investigne  o  que  acontece  se  calculannos  a 
integral  diretamente,  usando  um  CAS. 


68.  Dad  a  a  frniguo  gama  defmida  no  Exeietcio  67.  use-a  para 
moslrar  que 

(a)  /  (\nx)n  dx  =  (-  I  )IJ  F(«  +  l)t  n  >  0 

Jo 

[Sugestdo:  Tome  r  =  -In  x.] 

(h)  jTV\/.*  =  r(^±').  n  >  Q 

[Sugestdo:  Tome  t  -  xH.  Use  o  resultado  do  Exerdcio  67  (b).] 

69*  Um  penditlo  simples  consiste  em  uma  massa  que  oscila  em 
um  piano  vertical  no  extreme  de  uma  haste  sem  mass  a  com 
comprimcnto  L>  con  forme  a  Figura  Ex-69,  S  upon  ha  que  um 
pendulo  simples  seja  deslocado  de  um  fmgtilo  &it  e  sollO  a  partir 
do  repouso.  Pode-se  inostrar  que,  na  auscncia  de  atrito,  o  tem¬ 
po  7  necessario  para  o  pendulo  fazer  uma  oscilagao  complela, 
chamado  de  periodo ,  e  dado  por 


onde  0  =  0U)  6  o  angulo  que  o  pendulo  faz  com  a  vertical  no 
insane  l  A  integral  imprdpria  em  (1)  e  dilTeil  de  ser  ealculada 
immericamente,  Usando  a  substituigao  sugerida  abaixo,  pode- 
se  moslrar  que  o  periodo  pode  scr  expresso  coino 


65-66  Transforme  a  integral  imprdpria  dadaem  uma  integral  pr6- 
pria  j’a/endo  a  substmiigao  u  dada  e*  entao,  aproxime  a  integral 
propria  pc  la  regra  dc  Simpson  com  2/i  =  t0  stibdivi  sites.  Arredon¬ 
do  sua  res  post  a  para  ties  casas  decimals. 


65 


/'  C0S  A  ,  r~ 

-  /  — —  dx;  u  —  vv 

Jo  * 


ei 


66. 


L 


sen  x 


dx;  it  —  VT  — 


fa  v  I  —  X 
67.  A/angdo  gama,  F(a),  6  deftnida  por 


r(x)  -  f 

Jo 


+  j- 


tA  — 1 C- _r  dr 


Pode-se  mostrar  que  essa  integral  imprdpria  eonveige  se*  e  so- 
mente  se,  t  >  0. 

(a)  Encontrc  T  (1 ). 

(b)  Prove:  T{x  +!)  =  ,¥  F (x)  para  todo  x  >  0,  ] Sugestdo:  Use 
integragao  por  partes.] 

(c)  Use  os  result  ad  os  de  (a)  e  (b)  para  eneoiitrar  T(2)*  F(3)  e 
n.4):  depois.  faga  uma  conjcetura  sobre  F(#0  para  valores 
inteiros  positives  dc  n. 

(d)  Most  re  que  F  [  \ )  =  ^/n.  [Sugestdo:  Ves'  Excicfcio  38.] 

(e)  Use  os  resultados  obtidos  cm  (b)  c  (<l)  para  mostrar  que 

r{|)  =  ^  e  r(5)  =  5*/5. 


onde  k  -  scn(^/2).  A  integral  em  (2)  6  chamada  de  integral 
eliptica  comp  tela  de  primeira  e  specie  c  6  mais  facilmemc  eal- 
culada  por  metodos  tiumdricos. 

(a)  Obtenba  (2)  a  partir  dc  (I )  substituindo 

cos  0—  \  “2  sen  "(0/2) 
cos  0()  =5  I  -  2  seif  (0/2) 
k  —  sen(0n/2) 

e,  ctuao.  fazendo  a  mudanga  de  variavel 


sen  tp  — 


sen  (Of  2) 
sen(%/2) 


sen  (Of  2) 
k 


(b)  Use  (2)  e  a  capac  id  ade  de  i  ntegrag ao  n  u  me  ric  a  de  sen  C A  S 
para  eneontrar  o  periodo  dc  um  ptmdulo  simples  para  o 
qual  L  -  1,5  pcs,  0  ~  20°  c  g  =  32  pes/so 


Figura  Ex-69 
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RESPOSTAS  DOS  EXERCICIOS  DE  COMPREENSAO  8.8 


1.  (a)  propria  (b)  imprdpria,  pois  ootg.v  Lem  um;t  descent  in  uidade  infinite  em  x  =  tt  (e)  imprdpria,  porque  o  i liter va Jo  de  integragfto  e 

infinite  (d)  impropria,  porque  o  intervalo  de  inlegraqao  6  iiifinito  e  o  inlegrando  tern  uma  descent inuidade  infill  ita  em  x  =  !  (e)  propria 

2*  (h)  lim  /  cotg a- dx  (c)  lim  f  ^  dx  (d)  lim  f  ,  ^  dx  +  Eim  /  ~  —  dx 

L/4  *  6- Wo  -V2  +  1  0^l+L  x2  -3-  1  /^+*  a2  +  1 


3. 


I 


P-  I 


;  //  >  I  4.  (a)  I  (l>)  diverge  (e)  diverge  (d)  3 


EXERCICIOS  DE  REVISAO  DO  CAPITULO 


1-6  Calcule  a  integral  com  a  ajuda  dc  uma  suhslituigao  a  apro- 

21-26  Calcule  a  integral  efemando  uma  subslitisigae  trigonomc- 

piiada. 

idea  apropriada. 

1.  I  v'4~ f  9,v  v/a 

3.  j  Vc<mTvs( 


sen  a  t/y 

5*  I  x  IgYv 2 
7*  (a)  Calcule  a  integral 


)  see  2  (,v~)  dx 


f  1 

2. 

/ - dx 

j  SCO  7TX 

21* 

f  dx 

4* 

J  X  1 ll  X 

23* 

6* 

r  ^ Q « 

J{\  x  +  9 

25* 

/ 


\ 


dx 


y/2x  —  A' 

de  trSs  maneims:  usando  a  substiiuigao  h  —  \/~,  usando a 
substitute  u  —  *Jl  —  _v  ecomplctando  o  quadrado. 

{ b )  M  ost  re  q  no  as  rc s postas  dc  ( a)  sao  eq u  i valen  to  s . 

v3 

8*  Cal euic  a  integral  /  dr  usando 


eeral  /  — 

Jo  Vx2 


+  I 

(a)  integrate  per  paries. 

(b)  a  substitute  n  —  Yy-  +  1 


sen  2.v  dx 


9.  fXe~'dX  10 •/  '• 

II*  J  ln(2. 

13*  Calcule  f  8a4  cos  2x  dx  usando  integragao  per  partes  tabu  I  a  da. 


v  +3)  dx 


f'n 

12.  /  arc 

Jo 


lg  (2.v)  dx 


14*  Uma  part  feu  la  move-se  ao  ton  go  do  eixo  x  com  fungao  velo- 
ddade  u{/)  =  t2e~*.  Qua!  6  a  dtstancia  percorrida  por  el  a  de 
instante  i  -  0  ate  o  instante  i  =  51 


15. 

j  seir  50  d0 

16, 

17* 

j  sen  x  cos  2a  dx 

IN. 

19. 

1  sen4  2a  dx 

20* 

J 


r/6 


sen  2a  cos  4a  dx 


•/ 

'  J  T* 


dx 


dx 


^TZT\ 


22 


24, 


'  /  x- 


dx 


a/16  -  A-2 


It, 


X 


:2  -  25 


dx 


«  ,  VT+¥J 

26*  /  - - dx 


"I 


27. 

/'  dx 

J  X 1  +  3.x  -  4 

28* 

29. 

!  *  %3  ^ 

J  a  4-  2 

30. 

f  x2 

31* 

1  U  +  2)>'" 

32. 

33* 

Con  side  re  a  integral  j 

r 

JtJ  -  .V 

28.  f  —J± - 

J  x 1  +  8.v  +  7 
Ml  f  *2  +  a-16 

"•  1  iT-i)i ,-W,h 

I  <l* 
j  A3  +  A 


(a)  Calcule  a  integral  usando  a  substitute  x  -  sec  Q.  Para 
quais  valores  de  x  6  valida  sua  resposm? 

(b)  Calcule  a  integral  usando  a  substitute  x  =  sen  (K  Para 
quais  valores  de  x  e  vatida  sua  res  post  a’? 

(c)  Calcule  a  integral  usando  o  me  tod  u  das  Ira  goes  pa  re  ia  is. 
Para  quais  valores  de  x  d  valid  a  sua  resposta? 

34*  Enco  litre  a  area  da  regiao  deli  mi  Lada  pel  as  curvas  y  = 
(a  -  3)/(a'  +  .r).  y  =  0,  .v  =  3  e  x  =  2. 


X.  f, 

”■  J'S 


sen  7.v  cos  9a  dx 


x  —  x 1  dx 


36.  I  (a"  —  x2)e  v  dx 


39, 


/  tg2  2x  dx 


4ft. 


W4.<r  +  3 

f  -  1  , 

J  2  + a- 
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41-42  Use  n  =  10  xubin  ter  vales  para  aproximar  a  integral  com  as 
aproximagbes  (a)  pelo  porno  medio  c  (b)  trapezoidal  e  use  2 n  =  10 
sub  intervales  para  uproximar  a  Integra]  com  a  (c)  regra  de  Simp¬ 
son,  Em  cada  ease,  encontre  o  valor  exato  da  integral  e  api oxime 
o  erro  absolute.  Ex  pres  sc  suas  respostas  coin  peio  me  nos  quatro 
casas  decimals. 


41 


r  3 

♦  /  sf  x  +  I  dx 

Jo 


42'  /.!  2x 


\ 


+  3 


dx 


43-44  Use  as  desigualdadcs  (10),  {]  1)0(12)  da  Secao  8.7  para 
eneontrar  cocas  superiors  para  os  em>s  nas  partes  (a),  (b)  e  (c)  dos 
exerefcio  s  indicados. 


43*  Exerefcio  4 1 . 


44*  Exerefcio  42. 


45-46  Use  as  deslgualdades  (10),  ( 1 1)  e  (12)  da  Segao  8,7  para 
eneontrar  uni  numero  a  de  subintervalos  com  as  aprox  imagoes  (a) 
pelo  ponto  mCdio  e  (b)  trapezoidal  quo  gamma  que  o  erro  absolu¬ 
te  seja  men  or  que  o  valor  dado.  Tambem  encontre  imi  ndmero  2n 
de  subiulervalos  que  garanta  que  o  erro  absolute  na  aproximagao 
pel  a  (c)  regra  de  Simpson  seja  menoi  que  o  valor  dado. 


45*  Exerefcio  41;  5  x  10  1 


46*  Exerefcio  42;  10 


-6 


■L 
■  L 


r+,c  , 

f7  dx 

dx 

48. 

0 

r‘>  dx 

50* 

f'  ‘ 

o  V9  —  x 

Jo  2x  —  1 

dx 


51*  Encontre  a  £rea  da  regiao  que  c  dclimitada  pelo  cixo  x  c  a  curva 
y  =■  (In  x  -  !  )/„r  para  x>e. 

52.  Encontre  o  volume  do  soli  do  que  e  gerado  quando  a  regiao 
cut  re  a  curva  v  -  e  J'  para  x  >  0  e  0  eixo  x  gira  cm  torno  do 
eixo  y. 

53*  E nc  on  tre  u  m  val  or  pos  i  t  i  vo  dc  a  q  ue  satis faga  a  eq  u  agao 

■+*  | 


/  .+  -» 

Jo  x*  +  ^ 


dx  =  I 


54.  Considers  os  seguintes  me  tod  os  de  calcular  integrals;  subsli- 
tuigao  u,  integragao  por  partes,  fragoes  parciais,  formulas  dc 


ledugao  e  substituigoes  irigonomdtricas.  Em  cada  parte,  de  a 
abend  agent  que  voce  tent  aria  em  primeiro  lugar  para  calcular  a 
integral,  Se  nenhuma  debts  parecer  apropriada,  entao  dtga  isso, 
Nao  e  precise  calcular  a  integral 

Jh  jii 

(a) 

(c> 

(e) 


x  sen  x  dx 

(b) 

j  cos  x  sen  x  dx 

tg7.v  dx 

(d) 

j  lg7  x  sec"  ,v  dx 

3A'2  ix 

(f)  J 

f  3x2  'V 

+ 1 

1  (X  +  1  )3 

arc  tg  x  dx 

(h) 

/  74- v 2 J,v 

g>  / 

;i)  / Jfv 4-X 


2 


dx 


,  fx  c< 


56*  /  x  cos  3-i  dx 
cos  & 


ss  f  (h 

'  J  0  +  ^)V2 

flf/4 

57.  /  xg1  Odd 
Jo 

59.  /  sen2  2x  cos3  2x  dx  69.  /  - +- 

J  Jo  U  -  3>2 


'  f— 

J  sen* 


dO 


cos  3.v  dx 


61,  J  c2x  o 

63.  f - ± -  64.  ( 

J  (x-l)(x  +  2){x-3)  Jo 


*  0  —  6  sen  0+12 

6t)*  / - —  dx 

Jo 

f  I V  J2 

62.  (I  -  2x2)V2 dx 

J-l/Jl 


-i/d2 
1/3  dx 


65.  f  *J-J-dx  66.  f  Vi 

,/j  X  Jn 


3)  J0  (4  -  9*2)7 

t  1)3  2 

66 


67. 


69 


h> 


+  I 


dx 


utc  sen  x  dx 


•  L 

71.  f  ,  ±  1 1  dx 
J  yfx "  +  2.r  H-  2 

73*  f 

Jii 


68 

70 

72 


J  x(x2 


1  -  I  dx 
dx 


X2  +  V  +  I  ) 

.  j  tgM  v  see4  4.x  dx 


f  sec2  8 
J  ig30-U2 


0 


d8 


(^  +  l)2  " 
l+rj:  dx 

74,  /  -v-  ,  aj>>  0 


■7 


a2  +  IXX 


Expandindo  o  Horizonte  do  Calculo 


Como  engenheiro-ehefe  de  uni  a  grande  f erro  via,  e  necessSrio  que  o  letter  analise  os 
custom  de  cortar  montanhas  e  constmir  tu  neis  para  projetar  t>  lei  to  de  uma  nova  ferrovia 
entre  duas  ei  dados  eni  expan  sao*  Para  apron  dor  mais  Sobre  a  Matemdlica  neeessaria 
para  poder  proceder  a  ossa  analise  e  para  aplicar  a  Matemaliea  aprendida  nesle  capftulo, 
visile  a  pagina 


www.bookman.com.br 


n 


REVISAO  DE 
TRIGONOMETRIA 


FUNQOES  E  IDENTIDADESTRIGONOMETRICAS 


■  ANGULOS 

Os  Angulos  em  um  piano  pod  cm  ser  gerados  pela  rola^ao  de  urn  raio  (semi-reta)  em  lorno  de 
sua  extremidade.  A  posigao  inicial  do  raio  e  denominada  Uido  initial  do  angulo,  a  posigao 
final  e  chamada  de  iado  final  do  Angulo  e  o  ponto  onde  se  cru/am  os  lad  os  inicial  e  final  6  o 
vert  ice  do  angulo.  Vanios  admit  ir  a  possibilidade  de  que  o  raio  possa  fazcr  mais  de  uma  revo 
luqao  complete  Os  angulos  sao  cOnsidcrados  positivos  se  gerados  no  senlido  anibhorurio  c 
negativos  se  gerados  no  sentido  Jiorario  (Figura  A  J), 


V^rtice 


Lado  inicial 


Um  angulo 
positive 

Um  angulo 
negative 

Angulos  gefados  por 
mais  de  uma  revalued 

Figure  A. 1 


Exisiem  dois  si  stem  as  padrao  de  medida  para  descrever  o  tamanho  de  um  angulo: 
medida  em  graus  e  medida  em  radian  os.  Na  medida  em  gratis,  1  gran  (esc  rove -se  1°)  e  a 
i tiedi da  de  unt  angulo  gerado  por  1/360  de  uma  revolugao.  Assim,  ha  360^  em  um  angulo  de 
uma  revoki^ao,  180*  em  um  angulo  de  meia  rcvolugao,  90°  em  um  angulo  de  1/4  de  revo- 
lugao  (angulo  retd),  e  assim  por  diantel  Os  graus  sao  divi didos  em  60  partes  iguais,  deno- 
minadas  minutes,  e  os  minutos  sao  divididos  em  60  paries  iguais,  denominadas  segundos. 
Assim,  1  minuto  (escreve-se  F)  e  1/60  de  um  grau,  e  J  segundo  (escreve-se  1")  e  1/60  de  um 
minute.  As  subdivisoes  mono  res  de  um  grau  sao  expresses  eomo  fra^bes  de  segundo. 

Na  medida  em  radianos,  os  angulos  sao  medidos  pelo  comprimento  do  arco  que  eles 
subentendem  sobre  um  cfrculo  de  raio  1  quaudo  o  vertice  csta  no  centro.  Uma  unidade  de 
arco  sobre  um  cfrculo  de  raio  I  6  denominada  radian  o  (escreve-se  I  rad)  (Figura  A*2)  c,  por- 
tanlo,  a  circunfereneia  inlei ra  de  um  cfrculo  de  raio  I  tern  2 tt  radianos.  Segue  que  um  angulo 
de  360 :  subentende  um  arco  de  2 n  radianos,  um  angulo  de  180°  subentende  um  arco  de  n 
radianos,  um  angulo  de  90°  subentende  um  arco  de  tzI 2  radianos,  e  assim  por  diante.  A  Figura 
A. 3  e  a  Tabela  1  most  ram  a  relagao  entre  as  medidas  em  graus  e  em  radianos  para  alguns 
Angulos  positives  importa  rites. 


A2  Calculo 


Note  que,  na  Tabela  1T  os  Angutos  em 
graus  $ao  design-ados  peto  ^f-rnba lo¬ 
de  grau,  mas  os  Angulos  em  radianos 
n5ot£m  unidades  especificadas.  Isso 
e  mria  pr^tica  padr^o  -  deve-se  en- 
tender  que  as  unidades  sSo  radianos 
quando  nSo  houver  unidade  espectfi- 
oada  para  um  angulo. 


Tab  eta  1 


Graus 

30° 

45" 

60" 

90° 

120" 

135" 

150" 

ISO"  270"  360" 

Radianos 

JL 

JL 

JT_ 

JL 

2tt 

3jr 

5jt 

71  —  2?? 

6 

4 

3 

2 

3 

4 

6 

2 

A  pari ir  do  fate  de  que  jz  radianos  correspondent  a  ( 80°,  obtemos  as  formulas  a  seguir, 
que  sao  uleis  para  converter  graus  em  radian  os  e  vice-versa. 


1 0  =  rad  ^  0,01745  rad 
1  rad  =  =s  57°  17' 44.8" 


(1) 

(2) 


►  Exemplo  1 

(a)  Expresse  146"  em  radianos  (b)  Ex  pi  esse  3  radian  os  em  gratis 

Sohi^ao  (a)  A  panir  de  ( \ ),  os  graus  podem  ser  eonverttdos  em  radianos  irmltiplicando-se 
por  urn  fa  tor  de  conversao  de  tt/130.  Ass  ini, 

146°  =  { *  146^  rad  =  rad  w  2,5482  rad 
\  180  }  90 


Solu^ao  (h)  De  (2),  radianos  podem  ser  convert idos  em  graus  mulliplicando-sc  por  uni 
fator  de  conversao  de  I  80/tt.  Assim, 


3  rad  = 


171,9°  * 


M  RELAQOES  ENTRE  COMPRIMENTO  DE  ARCO,  ANGULO,  RAtO  E  AREA 

Ha  um  leorema  em  Geometria  plana  que  estabelece  que,  para  dots  ci  rail  os  eoncSmricos,  a 
razao  emre  os  com primeM os  de  arco  subentendidos  por  um  angulo  central  e  igtial  a  razao 
dos  raios  corresp  on  dentes  (Figtira  A. 4),  Em  particular,  se  s  for  o  compiimenlo  de  arco  su- 
bentendido  sobre  um  cfrculo  de  rato  r  por  um  Angulo  central  de  0  radianos,  entSo,  compa- 


Figura  A. 4 
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Se  0  estiver  err. 

rad  i  a  nos,  entao  &  -  sir 


Figura  A, 5 


rando  com  o  cornprimentG  de  arco  subcntcndido  pelo  mcsnio  augulo  sobre  uni  cfrculo  de 
raio  ] ,  obtemos 

s  r 

$  =  T 


de  onde  tiramos  as  seguintcs  relates  entire  o  angtilo  central  8,  o  raio  re  o  comprimenlo  de 
arco  subentendido  s  qua n do  B  estiver  cm  radianos  (Figura  A, 5): 


$  —  s/r 


s  =  r9 


(3-4) 


A  regiuo  so  m  bread  a  na  Figura  A.  5  d  chamada  de  setor.  E  um  teorema  na  Geomelria 
plana  que  a  ra/.ao  cut  re  a  area  A  desse  setor  c  a  area  de  todo  o  cfrculo  c  a  mesma  que  a  razao 
e ntrc  o  angalo  central  do  setor  c  o  angulo  do  cfrculo  inteiro;  assim,  se  os  Angulos  esiivcrem 
cm  radianos,  lemos 

A  _  e 

7i  r2  2  7T 


Resol  vend  o-se  para  A,  resulta  a  seguinte  formula  para  a  area  de  um  setor  em  ter  mo  s  do  raio  r 
e  do  fmgulo  0  em  radianos: 

A  -  i r28  (5) 


Figura  A, 6 


■  FUNQQES TRIGONOMETRICAS  PARATRIANGULOS  RETANGULQS 

O  seno,  o  cosseno,  a  tangente,  a  cotangente,  a  secante  e  a  cossecante  de  um  fmgulo  agudo 
positive  0  podem  ser  dclinidos  como  ra/.bes  entre  os  lados  de  urn  iri fmgulo rctfmgulo.  Usando 
a  notagao  da  Figura  A. 6,  essas  defini^Oes  tomam  a  seguinte  forma: 


sen  0  - 


cos  0  = 


igO  = 


cateto  oposto  a  0  _  y 
hipotenusa  r 7 

cateto  adjacente  a  0  x 

hipotenusa  r 

cateto  oposto  a  0  y 

cateto  adjacente  a  0  x 


cossee  0  = 


sec  0  - 


cotg  0  = 


hipotenusa  _  r 
cateto  oposto  a  0  y 

hipotenusa  r 

cateto  adjacente  a  0  x 

cateto  adjacente  a  0  x 

cateto  oposto  a  0  y 


(6) 


Van  to  s  di/ei  quo  sen,  cos,  Ig,  cotg,  sec  e  cossee  sao  as  f lingoes  trigonometricas .  Como  tri- 
angulos  similares  tern  lados  prop  ore  ionais.  os  valores  das  fungoes  trigonometricas  depen- 
dem  somenle  do  tamanho  de  8  e  nao  do  tri fmgulo  retangulo  particular  usado  para  caleular 
as  razees,  Alem  disso,  nessas  dcfmicoes  nao  import  a  sc  8  estiver  medido  em  graus  ou  em 
radianos, 


►  Exemplo  2  Sabcmos  da  Gcomctria  que  dois  lados  do  um  tnangulo  de  angulos  de  45c\ 
45°  e  90  '  sao  iguais  e  que  a  hipotenusa  de  um  iriangulo  de  angulos  de  30l\  60°  e  9CF  6  duas 
vezes  o  lado  me  nor,  que  e  o  lado  oposto  ao  angulo  de  30\  Esses  fatos  e  o  Teorema  de  Pi  t  ago- 
ras  to  niece  m  a  Figura  A.  7,  A  pariir  da  figura,  oh  tern  os  os  result  ad  os  na  Tabeia  2,  ■< 


Figura  A. 7 


A4  Calculo 


Tabula  2 


sen  45°  =  vS. 

cos  45°  =  l/VI. 

lg  45*  =  1 

cossee  45°  =  V?, 

see  45  °  =  \2, 

cotg  45*  -  1 

sen  30°  =  1/2, 

cos  30°  =  S/2. 

[g  30°  =  \/S 

cossec  30°  =  2, 

sec  30°  =  2/S. 

cotg  30°  -  g|f3 

sen  60°  =  S/2, 

COS  60°  =  1/2. 

lg  60°  =  S 

eossec  60°  =  2/  V3, 

see  60°  =  2, 

cotg  60°  -  1/^3 

■  ANGULOS  EM  SISTEMAS  DE  COORDENADAS  RETANGULARES 

Como  os  angulos  tie  urn  triSnguio  retangulo  estao  entre  0  e  90‘::,  as  formulas  em  (6)  nao 
sao  diretamcnte  aplicavcis  a  angulos  negativos  ou  maiorcs  do  quc  90  a  Para  extender  as 
Outgoes  Migonomdlricas  a  asses  casos,  sera  convenierrte  considerin'  angulos  em  sistemas  tie 
coordenadas  retangulares*  Dizemos  quc  um  angulo  esta  na  posigdo  padrdo  cm  uni  sistema 
de  coordenadas  xy  sc  seu  vert  see  esilver  na  origem  e  seu  tudo  inicial  sohre  o  eixo  x  positive 
(Figura  A. 8). 


Figure  A  *9 


Figura  A. 8 


um  angulo  po^itivo 
na  posigao  padrao 


a  y 


um  angulo  negative 

na  posi^ao  padrao 


Para  definir  as  fungoes  trigonometricas  de  um  angulo  B  na  posigao  padrao,  construimos 
uni  cfrculo  dc  raio  /■,  centrado  na  origem,  c  tomamos  P(x,  v)  coma  a  interseegao  do  lado  final 
de  0  coni  esse  cfrculo  (Figura  A .9).  Fazemos  a  definigao  seguinte. 


AJ  DEFINigAO 

^  y 

X 

,  y 

sen#  = 

cos  6  = 

“ , 

tgy  -  - 

r 

r 

X 

r 

r 

X 

cossec  B  —  — , 

sec  0  — 

5 

cote  0  =  — 

y 

X 

Note  quc  as  formulas  dcssa  definigao  estao  dc  acordo  com  aqueias  dadas  cm  (6);  logo,  nao 
ha  conflito  com  a  delinigao  anterior  dc  fun  goes  trigonometneus  para  triaugulos.  Porem,  cssa 
definigao  se  aplica  a  tod  os  os  angulos  (exec  to  quando  ocorrer  um  zero  no  denominador). 
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No  east)  especial  cm  que  r-  K  temos  que  sea  0  -  y  c  cos  0  =  a\  portanto  o  I  ado  final  do 
Angulo  9  intersecta  0  Circuit)  uni  Lari  o  no  ponto  (COS  0,  sen  9)  (Figura  A*  10).  Temos,  a  punir  da 
Dcfmigao  A.  L  que  as  fungoes  trigonometricas  remanescciUes  de  9  sao  expressas  por 


sen  9 

[rt  0  —  - 

COStf 


cos  9 


1 


cotg  0  —  *—  =  — —  sec  9  =  — — 

sea  9  tz&  eostf 


eossec  8  = 


sea  0 


{7  AO) 


Essas  observagGes  sugerem  o  seguinte  procedimento  para  o  calculo  de  fungoes  trigonomeiri- 
cas  dc  aneulos  com  u  as: 

Hr 

*  Construa  o  angulo  0  na  posigao  padrao  de  uni  sistema  dc  coordcnadas  (x,  y). 

*  Encontre  as  coordcnadas  da  interseegao  do  lado  final  do  angulo  com  o  circuit)  tinita- 
rio;  as  coordcnadas  (x  e  y)  dessa  interseegao  sao,  respect)  vamente,  os  valorcs  dc  cos  0 
e  sen  9. 

*  Use  as  formulas  (7)  a  (10)  para  encontrar  os  valorcs  das  Dingoes  trigonometricas 
remanescentes  a  par  dr  dos  valorcs  clc  cos  8  e  sen  0. 


►  Exemplo  3  Catcule  as  fungoes  trigonometricas  de  9  -  150". 


Sofucao  Construa  um  cfrculo  unitario  e  eoloque  o  Angulo  9  =  150"  na  posigao  padrao  (Fi~ 
gura  A.  3 1).  Urn  a  vex  que  o  Sngulo  ZAOP  mode  30"  c  o  iriangulo  AOAP  tern  Angulos  de  30°, 
60"  e  90°,  o  lado  AP  tern  comprimento  ^  (metade  da  bipoienusa)  e  o  lado  OAt  pelo  Teorema 
de  Piiagoms,  teni  um  comprimento  dc  s/3/2.  Assini,  as  coordcnadas  de  P  sao  (~y?/2.  i/2), 
de  ontle  obtemos 


t  vr 

sen  150°=-,  cos  550°  =  - 


im.  sen  150°  1/2 

— .  tg  150  = - = - — — - 

2  c  cos  150°  -V3/2 


cossec  150°  = 


1 


sen  150  s 


sec  150°  = 


I 


cos  3  50* 


s/% 


1 

73 


colg  \  50° 


1 

tg  150° 


— 73  a 


►  Exemplo  4  Galenic  as  fungoes  trigonometricas  de  $  =  5xf 6. 


Soluqao  Como  Stt/6  -  1 50",  esse  problems  e  equivalent  ao  do  Exemplo  3.  Daquele  exem¬ 
plo,  obtemos 


5jt 

1 

5  it 

Sit 

sen  — 
6 

~r 

cos  —  —  - 
6 

2  ' 

tg  . 

6 

5tz 
sec  — 
6 

=  2, 

5t 

sec  —  =  - 
6 

2 

V5* 

5:t 
cots  ■ — 
5  6 

_l_ 

“'7! 

=  -73  < 


►  Exemplo  5  Cal  cute  as  fungoes  trigonometricas  de  9  =  -tz/2> 


Solu^do  De  aeordo  com  a  Figura  A.  12,  o  lado  final  de  0  -  - ;r/2  niter  sec  La  o  cfrculo  unitario 
no  ponto  (0,  - 1 ),  pot  tamo 


Figura  A.I2 


sen(-;r/2) -“1,  eos(“^/2)  =  0 


AG  Calculo 


e  das  Formulas  (7)  a  ( 1 0)  obiemos 

lg(-vT/2) 

cotg  t— jt/2) 
sec  (— jt/2) 
cossec  (  —tt/2) 


sen(— tt/2) 
cos(— tt/2) 
cgs(  -jjr/2) 
sen  (— tt/2) 
i 

cos(— tt/2) 

I 

sen(-?r/2) 


-I 

~0 

0 

ry 

l 

o 


(indefimda) 
—  0 


(indefinida) 


* 


Pelos  mdlodos  iluslrados  nos  lr£s  ultimos  examples,  o  lei  lor  dove  sex  eapaz  de  obler 
todos  os  resullados  daTabela  3,  Os  traces  indieam  quantidades  naodelinidas. 


Tabela  3 


9  ii 
w  o 

7r/6 

(30°) 

jr/4 

(45s) 

jt/3 

(60°) 

nil 

(90s) 

2jt/3 

(120s) 

3jt/4 
( 1 33s) 

5jt/6 

(150s) 

71 

(180s) 

3  tt/2 

(270s) 

2tt 

(360s) 

sen  9 

0 

1/2 

1/B 

■Bn 

1 

•Bn 

1/V5 

i/2 

0 

-i 

0 

cos  9 

1 

Bn 

1/V2 

1/2 

0 

-1/2 

-I/V2 

-■Bn 

-1 

0 

E 

ig# 

0 

i  /B 

1 

B 

— 

--B 

-1 

-i/B 

0 

— 

0 

cossec  9 

— 

2 

V2 

2/B 

[ 

2/B 

B 

2 

-I 

— 

sec  9 

1 

2/B 

B 

2 

—— 

-2 

-B 

-uB 

-1 

— 

I 

cotg  9 

- — - 

B 

1 

vB 

0 

-\/B 

-1 

-B 

- — 

0 

— - 

Os  valores  exatos.  das  fumgoes  trigonometricas  sonaenie  podem  ser  obtidos  em  casos  especiais;  normalmerue,  a 
necessSrio  disporde  uma  calc u lado ra  ou  de  um  programs  computacional. 


Os  sinais  das  f Lingoes  i rig on om Ericas  de  urn  Sngulo  sao  deiertninados  polo  quadrame 
no  qua!  eai  o  lado  final  do  angulo.  For  exemplo,  se  o  lado  final  cair  no  primeiro  quadrame, 
entao x c  v  sao  positives  na  Defmigao  A.  I ,  Assim,  todas  as  fungoes  trigonomctricas  fern  valo¬ 
res  positives.  Se  o  lado  final  cair  no  segundo  quadrame,  entao  x  6  negative  e  v  positive;  logo, 
seno  c  cos  seen  n  tc  sao  positives,  mas  todas  as  demais  ftmgoes  trigonomctricas  sao  negativas. 
O  diagrama  na  Figurn  AJ3  mostra  quais  fungoes  trigonornctricas  sao  positivas  nos  varies 
quadrantcs*  O  lei  tor  achara  instrutivo  conferir  que  os  result  ados  na  Tabela  3  sao  consistentes 
com  a  Fieura  A.  1 3. 


i 

sen 

cossec 

Todas  + 

+ 

tg 

cos 

cotg 

sec 

+ 

+ 

Fi^ura  A+13 


■  IDENTIDADESTRIGOMOMETRICAS 

Uma  identidade  trigonometrica  e  uma  equacao  envoi vendo  I  lingoes  trigonometrical  que  e 
verdadeira  para  todos  os  ftngulos  para  os  quais  am  bos  os  lad  os  da  equagao  estao  defniidos. 
Uma  das  identidades  mats  imporiantes  cm  Trigonometria  podc  ser  deduzida  aplicando-se  o 
Tcorcma  de  Pitagoras  ao  tri&ngulo  na  Figura  A. 9  para  obler 


,  ,  T  7 

X  +  V"  =  t 


Dividindo  am  bos  os  lados  por  r~  e  us  an  do  as  delinigoes  de  sen  0  e  cos  0  (Delinigao  A.  1  )T  ob- 
temos  o  sesuinte  resultado  fundamental: 


sent?  +  cos2  &  =  I 
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As  seguimes  identidadcs  podem  ser  obtidas  de  (11)  dividindo-se  umbos  os  membros  por 
cos'  0  c  sen-#,  respect  ivamenfe,  c  entao  a  pi  i  can  do  as  Formulas  (7)  a  ( 10); 


lg 2  9  4-  I  =  seca  $ 

1  -+■  Cfltg"0  —  eossec2  8 


(12) 

03) 


Sc  (,v,  v)  Tor  um  ponto  no  cfrculo  imilario,  tambcm  c  stank)  nclc  os  pontos  (- v,  r),  -y) 

e  (xt  -  j1)  (por  que?),  e  os  quatro  pontos  Form  am  os  veil  ices  de  uni  relangulo  com  os  lados  para- 
Iclos  aos  cixos  coordcnados  (Fig  ura  A,  I4tf)*  As  coordcnadas  x  e  y  dc  cada  vcrlicc  rcprcsentam  o 
seno  c  o  cos  sc  no  de  um  fingulo  na  posi^ao  padrao,  eujo  lado  final  passa  pelo  verlice;  assim,  ob- 
temos  as  identidades  nas  partes  (b\  (c)  e  (d)  da  Figura  A.  14  para  o  scno  e  o  cosseno.  Dividindo 
aq ue I  as  identidadcs,  obtcmos  identidades  para  a  tangenie.  Em  suma: 

sen  (tt  —  9)  —  sen  0 ,  sen  (tt  +  6?)  —  —  sen  8  ,  sen  ( —8)  —  —  sen  8  (14-1 6) 

cos(:r  —  8)  —  -  cos 8 ,  cos{jt  4-  8)  —  —  cos#,  cos(— 0)  =  cos#  (17-19) 

tg(rr-  9)  =  -  igO,  tg(7r  +  9)  =  l&B,  tgH?)  =  -tg0  (20-22) 


sen  0t  -  0}  =  sen  0 
COS  {TT  —  3)  =  -cos  0 

sen  (,t  +  0)  -  -sen  0 
cos  (tt  +  & )  -  -cos  B 

sen  (-0)  -  -sen  0 
cos  (-&)  =  cos  & 

id) 

m 

(c) 

{d) 

Pleura  A.14 


Dois  angulos  na  posigao  padrao  que  tenham  o  mcsmo  lado  final  devem  ter  os  mesmos 
valorcs  para  suas  fun  goes  trigonomctricas,  pois  seus  lados  tinais  imersectam  o  cfrculo  unita- 
rio  no  mesmo  ponto,  Em  particular,  dois  angulos  cujas  medidas  cm  radianos  diferem  por  um 
multiple)  de  2jt  tem  o  mcsmo  lado  final  e,  portanto,  as  suas  tangoes  trigonomctricas  lem  os 
mesmos  valores.  Isso  da  lunar  as  identidadcs 


(23) 

(24) 

e,  inais  geralmente, 


sen  9  —  sen (8  -|-  2jr)  —  son(0  —  2jt) 
cos#  =  cos(#  +  2tt)  =  cos  (9  —  2?r) 


sen  9  —  sen  (8  ±  2 nn)t  n  =  0,  1 ,2 _  (25) 

cos#  —  cos(#  ±  2 nn),  n  —  0,  1,2,..*  (26) 


A  identidade  (21)  implica  que 


tg  @  =  tg(6>  +  w)  c  tg  6  =  tg(0  -  jt)  (27-28) 

A  identidade  (27)  d  precisameme  (21)  com  os  term  os  da  soma  em  ordem  inverse,  e  a  idem  i- 
dade  (28)  segue  de  (21)  substituindo  9-jt  no  lugar  de  (l  Ess  as  duas  identidadcs  estabelecem 


AS  Calculo 


Figure  Ad5 


que  somar  ou  sublrair  tt  de  uni  angulo  nao  afeta  o  valor  de  sua  langerue.  Tem-se  que  o  mesmo 
6  verdadeiro  para  todo  multiplo  dc  tt;  assim, 

tg  0  =  tg(#  dt  «jT)7  =  0,  1 , %  *  *  *  (29) 

A  Figura  A.  15  mostra  fmgulos  com  piemen  Lares  0  e  (tt/  2)  —  6dc  urn  tnSngulo  rciangulo. 
Tem-se,  a  partir  de  (6),  que 


eat  ok)  oposio  a  0  caieto  adjaccnic  a  (tt/ 2)  -  0 

send  = - = - - 

hipotenusa  hipotenusa 

cal  el  o  adjacente  a  ft  caieio  oposio  a  (tt/  2}  -  0 

cos  0  = - - - = - 

hipoieimsa  hipotenusa 


0  quo  fornccc  as  identidadcs 

sen^  —  ftj  =  cos  ft  T  cos  —  ft)  =  sen  ft.  tg  ^  —  s'j  —  cotg ft  (30-32) 


onde  a  tcrccira  identidadc  result#  da  divisao  das  duns  primeiras,  Fssas  identidadcs  tambem 
sao  validas  para  anguios  que  nao  sao  agudos  ou  que  sao  negatives. 


■  A  LEI  DOS  COSSENOS 

O  proximo  icorema,  denominado  lei  dm  cossenos  ^  gen  era  li /a  o  Too  re  mu  de  Pilagoras.  Esse 
resultado  tern  valor  por  si  mesmo  e  lambdm  eomo  ponto  de  pamdade  algmnas  ideniidades 
t  r i  gors  om etri eas  i  m portames . 


A  J1  new  i:m  A  ( Lei  dos  Cossenos )  Se  os  kidos  de  um  tri&nguio  five  re m  comprinientos 

a,  b,  c  e  se  0  for  o  angulo  e  litre  os  kidos  com  comprinientos  a  e  bt  entcio 

c2  =  a2  4-  b~  —  2 ub cos 0 


Figura  A.  16 


(a.  0) 


hkmostra^ao  Vamos  introduzir  um  si  sterna  de  coordenadas  de  taJ  forma  que  ft  esteja  na  posi^ao 
padrao  com  o  I  ado  dc  eoniprimcnto  a  sob  re  o  eixo  a  positive.  De  acordo  com  a  Figura  A.  1 6,  o 
lado  dc  eoniprimcnto  a  sc  estende  da  origem  ale  um  ponto  0)  c  o  lado  h>  da  origcin  ate  algum 
ponto  (Tvt  y).  A  parti  r  da  definite  de  sen  ft  e  cos  0t  Lemos  que  sen  ft  =  yfb  e  cos  Q=x!b,  logo 


y  s=  b  sen  0,  x  =  b  cos  0 


(33) 


A  partir  da  formula  da  distancia  entre  os  pontos  (x,  3)  e  (a,  0)  (ver  A  pend  ice  G,  na  internet), 
obtemos 

c2  -  (x  -  af  +  (3-  -  0)2 


e,  port  am  o,  por  (33) 


c2  =  (b  cos  6  —  a)2  +  b 2  sen-  0 

—  a2  +  ft  "(cos2  0  +  sen2  0)  —  2a  b  cos  9 

—  a±  q_  _  2c;/?  COS  0 


o  que  co  in  pie  in  a  prova. 


Vamos  agora  mostrar  eomo  usar  a  lei  dos  cossenos  para  obter  as  ideniidades  a  seguir, 
den  om  i n  adas/ftr/w  ulas  de  adi0o  para  o  senoe  o  cosseno: 


sen  (a  T  p)  —  sen  a  cos  fi  +  cos  a  sen  fi 
cos {»  +  p)  =  cos  a  cos  0  psen  a  sen  0 


(35) 
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son  (tv  —  fi)  =  sen  tv  cos  fi  —  Cos  tv  sen  fi 
cos(tv  —  fi)  —  cos  a  cos  fi  4  sen  a  sen  fi 


(36) 

(37) 


Vamos  deduzir  prime] ro  (37).  Em  nossa  dedu(;aot  vamos  supor  que  0  <  fi  <  a  <  2tt  (Figura 
A.  17  ).  Conforme  a  figura,  os  lados  fmais  de<v  e  fi  iniersectam  o  cfrculo  uni  Lari  o  nos  ponios 
Pfe os  tv,  sen  a)  e  73,  (cos  fi,  sen  fif  Se  denoiarmos  os  compn memos  dos  lados  do  triangu- 
lo  OP\P>  Por  OPv  PyP2  e  OP2,  entao  OP,  =  OP2  =  1  e,  da  formula  da  disiancia  enirc  dots 
pontos, 


( P[  =  (cos  fi  —  cos  ct)-  4  (sen  fi  —  sen  ay 

=  (sen2  tv  4-  cos2  a)  4-  (ser vfi  4  cos2  fi)  —  2 (cos  or  cos  fi  4-  sen  a  sen  fi) 
—  2  —  2(cos  a  cos  fi  4-  sen  a  sen  fi) 

Mas  o  anguto  PjOPx  -  a-  fi,  de  mode  que  da  lei  dos  cossenos  resulla  que 

{P\Pi?  =  (OP\)2  4  (■ OP2 f  -  2(0 Pi KOP2) cos{g  -  fi) 

—  2  —  2  cos(tv  —  fi) 

IguaJando  as  duas  express des  para  (P,/\)2  e  simpfilkando,  ohlemos 

cos  (tv  —  fi)  =  cos  a.  cos  fi  4-  sen  a  sen  fi 

0  que  cample ta  a  dedc^ao  dc  (37). 

PodemOS  usar  (3 1 )  e  (37)  para  deduzir  (36)  da  seguinle  forma: 


sen  (tv  -  fi)  —  cos  I"—  —  (a  —  fi) 

L  2 

71 


-«*[(=  -«)-(-/*)] 
/  It 


=  cos  ^  eo — /?)  4  sen(  ^  —  tv^  s cn(-fi) 

—  cos  cos  fi  -  sen  sen  fi 

=  sen  a  cos  —  cos  a  sen  /> 

As  identidades  (34)  e  (35)  podem  ser  obtidas  de  (36)  e  (37)  substituindo-se  -fi  per  fi  e 
usando  as  identidades 

sen  (—fi)  —  —  sen  fi,  cos  (—fi)  =  cos  fi 


Deixamos  para  o  leitor  deduzir  as  identidades 

tg  tv  4  t gfi 


\g(a  4  fi)  = 


i  -  tg«t  gfi 


tg(a  -  fi)  - 


{ga  -  t gfi 

1  4  tgongfi 


(38-39) 


A  ideniidade  (38)  pode  ser  ohiida  dividindo-se  (34)  por  (35)  e,  cniao,  simp!  i  fie  an  do -se.  A 
jdentidade  (39)  pode  ser  obiida  de  (38)  subsliluindo-se  -fi  par  fi  e  smiplifieando-se. 

No  caso  especial  cm  que  tv  =  fi,  as  identidades  (34),  (35)  e  (38)  dao  lugar  as  formulas 
do  dngido  duplo 


sen  2tv  =  2  sen  a  cos  a 
cos  2  tv 


cos2  a  —  sen2  or 


tg  2 tv 


2  tg  a 


I  -  tg 1  tv 


(40) 

(41) 

(42) 


Usando-se  a  ideniidade  sen"  a  +  cosJ  tv  =  I ,  (41)  pode  ser  reescriia  nas  formas  alternaiivas 


cos2cv  =  2cos“tv  —  I 


c 


■j 

cos  2tv  =  J  —  2  sen  “tv 


(43-44) 


A10  Calculo 


Se  substituirmos  a  por  ail  em  (43)  e  (44)  e  usavm  os  alguma  Algebra,  obieremos  us 
formulas  do  dngulo  metade. 

e 

Deixamos  como  cxercicio  deduzir  as  seguimes  formulas  de  produto  em  soma  a  panir 
de  (34)  ut£  (37): 

(47) 

(48) 

(49) 

Tambdm  deixamos  como  excrete  io  deduzir  as  segu  i  n  ies  formulas  de  soma  em  produto : 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 


&  4*  ft  a  “  fi 
sen  a  -f  sen  fi  =  2  sen  - — - —  cos 

„  „  of  4*  fi  a  —  fi 

sen  a  —  sen  fi  —  2  cos  -  •  sen  - 


cos  a  4*  cos  fi 


a + ft 

2  COS  -  COS  ■— 


cos  &  —  cos  fi  = 


a.  +  fi  <x  -  fi 
2  sen  — — —  sen — - — 


sen  or  cos)?  =  ^fsen(of  —  fi)  +  sen(&  +  ft)] 
sen  of  sen  fi  —  ^[cos(of  —  fi)  —  cos{o  fi)] 


COS  Of  COS  fi  =  "Ecos(0f  —  fi)  +  COS(ftf  + 


2  a 

sen  —  = 
2 


1  —  COS  Of 


(45-46) 


7  Qf 

cos  —  — 
2 


I  +  COS  Of 


■  ENCQNTRANDO  UM  ANGULO  A  PARTIR  DO  VALOR  DE  SUAS  FUNQOES 
TRIGQNOMETRICAS 

Ha  inumeras  situagoes  nas  quais  6  neccssario  cncomrar  uni  dngulo  dcsconhccido  a  panir 
do  valor  conbecido  de  uma  de  suas  Id n goes  trigonometric  as*  O  exemplo  a  seguir  ilustra  um 
melodo  para  fcer  isso. 


►  Exemplo  6  Eneontre  0  sabendo  que  sen  $  —  ~ 

Solugao  Vamos  comegar  proeurando  por  angulos  positives  quo  satisfagam  a  equagao. 
Como  sen  0  e  positive,  o  dngulo  0  deve  terminar  no  pnmeiro  ou  no  segundo  quadrante.  Se 
terminar  no  prinieiro  quadrante,  emao  a  hipotenusa  do  iriSngulo  OAP  na  Figura  A.  18a  e  o 
dobro  do  tadoAF,  port  an  to 

0  =  30°  =  -  rad 
6 

Se  6  terminar  no  segundo  quadrante  (Figura  A.  1 8/?),  emao  a  hipotenusa  no  Liiangulo  OAP  6  o 
dobro  do  lado  AP,  logo,  o  dngulo  AGP  =  3()a,  t>  que  implica 

d  =  180°  -  30°  =  150°  =  —  rad 

6 

Encontradas  cssas  duas  solugoes,  todas  as  ontras  podem  ser  obtidas  so  man  do -se  ou  subtrain- 
do-se  mulliplos  de  3601  (2tt  rad)  a  esses  angulos.  Assinq  o  con  junto  de  todas  as  soiuqoes  6 
dado  pel  as  lormuias 


Figura  A.  18 


6  =  30°  ±n  -  360°,  n  =0,  1,2,... 
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e 

on,  eni  rad  i  a  nos, 


e 


6  =  150°  ±n  *  360°,  n  =0.  1,2, ... 

0  —  —  ±  n  •  2 7t,  n  —  0,  1,2,... 

6 

0  =  —■  ±  n  ■  2h\  «  =  0,  l ,  2 , . . .  ^ 


■  ANGULO  DE  JNCUNAQAO 

A  inclinable  de  uma  reta  nuo- vertical  L  esta  relacionada  com  o  Sngulo  rormado  entre  L  e  o 
eixo  positive.  Sc  ?>  for  o  menor  angulo  positive  medido  no  sentido  anti-horario  do  cixo  x  ate 
L,  entao  a  inelinagao  da  reta  pode  ser  expressu  como 


m-  tg0 


(54) 


(Figura  A.  1 9^),  O  angulo  0,  denominado angulo  de  inclinagdo  da  reta,  saiisfuz  0 :  <  0  <  1 80° 
cm  gratis  (ou.de  forma  cquivalcnte,  0  <  0  <  tt  cm  radian  os).  Sc  0  for  um  angulo  agudo.  entao 
m  =  Ig  0  e  positive  c  a  rcta  inclina-sc  para  eima  a  direita;  c  sc  0  lor  uni  angulo  obtuso,  entao 
m  -  tg  0  6  negative  c  a  rcta  inclina-se  para  baixo  a  direita.  P01  exemplo,  a  reta  cujo  angulo  de 
inclinaeao  for  45°  tern  uma  inclinagSo  dc  tn  =  ig  45 0  -  ! ,  e  a  reta  cujo  angulo  dc  inclinagao 
for  1 35°  tem  uma  inclinagao  de  m  —  ig  1 35y  -  - 1  (Figura  A.  1 9b).  A  Figura  A. 20  mosira  uma 
regra  conveniente  de  uso  da  reta  x  =  J  como  uma  “regtuf  pans  visualizar  a  re  lagao  entre  ret  as 
com  varias  inclmaqocs. 


! "  svan^o 


{a) 

Figura  A.  1 9 


(b) 


EXERC1C10S  A 


1-2  Expresse  os  Angulos  em  radian  os. 

1.  (a)  15*  (b)  390*  (c)  20' v  (d)  1 38" 

2.  (a)  42(T  (b)  15“  (c)  225"  (d)  165" 

3-4  Expresse  os  fmgulos  em  graus. 

3.  (a)  jt/15  (b)  1.5  (c)  Stt/5  (d)  3tt 

4.  (a)  jT/10  (b)  2  (c)  2jt/5  (d)  7jt/6 


5-6  Encontre  os  vat  ores  exatos  de  todas  as  scis  fang  ties  trigono- 
m&ricas  de  0. 


A12  Calculo 


7-12  O  angulo  $6  um  Ungulo  agudo  de  um  tri  angulo  retangulo. 
Resol  va  os  problem  as  desenhando  um  tri  angulo  apropriado,  Nao 
use  calculadora, 

7.  Encontre  sen  0  e  cos  0y  dado  que  tg  9  —  3, 

8.  Encontre  sen  6  e  ig  0,  dado  que  cos  9  = 

9.  E  nc  on  ire  ig  0  e  cossec  dado  que  sec  6  - 

10.  Encontre  cotg  f?  e  sec  f?,  dado  quc  cossec  0  =  4. 

1 1.  EnconLrc  o  comprimento  do  lado  adfacenLc  a  f?.  dado  quo  a  hi- 
potenusa  tern  coinprimemo  6  e  cos  0  -  0, 3. 

12.  Encontre  o  comprimento  da  hipotenusa,  dado  que  o  I  ado  oposto 
a  0  tem  comprimento  2,4  e  sen  0  =  0,8. 


1 3-1 4  E  dado  o  valor  do  angulo  0.  Encontre  os  valores  tie  lodas  as 
scis  Id  tiroes  trigonomdtricas  de  0sem  usar  □  calculadora. 


13.  (a)  225" 

14.  (a)  330" 


(b)  ”2 Kf  (c)  5tt/3  (d) -3tt/2 

<b)  - 1 20"  (c)  9tt/4  (d)  ”3jt 


18.  (a)  (b) 


19,  Em  cad  a  pane,  seja  9  um  angulo  agudo  de  um  iriangulo  retan- 
gulo,  Expresse  as  cinco  fungfres  trigonometrical  re stames  em 
termos  de  a. 

(a)  sen  8  — a/5  (b)  Ig  6  =  a/5  (c)  sec  8  =  a 


20-27  Encontre  todos  os  valores  de  9  (cm  radianos)  que  satisfia- 
gam  a  equagao  dada,  Nao  use  calculadora. 

20.  (a)  cos<9  =  -l/V2 

(b)  sen  9  =  -l/V2 

21.  (a)  tg$  =  -l 

(b)  cos  0  =  i 

22.  (a)  sen  0  = 

(b)  tg  0  =  V3 

11.  (aj  tg  0=1/73 

(b)  sentf  =  -\/372 

24.  (a)  sen  9  =  - 1 

(b)  cos  $=—\ 

25.  (a)  cotg#~-l 

(b)  cotg  9  -  V5 

26.  (a)  sec  8  =  —2 

(b)  cossec  0  =  —2 

27.  (a)  cossec  0-2/  y,/3 

(b)  sec  9  —  21  ^3 

28-2S  Encontre  os  valores  de  tod  as  as  seis  t'ungbes  trigonnm&ri- 
cas  dc  9. 

1 5-16  Use  as  infonnagbes  dadas  para  encontrar  os  valores  exatos 
das  fungftes  trigonometricas  restantesde  (K 


15. 

(a) 

cos  0  = 

5, 0  <  0  <  jr/2 

(b) 

cos  0  = 

i  -x!2  <()<Q 

i' 

(c) 

tgf?  =  - 

1  /V^.  ,t/2  <  0<  jt 

(d) 

tg  6?  =  - 

(e) 

cossec  i 

II 

o 

A 

A 

■i 

r-j 

(0 

cossec  i 

9  —  v'l.  'T/2  <9 <jt 

16. 

(a) 

2 

IE 

\A)<0<tt!2 

4 

(b) 

sen  0  ~ 

1  7T/2<V<  7T 

■4 

(c) 

cotg  0  - 

=  0  <  0  <  nil 

(d) 

P 

o 

(IQ 

■1 

=  n  <  0  <  3n/2 

(e) 

II 

,  ir/2  <  0  <  n 

(0 

sec  0  - 

jt  <  0  <  3tt/2 

17  10  Use  um  recur  so  computational  para  obterx  aid  a  quart  a 
casa  decimal. 


30,  Encontre  todos  os  valores  de  9  (em  radian  os)  tais  que 
(a)  sen#=!  (b)  cos  9  -  I  (c)  tg0=l 

(d)  cossec  0-  I  (e)  sec0  =  f  (f)  cotg  8  =1 

31.  Encontre  todos  os  valores  do  0  (cm  radianos)  tais  quc 
(a)  sen  0  =  0  (b)  cos  &  =  0  (e)  tg  &  =  0 

(d)  cossec  0  d  indefinido  (e)  sec  0  6  indelinido 

(f)  cotg  9  6  indefitiido 

32.  Como  pode names  usar  u nia  regua  e  um  trails  Icridor  para  apro- 
xi  mar  sen  I T  e  cos  1 7°? 

33.  Encomrc  o  comprimento  de  um  arco  circular  em  um  circulo 
com  raio  do  4  cm  su  beaten  dido  por  um  angulo  de 

(a)  tt/6  (b)  1 50£> 

34.  Encontre  o  raio  de  um  setor  circular  que  tern  um  angulo  de  tt/3 
e  tun  comprimento  de  arco  tic  7  uni  Jades. 

35.  Um  ponto  P  movendo-sc  no  sentido  anti-horario  sobre  um  circu- 
lo  com  raio  de  5  cm  percoi  re  um  arco  com  comprimento  de  2  cm. 
Qual  c  a  angulo  varrido  por  um  raio  do  centre  do  cfrculo  ate  PI 


.x 
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36.  Eneontre  a  formula  para  a  area  A  de  um  setor  circular  em  ter¬ 
mos  de  sett  mio  r  c  do  comprimcnto  do  arco  s. 

37,  Como  mosira  a  Ik  ora  abaixo.  uni  cone  circular  re  to  e  lei  to  tie 
am  pedago  de  cfrculo  de  papel  de  mio  R  netirando  um  setor  de 
Sngulo  0  e  colando  as  ho  r  das  da  parte  res  tame,  Eneontre 

(a)  o  raio  r  da  base  do  cone  em  termos  de  R  e  0 

(b)  a  a! turn  h  do  cone  em  termos  de  R  e  0 


38,  Como  mostm  a  tigura  abaixo,  sejam  r  e  L  o  raio  da  base  e  a 
altura  inetinadade  um  cone  circular  rcto.  Mostm  quo  a  area  da 
superficie  lateral  S  do  cone  6  S  =  rtt  L.  \Sugestao:  Como  m os- 
trado  na  Eigura  Ex- 3 7,  a  super ETcie  lateral  do  cone  lorna-se  um 
setor  circular  quando  cortada  ao  Ion  go  de  uma  res  a  a  parti  r  do 
vertice  ate  a  base  o  torn  ad  a  uma  figura  plana.] 


Fipuni  Ex-38 


39.  Dois  lados  de  um  trkngulo  t£m  comp ii memos  de  3  cm  e  7  cm 
c  formam  um  angulo  de  60k  Eneontre  a  area  do  triangulo. 

40,  Seja  ARC  um  triangulo  cujos  angulos  em  A  e  R  sao  30 u  e  45  k 
Se  o  I  ado  oposto  ao  angulo  R  tem  comprimcnto  ig.ua)  a  9.  on- 
eon  ire  os  co  mpn  merit  os  dos  lados  res  tanks  e  o  angulo  em  C 

41*  Uma  escada  de  10  pds  apoiada  em  uma  casa  fa/,  um  Sngulo  de 
6T  cm  rolacao  ao  solo.  Qua!  e  a  distant  in  do  topo  ate  ochao? 
Expresse  sua  resposla  ate  o  decitno  de  pe  mais  proximo. 

42,  De  um  ponto  ao  nfvel  do  chao  a  1 20  pcs  dc  um  predio.  o  angu lo 
de  eleva^ao  ale  o  topo  do  predio  e  de  76k  Eneontre  a  altura  do 
predio  c  expresse  sua  resposta  ate  o  pe  inais  proximo. 

43,  Um  observador  ao  nfvel  do  chao  cslii  a  uma  distend  a  d  dc  um 
predio.  Os  angulos  de  elevactio  ate  as  bases  das  j  and  as  do  sc- 
gundo  e  lerceiro  an  dares  sao  o  e  /Jn  respect  ivamente.  Eneontre  a 
distfmeia  h  cut  re  as  bases  das  jane) as  cm  termos  de  o,  fi  e  d. 

44,  De  um  ponto  no  nfvel  do  chao,  o  angulo  de  elevaqao  ao  topo  de 
uma  tone  e  a-.  De  um  ponto  que  esvtf  d  unidades  mais  perto  da 
torre.  o  angulo  de  eleva^ao  e  #.  Eneontre  a  altura  h  da  tone  em 
termos  de  or,  #  e  d. 


45-46  Mao  use  calculadora  nestes  exei  cfcios. 


45,  Sc  cos  0  -  “  c  0  <  61  <  tt/2.  obtentia 


46.  So  tg  a  =  e  tg  #  =  2,  onde  0  <  cr<  tt/2  e  0  <  fi  <  jt/2,  obienha 

(a)  sen  (a  —  ft)  (b)  cos  (a  +  fi) 

47,  Expresse  sen  30  e  cos  30  cm  termos  de  sen  0  c  cos  0. 


48-58  Deduza  as  identidades  dad  as. 


cos#  sec#  t 

48.  -  -j, —  =  cos4-  9 

I  +  tg20 

cos#  lg#  +  sen# 

49.  - - - -  =  2  COS  6 

[gO 

SfJ,  2  cos  see  20  =  sec  0  cossec  0  51.  tg  0  +  cotg  0  =  2  cos  sec  20 

sen  2#  cos  2# 

.>2. - -  sec  o 

sen  (i  cos  $ 

,,  sen  9  +  cos  20  —  1 

53.  -  “  tjr  0 

cos  0  —  sen  2# 

54.  sen  3 0  +  sen  0  =  2  sen  20  cos  0 

55.  sen  3 0  -  sen  0  -  2  cos  20  sen  0 


0  1  -  cos  9 

ij6.  tg  —  —  - 

2  sen  9 


57 ■ 


sen  9 


58.  eos^  +  cos  _  #)  - 


1  +  cos  9 

:>s  9 


59-60  Estes  exerctcios  referem-se  a  um  triangulo  arbitrtfrio  ABC\ 
no  qual  o  comprimcnto  do  lado  oposto  a  A  6  a,  o  comprimcnto  do 
lado  oposto  a  R  6  b,  e  o  comprimcnto  do  Jado  ojwsto  a  C  c  c. 

59.  Prove:  a  area  de  um  tr i 5 ngulc  A BC  pode  scr  escrita  eonio 

jirea  =  jbese  n  A 

Eneontre  duas  otilrys  formulas  amilogas  para  a  area- 

69.  Prove  a  lei  dos  serins:  cm  qualqucr  triangulo,  as  ra/bes  dos  la¬ 
dos  para  os  sc  nos  dos  Angulos  opostos  sao  Iguais,  islo  d: 


a 


c 


sen  A  sen  B  sen  C 

61.  Use  as  identidades  (34)  atd  (37)  para  expressar  cada  uma  das 
seguintes  cxprcssocs  cm  termos  dc  sen  0  ou  cos  (K 


(a)  sen^d-#^ 
3t 


(c) 


sen  j 


-9 


(b)  COS  (y  +  #  J 


(d )  cos  I  ~  *f  9 


{  3  71 

>sv^ 


(a)  sen  20 


(b)  cos  20 


62.  Dctlu/a  as  identidades  (38)  e  (39), 

63.  Dedu/a  a  identidade 

(a)  (47)  (b)  (48)  (c)  (49). 

64.  Sc  A  -  a  ±  e  R  =  a-  enlao  a  =  i  t  B)  c  fi  =  \  (A  —  B) 

m  jIf  ■*“ 

(verifique).  Use  esses  result  ados  e  as  identidades  (47)  ale  (49) 
para  dedu/ira  identidade 

(a)  (50)  (b)  (52)  (c)  (53) 


A14  Calcuio 


65.  Suhstitua  ft  por —ft  na  identidade  (50)  para  deduzir  (5 1 ). 

66.  (a)  Expresse  3  sen  a  +  5  cos  a  na  forma 

C  sen  (a  +  0) 

(b)  Mostre  quo  uma  soma  da  forma 

A  sen  a  +  B  cos  a 

pode  ser  rccscrila  na  forma  C  sen  (a  +  0). 

67*  M  os  Ere  que  o  comprimenio  da  diagonal  do  paralclogramo  na 
fig  urn  abaixo  6 

d  —  \Jaz  -\-  b-  +  2a  h  cos  ft 


68-69  Ertconire  o  angulo  dc  indinagao  da  reLa  com  inclinagao  in 
ate  o  gram  mais  proximo.  Use  um  recur  so  grafieo  quando  neccs- 
sario. 


68.  (a)  m  -  j 
(c)  m  ~  2 


(b)  in  =  —  I 
(4)  m  =  -57 


69.  (a)  in  =  —  2  (b)  in  -  I 

(c)  m  =  -™2  (d)  in  =  57 


70-71  Encomre  0  anguio  de  indinagao  da  ret  a  ate  0  gran  mats 
proximo.  Use  um  recurso  grdfico  quando  necesSario. 


7f).  (a)  3v  =  2  -  ^.v 


Cb)y-4*+7  =  0 


71.  (a)  y  =  V3a  +  2 


(h)  y  +  2.v  +  5  =  0 


a  p  e  n 


dice 


B 


RESOLUQAO  DE 
EQUAQOES  POLINOMINAIS 


Vamos  supor  neste  Apendke  que  o  ieitor  saiba  dh-ktir  poUndmios  e  u sar  o  algo rit mo  de 
BrioURuffinL  Se  for  necessdrio  revisar  essas  tecnicas,  o  leitor  deve  pmcurar  um  fivro  de 
Algebra* 


m  UMA  BREVE  REV1SAO  DE  POLINOMIQS 

Lem  bre  que,  se  n  l  or  um  inteiro  nito negative,  emao  um  polinomio  de  gran  n  6  uma  Eungao 
que  pode  ser  eserita  nas  formas  a  seguir,  dependendo  de  querermos  as  potendas  de  x  em  or- 
dem  cresccntc  ou  decrescent e: 

c0  +  C'X  +  Cvv"  +  ■  -  +  ctrx'  (cn  ^  0) 

v'  +  '  +  *■■  +  C, A-  +  (C„  *  0) 

Os  numeros  c{„  c cn  sao  deuomi  nados  coeficieniea  do  polinomio,  O  eocficiente  c„  (que 
multiplier  a  potencia  mais  alta  de  v)  e  chamado  de  coefieiente  dominants,  o  termo  crfx*  e  co- 
nheeido  como  termo  dominante  e  o  coefieiente  cn  £  o  termo  constante.  Os  polinSmios  corn 
graus  1, 2,  3, 4  e  5  sac  c  ha  mad  as  de  t inear,  quadrdtico,  cubico,  qudrtico  e  quintko,  respect  i- 
vamente.  Por  simplicidade,  os  polinfimios  gerais  de  grau  baixo  sao,  freqiiememente,  eseritos 
sent  os  subscribes  nos  coeficientes: 


p{x)  -  a 

p(x)  =  ax  +  b  (a  ?  0) 

p(x)  =  ax2  +  bx  +  c  (i a  -f-  0) 

p(x)  ~  ax*  +  bx2  +  cx  +  d  (a  f  0) 


Poll  n6mio  con&lante 

Polinomio  Ij  nirar 

t3oli  nun  no  quaitatti  co 

PolinSmiocilbieo 

Quando  ten  tamos  fatorar  completamente  uni  polinomio,  umade  ires  coisas  pode  oeorrer: 

*  Pode  ser  que  consigamos  decompor  o  polinomio  em  fatores  lineares  distmtos*  usando 
somente  numeros  reais,  como  no  exemplo  a  seguir: 

Jt'1  4-  a  —  2x  =  _v(v‘  +  x  “  2)  —  x(x  -  1  )(a  +  2) 


*  Pod  c  ser  que  c  o  n  si  gam  os  deco  mp  or  o  pol  i  n  5m  i  o  e  m  fat  ore  s  1 1  ne  arcs ,  u  s  undo  somente 
mimeros  reais,  mas  alguns  dos  fatores  podeni  ser  repe lidos;  por  exemplo: 


/  -  3*  +  2x'  ~  x\x'  -  3a-  +  2)  =  x\x  -  I  f(x  -  2) 


(!) 


*  Pode  ser  que  eonsigamos  decompor  o  polinomio  em  fatores  lineares  ou  quadrat  Sees, 
usando  somente  numeros  reais,  porem,  nao  somos  capazes  de  decompor  os  fatores 
quadrati  cos  sem  usar  numeros  imaginarios  (tais  fatores  quadratic  os  sao  chum  ados  de 
irredutfveis  sobre  os  numeros  reais);  por  exemplo: 

x4  —  I  =  (a'“  —  I  )(.v"  4-  \ )  —  (x  —  1)(\  4-  I  }(x~  4-  I )  =  (x  —  1  )(a  4-  I  )(x  -  i)(x  4-  /) 

Aqui,  o  tutor  a2  +  1  e  iiTcduttvc!  sobre  os  numeros  reais. 


82  Calculo 


Em  geruJ.  SC  pix)  for  um  polindmio  de  grau  n  com  coeficiente  dominante  a  c  se  forem 
pennitidos  numcros  i  magi  narcos,  entao  pode  scr  fatorado  coma 


p(x)  =  aix  -  rt){x  -  r2)  -  {x  -  r„) 


(2) 


onde  r|T  r,,  sao  dcnominados  zeros  de  p(x)  ou  raizes  dacquagao  p(x)  =  0  c  (2)  e  denomi- 
iiada  fatoragdo  linear  completa  de  p(x).  Em  (2),  sc  a  3  gum  dos  fatores  lor  re  pet  i  do,  entao  eles 
podem  scr  eombinados;  por  exemplo,  sc  os  k  primeiros  la  Lores  forem  distimos  e  os  rcstamcs 
forem  repet  igoes  dos  k  primeiros,  entao  (2)  pode  ser  ex  press  a  cornu 


p(x)  =  a(x  -  r{f'(x  -  r2f-'»  (x~rk)!>1( 


(3.) 


onde  r, ,  r2 rk  sao  as  raizes  di stint  as  de  p(x)  -  0,  Os  expoenies  mv  ml  most  ram  quantas 

vezes  os  varies  fat  ores  ocorrem  na  fatoragao  completa;  por  exemplo,  em  (3)  o  fator  (x  -  if) 
ocorre  m[  vezes,  (x  -  r2)  ocorre  m2  vezes,  c  assim  por  diante.  Algumas  tecnicas  para  fatorar 
polinomios  sao  di  scut  Idas  ad  \  ante  neste  a  pen  dice,  Em  ecru  I,  se  um  fator  (x  -  r)  ocorrer  m 
vezes  na  fatoraqao  completa  de  um  polindmio,  dizemos  que  r  e  uma  raiz  ou  um  zero  com 
multiplicidade  m>  e  sc  (x  -  r)  nao  repetir  (isto  e,  Lem  multiplicidade  I ),  dizemos  que  r  e  uma 
raiz  ou  zero  simples.  Por  exemplo,  lemos  a  partir  de  (1)  que  a  equagao  X  -  3.v‘  +  2x  =  0  pode 
scr  expressa  como 


x  (x  -  1 )-  tv  +  2)  =  0 


(4) 


de  modo  que  essa  equagao  tern  tics  raizes  distinlas:  x  =  0  com  multipltckiade  3,  x  “  I  coni 
multiplicidade  2  e  uma  raiz  simples  x  —  “2. 

Observe  que  em  (3)  a  soma  da  multiplicidade  das  raizes  deve  ser  it,  pois  p(x)  tem  grau 
n\  isto  e, 

m,  +  m2  +  —  +  niy  —  n 

Por  exemplo,  em  (4)  as  multiplicidades  somam  6,  que  c  o  grau  do  polindmio. 

Segue  dc  (2)  que  um  polindmio  de  grau  n  pode  ler,  no  maxi  mo,  n  rafzes  dislinlas;  sc  to- 
das  as  rafzes  forem  simples,  entao  huvera  exatamente  n\  nocaso  dc  repet  igao,  tcrcnios  men  os 
do  que  n*  Poreni,  na  contageni  das  rafzes  de  um  polindmio  e  padrao  eomaras  mulliplieidadcs, 
pois  css  neon  verigao  nos  pcrmiie  dizer  que  um  polindmio  dc  grau  it  tern  n  rafzes.  Por  exemplo, 
a  partir  dc  ( 1 )  as  seis  rafzes  do  polindmio  p(jr)  -  x’  -  3x4  +  2.v  sat? 

r  =  Qf  0,0,  1,  1,-| 

Resumindo,  tem  os  o  seguime  leorema  import  ante. 


B*1  TKORKMA  Se  forem  permiiicias  rafzes  imagindrias  e  se  as  raizes  forem  coma  das 
de  acordo  com  suas  multiplicidades,  entao  um  polindmio  de  gran  n  tem  exatamente  n 
rafzes. 


M  OTEOREMA  DO  RESTO 

Quando  clots  intciros  positives  sao  divididos,  eles  podem  ser  expresses  como  o  quocientc 
mais  o  resto  sobre  o  divisor,  onde  o  resto  6  nienor  que  o  divisor.  Por  exemplo: 

T  =  3  +  5 

Se  multi  pi  icarmos  cssa  cquagao  por  5,  oh  tem  os 

17  =  5-3  +  2 

que  esrabelece  quo  o  numerador  e  o  divisor  vezes  o  quociente  mais  o  resto. 


Apendice  B  /  Resolu^ao  de  Equates  Polmominais  B3 


O  seguinte  teorema,  quo  daremos  $om  prova,  e  um  resultudo  an&logo  para  cli visao  do 
poll  no  mi  os. 


B,2  teorkma  Se  p(x)  e  six)  forem  polindmios  e  se  s(x)  n  do  for  o  poiin&mio  zero,  on  too 
p(x)  pode  ser  expresso  canto 

P(x)  -  s(x)q(x)  +  r(x) 

onde  q(x)  e  r(x)  sdo  a  quotient e  e  o  rcsto  que  resultant  qmndo  p{x)  for  dividido  par  s(x)\ 
a  lent  dissot  on  r(x)  e  o  polmomio  zero  on  o  grau  de  fix)  e  me  nor  do  que  o  gran  de  s(x). 


No  easo  especial  cm  que  p(x)  for  dividido  por  um  polindmiode  prime  iro  grau  da  lorma 
x “  c,  o  rcsto  deve  ser  alguma  constante  r,  pois  ou  e  zero  ou  lem  grau  menor  do  quo  1 .  Assim, 
o  Teorema  B.  2  impliea  que 

p(x)  -  {x  -  c)q(x)  +  r 

e  issot  por sua  vez,  impliea  que  p(c)  =  r.  Em  suma,  lemos  o  seguinte  teorema. 


15*3  TioiviMA  (Teorema  do  Res  to)  Se  um  polindmio  p(x)for  dividido  por  x  -  e  tit  do 

o  rex  to  e  pic). 


►  Exemplo  1  Do  acordo  com  o  Teorema  do  Rcsto,  o  rcsto  da  divisao  de 

p(x)  —  2a''  +  3x”  -  4x  —  3 

por  a +  4  deve  ser 

=  2(-4)s  +  3  (-4)'  -4(-4)  -3  =-67 
Mostre  que  6  isso  o  que  aconteee. 


$olu  {.do  Por  d  i  v  i  sao 


2x}  +  3x2  -  4x  —  3  x  +  4 


2xy  +8jc3  2x2  -  5a  + 1 6 

-5x2-4x 
-5x2  -  20.v 


1 6x  -  3 


I  6a +  64 

“67 


o  que  mostra  que  o  rcsto  c  -67. 


Solugtio  alternatim  Como  es  tamos  dividindo  por  uma  express So  da  forma  x  —  c  (onde 
c  =  —4),  podemos  usar  o  algorilmo  de  Briot-Rui'llni  em  vez  da  divisao.  Os  calculos  sao 


=M  2  3  —4  —3 

—8  20  —64 

2-5  16  -67 


mostrando,  novainenLe,  que  o  rcsto  6  -  67.  < 


■  OTEOREMADAFATORAQAO 

Fatorar  um  polinomio  p(x)  6  escrevedo  coma  um  produto  de  polinomios  de  graus  menores, 
chain  ados  dc  fat  ores  de  /;( a).  Para  s( x)  scr  um  fator  de  p(x),  nao  pode  haver  resto  quando  p(x) 
for  dividido  por  j(a),  Por  exemplo,  $C  p(x)  puder  scr  futorad 0  como 

p(x)  =  s(x)q(x)  (5) 


entao. 


pM 

s(jt) 


e/(x) 


logo,  dividindo  p(x)  por  a(aX  obtenios  uni  quociente  q(x)  e  nenhuni  resto.  Reciprocamenle, 
(6)  implica  (5)t  logo  v(a)  c  uni  fator  dc  p{x)  sc  nao  exist ir  resto  quando  p(x)  for  dividido  por 
S(x). 

No  caso  especial  cm  quo  x  -  c  for  um  fator  de  p(x),  o  polinfimio  p(x)  pode  ser  expresso 

como 


p{x)  =  (x  -  C)ij(X) 

o  que  implica p(c)  =  0 .  Reciprocamente,  sc  p(c)  -  0,  entao,  pelo  Teorema  do  Resto,  x  -  c  e  um 
fator  de  />(.v\  uina  vcz  que  o  resto  e  zero  quando  p(x)  for  dividido  por  jr-  v.  Esses  result  ad  os 
estao  resumidos  no  seguinte  teorema. 


BA  teokkma  (Teorema  da  Fatoraqao)  Um  polinomio  p(x)  tern  x  -  c  como  um  fator 
$e\  e  some itte  se,  p(c)  =  0, 


Segue  desse  teorema  que  as  ahrmaeoes  abaixo  todas  dizem  a  mesma  coisa  de  dii'erentes 
maneiras: 

*  x  -c6  um  fator  de  p(x) 

*  p(c)  =  0 

*  c6  um  zero  dc  p(x) 

*  c  6  uma  raiz  da  cquagao  p(x)  =  0 

*  e  6  u ma  solugfio  da  eq uagfto  p{x)  -  0 

*  c  6  um  eorte  no  eixo  x  tic  y  =  p{x) 

►  Exemplo  2  Con  fir  me  que  x  -  1  6  um  fator  de 

/;(a)  -  xl  -  3a"  -  1  3a  +  1 5 

dividindo  p(x)  por  a-  I  e  vcrificando  que  o  resto  e  zero, 

Solugdo  Fordivisao 

x* -$x2  -Wx-\ 5  |a  — 1 
AJ-A3  A3  -2a  -  15 

“2a?  —  13a 
-lx1  +  2a 

-15a +15 

—  1 5x  +  1 5 

0 


o  que  mostra  que  o  resto  e  zero. 


Apindrce  B  /  Resolugao  de  Equagdes  Polmominais  B5 


Sofugao  alt  ennui  va  Como  estamos  di  v  idi  ndo  por  urn  a  cxpressfio  da  forma  x  -  c\  pod  e  in  os 
usar  o  algoritmo  de  Brioi-Ruffini,  Os  Ciilculos  sfio 

JJ  1  —3  —13  15 

I  -2  -15 

I  -2  -15  0 

o  quc  con  firm  a  ser  zero  o  rcsto,  A 

■  USANOO  UfUl  FATOR  PARA  ENCONTRAR  OUTROS  FATORES 

Se  .x  —  e  for  um  fator  de  p(x)t  e  so  g(jr)  —  p(x)  l  (.v  —  e)t  entao 


p(x)  =  (x  -  c)q(x) 


logo,  os  fat  ores  lineares  adidonais  de  p(x)  podem  ser  ohtidos  fatorando-se  o  quociente  q(x). 


►  Exemplo  3  Fa  tore 

p(x)  =  /  -  3x' -  l  3a  +  !5  (8) 

eompletamente  em  fa  to  res  line  ares. 

Solugao  No  Exemplo  2,  mostramos  que  x  -  1  6  um  fator  de  p(x)  e  tambem  vimos  que 
p(x)  fix  -  1 }  =  x~  -  2x  -15.  Assim, 

-  3.v:  -  1 3.t  +  1 5  =  {x—  1)  (x2  —  2r  -  1 5) 

Fatoramlo-se  por  inspegao  x2  -  2x  -  1 5,  rcsulta 

x  -  3.v2  -  i 3,v  +  IS  =  (A- -  I )  (a  -  5)  (x  +  3) 

o  que  e  a  fatoragao  linear  completa  de p(x).  A 


■  METODOS  PARA  ENCONTRAR  RAIZES 

Uma  equagao  quadrat iea  geial  ax~  +  bx  +  c  -  0  pode  ser  resol vida  atraves  da  formula 
quadratics,  que  expressa  a  solugao  da  equagao  em  termos  dos  coelicientes.  VersSes  dessa 
formula  erarn  eonhecidas  desde  os  tempos  da  Babilftma,  e  no  seeulo  XVJl  forain  obiidas 
formulas  para  a  solugao  de  equagoes  cubicas  e  quart ieas  gerais.  Porem,  lentativas  de  encon- 
trar  formulas  para  a  solugao  de  equagoes  gerais  de  quimo  grau  ou  com  grati  maior  lo ram 
infrutiferas,  A  razao  para  isso  lieou  data  quando,  em  1829,  o  matemdtico  trances  Evariste 
Galois  (181 1-1832)  provou  que  c  impossfvel  expressar  a  solugao  de  uma  equagao  geral  de 
quinro  ou  maior  grau  em  termos  de  seus  coelicientes  usando  operagoes  algebrieas, 

Hoje,  temos  poderosos  programas  de  eomputagao  para  encontrar  os  zeros  de  puli  no¬ 
rm  os  especfflcos.  Por  exemplo.  leva  somente  alguns  seg undos  para  um  CAS  (p.  ex+,  Mathe- 
mafka,  Maple  ou  Derive),  moslrar  que  os  zeros  do  pofinomto 

p(x)  =  lO.v4  -  23aj  -  I  Oa’  +  29.1  +  6  (9) 

sac 


JC  =  -l, 


X  “  5* 


e 


x  —  2 


(10) 


Os  algoritmos  u  sad  os  por  esses  programas  para  encontrar  os  zeros,  inteiros  ou  raeionals,  caso 
existam,  de  um  polinomio  cstao  baseados  no  teorema  a  seguir*  o  qual  c  provado  em  cursos 
avangados  de  Algebra. 


B6  Calculo 


B*5  tkorkma  S  upon  ha  qw 

p{x)  =  c/  +  +  -  +  c,x  +  c0 

^?/a  uw  polindmio  com  coeficientes  inteiros. 

U'i)  Sc  r  for  urn  zero  inteiro  de  pU'X  condo  r  dove  ser  urn  divisor  do  re  row  constant?  clr 

(h)  Se  r  =  a/b  for  um  zero  rational  de  p(x\  onde  todos  os  fa! ores  cowans  de  a  e  de  h 
fa  ram  eancelados,  entdo  a  deve  ser  am  divisor  do  rermo  coo  statue  cm  e  b  deve  ser  urn 
divisor  do  coejiciente  dominant e  cH. 


Por  exeinplo,  em  (9),  o  lermo  eonsianie  e  6  (que  lein  por  divisores  ±1:  ±2,  ±3  e  ±6)  e  o  co- 
efieiente  dominance  e  10  (que  tern  por  divisores  ±1,  ±2,  ±5  e  ±10).  Assim,  os  tinicos  zeros 
inteiros  possfveis  de  p(x)  sao 

±1,  ±2,  ±3,  ±6 


C  OS  uni  COS  zeros  racionais  nao -inteiros  possfveis  sao 


±i  ±J_  ±2  ±3 

— *—  ^  j  j  '  ■*kj*  ^  'J  t 


Usando  urn  computation  6  simples  calcular  /?( v)  em  cada  um  desses  mimeros  e  mostrar  que 
sens  uni  cos  zeros  sao  os  ntmieros  dados  em  (10). 


►  hxemplo  4  Resoiva  a  equayao  x1  +  3  a'  -  7a  —  21  =  0, 

Solugao  As  solugoes  da  equacao  sao  os  zeros  do  polindmio 

p(x)  ~  x*  +  3a  -  lx  -  21 


Vain  os  procurer,  prime  Ira,  pelos  zeros  inteiros.  Como  todos  esses  zeros  devem  dividir  o  ter  mo 
constant^  as  tinicas  possibi I idades  sao  ±  1 ,  +3,  ±7  e  ±21,  Substituindo  esses  valores  em  p(x) 
(on  usando  o  metodo  do  Exercfcio  6),  oblemos  que  x  =  -3  e  um  zero  inteiro.  Isso  nos  diz  que 
a1  +  3  e  um  fat  of  de  pix),  que  pode  ser  escriio  eomo 

T  +  3.C  -7a- 21  -  (ji  +  3)  (/(j) 


onde  q(x)  e  o  quocicnLe  da  divisao  de  x  +  3.C  -  lx  -  2 1  por x  +  3,  Deixamos  a  cargo  do  leitor 
mostrar,  detuando  a  divisao,  que  q(x)  —  a0  -  7;  logo 


je3  +  3je2  -  7.1-  -  2 ]  =  <jt  4-  3)U2  -  7)  =  (Jt  +  3)0  +  tl)(x  -  S) 


o  que  nos  diz  que  as  soluqocs  da  equa^So  dada  sao  x  =  3,  x  =  \fl  rs  2,65  e  x  =  —J1  ss 
—2,65.  < 


EXERCICIOS  B  c  CAS 


1  -2  Encontrc  o  quocicnte  ^(a)  e  o  resto  r(.v)  que  result  a  da  divisao 
de  p{x)  por  5(a). 

3-4  Use  o  algoritmo  de  Briot-Ruffini  para  encontrar  o  quociente 
q(x)  e  o  resto  r{x)  que  results  da  divisao  de  pix)  por  j(a)- 

1.  (a)  p(x)  =  .vJ  +  3a'  -  5x  +  1 0;  ,v(.v)  =  x  -  x  +  2 

(b)  p(x)  =  6a  +  1  0a--  +  5;  s(x)  =  3x2  - 1 

(c)  p(x)  -  +  x  -i-  l;  s(x)  -  x  +  x 

2.  (a)  pix)  =  lx*  -  3  a  +  5a2  +  lx  +  7:  six)  ^  x1- a  +  ] 

(b)  pix)  =  2.C  +  5jt4  -  4r  +  8.C  +  I ;  s(x)  =  2v2  -  x  +  1 

(c)  p(x)  -  5x  +  4x2  +  v  s(x)  -  X  +  1 


3.  (a)  p(x)  =  3a'  -  4a-  -  1 ;  s(x)  =  ,v  -  2 

(b)  pix)  =  A4  -  5a2  +  4;  i<A->  =  x  +  5 

(c)  pU)  =  AV-  1;4$=a~1 

4.  (a)  p(je)  ™  It  -  x1  -  2a*  +  I ;  s(x)  =  a  -  ] 

(b)  pix)  =  2x  +  3a  -  ]  7a2  -  27a  -  9:  s( x)  =x  +  4 

(c)  pix)  =  .v7  +  1 ;  s(x)  =x-  1 


Apendice  B  /  Resolupao  de  Equates  Polmominais  B7 


5.  Seja  /; (.v)  =  2x 1  +  x'  -  3.C  +  x  —  4 .  L J se  o  algort t mo  de  B ri ot- R u fj  1  it i 
e  o  Tcorema  do  Res  to  para  cnconrrar  ;>(0),  pi  I  )T  (>(-$)  e  p(7\ 


6.  Soj a  pix)  o  poll  nom i o  d o  Ex e m p ! o  4 .  U so  o  a ! go  r  i t mo  de  B r i ot- 
Ruflini  e  oTeorema  do  Resto  para  ealcular/HCl  em  x  =  ±1  h  ±3, 
±7e±2L 


7,  Seja  p(x)  =  a  +  4a"  +  x  -  6,  Encontre  uin  polinOmio  q(x)  e  uma 
eon  statue  riais  que 

(a)  p(x)~{x-2 )q{x)+r 

(b)  />(.v)  =  (x+  \  )<]  (*}  +  r 

8,  Sej  a  pU  J  = .  v*  -  U  En  eon  i  re  u m  po  I  i  ndin  i  o  p(\)  e  \  l  m  a  e on  St  an  le 
/■  lais  que 

(a)  p(x }  -  (jc  +  1 )  q  (x)  +  r 

(b)  p{x)  =  (x-l)q(x)  +  r 


Em  cada  parte,  faga  uma  lista  de  todos  os  posstveis  candidates 
a  zeros  rational  s  de  p(x). 

(a)  pix)  =  x 1  +  3x  -  x  +  24 

(b)  p{x)  =  3a*  -  2v’  +  7.i  -  10 

(c)  p{x)  =  a’’  -  1 7 


10.  Encontre  todos  os  zeros  in  lei  ros  de 

p(x) = /  +  5a'  -  1 6.v4  -  1  5a’  -  t  2a!  -  38a  -  2 1 


11-15  Eaton:  complctamentc  os  pol  inomios. 

1 1.  pi  v]  =  a'  -  2x~  —  x  +  2 

12.  p(x)  =  3.t'  +  x  —  12a  -  4 

13.  p(x)  =  a4  +  ]  Oa’  +  36a4  +  54a  +  27 

14.  p(x)  -  It,4  +  A4  +  3/  +  3.t  -  9 

15.  p(x)  ~  xf  +  4a4  -  4a’  -  34a4  -  45a  -  1 8 


[cl  Hi.  Pam  cada  uma  das  fatorafoes  obtidas  nos  Exercfcios  1 1  a  15, 
vertiique  suas  res  pastas  u  sand  a  um  CAS. 


17-21  Encontre  todas  as  solugoes  reais  das  equates. 

17.  a3  +  3/  +  4a+  12=0 

18.  2x3 -5a2-  10a  +  3  =  0 

19.  3a4  +  I  4a’  +  1 4,v3  -  8a  -  8  =  0 

20.  2v4  —  a3  —  I  4a3  -  5a-  +  6  =  0 

21.  a4 - 2a4  - 6.t'  +  5a4  +  8a+  12  =  0 

[c]  22.  Para  catla  iinia  das  Ccuatj'oC-s  resol vidas  nos  Exercfcios  17  a  21. 
verifique  sua  resposta  usando  um  CAS. 

23.  Ob  ten  ha  todos  os  valorem  de  k  para  os  quais.v  -  t  6  um  faior  do 
polindmio  pix)  =  k2x?  -  1  kx  4-  10. 

24.  Sera  x  +  3  u  m  tat  or  dc  x'  +■  2 1 87?  Jti  st  i  fi  que  sua  res  p  osta; 

jc]25.  Uma  I'atia  com  3  cm  de  espessura  6  cortada  dc  um  cube,  dei- 
xando  um  volume  do  1%  enr ,  Use  um  CAS  para  eneontrar  o 
comprimento  de  um  lado  do  cubo  original 

26.  (a)  Mostre  que  nao  ha  nenhum  ndmero  raeioiial  positive  que 

exceda  set]  cubo  per  I. 

fb)  Existe  aigtmi  numero  real  que  exceda  sett  cubo  por  1 7  Jus- 
tifique  sua  resposta. 

27.  Use  o  Teorema  da  Fatoraggo  para  mosirarcada  uma  das  segui ri¬ 
tes  afirmagfies. 

(a)  jc  --  v  e  urn  t’ator  de  x'  -  y'  para  todos  os  valores  inteiros 
positives  de/i. 

(b)  x  +  y  6  um  fat  or  de  x"  -  /  para  todos  os  valores  inteiros 
positives  pares  de 

(c)  x  +  v  e  um  fator  de  x'  +y"  para  todos  Os  valores  inteiros 
positives  mipares  de  n. 


RESPOSTAS  DOS 
EXERCICIOS  IMPARES 


►  Exerc*cios  1.1  (paging  12) 


L  (a)  -2,9;  -2,0;  2.35;  2,9  (b)  nenhum  (t)0  (ri>  -1 ,75  £a£  2,  15 

(e)  y<m  =  cm  *  =  >n,in=  -2,2  cm  v  =  l  ,2 

3.  (a)  sim  lb)  sim  (c>  nao  (d)  itfio 

5,  (a)  1943  (b)  1960;  4200  (c)  nao,  precisamos  da  popula^ao  anual 
(d)  gpierm,  marketing  (c)  divulgu^-aode  risers  de  sau-tfe.  press  Ho  so¬ 
cial,  eampanha  anti  i  unto,  aumetito  nos  iitipostos 

7P  (a)  1 999,  cm  lomo  do  $43,400  (b)  1985,  $37,000  {c)  segundoano 

%  (a)  -2:  10;  10;  25;  4;  27  r  -  2  (b)  0;  4;  -4;  6;  2v^2;  /( 3f)  =  1/3/  para 
r  >  3  c  /(3/>  -  6f  para  f  £  1 


1 1 ,  (a)  a  *  3  (b)  v  £  -V3,  a-  >  V'3  (c)  <-ooT  +oo) 

(d)  ,r  5*  0  (t)  a  +  |)?rn  n  =  O.  ±  I T  ±2. . . . 

iX  (a)  a  <  3  (b)  -2 i  a  S  2  (c)  a£0  (d)  lodosA  (e)  todos a 

15.  (a)  nao;  gucrra,  peslc.  cnchentc,  icixemolos  (b)  decnesce  por  8  ho¬ 
urs.  da  um  salto  para  dma  e  se  repute 


I9+  (a)  2.4 

(b)  nenhum 

(c)  a  ^  2;  4  £  a 

(d)  vjnin  =  -1 ;  iteniwni  max  into 
21,  h  -  L  ( l  -  CoS  (?) 


it 


(a) 


2a  +  I, 
4a  t  I . 


x  <  0 
x  >  0 


(b)  s;(a)  - 


1  -  2a. 

1, 


x  <  0 
0  <  A  <  I 
A  >  I 


31. 

33. 


(a)  V=(S  2a)  (15  -  2a)  a 
{.b>  0  <  x  <  4 

(c)  0  <  V  £  90.  aproxErnadamente 


id)  V  parece  ter  u m  ma x i mo 


27.  (a)  JL  =  a  +  2 v 

(b)  Z.  =  a  +  2000/a 

(c)  0<*£  LOO 

(d)  x  ft  45  m.  v  ft  22  m 


para  a  ft  1,7. 

(a)  r  ft  3.4;  ft  ft  1 3,&  (b)  mats  alto 

(c)  r  ft  3,3  cm;  //  ft  16.0  cm;  C  ft  4,76  ceniavos 

(1)  a-  1,  -2  (It)  ,v(a)  - x  +  ! .  para  lodo a 

(a)  2VF  (b)  I VV  (c)  5°F  35.  1 v'F 


►  Exercicios  1.2  (paging  24)  _ 

L  (c)  3,  (b).(c)  5.  t-3.  3]x{0.  5] 


9,  [-5,  [4]  x  [-60,  40] 

40 


r 

r - 7\ 

-60 


11-  [-0,  U  0.L]  x[-3,  3] 

3 


1 X  [-4(H),  1 050]  x  l - 1 500C KH),  E  0000] 


tOOOO 


15.  S-2.  x[  20,20] 
20 


19.  (a)  fix)  -  *J  16  —  x1  (bJ  fix)  =  -v  16  -  rv2  («)  niiO 


j 

L  v  (b) 

l  y 

3 

3 

~ 

v  2 

-  /  \3 

/ 

\  I 

i  i  \ 

\/.f 

-2  ~l 

3  2  -1 

£23' 

Calculo 


23.  O  graftco  de  v  =  \  consists  naquelas  partes  do  grafico  de  v  =j{x)  que 

beam  acima  do  eixo  x  junto  com  a  neflexaa  polo  eixo  x  das  partes  do 
grafico  de  v  =. fix)  que  licam  abaixo  do  eixo.*. 


2 


O  graced estendido  na  direciio 
vertical  e  relletido  pelo  eixo 
x  si"  c  <  0. 


O  pr;;diC0  C  CroOsladudO  tie  t«t1  mOdO 
que  sou  vcrtice  esia  ra  parabola 


O  "ri'dicoe  Erausludado  vemcalnuinte. 


►  Exercicios  1.3  {pagina  36) 


i 

> 

1  ,v 

(b) 

j 

2 

k  v 

F 

.r 

./ 

i  / 

J 

2 

ft  ii 

A 

1  2  3 

29,  Ulx-Xx't  1;  2, ,v>  1 

31.  (a)  3  (b)  9  (c)  2  (d)  1 


Respostas  dos  Exereicios  Impales  R3 


33*  (a)  r'1  +  [  (b)  i 2  +  4/  +  5  (c)  xl  +  4x  +  5  (d)  =4  +  I 

X  " 

fe)  x-  +  2jtVi  -h  /z2  -h  !  (f)-v2  +  I  <g)  j  +  ]  (h)  9-v2  4-  t 

35*  I  —  j ,  x  s  1 :  V  I  —  .v2*  h  |  £  l 

! 

—  r  at  _  3  ■ - 

o 


37 


I  i  i 

,  .x  £  r.  I:-—  -  7-JT  5*0.  1  JK  A-^+l 
I  _ 2x  2  A 


2  c 


41.  (a)  £(*)  =  M*)  -  -r  +  2  (hi  six)  ^  |.v|t  h(x)  =  x2  -  3*  4-  5 

43.  (a)  A'tO  =  x2,  h(x)  =  sen  y  (h)  ^(.v)  =  3/.v.  ii(x)  =  5  +  cos  x 
45 .  (a)  f(x)  =  x 1  l  #  (x )  -  1  +  sen  jr,  h  (jt)  -  x' 


59.  (a) 


+  y 


(b) 


& 


61.  (a)  par  (b)  fmpar  (c)  fmpar  (d)  non  hum 

63.  {a |  paa'  (b)  fanpar  (c)  par  (d)  nenhum  (c)  frnpaa'  (f)  pm1 

67.  (a)  eixo  y  69.  2 

(b)  origem 

(c)  cixo  x  eixo  v,  or  i  gem 


-3 


£  , 

_ 

-J 

_ 4 

3 


-2 


73. 


(a) 


-2k  —tt  n  lx 

d»  +-v 

M\  A 


-  2tt  -  JT 


JT  2  K 


75 .  sim ;  fix)  =  /,  g(x)  ~  / 

Exercicios  1.4  (pagina  48) 

1.  (a)  y  -  3a  +  b  (c) 

(b)  y  =  3a  +  6 


3.  (a)  y  -  tttx  -x  2 
(b)  y--x+2 


5,  y  =  ± 


9  ~  aqa 


Cortes  com  eiso  y  re* 
prescnlaio  vaio  t  Eitual 
do  ilCrti  SCrl  do  do  pit’ 
ciado 


(c)  passa  por  (-4,  2) 
y  =  -1  ,.5{.r  +  4)  +  2 

y  =  -(x  +  4)  +2 


y  =  2(x  +  4)  +  2 
y  a  2,5  (a  +  4>  +  2 

(d)  corre  no  eixo  x:  x  =  1 


11-  (a)  VI 


R4  Calculo 


o't, 

0 


IS. 


21,  \y-[ 


23.  (a)  newton -mel m  (N  iit)  fb)  20  N-m 


V(L) 

0,25 

0.5 

1,0 

1*5 

2.0 

p  (NW) 

SOxlO* 

40  x  10* 

20  x  l0:* 

13,3  x  lG* 

3  0  x  10* 

27.  (a)  II;  y  -  I .  i  =  - 1  0  2  fb)  1;  y  =  0.  -  -2  c  3  fc)  IV;  y  =  2 
(d)  UUy  =  O.jf  =  -2 

29.  fa)  y —  3  sun  (x/2)  fb)  y  =  4  uos  Iv  (c)  v  -  -5  sun  4,v 
3 ] ,  fa)  y  =  sen  [x  +  (b)  y  =  3  -f  3  sen  (2v/9) 

fc)  y  =  1  +  2 sen [^2  (x  -  ^  j] 

33.  (a)  3,  -r/2  (b)  2.2 


3 


fc)  1,4* 


3 


35,  (li)  4  =  v/  4 }  +  A  l  1 0  =  arc  ig  (4  JA  L ) 

(c)  Ar  —  sent  2m  -f  arc  ts  “4" ) 

-  2v3 


►  Exercictos  1.5  (pagina  62)  . 

1.  fa)  stm  fb)  nao  (c)  sim 

3*  (a)  sim  (b)  sim  (c)  nao 

5*  fa)  sim  fb)  n5o 
7.  (a)  &,-K0 
fb)  [-2,2],  [-8,  8] 


9, 


u. 

ix 


15, 

17. 

19, 


fd)  nao 

(d)  sim  (cl  nao  (£j  nao 

^  (x  4-  6) 
v';.v  t  5),  ? 

<V  +  D/2 

-V57T 

(5/2) -J,  Jr  ^  1/2 
I  A,  0  <  .v  <  1/2 

.c1/4  -  2  para  x  £  16 


21.  |  (3  —  x 2 )  para  x  <  0  23.  X  ( \  +  v'  |  _  20a  )  para  v  <  -4 

25.  fa)  y  =  <6,2 14  x  ]  0"V  fb)  ■*  =  >' 

fc)  quantos  metros  cm  y  mi  Huts 
27.  fb)  simetm  cm  torno  da  reta  y  =  .\  29.  10 


Respostas  dos  Exercicios  Impales  RS 


41. 

43. 


45, 

47. 

49, 


(a)  0.2  5?  45,  erro  <b  )  [\\  £  $en  I 


arc  coig  (.v) 


airc.  eosscc  (Y) 


(b)  arc  eotg  x:  todos  x\  0  <  v  <  it 
arc  cossec  x:  [aj|  >  1 .  0  <  [y]  <  jrf2 

51.  (a)  55, 0"1  <b)  33.6"  (c)  25,3d  53.  {a)  2  U  horas  0?)  2,9hora$ 


55.  29" 


►  Exercicios  1 .6  (pagina  74}  _ 

1.  (a)  -4  (l>)  4  (c)  \  3.  {a)  2.9690  (b)  0.0341 

5,  (a)  4  (10  -5  <c)  1  (d)  y  7,  (a)  1,3655  (b)  -0,301! 

9.  (a)  2r  +  -  +  ^  lb)  i  -  3/-  -  t 

1 1*  {a)  1  +  log.t  +  4  logU"  -  3)  (b)  2  In  |.t|  4-  3  In  sen  .v  —  \  \n{x2  +  I  ] 
13.  loom  IS.  ]n  ^  +  D-  I7  00{  19  e2  21.  4  23.  10" 

COS  .V 

IS.  -Jyi  27,  -ill  29.  Uni  31,-2  33.  0, -In  2 

2  In  5  ■’ 


43.  fa)  itao 
<b)  y  ^ 

fc>  y  -  T* 


45,  log  <  0.  eniao  3  log  i  <  2  log  4  47.  201  dias 

49,  (a.)  7,4  basieo  (b)  4,2  acido  (c)  6,4  acido  (d)  5,9  no  id  o 

5 1 .  (a)  1 40  d  H .  causa  da  no  (b)  1 20  JR,  cau  sa  dan  o 

lc)  80  dR.  Niio  causa  dano  {d)  75  dR.  nao  causa  da  no 

S3.  ^200  55.  (a)  sb-5x10,sJ  (b)  ^0,67 


►  Exercicios  1.7  (pagina  82) 


1.  U  3.  $  =  0,32895/  -  430,94,  cocfieienie  =  0,3433 


+  5 


250 

240 

230 

220 

210jr 

■Y 


<  !  I  I  I  I 


#• 


.J-JLJ.J-J-i-L.J-JL. 


i 


]%R  1992  19%  2000  2004 


5.  (a)  p  =  0,01467+  3,98;  0,9990  fb)  3,25  atm  (c)  ^  -272°C 

7.  (a)  R  =  0*007237+1,55  (b)  ^-2I4°C 

9.  (a)  .V  =  0,50 1 79w  -  0,00643  (b\  ^  1 6,0  kgf 

11,  (a)  R  =  0,2087/j  —  1 ,0549 ;  0H  84233  3  13.  (a)  3b1  +  27  +  1 

(b)  A/f  (b)  _y  =  .¥  -  1/3 


15.  A  rcla  de  rcgnessao  linear  liga  o  teredro  pen  In  an  ponto  mod  in  do 
segmenio  dc  ret  a  vertical  determinado  pek>s  dois  ouiros  pontos, 

17.  (a)  IS  1.8 kmfe/Mly  (bl  t,492x  iffanos  (c)  aumemar 

19.  7  =  849,5+  143,5  sen  f— j  -  -1  21.  t  =  0.445  Jd 

L 183  2  J 


►  Exercicios  1 .8  (pagina  98) 


R6 


Calculo 


13,  x  -  5  cos  r»  y  —  -  5  son  f.  0  <  r  <  2^  15.  x  —  2,  y  - 1 
17.  x  ~  r,  y- 0 -I  £  t  $,  l 

19.  (a)  |j 


(b) 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

0 

5.5 

8 

4.5 

-8 

-32,5 

y 

1 

1,5 

3 

5,5 

9 

13,5 

(c)  r  -■  0. 2 (d)  0  < t  <  2  v'2  (c)  2 

21.  (a)  3  (b> 


In 


16 


-1 


i 

c 

— - - 

—7n 

23.  (c)  X—  1  +  U  y  =  -2  +  (>!.  0  <  t  <  1 
(d)  jc  =  2  —  hy  =-4  -(yt,Q<  f  <  1 

25.  (b)  1  (c)  4  27.  tal  IV  (b)  II  (c)  V  (d)  VI  (e)  111  <f)  1 

iL  4- 

29.  A  medida  que  r  van  a,  urn  ponto  sob  re  a  curvy  move-se  em  ambos  os 
sentidos  ao  lojigo  de  uma  pane  da  parabola  y-x\ 


39,  (a)  jr  —  4  cos  f  y  ~  3  sea  r  (b)  x  — — 1  +4  cos  /.  y  =  2  +  3  sea  r 

41.  (a)  .v  =  400/2? ,  y  =  400^5/  -  4,9 r  (b)  16,326.53  in 
(c)  65.306*  .12  m 

43 .  (a)  e  E  i p$e&  eon i  cem ro  fi  xado,  vyr  iyndo  o  e  i  m>  tie  si  n  setri  a  lb)  ( sypondo 
a  —  0,  b  0>  elipses  com  centm  variyndo,  fixado  o  eixo  de  sEineti-ia 
<c>  careulos  de  raio  l  com  centres  m  relay  =  jc—  E 

45, 


Capitulo  1.  Exercsctos  de  Revisao  (pagina  96) 

3. 


5.  (a)  C  =  5x  +  (64/v)  (b)  x  >  0 

7.  (a)  V  =  (1 RO  —  2.r)(  1 50  -  jc>  x  cm3 

(b)  0<t<90 

(c)  36.4  cm  x  1 1X6  cm  x  107.2  cm 


11, 


a  -4 

-3 

-2 

™| 

0 

1 

2 

3 

4 

/{*) 

0 

-i 

2 

1 

3 

-2 

-3 

4 

-4 

5<JC) 

3 

2 

3 

-3 

-1 

-4 

4 

-2 

0 

(/*  AJ)Cd 

4 

-3 

_2 

-l 

] 

0 

-4 

ifii 

3 

o?  *fm 

-[ 

-3 

4 

-4 

_2 

1  ‘  2 

_ _ 1 - - 

0 

3 

13.  0,-2  15.  1/(2- Ax^±l, ±72 

17.  (a)  Inipar  fb)  par  (c)  nenhumadas  duas  (d)  par 

19,  (a)  cfrculos  de  raio  1  centrados  na  parabola  y  =  7 

l  b)  parabolas  que  se  able  in  para  dma  com  vertices  na  rota  y  =  x/2 

(b)  i  lde  janeim  (c)  [22 


23.  A  ;  I  -  v3);  B  :  (A*,  1  +  V3);  C  ;  f =jr.  1  +  vl): 
D  :  (§ it,  I  -  75) 

27.  (a)  +l)h'  (b)  nOohii 

I 


(c)  4  Inti  -  I)  {d)S|X? 


W) 


2  +  arc  sen  a1 


CD  tg 


V  3.v  3  / 


">  7 

—  —  on  X  > 


3jt  -  2 


3^  +  2 


29,  (a)  g  (b)  g  31.  10^  km  33,  I  5a- +  2 


35. 


,  n  n  3tt  n  3tt  5jt 

(M-2A2-“-T:  _4’^’T’T 


fb)  cm  torno  de  10  anos  (c)  220  ovelhas 


39.  (b)  3,654;  332, 105J  OK 


Respostas  dos  Exercfcios  inn  pares  R7 


i  ,yf> 

1 .92 

1,94 

1,96 

1 

2,CX) 

3.4161 

5,463'j 

3.5100 

3.5543 

3.5967 

3,6372 

2M 

2.1M 

2,1)6 

2*W 

2*!(> 

3.6756 

3.7 1 1  y 

3,7459 

3.7775 

.UfkSS 

fbj  V  =  1 ,9590*  -  0,29 10 1  (cl  y  =  I  ,9590a  -  0/2 80S 


45.  x  —  \'2  cos  r,  v  =  -n/2  sen  /,  0  <  j  <  ™ 


►  Exercfcios  2.1  (paginal  10) _ 

1.  (a)  0  (b)  0  (c)  0  (d)  3  3*  (a)  — do  (b)  -op  fc)  Id)  1 

5.  Para  todo  jrA —4 


23.  (a)  subtragSo  catastidfica  quando  o  intervale  x  for  pequeno  (o  tamnnbo 
depends  do  rec urso  computacional)  (c)  nfio 

25.  (a)  conipfiinento  do  basiao em  repouso  (b)  0.  A  rnedida  quo  a  vein- 
eidade  tende  h  da  lu/,  o  compnmciuo  do  bastao  tende  a  zero 


►  Exercfcios  2.2  {pagina  121)  _ 

I.  (a)  -6  {b}\3  (c)  -8  <d)  16  (e)  2  (f)  -k 
(g)  O  denominator  tende  a  zero,  mas  o  namerador  mlo, 

( li)  O  denonii  nailer  tende  a  zero,  mas  o  mimerador  ni!o. 


3.  6 


9.  A  11.  -3 


13.  | 


IS.  -foe 


5  1  7  4  „ 

4  5 

17.  nioexisre  19.  -5C  21.  +oo  23.  nioexisie  25.  +x> 


27.  +oo  29.  6  31.  (a)  2  ih)  2  <c>  2  33.  fa)  3 
35.  (a)  O  Teorema  2. 2,3 (a)  nflo  podc  ser  aplicado 

(!■!  lim  ( i  — r  i  =  lim  j  - — —  )  =  —so  37*  1 

wll+Vjr  -t2/  V— O'-  \  J2  }  J 

3  9.  O  E  i  1 1  u  tc  a  esqydXla  c/u  u  y  i.ti  re  it  u  pude  set  ±oc :  On  0  liiinle  pode  exist  if 
c  ser  igiinl  a  qualquer  suimero  real  predeterniinado. 

►  Exercfcios  2.3  (pagina  131}  _ _ 

L  (a)  -oo  (b)  +oo  3*  (a)  0  (b)  -1 

5.  (a)  -12  (b)  2  J  (c)  -15  (d)  25  (c>  2  (17  J  |g)  0 

(li)  nao  existe 

-#S 


7.  -oc  9.  +oc  11.  j  13.  0  15.  0  17. 
21.  l/v^  23.  25.  -»  27.  -i 


19  .  v/5 


29.  lim  jj(/)=+oc-;  Jim  e{t)  =  c  31.  (a)  +sq  (l>)  -5  33.  0 

p  -*  +*  r  -*  tw 

35.  r//3  37.  lim  p{x)  =  (-t  y<x>  e  lim  /jQe)  =  +oq 

Jfc  *  i-Ot  A  >  -J. 

39.  Para  m  >  n ,  os  1  i  miles  sao  am  bos  zero;  para  in  =  «*  os  I  i  miles  sao  iguais 
no  coelicienie  dominaiue  de/?;  para  ft  >  in,  os  It  mites  sOo  ±ot. 


0 

se 

wj  >  « 

41* 

lim  ^  + 

_  ^ 

-3 

se 

rw  —  ^p 

-  w  lor  fmpar 

.r  -*  -5c  ]  _  y*1 

se 

m  <  «  e  /i 

— K 

Sc 

m  <  nen 

-  m  for  par 

43. 

+7C‘  45. +0C' 

47.  3 

49.  1 

51.  -oc 

53.  —oo  55. 

57.  +oc 


59. 


fb)  c  =  190 

(cl  F.  a  vel  t>c  idat  le  ter  n  i  i  nal 
do  para-qaedisla. 


61. 

75* 


Sao  iguais  a  L  63.  e  65.  e  67.  Me  69*  +oo  71*  e  73*  Me 
£  77.  e*'  79*,v  +  2  81*3-*-  S3,  sen. r 


►  Exercfcios  2*4  (pagina  140)  _ 

1.  (a)  j.t|  <0.1  (b>  |r-3|<  0,0025 

3*  (a)  4  =  3,8025.  .ts  =  4.2025 
5*  3  =  0,0442 
2,2 


(c)  [*-4|  <0*000125 
(b)  5-0,1975 
7.  6  =  0*13 
9.  5  =  0*05 
11*  5  =  0,05 


J  1,1 


13. 

17. 

19. 

27. 

31. 

35. 

37. 

41* 

43. 

51. 


&  =  vCOOT  “  2  s  8.332986  ^  1 0"5  15.  5  =  1/505  ^  0,0001 .98 
(a)  lim.v_.47{.v)  =  3  (b)  6  =  0,0001 
6  =  E/5200  as  0,0001923  21*  6  =  i«  23.  6  =  e/2  25.  6  =  e 
Civ)  65  (c)  */65;  65;  65;  e/65  29.  6  =  min  ( ! ,  If) 

8  -  min(  I  *  e/(  1  +  e  »  33*  6  =  2e 
(a)  v'"T0  (b)  99  (c)  -10  (d)  —101 

(c)  39- ,a 

999 

1 


-202  45*  -57,5  47.  ,v  = 


S  : ; 

I 


=  ( 1  +  2/  er  S3.  1*4  <  (b)  It  -  1 J  <  jwn0 

k)  t-v  -  3|  <  (d)  |*4  <iu 

55*  6=  l/VA/  57*  6=  1/3/  59*  6=  I 61*  6-e 


FS8  Calculo 


6.V  3  =  <r  65.  3  =  €  61.  (a)  3  =  - \/M  <b>  3  ~  }  fM 
69.  (a)  N  -  M  -  \  (b)  N  =  V/  —  I  71 .  3  =  min  (2.  ) 

IX  (a)  0,4ampcr  (hi  aproximadameirtc  dc  0.39474  a  0.4054 1 
amper  (c)  de  3/(7 .5  +  3)  a  3/(7 ,5  -  3  J  (d)  3  ^  0.01 870 
(e)  a  corrente  tende  a  +oo. 


►  Exercicios  2.5  (paging  152)  _ _ _ 

1.  (a)  iiSo-CiuUimiu,  x  —  2  |1>)  nao-eonianaa,  x  —  2 

(c)  nao-cgnttmra,  j  =  2  (d)  contfnua  («)  conifnua  ffj  conhmia 

3,  00  naoeontininu.v  =  1 :  3  (b)  contfnua 

(c)  nilo-cgntfmia,  x  =1  (d)  contfnua 

(e)  nOo-continua,  x  =  3  (f)  conlfmia 

5.  (a)  3  (b)3 
7.  (a) 


(c)  *v 


(b)  Umsesundopode 
eusiar  I  dolar 


II.  Utah  urn  13.  ntnhurn  IS.  -1/2,0  I7+  -1,0,  I  19*  nenhum 

21.  nenhum  23,  00  k-5  (b)  k-*  25,  k -  4,  ni -  5/3 


29.  00  -V  =  0,  nag-rcaiovfvd  (b)  a  ~-3,  rcmovivd 
lc)  x  =  2,  reinovfveh.e  =  -2,  nag -removed 

31.  (a)  .v™  J,  nao-rcmovivel; 
enu  =  -X  removi'vel 
i  b)  (Zv  -  i;x>-h3) 


35,  (a)  /(a)  =  k  para  x  c.  f(c )  =  0:  tfU)  =  /  para  x  s-  t\  $(c)  -  0.  So  k  =  -7. 

entao  /+  g  e  eontinua;  caso  com  rang,  nao. 

(b)  f(,v)  =  k  para  a-  >-  c,  f(c)  =  I ;  g(x)  -  I  0  para  x  &  c,  g (c)  =  1.  Se 
ki  =  1,  ealao  fg  e  con U nua;  ease  con trario,  nao. 


39*  fix)  =  I  para  0  <  a  <  I .  fix)  =  - 1  para  I  £  x  £  2 
45+  .v  =  - 1 ,25:  a-  -  0.75  47,  .v  =  —  I  .(>05,  a  -  1 .375 
49*  ,v  =  2,24  SL  a  =  4,847  cm 


►  Exercicios  2.6  (paging  160}  _ 

l*  nenhum  3,  a  =  ut;.  n  —  0,  ±  L  ±2,,„ 

5+  a  a  tut.  it  —  0,  ±  U  ±2., . . 

1.  Inn  +  ( jt/6  ),  2n  it  +  (  5tt/6 I.  n  -  0,  ±  1 ,  2±.. , . 

9*  !-I,  IJ  II.  (0T3)e(3p+35)  13.  (-go,  -I]  c  [I.  +oo) 

1 5*  (a)  sen  a,  a'  +  7a  +  I  (b)  |.r|.  sen  x  (c)  x\  cos  a,  x  + 1 

(d)  yfx,  3  +  .v.  sen  x.  2a  (el  sen  a,  sen  .a  (f)  a7  -  2.vn  +  I,  eos  a 


17* 

33* 

45* 

51* 

63* 

65* 


1  19,  -jr/6  21*  3  23*  +oc  25*  \  27,  0  29.  0  31.  \ 

2  35.  naoexiste  37*  0  39,  aft  41,  (b)l/J0  43,  (b)  ™1 
lim.t-»0  sen(l/.r)  n!Socxisie  47,  k  =  \  49,  (a)  I  (b)0  (c)  I 
-rr  53*  --A  55.  1  57*  5  59*  3  61,  0 


<  acos(50:t/a)  <  [x\ 

]im  f(x)  —  I 

,K  ->0 

pelo  Tcorema  do  Con  Pronto. 


]  I  sen  x 

67,  six)  =  — ,  /j-(Jt)  —  — ;  Eim  - =  0  pelo  Teore  mad  o  Con  Pronto. 

X  X  X  -y  ■+*>  X 

71..  (a)  0.17365  (b)  0*17453  73.  (a)  0,08749  lb)  0,08727 


►  Capitulo  2.  Exercicios  de  Revisao  (pagina  162)  _ 

1.  (a)  i  (10  ni^oexiste  <c)  niioexiste  (d)  1  (c)  3  (fj  0 

(g)  0  (h)  2  (i>  | 

i.  (»>  0,405  5.  1  i.  -m  9.  32/3 

11.  (a)  y  =  0  (b)  naoexisic  (c)  y  =  2  13.  I  15.  3 -A-  17.  0 

1 9*  2 1  *  $200  3 .60:  $2009,66;  S2Q 1 3.62;  $201 3,75 

23.  (a)  Uni  cxemplo  c  2xi{x  -  3K 

25.  (a)  limt_^J)  =  5  *b)  5-0,0045 

27.  (a)  5  =  0,0025  (b>  6  =  0,0025  (c)  3=  1/9000 
(Alga ns  valorem  malores  UuMbdn  Puncionum-) 

31.  (a)  -I*  !  (b)  ncnlium  (c)  -3,0  33*  n5o;  nSo-eontfnua  em x  -2 

35.  Considers  fix)  -  x  para  al  ^  C)._/(0)  =  1  h  a  -  -I ,  h  -  I  +  k  -  0. 

►  Exercicios  3.1  (pagina  176) _ 

1*  (a)  4  m/s  3.  (a)  33  m/s  (b)  55  m/s 

5.  (al  tc,  (Ij)  0  (c)  aumcmamlo  a  vdocidade 
(d)  diniinainclo  a  velocidade 
7*  rcLa  com  inclina^ao  igual  ^  veloddade 


Respostas  dos  Exereicios  Impales  RO 


9.  (a)  2 

(b)  0 

(c)  4r0 


H.  (a)  -i 


ih)~i 

<0-1 /jrS 


13,  (a)  2a*  ib)-2  IS,  (a)  1/(2/^}  (b)  \ 

17,  (a)  72*  Fern  lomo  16  boras  e  30  m  juntos  (h)  4*  F/h 
(c)  -T  F/h  cm  lottio  das  2  E  floras. 

19.  {a)  primciroano 

(b)  6cm/ano 

(c)  1 0  cm/ a  no  cerca  cte  1 4  anos 


21.  (a)  64 (X)  s/TT)  m  (b)  360  vl0  m/s  (e)  |  VlOOO  ni/s 
(d)  480  VTO  in/s 

23,  (a)  72Gcm/mtn  (b)  192  cm/mm 


Exercicios  3.2  (paging  187) 

J,  2; 0; -2; -  I 
3.  (b)  3  (c)  3 


13. 


] 


2V/TT  ■ 


19.  -1/(2^)  21.  8/+1  23.  (a I  D  <1>)  F  (c)  B  Id)  C 


(el  A  (I)  F 


25,  (a) 


*  V 


27.  (a)  1  l  b)  a",  3  31,  >  =~2r+  1 

29,  -2  5 


33.  (b) 


It 

0,5 

0,1 

0.01 

0,00 1 

0,0001 

0,00001 

\)v+h)-m)}ih 

L6569 

f  ,4356 

1,391  J 

1,3868 

l,3S63 

1,3863 

35.  (a)  ddlanes  por  m  (b)  o  pie^o  per  ni  adicionai  (c)  posisivo 
Id)  51000 

37.  (a)  F as  200  lb,  dFfdd  w  50  I IV  rad  (b)  025 

39.  (a)  7  «  I J  5D  K  rf77^r «  -3.35*F/min  (b>  k  =  -0,084 


►  Exercicios  3.3  (pagma  196)  _ 

1.  28/  3.  24.v7  +  2  5.  0  7.  -^{7./  +  2) 

9.  -3-v"J  -  lx "®  1 1 .  24.VJ  +  ( 1 / Vj >  13.1  2jc(3/  +  1 ) 

IS.  1<LK  +  26a  +  c  17,7  19,  2f -  I  21.  IS  23,  -8  25.0 


27. 


37. 

39. 


47. 

49. 

51. 

S3. 

57. 

59. 


0  29.  yii  31.  3/T r  33.  (a)  4 itr  (b)  IQOjt  35-  y  =  5.v  +  17 
la)  42v -  30  (b)  24  (c)  2//  (d)  701)/ -  96* 


(a)  -210.^+60,1."  fl>)  -(>r  (c)  (w 


y  =  3a  "  -  x  -  2  61,  si  m,  3 

t=  1 
■  2 

(2  -0  -4V3),  (2-  VI,  -6  +  4 VI) 


^3 


-2r 

IGitiM 


/r(,v)  >  0  para  todo  a  0 


63,  nao'difericndavd  era  a  =  1  65,  (a)  .v  =  |  (b)  a  -  ±  2  67,  (b)sim 

69.  (a)  n(n  —  1)  (fj4-2)  ]  (b)  0  (e)  u /f(n  —  I )  (;i  -  2)  I 

75,  -12/(2t+  1 Y  77,  -2/(a  +  \  Y 


►  Exercicios  3.4  (pagina  203)  _ 

1.  4a  + i  3.4/  5.  I  s/  -  |v  +  i  2 

7,  -15A‘i-14j‘t+ 4^+321^  9,  3/  11.  -J  13,  ^ 

15.  -29  17.  0  19.  (a)  -f  lb)  r| 

21.  (a)  E0  (b)  19  (c)  9  (d>  -I  23.  -2±V3  25,  nenhum 
27.  -2  31.  F  %\-)  =  x  f%x)  +  2  fix) 

35.  la)  2( I  +  ,r ) (a-1  +  7)  +  (It  +  1 )  (-x2)  (a-5  +  7.)  + 

(2a-  4  ()(1+  a  1 )  {-3,0  lb)  3(7/  +  2)  (/  +  2a -  3)' 

37.  z'(x)  =  niJlY)r'(x)  39,  /Vv)  =  -^,v“'r"  ‘ 


►  Exercicios  3,5  {paging  207) 


1 .  -4  sen  x  +  2  cos  x  3,  4a"  sen  a  -  8a  cos  a 

5,  (1  +  5  sen  a  -  5  cos  a)/(5  +  sen  a)2  7.  sec  x  tg  x  -  V2  see'  a 


9.  “4  coss ec  a  cotg  x  +  cossec  ’  x  1 1  -  see  a  +  see  x  le  t  13,  — 


15.  0  17. 


1 


U  -Kvtg*)- 


1 9.  -a  cos  a  -  2  sen  a 


cossec  a 
I  +  cossec  a 


21.  -  a-  sen  x  +  5  cos  x  2  3.  -4  sen  aj  cos  a 

25.  (a)  v  =  a  lb)  v  =  2a  -  (ji/2  )  +  I  (,c)  v  =  2a  +  (jt/2)  -  1 

29.  (a)  x  =  ±nf2t+3xf2  (b)  x  =  -3^/2,  tt/2 

(c)  n ao  lid  rcia  langente  hon/onlal  (d)  x=  ±  2tt.  ±,t,  0 


RIO  Calculo 


31.  0.087 m/grau  33.  !,75m/grau  35,  (a)  -cos a  (b)  coax 
37.  3;  7;  II;... 

39«  ( a )  t odos  a  i  I; )  todos  a  ( c )  a  5*  (tt/2  )  +  m  jt,  h  -  0,  ±  I ,  ±2 . . .. 

(d)  a  5*  u  7i.  ti  =  0,  ±  I ,  ±2,  ...  ft1)  x  3=  (tt/2)  +  n  t r,  n  =  0,  ±  I ,  ±2, 
(f)  a  n  77.  n  -  Q,  ±  I ,  ±2,  ...  (g)  a  ^  (2u  +  1 )  n.  n  ~  0,  ±.L±2t .. 
(h)  x  ^  n  ttJ  2t  if  =  0,  ±1 ,  ±2, ...  (i)  i oilos  x 


>  Exerclcios  3,6  {pagina  214)  _ 

I.  6  J.  fa)  (2.v-3)s,  10(2a-3)j  (b)  if  -  3.  10./ 
5.  (a)  -7  fb)  -8  7.  37(/  +  2r)*  (3^  +  2) 


9. 


24(1  -3,0 
(3a—  2a  4-  n4 


13.  - —  15.  —  —  cos  (  — 1 7.  “20  cos4  a  son  _r 

T/a  Jfj  \A-2/ 


1 9.  -■  -L  cost 3  vVi  SOD  (3/r )  21.  2  sec  ’  {/>  tg(r : ) 

vv 

5so4{5a> 

23. - -p-=Z—7=ZZ 

2%/cosO\0 

25 .  -3  [a-  +  cos sec(x '  +  3) J  4 1 1  -  3./  cossec(./  +  3)  col g(./  +  3) j 
27.  1 0..V1  sen  5x cos  5x  +  3a3 sen"  5  a 


31.  sen  (cos  x)  sen  x  33.  -6  cos L (sen  2a)  sen  (sen  2v)  cos  2r 


35. 

37. 

41. 

43. 

51, 

55. 

59. 


35 (5 a-  -f  8)6( !  -  V?/  -4=  (5a  +  8)?(  ]  -  Va/ 

s/j 

33(x  -  5)2  ltJ  2( lx  +  3)-(5lv2  +  96x  +  3) 

(2.v+  J)4  ~  (4a2  -  If 

5 [a  sen  2a  +  tg'l(A,,')J'  (Ii  cos  It  4-  sen  2a  ±  28a*  tg*(jrJ)  sec '(./)] 
>--*  45.  ys-l  47.  _v  =  -  Sir  49.  y  =  | 

“2  5  a  cos( 5 a)  -  1 0  se n  ( 5v)  “  2  cos(2.v)  53.  4(1-  a)" 

3  cotg30  cossec'fl  57.  jt  ih  -  a)  sen  27rm 


61.  (c)  /  -  l/r  (d)  amplitude  =  0.6  cm.  2 jt/  1 5  segunebs  por  oscila- 

^;5o,  /  -  \5fQit)  osei!a<;6e£  por  segimdo 

63.  ^/6  65.  (a)  i0lb/pol";-21b/polVmillia  (b>  -0,6  IWpdVs 

^  JCO&A,  0  -a  A  <  JT 
I  -  COS  A.  7T  <  X  <  0 

69.  (a)  —  -  tos  —  +  sen-  tb)  nao existe  I i mite  quaiido  a:  tends  a  0 
a  a  x 

71,  (a)  21  (l.i)  -36  73.  I /2a  75.  §  a  79-  /WiCt))V^U))/i'W 


►  Exercicios  3,7  {pagina  221) 

L  (a)  6  (b)  3.  (a)  “2  (b)  6^5 

5,  (b)/i=./  (c)  —  =  2a—  (d)  12  cmVniin 

dt  dl 

7.  (a)  —  =  nrf r2— +2r/r— 1  (b)  -20.t cnrVs. dccrcsccndo 

dt  \  di  dr  / 

9.  (a)  —  —  .'I  —  { x—  — -  y—  )  (b)(  —  4-  nwJ/s;  decreseendo 

dt  x2  V  dt  r  dt  / 


enr/rnSn  13.  — =  km/h  15.  48603?  cm Vm in  17.  |  m/s 

15  y/tr  £ 

125 

19,  ^kpeVs  21.  704  pds/s 

23,  (a)  500  mi.  1716  mi  (b)  1354  mi;  27,7  nii/min 

25.  _  rn/min  27.  I  pes7min  29+  250niilha&/h  31. 

20,t 

33.  -S-km/s  35,  600V7km/h 

37,  (a)  y  tmidadcs  por  se^ undo  (b)  desoendo 
39,  -4  imidcidos  porsegundo 


36  s/69 
25 


pds/tntn 


41.  a  ==  ±, 


,  5  +  *7  3  3  'in. 

- - —  43.  4,5  cm/s;  afastado  47.  _cm/s 

2  9jt 


►  Exercicios  3.8  (pagina  229)  _ 

1.  (a)  fix)  w  I  +  3(a  -  I )  (hi  /(I  +  Ax)  &  1  +  3  Ax  (c)  1,06 
3.  (a)  I  +  ;.r,  0,95;  1 ,05  13.  \x\  <  1,692 


15.  W<  0,3158  17.  <a>  0.0174533  (b)  a^45c  (c)  0,694765 
19.  83 A 6  21.  8,0625  23.  8,9944  25.  0.1  27,  0.8673 
29.  (a)  4,5  31.  (a)  0,5;  I 


33.  3a:  dx.  It' Ay  +  3a(At>2  +  (Axf  35.  (2a  -  2)  dx.  2x  Ax  +  ( At)2  -  2  Av 
37.  (a)  (12a-1-  1  4a)  dx  (b)  (-v  sen  a  +  cos  A)  dx 

39.  (a)  2~  lv  Jy  (b)  —17(1  +xT'*dx  41.0.0225  43.0,0048 

45,  fa)  ±2  nr  tb)  1  ado:  ±1%;  area:  ±2% 

47,  (a)  oposio:  ±0,1 51  cm:  adjaccnic;  ±  0,087  cm 
(b)  oposto:  ±3,0%;  adjaecnte:  ±  1.0% 

49.  ±10%  51.  ±0,017  cm"  53.  ±6%  55.  ±0,5%  57.  1 5^2  cn/ 
59,  (a)  a=l,5xl0'7"C  (b)  180.1  ande comprimento 

►  Capitulo  3.  Exercicios  de  Revisao  (pagina  232)  _ 

3.  (a)  2a-  fb)  4  5.  58.75  pes/s  7.  (a)  13  km/h  (b)  7  kndh 
9,  (a)  -2,V9  -  4a  (b)  ]V(a±  1); 

11.  (a)  x  =  -2,  - M .  3  fb)  <-oo,  -2),  (- U )t  (3.  +oo) 

(e)  (-2,-1),  (1,3)  (d)  4 

13,  fa)  78  mil  hues  de  pessoas  por  ano  fb)  !  ,3%  ao  a  no 
1 5.  fa)  .v'cos  x  +  2t  sen  _r  (c)  4a  cos  x  +  (2  -  a1)  sen  x 

i  7.  (a)  (6/  +  8a  -  1 7  )/(3a  +  2V  (e)  1 1  8/(3a  +  2 f 

19.  (a)  2000  Amin  (h)  2 5007/mi n  21.  (a)  3,6  (b)  -0.777778 

23,  /( J )  =s  0,  fr(  I )  =  5  25.  y  =  -\  6a.  y  -  - 1  45a/4 

29.  fa)  8.v"  -  -1-  -  i  5a'4  (b)  (2v  ±  I  )LWjf  I03ftr  +  1  Ox  -  14 14) 

2^/a 

tc)  i  i<S5j  1  n  m  -3(3a  +  ])-(3a  +  2}/at 
2  s/3a  +  1 

31.  a  -  7  2.  -  I  33.  y  -  ±2a 

2  A 


Respastas  dos  Exercicios  Im pares  R1 1 


35.  x  =  iitt±  (tt/4).  h  sa  ().  ±1.  ±2, ...  37.  v  =.  -3x  +  (  I  -I-  9jt/4) 
39.  {a)  40  73  (b)  7500  41.  500.7  nr/min 

43,  (a)  -0.5;  l; 0,5  (b)  jt/4.  I.jt/2  (c)  3, -1,0 
45.  (a)  eniiv  139,48  me  144,55  m  (b)  l#|<Ot98* 

Exercicios  4,1  {pagina  241)  _ _ 


1-1/3 


2  2  r  x  +  n 

1.  -(2*-5r  *"  3.  [  — | 

E 5  [  sen  ( :V  x )  ]v 1  cos  { 3  fx ) 


5*  -x2(5.r2  +  1)  ^ 


+  9)  7, 


2.x2 


‘>.  (a)  (6r-y-l)ft  (b)  4jt-2/jt3  It.  -i  u.  1  ?rv 


_  «a/i 

15.  -v  17. 


1  2xy-  eos(x2y2) 


v 


x2  +  9xy2 


x 


3/2 


2.i -y  costi-y2 ) 


j <1  I  -  3y-tg-(.vjy  -  +jy)MiC“<.vy“  -I-  y) 
M2 xy  +  1 )  tg“Uy  2  +  y)  sec2(xy2  +  y) 


8 


9v 


y 

2  \  - 

X2 


25, 


sen  v 


-4— T  27+  -1/73,  1/73  29,  -15^-0,1312 
(.  1  +  cos  y) 


9  ~  2/  +  37  hrX 


31.  33. 

13  2a3  —  8ai 


37, 


35. 


j 

f/^fO 


39. 


(C).t=±^ 

4 1 .  pontos  (2,2),  (-2,  -2);  yr  =.  -  f  cm  ambos 


47.  y  =  (V3/3)x,y  = 
2  7  +  3/ 2  v 

si.  — . 


A  A 


(6fy-  -b  /■')  cos/ 
53  - 1  2 


(c)  272/3 


►  Exercicios  4.2  {pagina  247) 


h  Ux  3.  1/(1  +,v>  5 .  2v/(r -  I)  7, 


1L 


I 


13.  I  +  In  x  15.  2a 


j  —  .V" 

x(  I  f7f) 

-  2Jr)  - 


9.  Vx 


(In2)(3  —  2x) 


2x  y  1  n  v 

17.  t/lij  Ui"-V1 _ j^Itv1°)  19.  \/(x\nx)  21.  2 cosset 2x 

(I  +  log  x)2 

1  1  8  v 

23.  ——sen (In x)  25.  2cotg.T/(ln  10)  27.  — —  +  n  ' 
x  x  —  1  x1  +  1 


29.  —  igjc-h 
33. 


3x 


31.  .vvl  +  .v2 


4  -  3x2 
(^-8)^+1 


I  7x 

x  3(  I  +  x~ 


xft  -  lx  +  5 


2.v 


+ 


3or 


,2 


6x 


.5 


35,  ex*  1  37.  (a) 


3 (x 2  -  8)  '  2(,/+l)  xft-7x  +  5 
In  2 


- _  (bj  _ 

.\()n  a  )2  x{ln  xj- 


39.  y  -  ex  -  2  41,  y--xA?  43,  y-.x/e  45,  <A(u9—  w 
49.  flx)  =  ]n(x+  I)  51.  (a)  1/7  (b)  1 


Exercicios  4,3  (pagina  254) 


7. 

15. 


1.  <b)  E/9  3.  -2 fx"  5,  (a)  uao  (b)  sim  (c)  si m  (d)  sim 
1  ^  1 


15/ +  1 
4 

<>v  +e~*}2 


9. 


11.  len  13.  xV(x  +  3) 


10  y4  +  3y: 

17,  (x  see  ,v  +  tg  x)  e  [p 1  19,  ( I  -  3c '"V' 


21.  A~  1  23.  t  In  2  25.  jr^Eln  n)  cos  X 


e 1  -  x 


27.  {.r'-  ZO 


rnjr 


3.v2  —  2  I  ^ 

-r - -Inx-E — InU  —lx) 

x*  —  2x  x 


29.  (inx) 
35. 

41. 


lex  % 

“ -  4-  (sec”  a)  ln(ln  a  ) 

x  In  x 


r*-l 


31.  ex '  33,  3/7l  -  9.v  l 


\x  |  v'a2  —  I 


37.  3x7(1+/)  39. 


sec2  x 
lg2  v 


—  -  cossec '  x 


|.V|-/ 


+  e  arc  sec  x  43.  0  45.  0  47, 


a- 


I 


277(1  +  x) 


51.  53,(10  I -(73/3) 

(t  +.V2)c.'  —  x 

55.  Eb)  y  =  (8Bx-B9V7  57,  (n)  Ic  ekx  (h)  (-l)Tc 


59. 


65,  r  =  I,  12 


67.  In  10  69.  I2ff  71.  75/2 

Exercicios  4.4  (pagina  263) 

l.  (a)  |  fl>)  § 

3.  (b)  TfU)  =:  -2(x  +  I ),  y;.(x)  -  -3(x  +  I )  (c)  limite  =  2/3 
5.  I  7.  I  9.  -I  11.  0  13.  -eo  15.  0  17.  2  19.  0 
21.  n  23.  - 1  25,  c  -  27.7  29.  ^  31.0  33,  | 

35.  39,  (b)  2 

41.  0  03  43.  e  25 


7  1000 


45.  n3o  li:i  ass  in  tola  hoiT/.ontal  47.  y-  I 
0  1.02 


10000 


49.  (a)  0  (h)  (c)  0  (d)  -oc  (e)  +oo  (f)  — x;  51.  1 

53-  ntiocxistc  55,  ^f/L  59,  (b)  Ambos  Ihnitcs  sao  iguais  a  0. 
61.  nnoexiste 

►  Capiiulo  4.  Exercicios  de  Revisao  (pagina  265)  _ 


1.  3. 


9 


2  b 


i^il 

x  4-  2  J 


1/3 


2  —  3/  —  v  S  v2 

5.  (a)  1-  —  (b) - --2x  7.  -4 

r  x*  x* 


ysec(xy)lg(xy) 


M.  - 


21 


1  -  x  sec(xy)  ig  (xy)  16/ 


13.  2/(2  -  rr)  17.(75/3,  72/3) 


19. 

1  2 

I 

3 

4 

x  +  1  x  +  2 

x  +  3 

A  +  4 

25. 

1  27 

3 

-i- 

2x2 

(In  J0)x  In  x 

2x 

1  +xJ 

33. 

2  , 

^ln  x  + 

7i(l  -F4x2) 

21. 


23. 


T 


3a(1iiv  +  l)2/3 


37. 


|2x  4-  I  |v  X”  +  x 


R12 


Calculo 


39, 

41. 


(d)  A  moling <lo  deve  ser 
/do  ci)  ire  l  e  cj, 

(e) a' =  2 


43.  45.  e'1  47.  Naoiporexcmplo^)-^.  #.  (l/3,e) 

5S.  (a)  IOO  (b)  A  populate  tcnde  a  1 9. 

300  (c)  A  fcuea  lende  a  zero, 


0 


57.  +ou,  +co:  e:  +oo,  — -v:  nao  c:  kw,  H-ool  nao  e;  -oo:  e. 
59,  -kx>  6i,  1/9 


►  Exercfcios  5.1  (pagina  275) _ _ 

L  (a)  /'  >  0.  /"  >  0  (b)  f  >  0,  /"  <  0 


3,  A :  dyfdx  <  0,  d  yfdx1  >0  B:  Jr/ dx  >  0,  d'y/dx2  <  0 
C:  dy/dx  <  Q,  d:yi<bc  <  0  5.  x  =  — 1, 0.  I.  2 


7.  (a)  [4,6]  (b)  [l,4j,|6,7]  (c)  (I,  2),  (3,  5)  (d)  (2,3),{5f7) 

(c)  a  =  2.  3,  5 

9.  (a)  [1.3]  fh)  (^o,  t ],  [3.  +oq)  (c)  (-x,  2),  (4,  4og)  (d)  (2,4) 
£c)  a  =2,  4 

U.  (a)  [3/2. +00]  (b)  (~oo,  3/2]  (c)  (-00,  +x>)  (tl)  nao  ha  (e)  nito  ha 
13.  (a)  (-xs-hx)  (bl  nuohd  (c)  (-1/2.  +xj  (d)  (—00,  -1/2)  (cl  -1/2 
15.  (a)  [U+eo)  (b)  (-00,  1}  {c)  (-00.  G).  (|,  +00)  (cl)  (0.  2)  (c)  0.  i 

v  3  Jp 


n-  (a) 


3  -  V5  3  +  ^/5 


(b) 


3  -  v5 


34^5 


4^ 


(O  0. 


4  -  v'6  \  /  4  +  Vfi 


2 


2 


.+-4]  (d>  (-*.  0). 


f  4  -  v,,,A  4  4  v1© 


COO, 


4  ±  \/6 


19.  (a)  [-1/2.  +00)  (b>  (-00, -1/2]  (c)  (-2,  1) 

(d)  (- oot -2),  ( b -kxO  (<j)  -2  J 

21.  (a)  [-I.OJ,  [L-kx)  (til  (-x.-lj,  10,  I]  (c)  (-00*  0),  (0  +00) 
(d)  nao  Iri  (c)  nfio  hit 


23.  (a)  (-00,0]  |b)  [0,+og)  (c)  (-eo, -1),  (1, 400) 

m  (-i,n  («> -*m 

25.  (a)  [0,  +00)  (i>)  (-cxH  0]  (t)  (-2,2) 

(d)  (2  p+oo)  (e)  -2. 2 

'  l  4  V7  /  ]  +  V7 


27.  (a)  (0s4oo)  (b)  (-00,-1]  (c) 


I  l  4  v  7 


(d) 


■K.  ^ 


'  V 


1  4  -v^7 

”3” 


I  4  /? 


3 


.  4x 


(e)  ± 


/l  +  V7 


V 


29.  crescents:  [ — tt/4.  3jt/41;  decrescente:  [-tt,  -.t/4].  [3jt/4,  jfI;  con  cava  para 
cittia:  (,-3jt/4.  tt/4);  concava  para  baixo:  (-jt,  -3.t/4).  (tt/4.  tt):  ponlos  de 
inflexao:  — 3jt/4.  tt/4 

31.  crescente:  nao  ha:  decrescente:  (-jt5  jt):  concava  para  cimu:  {— jr.  0); 
concava  para  baixo:  (0. 77);  porno  de  inllexao:  0 

33.  crescentc:  [— tt,  -jjt/4],  [-t/4,  >t/4  ] ,  [3jt/4,  jt];  decrescente:  [-47/4.  -jt/4]  . 
|.t/4.  3,t/41;  concava  para  cima;  f-zr/ 2.  Q).  (rr/2.  jt):  concava  para  baixo: 
(-jt,  ”jt/2).  (0.  .t/2):  pan  (os  dc  inllexao:  0.  ±it/2 


(b>  E 

#  lim  ^yU)  =  0 

.t  — >  +  vi- 

39,  ponlo  dc  i  n  (lex ao  ci \  1  x  =  u 
sc  n  for  tmpar  c  >  3. 


2.5 


47. 


pontos  dc  inflcxaocm.r  =  -2:  2 
c6nctiva  para  dniacirt  [-5,  -2]:f2,5 1 
concava  para  baixo  cm  |-2,  2] 
cresccntc  cm  [-3.5829;  0,2513] 
e  [3,33  J 6;  5] 

decrescente  cm  [-5:  -3.5829], 
[0,2513;  3,3316] 


49.  -2,464202;  0,662597;  2,701605  53,  (a)  verdadeira  (b)  falsa 

57.  (c)  ponto de  inllexiio:  ( 1 .  0):  concava  para  cima:  ( E .  +-X;);  concava  para 
baixo:  I) 
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67.  (a) 


LAk 


( I  4-  A)2 

1 


69.  o  oitavo  tit  a 
1000 


(c)  -In  A 
k 


Exercicios  5.2  (pagina  287) 


5.  (b)  nada  {el  /  lent  urn  mini  mo  relative  cm  x-  1* 

i;  mlo  tern  cxiremo  relative  em  x~  I. 

7 ■  Critic 05 ;  0.  ±^/2 :  estaci on ari os :  0,  ± V2 

9.  Craticcs:  -3  e  I :  esiadonarios:  3  e  1  11.  Crfttcos:  0.  ±5:  estacionano:  0 

13*  Criticos:  njt/2  para  cada  intdro  u:  estaci  onari  os:  htt  +  x/2  para  cad  a 
intdro  n 

IS.  (a)  n/ie  M  Hi)  x-  1  (e)  nao  ha  17.  (a)  2  (b)  0  (c)  1 3 

19,  0  (ncnltum  dos  dois);  v'^5  (minimo)  2L  -2  (minima),  2/3  (miximo) 
23.  Of  mini  mo]  25.  -I  (mfnimo).  I  (maximo) 

27.  m£xi mo  relative  em  (4/3, 19/3} 

29 ,  maxi  mo  relat  i  vo  e m  (jt/4  .  1 );  nun  i  mo  re  lari  vo  c m  f  3,t/4.  - ! ) 

3  L  maximo  relative  cm  (1 ,  I );  rninimos  relatives  can  (0,  0),  (2,  0) 

33 .  max i mo  relat i  vo  e m  (- 1 . 0}:  mm i mo  re lat i vo  c m  ( -3/5 .  - 1 0B/3 125) 

35  *  max  i  n  io  relat  i  vo  c  m  {- 1 ,  I  >■  mini  mo  re  lai  i  vo  em  (0. 0) 

37.  sent  extremes  relatives  39.  nu ni mo  relative  em  (0,  In  2) 

4 1 ,  mfni mo  relative  cm  (-In  2.  - 1/4) 

43.  maximo  relative  em  (3/2,  9/4):  mfninios  relativos  em  (0.  0)  e  (3*  0) 

45.  cones  com  os  cixos:  (0,  —4).  (- 1 , 0)t  (4. 0} 
pomes  cstaeion/ii'ios:  (3/2,  -25/4)  (minimo) 
ponies  de  in  flexiie:  nenhiLm 


47.  codes  com  os  dxos:  (0.  5). 

=2|P,o\<5,0) 

ponies  estad  entries:  (-2,  49) 
(mdximo),  (3,  -76)  (mini mo) 
pome  de  inflexio:  ( I  /2,  —27/2) 


49,  cones  coin  os  dxos:  {— 1 , 0),  (0. 0).  (2. 0)  ,  ,  _  ^  H  +  ^  , 

1  j  / 


53.  codes  com  os  eixos:  (-1.0)*  (0. 0),  (1.0) 

pontes  estac io n/iri os:  (—  1 ,  0)  ( it liixi me)* 

1  16  V  *  ( 

- -  UmfiuKio)* 

75  25v/?^ 

,  -  1  \  (mdximo),  (1.0)  (mini  mo) 

75  2575/ 


( 

( 


pontes  do  inllexao:  (  y'  ^ ^  y  4  J, 


3 


55.  (a) 


i 

L  V 

6 

n  M 

/ 

/  x 

.  .  X  i 

-2/~ 

2 

/  “6 

■ 

57,  min .  relative  0  cm  x  -  tr/2:  tt:  3,t/2: 
mas ,  relative  1  cm  x-  sr/4; 

3tt/4:  3tt/4;  7tt/4 


2n 


R14 


Calculo 


6 1 .  mi  n.  relal  i  vo  -  i  ie  em  x  =  ll n 


2.5 


63*  min.  relative  0  em  .v  =  0 
max,  relative)  l/tr  em  .v  =  \ 


0.34 


65 .  mi  i\.  rdati vo  cm  x  =  -3,58;  3  33 
max.  relative  em  x  =  0 35 
150 


67.  mdxinio  relative  em  x  -0.272:  mini  mo  relative  cm  x  &  -0.224. 

6*K  maxinio  relative  em  Ar  =  Oi  mfninio  relativ o  em  x  ^  ±0.0 1 

71.  (a)  54  (b)  9 

73.  (a)  (“23: 4). (2;  I3}SC4,2;3) 

{ Ej}  pontes,  entices  cm  x  =  -5. 1 :  -2:  0.2: 2: 

min i mo  local  em.v  =  -5J  c  2:  maxinio  local  cm.r=-2; 


sem  extremes  em  x  =  0.2;/r(  1)  ^  - 1 .2. 
75.  d  =  -2J?  =  \c  =  tI  =  Q 


►  Exercicios  5.3  (pagina  299) 

I .  pontos  est  aei  ondri os:  n  3 d; 
pouf  os  de  inllexao:  nao  hi: 
assfntotas:  x  -  4,  y  =  -2; 
ernzamento  tie  assfntota;  iuIo  hi. 


3,  pontos  estariomin  os;  nao  ha: 
ponto  fie  inflexao;  (0. 0); 
assintofitt:  x  -  ±2,  y  -  0; 
cmzamento  tie  assfntota:  (0,  0), 


>.  pomo  esladoiPino:  (0,  0); 
ponto  do  inflexao:  ^ 

assiVitofas:  y~  I ; 
ernzamento  tie  asshuota:  n3o  ha. 


!>.  ponto  estacioitario:  (4,  1 1/4); 
ponto  tic  iiiflcxao:  (6, 25/9); 


7.  ponto  csmeionSrio:  (0,  —  I); 
pontes  tic  mllcxao:  (0,  -  I ). 


assfntotas:  v  -  1 1  j  -  1 : 
ci'u/anicmo  de  assfoiota:  nao  ha. 


1 1 .  ponto  cstacionario:  (- 1  /3, 0): 
ponto de  iidlexae;  {-I .  I ); 


assintotas:  x  =  0.  y  =  3; 
ernzamento  tie  assmtota:  (2. 3). 


assfntotas:  x-  1 1  v  =  9; 
ernzamento  tie  assmtota:  (1/3,  9). 


1 3.  pontos  estac io  n tfrios:  nao  I  ui; 
pontos  dc  tnilexae:  nao  ha; 
assfntotas.;  x  -  L  y  -  -1 ; 
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19.  ponto  estacionario:  s?  v^:  j  3  -.Vy 

pontc  de  inflexion  (1.0); 
assmtotas:  x  =  0,  y  =  a"; 
cruzamento  de  assfntota:  iuio  3ia. 


2 1 .  pontos  estadon^trios:  (-4,  -27/2  h  (2*  On 

pgrtio  do  inflexSo:  (2*  0);  ,  1  l 

assfntotas:  .v  -  0,  y  -  x  -  6; 
cruzamento  de  a&smtota:  (2/3,  -16/3}. 


23.  pon l os.  esi aci  ondrios:  (-3,  23).  (0.  -  4 );  t -3 .  23 ) 


pom  os  de  inflexHo:  (0,  “4); 
assfntotas:  ,ts-2.  y  =  .r:  -  It; 
cruzamento  de  ass  in  rota:  nao  ha. 


25*  (a)  VI  (b>  i  (c)  ME  (d>  V  fe)  IV  ft)  II 


27.  pontos  criticos:  (±  I /2, 0); 
pom  os  de  in  Ilex  no;  nilo  ha. 


39*  pontos  criticos:  (-1,  I).  fO.  0); 
ponies  de  in  Ilex  ao:  nao  hii. 


31.  pontos  criticos:  (0.  0).  (I,  3):  porno  de  infkxfto:  (—2.  —64^2).  Como  6 
diftriE  ver  Etxlas  as  curaeteristicas  importantes  em  uni  linico  griifico,  mos- 


33.  pontos  entices:  (0,  4),  ( 1 ,  3): 
pom  os  do  inflexao:  (0. 4).  (8.  4): 


35.  Extremes:  riao  hd;  pontos  de  in- 
ilcxao:  x  =  2tw  para  intciros  w 


37.  mmimo  relatives  em  a-  —  Itt/6  +  2m\  para 
n  in  lei  ro  qualquer: 

mix i mo  relalivo  ein  x  =.  t/6  4-  2 mi  para 
ti  inteino  qualquer; 

pontos  de  inilexao:  x  —  2tt/3  +  7tn  paran 
inteiro  qualquer. 

39.  mmimos  relatives:  I  em  x  =  —  ti.  ti,  3tt,  -  3  cm  x  -  0.  2n\ 
maximos  rclativos:  5/4  em  x  —  — 2?r/3,  2?r/3,  4.x/ 3,  8jt/3; 


pontos  dc  mflexiio  ondo  cos  x  - 


-1  ±  v'33 
8 


:  (-2,57;  IJ3), 


<-0,94;  0,06),  <0,94;  0,06)*  (2,57;  U3),  (3.7!;  M3),  (5,35;  0,06). 
(7,22;  0,06),  (.8,86;  1,13) 


(2.37;  1.13) 


(3.7 J :  1,13) 


(b)  maxi  mo  relalivo  =  1/cem  ,t=  ±1;  midi  mo  relative  =  0  em.i  =  0;  pen- 

tos  do  in  Hex  Ho  onde  x  -  ±J  aproxhiiadaniente  (±0,47;  0J&), 

V  4 

(±t  ,5 1 0: 0.23);  assintota:  v  =  0. 


R16 


Calculo 


47.  (a)  -oc.  0 

(h)  maxi  mo  relative  =  -e2 
em  x  -  2; 

ndo  M  mini  mo  relative: 
nao  ha  pontos  de  inflexao: 

assintotas:  v  =  0.x  =  1 . 


49.  (a)  0,  +oq 

l  b)  miximo  relative  =  4/e 
em  a'  -  2: 

mintmo  relative  =  0  em  x  -  0; 
pontos  de  inllexdo  em 
x  =  2±  v''2: 
ass  i  n  Lota:  v  =  0. 


51.  (a)  +dc,  0 


S3,  {a)  +"x:,  0 


3 


-in 


(h)  n3o  ha  miximo  relative;  mint  mo  relative  -  -  —  em  a  - 

2e 

ponto  de  inflexion  (e"\  .V/2); 

ndo  hi  assintotas.  Como  6  dilTcil  ver  lodas  as  caracl  eristic  as  import  an¬ 
tes  em  urn  linieo  grifico,  mostramos  do  is  grificos: 


57,  (a) 


0,5 


(b)  mix  i  mo  re  Eat  i  vo  e in  x  =  1  /Ik 
ponto  de  mfloxaooni.v  -  2fb 


59.  (a)  nioexisie,  0 

(b)  y  =  e  y  =  e  cos  x  mlcrseetam 
cm  x  -  2 TTii.  y  =  -C  e  y  =  ^  cos  x 
Intersectam  em  x  -  Itt/i  +  it.  para 
n  inteiroqualquer. 


<c) 


b  =  3 


v  =  cx  v  -  e  K  cos  x 


61.  (a)  a  1;  2,5;  3;  4  (b)  (-x,  l  ],  [2.5;  3J  (c)  maximo  relativo  em 
Ar=  1  e  3;  minima  relativo  em  x  -  2h5  (d)  x  ft  U,6;  1,9;  4 

65.  O  grift  eo  ndo  de  tecta  os  zeros  cm 
r-fle  I  e  t>  mini  mo  em  x  =  5/6 


►  Exercicios  5*4  (pagina  307) 


I .  mix  i  mo  re  (at  i  vo  e  m  _v  =  2 :  6 ;  t  ni x  i  mo  absol  u  to  ei 1 1  x  =  6 ; 
mini  mo  relativo  e  absolute  em  _v  =  4 


1 5.  valor  miximo  1 7  em .?  =  -5.  valor  mint  it  to  ]  em  ,v  -  -3, 

17.  nao  hi  miximos:  min  into  -  -9/4  em  x  ~  1/2. 

1 9.  valor  maxi  mo  /(.])=  1  ■  ndo  ha  mini  mo  21 .  nio  hi  miximo.  nent  ntmimo 
23.  miximo  =  -2  —  2  -Jl  em  a  -  —  I  —  ^/l:  ndo  hi  minimos. 

25.  nao  lii  maxi  most  min  into  -  0  em  x  =  Oe  2. 


27.  valor  maximo  48  em  x  ^  8. 
valor  in  in  into  0  em  x  =  0: 20 
50 


29.  lido  ha  maximo,  nem  mini  mo 

25 

jT 


0 

3 1 .  mix  into  -  2  J  2  4-  1  em  ,v  =  3jt/4;  mini  mo  =  v"'3  em  x  -  tt/3. 
4 


4 


33.  valor  miximo  ?  em  x  = 


valor  min  into  64/ e  em  jc  =  4 


y  4 


35.  miximo  -  5  in  10  9  em  x-  3;  mini  mo  ~  5  In  ( 10/9)  -  I  em  x  -  1/3. 
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37.  valor  max into  sent  J )  ®  G.S4 1 47 
valor  mini  mo  -  sen(  I )  ss  -0,84 1 47 


m 


39.  valor  maxi  mo  2.  valor  mini  mo  —  4 

41.  maxi  mo  =  3  cm  x  =  2 rmi  mini  mo  =  -3/2  cm  x  =  ±2 jt/3  +  2tm,  com  ti 
intciro  qualqucr. 

43.  /'( I )  =  2  49*  ( 4 ,  —  | )  £  o  in ais>  p t6x  i  mo;  (-  L  - 1 )  £  o  n  mi  s  di siante 

5 1 ,  maxi  mo  v  -  4  cm  t  —  tt  e  3;t;  mini  mo  v  =  0  cm  t  -  0  c  27t 

Exercfcios  5*5  (pagrna  31 8) 

1.  (a)  [  (b)  4  3.  500  m  paraleiaitKntc  e  250  m  pcrpcmiiculfu'meoteao 
edrrcgo,  5,  500  in  x  750  m  7.  5  cm  x  y  cm  9,  I0V2  x  I  O'/I 

1  i.  24  in  (Si  o  metro  4a  cerea)T  12  m  fS2  o  metro  da  cerca) 

IS.  (a)  maxi  mo  N  a  1 6 1 ,7  B8*  nnn  i  mo  ■  V  =  1 2  54  )0O  ( b )  i  =  40 

3  21.  base  10  cm",  alttira  20  cm 

23.  lampa  (oit  base)  \/3V/4  unklades  quadmdas.  alt  urn  3  i,!'3V/4 


17.  1 1.664  pol3  19.  ^*pcs 


25.  almm  =  2J (5  -  V5)/l0  R.  raio  =  J{5  4-  v/Jj/10  If 

29 .  all  urn  =  m io  =  v/iXt/rr  c  m  5  L  /  J 1 2  por  /7 1 2  por  U 1 2 
33.  alt  urn  =  /,/ v'3,  rnio  =  V2/3 L 

3S .  raio  v/4507?H  cm .  al  1  ura  —  y  x2  /450  cn i 


71 


37.  altora  =  4/f,  raio  =  */2R  39.  ttB  41.  5  V5  |>cs 

43.  (a)  7000  unidades  (1>)  sim  (c)  $15  45.  13.722  kg  47.  |/V5 

S3,  (a)  (2, 2),  (-2,  -2)t  (2/V5.  -2/V3),  (-2/V5,  2/73) 

SS.  (yl,  4 )  57.  (-1  A/3,  J)  59,  (U2)(1+2?/^m 
61.  30  cm  a  partir  da  fonie  imis  fraca  63.  x  —  1  +  272 
67 .  (c)  \  km  a  favor  d  a  torrent e  a  part  t r  da  casa 

Exercfcios  5.6  {pagina  327) _ 

1 .  3,41 42 1 3562  3.  1,8371 20593  5.  x  sa  1 . 76929 
7.  1 ,224439550  9.  v  ^  - 1.24962  11.  *  ^  1.02987 


[3.  4,493409458 


IS. 


0.68233 


3ff 

2 


17.  h 


0,47462661  B:  1 395336994 
4 


ji  ft*  0.58853  ou  3.09636 


35.  (a)  Os  val  ores  n£o  converge  m. 


Exercfcios  5.7  {pagina  334) 


19. 

21.  (b)  3  ,1  62277660 
23.  (b)-  4,098859  1  32 
25.  x  -  -  1  ou  x  -  0, 1 795 1 
27.  ( 0,5  897  545  E  2;  0. 34 7B 1 038 5} 
29.  <h)#^2.99E56mdmj  I7F 
31.  -1,220744085;  0,724491959 
33.  i  =  0,053362  on  5,33% 

37.  (d)/(c)  =  0 


1.  c  =  4  3.  c  =  jt  13*  (a)  [-2,  I] 

5.  c  —  1  7.  e  =  l  <b)  ess -1,29 

9.  |  11.  -75  (c)  -1,2885843 


-2 


15.  (b)  tgrv  n^o dcoiHmuacm  [0,  n\r  25.  f(x) 
35.  (b)  -  sen  .v,  £(a)  =  cos  x 


=  —  t'*  +2 


4L  a  =  6,  b  =  -3 


►  Exercfcios  5,8  (pagrna  342) 

I .  {a)  posit  i vo .  negat  i vo,  d i  m  in  ui  ndo  a  ve  I  oei  dado 

(b)  positive*  posilivo,  mimcntaiulo  a  vdooidade 

(c)  11  egat  i  vo .  posit  i  vo*  d  i  m  i  11  u  i  ndo  a  vc loci dadc 

3.  (a)  esquerda  5. 

(b)  negativa 

(c)  aumentandoa  vclocidade 

(d)  d  i  mi  iui  i  ndo  a  veloci dadc 


4  v  fm) 


z 

) 

i 

j 

y~ 

/ 

i 

MS) 

> 


7.  *|uj(m/s> 

15  - 


11. 


l  2 

3  4  5  6 

~  -15 

(a) 

7,5  pds/s"  |b) 

/  ”  0  s 

(a) 

/ 

$ 

V 

ft 

1 

0,7 1 

0,56 

-0,44 

2 

a 

0 

-0.62 

3 

0.71 

-0.56 

-0,44 

A 

0 

-0.79 

0 

5 

-0.73 

—0.56 

0.44 

13. 


15. 


17. 


19. 


(h)  parou  cm  f  ~  2:  moven- 
do-sc  para  a  direita  cm 
/  -  I ;  move  ndo -sc  para  a 
esquerda  em  /  =  3, 4c  5. 
(c)  aumentando  a  vclocidade 
cm  i  =  3;  diniinuindo  a  ve- 
locidadc  cm  f  =  I  c  5:  ne- 
nh  u  m  dos  dots  cin  /  =  2  e  4 . 

(a)  t-(0  =  3/  -12r,  n(t)  -  61  -  12  (h)  s(l)  =  -5  m,  t(l)  =  -9  m/s 
|c(  1)|=  9  m/s,  £/(  1 )  =  “6  nvV  (c)  0;  4  (d)  aunientando  a  vclocidade 

cm  0  <  i<  2  c  4  <  L  diminuindo  a  vclocidade  em  2  <  1  <  4  (c)  39  m 

(a)  v(t)  =.3 71  sen(.Tk/33;  oit)  —  ,7 2  cos(W3)  (5)  .v(l)  =  9/2  m: 
M  1‘)  =  veloe idadc  c seal  ar  =  3  \/3-t/2  m/ s ;  a  =  jt  72  m/s2  Ee)  /  =  0  s,  3  s 
tdl  Aumcntando  a  vclocidade;  0  <  t  <  1,5  e  3  <  I  <  4.5;  diminuindo  a 
vclocidade;  1,5  <  1  <  3  e  4*5  <  t  <  5  (c)  3 1 ,5  m 

(a)  v(i)  =  -jU2  -6M-  8)^,/a;tf(/)  -  ^(r  -  12/  +  26)*^/J 

(b)  s(  i  1  —  9i~]  1  y(  I )  —  -“i>_  vclocidade  escalar  **  e~  .  a ( ! )  - 

2e~ 1  (e)  t  =  2  s,  4  s  (d)  Aumentando  a  vclocidade:  2  <  /  <  6  —  v'To 

c  4  < !  <  5;  diminuindo  a  vclocidade:  0  <  r  <  2  c  6  —  / 1 0  <  1  <  4 

(e)  8  -  24c  m  4-  4Be  4/3  -  33e  5/3 

(a)  0>)  V5/J0 

0.25  0.2 


20 


20 


V(t) 


-2 


R18  Calculo 


(c)  aiimenrando  a  vdoeidade  tm  %/5  <  t  c  \/U, 
rJiminiMEiJo  a  velocklade  cm  0  <  f  <  \E  e 

yis  <  f 


10 


21. 


Velocidade 

i  ±±  V4  escalar  const  a  n  te 

<■  ♦ - 

_ J _ L _ 

f)  3 


.v 

► 


23.  Aemtntandci  a  uelocidafte 


25.  Diminutndo  a  Aumentando 


27. 


Dlfllcruindo  ii  velsjcidade  (Pcjriianciitemenle 

parada) 

t  -  2k 


i  =  ta/2 


V - E - .  t\  <  .rn 


J-  =  Jf/2 


-I 


=  0 


o  V  s 

Aumentando  a  velocfdade 


,T 


29.  (a)  1 2  m/s  (b)  r  *  2,2  -24.2  pc$ 

31.  (a)  ;  =  2  ±  1  / V’3,  .v  =  In  2.  u  =  ± V3  (b)  /  -  2.  ,v  -  tl  a  -  6 

(b)  V3 


35.  (h)  ^  imidade  (c)  0  <  /  <  1  e  j  >2 


►  Capitulo  5.  Exercfcios  de  Revisao  {pagina  344} _ 

L  (a)  fix , )  <  /Ui)  >  /(Jt2):  /(.tj )  =  /( v2) 

(b)  /'  >  »:  /'<.  0;  /'  =  0 

3.  (a)  [£,+□&]  (b)  (-^-r]  (c)  {—&<  +x)  (d)  naoba  (c)  naohft 

5.  {a)  |0.  +x)  (b)  ( 0J  (c)  (-v/273.^73) 

(d)  <-*.  tjffi.  +*>  w  -  sm. 

7.  (a)  ]  —  ] . -^3G>  (h)  (— k.—  lj  (c)  (— 3c.0>.  (2. +«) 

(d)  (0.2)  (e)  Q  e  2 

®>.  (a)  (~a;,0[  (b)  |0,+*f)  (c)  ( +«) 

(d)  1—1/  Jl,  !// 2)  (C)  dU/s/2 

3 1 .  (a)  crescents 

(b)  dec  reset  me 

(c)  eSneava  pamcima 
(cl)  edneava  para  baixo 
(c)  pontes  dc  in  flex  ao 


] 


13.  (a)  cresccnie 
fh)  decresceme 
(c)  eoncava  para  cima 
id)  concava  para  baixo 
(c)  pantos  -de  inflexao 


l 


15. 


25.  fa)  x  ==  (pornos  estacionarios)  (b)  a  =0 (ponto  estacionario) 

27.  fa)  max.  relative  em  x  -  i,  min.  relative)  esn  x  =  7.  nenhimt  dos  dots 
em  x  -  0 

fb)  max.  relative  em  x  -  tt/2:  3;t/2;  min.  relativo  em  a  -  7rr/6;  ]  Itt/6 
(c)  max.  relative  em  x  =  5 


29.  1  ini  f(x}  —  +*.  linn  /(.i)  =  -\-x: 

X  -*■  -sc  X  -*  4 s; 

min.  relative  em  x-  0 
pontos  de  inflexao  em  x  =  E: 

nao  lift  ass  tn  tolas 


31.  lim  fix)  itao  ex i st e;  porno  erkieo  em  v  =  0;  min.  relative  em  x  =  0: 

A  > "  T  2 

porno  de  iitflexio  quando  l  +4jt"tg  (a  +  l)  =  t);  assfntotas  verticals  em 
x  =  ±Jx(n  +  —  1,  n  —  0.  1.2,,,. 


33.  pomos  crifieos  cm  x  =  -5;  0;  max,  rdarivo em .v  =  -5,  min.  rdaii vo em 
v  =  0;  pontos  de  inflcxHo  ecu  ,v  =  -7,26;  -]  ,44;  i  .20;  assmiola  bori^on- 


3  7 .  a  Ho  lift  cxi  re  n  tos  rel  at  ivos  39.  mm  5  rno  rel  at  Wo  dc  0  e  i  si  .v  =  0 
4 1 .  mm itno  relative  dc  f)  em  x  -  0  43.  iiimimo  rclftlivo  dc  0  em  x  -  0 


Respostas  dos  Exercfcios  Im pares  R1 9 


45.  (a)  40 


(c)  Details  mais  finos  podern  ser 
vis  [os  quando  c  fcito  o  gralico  sohne 
unia  janela  x  muito  inenor. 


(b)  mas.,  relative  em  x  =  — 
min.  relative  cm  a-  = 


0,0001 


f - 

? - \ 

.!  /  : 

_ > 

-0.0001 


53.  (a)  vcrdadeini  (b)  falsa 

55.  (a)  nao  ha  maximo;  min  =  - 1 3/4  cm  x  -  3/2  (b)  nao  lid  m&ximos  on 

minimus  (c)  in  - 1'/4  cm  jc  =  2  (d)  nao  ha  maximo;  min  =  e'  '1''  cm 
x-  l/e 

57.  fa)  valor  infnimo  Gem  .v  *=  ±1;  (b)  valor  mdjthno  =  1/2  em  x  =  l 
n  So  h  (\  m£ x  i  mo  val  or  m \  ni  mo  =  - 1  f2  e m  x  =  -  ] 


to  0,5 


(c)  valor  mdximo  =  2  cm  ,r  -  0; 

valor  mini  mo  -  V3  em  v  =  nJ6 
2 


5*>.  (a)  3 


6 1 .  larg  u  ra  =  4  \/2,  alt  li  ra  -  3  s/2 


(d)  valor  mdximo  = 
fi-2  -  V5}  ft*  0.84; 

valor  mini  mo 

/(“ 2  4-  v  3)  ^  -0,06 

1 


(b)  minimo: 

(-2,111985;  -0,3551 16}; 

maxi  mo: 

(0,37239 1 ;  2,0 1 293 1 ) 

10 


63.  20  cm  de  lado 


65.  x  ^  —2. 1 1491;  0.25410;  1,8608! 


67.  —  I 165373043 


/ 

1 

= _ > 

-2 


69,  249  x  I06  kjn 

71.  (a)  simTc  =  0  (b>  nao 
(c)  sim.  r  —  <Jn/2 

73,  Use  o  Tcorcma  de  Rollc 

75,  (a)  sim  (b)  si  in 


77.  (a)  v  =  - 2 


/W*  +  2r 


I) 


a  =  2 


3/s  +  l  Of*  -  I2rj  -  bt2  4- 1 


it4  +  I ) 


</■*  +  l)3 

(C)  f  =  0,64;  x  =  E ,2  (d)  0  £  0,64  s 

(c)  aumcmando  a  vclocidadc  quando  0  <  *  <  0.36  c  0,64  < ;  <  1 T1 ;  caso  con¬ 
tra  rio,  diminui  a  vciocidadc  (f)  vciocidadc  esealar  rrdxima  =  1.05  in/s 
qiumdo  f  =  3  JO  s 


►  Exercicios  6„1  (pagma  354) 


a 

? 

5 

10 

50 

too 

0.-853553 

0,749739 

0,7 1 0509 

0.676095 

0.671463 

v  '  J  '  JJ  1 

n 

2 

5 

10 

50 

100 

3,57080 

1 ,93376 

], 9,3352 

1,99935 

1.99984 

il 

2 

5 

!0 

50 

300 

ass  vm 

0,645635 

' 

0.66877 1 

0,688172 

0.690653 

n 

2 

5 

10 

50 

100 

An 

0,4330 1 3 

0.659262 

0,7261 30 

0.774567 

0,78Qt06 

n 

2 

5 

10 

50 

100 

■4; 

3.71828 

2,85174 

2,59327 

2,39772 

2.37398 

p: 

2 

5 

30 

50 

100 

1 .04720 

0.75089 

0.65781 

0.58730 

0.57804 

13.  Mx  -  \ )  15.  x{x  +  2}  17.  (x  +  3)(x  -  I ) 
21.  area  -  ,4(6)  -  A( 3}  23,  fix)  =  2x:  a  =  2 


►  Exercfcios 6.2  (pagma  363). 

1.  (a)  f  — - -  tlx  i=  \/l  +  x2  4 

J  s/T+x^ 

(li)  ^  {x  -r  \  )e*dx  —  xex  +  C 


7. 

9. 

il. 

15. 

19. 


J 

Jr 


V.v3  H-  5 


]  = 


3x: 


2vPrT5 


12' 


t 

2' 


f  3xz 

l  - //r 

i  1  ^  1  —  ■-  ‘ 

! 

J  2  A  3  40 

.  lose 

f  C0#(2jx)  ^ 

J  /v 

+  C 

(c)  fx^-  +  c 

r2-. 

12  s/4  8  ^ 

—  -t-  -a  *  4- 

3  2  1  ,  ^ 

_r  -j-f+C 

U'72s  +  (//.v)  4-  C  17.  3x4/3  -  ^x7'°  -h  ^  Jt 10/3  +  C 

-v2  2 

—  —  — f 
2  x  3x; 


E 


21.  2  Intel  +  3  e'  +  C 


;  J  +  C 

23.  -3  cos  x  -  2 1  g  x  +  C  25.  tg  x  +  see  x  +  C 
27.  tan  6  4-  C  29,  sec  A  +  C  31,  9  —  cos  0  +  C 
33.  k  are  sen  a  —  3  are  tg  v  +  C  35.  tg  x  -  see  x  +  C 

39,  fix)  =  cos  .v  +  1 
41.  (a)  j(.r)  =  2j4/s+  5 

(b)  y  =  -  cos  i  +  /  a-  1  -  rr/3 

(c)  VM  =  +  2xtl2  -  | 

43.  (a)  v  =  4e 1  3  (D)  y(l)  =  111  fH  +  5 

45,  f\x)  =  Js*5*2  +  C|x  +  C2 
47.  v  -  .r  +  x  -  6  49,  v  =  x’~6.v  +  7 


R20 


Calculo 


51.  (a) 


(10 


JT 


muuw 
I  HUU\\ 
unn\\\ 
uuiuw 

4 


4  V 


mmm 

1  ^  1#  X  N  \  \ 

uumx''.- 

mU\w^ 


//fit  t tti 
j/fi!  an 
*st  f  i  /  i  1 1  i 
■s/Sitlltt 
■S///J  an  x 
•}•/■}>  /  ) -i-li  J> 


s//jfnn 
^sj/unu 
■s/ftmn 
■ss/auif 
s/f/fUtt 


te>  fix)  =  — 


53. 


57.  (b)  /-■((»  -  G  m  =  |  59*  F  (x)  =  Gfx)  =  l,  x  ^  0 

61 .  tg  :r  ■  r  +  C  63.  (a>  \  (x  -  sen  jr )  +  C  (b)  -  (x  +  sen  x )  +  C 


65*  v  = 


IPK7 

v273 


■  1/2 


pcs/s 


Exercrcios  6.3  {pagina  371) 

(x2  +  I) 


i*  (a) 


24- 


4C 


,  COS  Jf 

(b) - - —  4  C 


(c)  —2  cos  ,/I  4  C  (d)  J  ^4jt:  +  3  4  C 
3.  (a)  —4  cotg  2j  4-  C  (h)  -1(1  +sen/)L<l  4  C 
(c)  i  sen  2..r  4  C  (d)  *  lg(a ")  4  C 
5.  (a)  In  |  In  a- |  +  C  (b) 

(c)  -  j  ln( l  4  cos  3fl)  4  C  (d)  in( I  4  ex )  4  C 

iU) 


9.  ^  (4a  -  3)  4  C  ]  1.  -  Jr  cos  7a-  4  C  13.  |  see  4a  4  C 

15.  je2*  4  C  17.  \  arc  sen  (2*)  4  C  19.  H 

^  | 

21*  — -  4  C  23. 


lript2  4  I2)3/2  4C 
4  c  25*  e^111  4  C 


2(1  -2.t-)2  40(5a4  4  2)2 

27.  -  4  C  29.  arc  tg  cl  4  C  31.  {  cos(5/»  4  € 


33*  -  ~  cos5  3/  4  C  35.  ^  tgu  21  +  £-:  37*  -  i  (2  -  sen  4(5/  )''2  4  C 


39,  arc  sen  (IgA)  +  C  41.  i  sec-'  2.v  4  C  43.  -e"*  +  C 
45.  4  C  47.  1(2 v  4  I  )V2  -  \(2y  +  I  )m  4  C 

49.  - 1  cos  20  4  Cos’1 2U  4  C  51.  t  4  In  |/ 1  4  C 
53*  /[InO1)  4  lEi(e  PULx  =  C 
55.  (a)  arc  sen (| a)  +  C  (li)  4-  arc  tg  ( -V )  4  C 

'  '  4) 

59*  - : — —  sen"''  l(a  4  hx)  4  C 


(c)  — — :  arc  sec 


4  C 


I  («  +  fcv)°A  , 

%  *  h  n  4  1  ‘  b(f!  4  1} 

61.  {a}  \  sen2 x  4  Cc  — i  cos"  x  4  Ci 

(b)  poj-que  diferem  por  mm  constants 

7  —  1 58  ^  I 

6^,  y  = 


«J.  — <5j  +  !  )  V-  - 

f  7> 


15 


2.  ,  (3 
2f  +Y 


67.  (a)  V.X-2  4  l‘  4  C 


69.  fix)  =  f (3a  4  I)’V24  | 


3. 

9, 

n. 

19, 

27, 

29. 


](]  1(3  6 

5>  5*  7.  £(-l)i+t(2^HI) 

|-=t  i=|  Jt=j 

so  so 

(a)  V2t  (b) 

A  =  t  *=E 

5050  13*  2870  15.  214365  17*  *(»  +  I) 


l,f.  j \2  ^  +  E.  I  ^  503  4  I).  5 

4  2ft  2 n 

(a)  j^V  (b)  ^2l-‘  (c>  ^2/-2 

„(1A),.l.Lt)‘.J.(2*i)'A 

\  n  f  ft  \  //  /  tl  V  11  /  tl 

(2+^zJi)*UM+3y.i  (b)f( 

\  tt  }  a  n  ir=o  V 


3  \‘ 


2  +  i4j  i 


31. 

35. 

37, 

39. 

55. 

6L 

67. 

73. 


(a)  46  (b)  52  (c)  58  33.  (a)  ?  <b>  <c> 

4-  4 

(a)  0.7 1 88: 0,7058;  0,6982  (b)  0.6688: 0,6808: 0,6882 
(c)  0,6928:  0,6931 ;  0,6931 

(a)  4,8841;  5. 1 156;  5,2488  (b)  5,684 1 ;  5,5 1 56;  5,4088 
(C)  5*347  I ;  5*3384;  5*3346 

^  41,  IK  43.  320  45.  ^  47.  IK  49,  16  51.  ^  53*  0 
i  57.  }ftn(b2  —  n2)  59,  ^(64-^4) 

tr  4 2/j  ..  (n  4  l)2 _ _  .4  _v>y 


sc  «  for  par:  ■ — ■ — —  sc  u  for  fnipar.  63.  3  -  3' 
4  4 

(b)|  71.  (a)  |j32''  -  1)  (b)  2"  -2s  <c)  _?  / 

(a)  sim  (lil  sim 


65. 


1  4 


Slo! 


) 


AW 


►  Exercicio-s  6*5  (pagina  393) 


1.  (a)  ^  <b)  2  3.  ia>  - 


El" 

L<i 


(b>  3  5. 


/> 


/■: 


f/.V 


7,  /  4,v{l  —  3,vVa  9*  (a)  Mm  ^  2a-‘ iNAi, :u  —  i * 6  =  2 

max  A.ii  --»0  ^ 

fJ 

(b)  lim  V  — Aa-A% r-j  =0>  -  1 

A-r  4  E 

£  I  A 

U.  (a)  /l  =  | 


(c)  H- ^  Id)  — /l|+Ass0 

V 


13.  (a)  A-  10 

A  V 


( b)  A  L  -4,-0  por  sijnetrta 


I*  (a)  36  (b)  55  (c)  40  (d)  6  (e)  3 1  (f>  0 


Ftespostas  dos  Exerdcios  Im pares  R21 


13 


(c)  A]  Ai  =  -V 


(d)  nil 


15.  (a)  a 
(b  )  4 

(c)  JO 

(d)  10 
17.  (a)  0,g 

(b)  -23 

(c)  -1,8 

(d)  -03 


19.-1  2L  3  23.  -4  25.  27.  (a)  negativo  (b)  posttivo 

it* 


23  w  it  3  vr  A /■ 1  13 


29,  31,  ^  37.  maior; — fl6  +  3v2);  mcnor: 

-  24  24 


Exerctcios  6.6  (pagina  4Q6) _ 

1-  (a)  J^(2  -  x)dx  =  2  (b)  2Jje  =  4  (c)  J'(x  +  l)rf.r  =  6 


3.  ^  5.  14  7.  3/2  9.  48  11.  3  13. 


K.14 


IS.  0  17.  s/2 


19.  _V-  10  21.  jt/ 4  23.  jt/12  25,  -12  27.  4-  2v^3 

29.  (a)  5/2  (b)  2-^0  31.  (a)  e  +  (Ue)-2  (b)  I 

a 

X  <  ] 


33,  (a)  (t0  /4.-0  = 


2 

x 3  I 

y  +  6 


35. 0,6659;  4 


37.  3,1060; 


43.  area  =  3 


.  1 


39.  12  41.  | 


45.  area  =  3/2 


49,  (h)  nnodo  grans;  0,93 
51,  (a)  A  integral  4  zero. 
53.  (a)  3a" -3 
55,  (a)  sen  {xl  (b) 

57,  -r  see  x 

59,  (a)  0  (b)  5  (c)  4/5 


61.  { a )  i  -  3  (b)  crescente  em  [3.+5G),  deci'escenEe  em  {"5o,3J 

{cj  concava  para  cima  eni  (-1.  7),  concava  para  baixo  em  (-oc-,-1)  e 
(7,  +oo) 

63,  (a)  (0.  +  x:)  (b>  a  =  3  65,  00  4/3  (b)  ~7 

67.  3 \?2  <  V'lMy/.r  <  3V29 

71.  {a)  a  varia^So  a  a  a  It  a  fa  cm  re  as.  i  dados  0  e  10  an  os.;  centimetres  . 

{b}  a  van  actio  no  raio  entre  os  i  its  unites  t  =  I  s  e  r  =  2  s;  centi'metros, 

(c)  a  tiil'creiKa  cm  re  as  vcloci  dudes  do  som  a  38Ch  C  c  (F  C;  m/s. 

(d)  a  varia^ao  na  posicilo  eritre  os  instances  f,  e  r,;  cenlimetros. 

73.  (a)  I20galde$  (b)  42GgalSes  (c)  2076,36  galOes  75.  1 


►  Exercfcios  6,7  {pagina  416) _ 

I.  (a)  desloeanieMo  =  -  ~ ;  cl  Island  a  =  4 
lb)  deslucamento  =  4-  d  island  a  -  2 

3.  (a)  35,3  m/s  (b)  5 1,4  m/s  S,  (a)  /-*  —  r -  +  1  (b)  4i  +  3  —  4  sen  3/ 
7,  (a)  \t2±t-4  (b)  /  +  S  “  In/ 

9k  (a)  tleslocamcnto  -  \  m;  distaneia  =  3  m 
(b)  deslocEiinento  =  -3  ni;  di  st&ne  ia  =  3  m 

1 1.  (a)  deslocamento  =  in;  disiEinda  =  m 

(b)  desloca n lento  =  2 \/3  -  6  m;  distancia  =  6  —  2  y3  m 
13,  4.13/3  IS*  296/27,  296/27 


17.  (a)  .¥  =  2/t,  v 
ib)  x  —  r 


l,  |n|=  ltti  =  0 

-  j,  u  -  -3  19*  i 


E,27s 


27.  (a) 


-2 

-6 

-10 


J!l  L 


8  12 


Li 


(c)  1 20 cm, -20 cm  {tl>  I3i,25  eiltcm  f- 6,5  s 
29,  (a)  -2,2  pes/s  (b)  kni/s2 
31.  (a)  p6s/s?  lb)  gs  (<:)  gs 
33.  280  in  35,  50  s,  5000  pcs 


37.  (a)  16  pcs/s,  -48  pes/s  (b>  196  pcs  (c)  11 2  pcs/ s 

39.  (a)  Is  (b)  |  s  41*  (a)  6.122  s  lb)  183.7  m  (c)  6,122  s  (d)  60  m/s 

43.  (a)  5  s  (b)  272.5  ni  (c>  10  s  (d)  -49  m/s 
(e)  12.46  s  (D  73.1  m/s  45,  113,42  pds/s 


►  Exercicios  6.8  (pagma  423) _ 

I.  (a)  |  /|  du  (b)  ^  f-'  Judu  (c)  —  /  eos udu 

H  7  — 7t/7 

td)  tfut  +  I  )n5  du  3.  (a)  (i>)  /,2  m  <!ii  5.10 

7.  0 

9.  i}S  11.  S-f4^)  13.  -i  IS.  In  ft  17.3/6  19.  25ji/6 

21.  a/8  23.  217!  25.6  27.  a/ 1 8  29.  2  31.  |(VTo  -  2V5) 

33.  2(V7-V5)  35.1  37.0  39.  (C3-  l)/3  41. 

43.  (In 3)1/2  45.  -^=  47-  -7/9  »■  ill  sl-  <a>  T  (b)  «  (c) 

6  VS 

55.  sas  48.233.500.000  57.  (In?)/2  59.  (a)  2 ht  61.  (b)  |  (c)  tt/4 


►  Exercicios  6.9  (pagma  434) 


3.  (a)  7  (b)  -5  (c)  -3  (d)  6 

5.  \  ,603210678; 

a  magnitude  do  e  rro  C  <  0.0063 


R22 


Calculo 


7. 


9. 

15. 

19. 

21* 

25* 

27* 


29 . 


35* 

35* 

39* 


41* 


43. 


{a)  x  ',  x  >  0  (b)  x\  x  ^  0  (c)  -x\  -eo  <  jt  c  +oc- 
{d}  — JT*  “OC  <  X  <  +OG  (c  )  .V X  >0  (f)  ]  II  X  -KV*  .1  >  0 


(£)  x  —  xfx,  ~3c  <  x  <  -f  s;  (h)  — ,  a  >  0 

X 

(a)  ct|q;:i  (b)  <>v'-ln2  11.  {a)  (b)  e:  13.  x2-x 

(a)  Vx  (b)  3  17.  (a)  0  (b)  0  (c)  3 

(a)  2x3Vl  4-x2  (b)  —  4(x-  +  \)x~  +  ^ 

(a)  -eos(x*)  (b)  -  lg'  x  23.  -3—4 — —  4-  2x  - - - 


(a)  3a  stnU)  -  2x  sen/v")  { b  ■)  - t 

(a)  FiQ)  =  0;  F( 3)  =  0;  F{5)  =--  6;  F{1)  =  6;  F(  1 0)  =  3 

(b)  crescendo em  4.6]  c  [t-  10 j  decrescendo  eni  [o.  4]  c  6,  ~ ] 

(c)  maxmio  45  cm  a  =  6,  mini  mo  —  |  em  x  —  4 

(d) 


9a-  -f  1 

9 


A 


+  1 


/'(a)  - 


( I  -  -t~}/2.  x<0 


31.  \i.x)  =  x2  -H  In  x  +  1 


x(1  +  .v2)/2t  a  >  0 

y(x)  =  tgx  Hr  cos  x  -  (  \/2/2) 

Fix)  —  F\\  +  mdmdnos  37.  Idaderivada  de  II 

(a)  f  -3  (b)  {=  I  c  5 
(c>  f=5  ( (I >  /  =  3 


e  (4*  5) 


(a)  mdxirno  relative  etn  x  =  iv'4FTT*A  =  0J,J 
mini  mo  relative  cm  x  —  ±^4k  —  I  k  —  \ ,  2* * . . 

(b)  x  =  ± s/2ft*  ft  =  1*  2* .  .  ..  e  era  x  =  0 

fix) ™  2c'-\  1 1  =  In  2  45.  0,06  9.2 


►  Capitulo  6.  Exercfcios  de  Revisao  (pagina  437) _ 

1  v 

3* - —  H-  -x  v  -  +  C  5*  -4  cos  .v  +  2  sen  x  +  C 

4.v  -  3 

7.  3x -  —  5tjC  4-  C  9.  arc  tgx  +  2  arc  sen  x  +  C 
11.  (a)  yix)  —  2,/a  -  %x^~  —  4  (b>  y{x )  —  sen  a  -  5^  4  5 
15.  \  are  see  (a-  —  1)  H -  C  17.  1  y''5  -i-  2  sen  3a  +  C 
19 *  _  JL  _i - -  +  c  25*  A  ss  8  27.  32/3 

3/j  tfx-  +  b 

29.  0*35 122;  0.42054:  038650 

33.  (a)  J  <b)  —  |  (c)  (cl)  —2  (e)  mly  hd  informa?5o  xtifs- 

cienie  (f)  n5o  lid  informant}  snfideme 

j  y 

35.  (a)  2  +  (?r/2)  (b)  -{10'-’  -  1)  -  —  (c)  ,t/8  37.  ~ 

3  4  1 2  8 


39.  (a) 


/" 

Jit 


X>W 


L I 


t/x 


-  y..  j  Mx)dx 

i  Ja 


41*  v  = 


|  hxfc 

it 

h{b  —  x)/(h  -  u 


se  0  <  x  <  tL 
se  c  <  Ar  <  «  -+■  c 
c)  se  a  4*  c  <  x  <  /» 


^2 

T 


45-  f  '1  -  e  47.  48  49.  | 
55.  iirca  =  1/6 


51*  3/2 -sec  I  53.  J 
57.  (a)  /+  1 
59. 


61, 


U-  H 

cos  x 

1  +  sen  ■'  x 


69,  (a)  /’(xS  d  0  se  x  -  I .  posit iva  se  x  >  \  e  negative  se  x  <  l 

(b)  F(x)  9  0  se  x  =  I ,  post  iva  se  -I  c  x  <  2  e  negaltva  se  -2  <  x  <  - 1 

71.  (a)  4/3  (h)  e-l  75*  +  j  4*  1 

77.  t1  -  3/  +  7  79,  12  m,  20  m  81*  i/3  m.  10/3  -ijlm 

83.  deslocamento  =  -6  ,m;  distflneia  =  m  85.  =f  87.  1/2 
89.  (a)  5  s  (b)  200  m  91.  y0/2  p€s/s  93.  95.  ^  M7.  o 

99.  2  -  2/v^  101.  (a)  ^  (b)  ^1B  103.  fix)  =  3t-'-1',^  =  (Jei2}/3 


►  Exercicios  7*1  (pagina  448) _ 

1,  9/2  3*  I  5.  (a)  32/3  (b)  32 B  7.  49/192  9*  1/2  II.  75 

13.  i  15,  jt  -  S  17.  24  19.  37/12  21*  4*/2  23.  | 

25.  In 2  —  ^  27.  ft  ft  0.9973  29.  9152/105  31.  9/74 

33.  (a)  4/3  (b)  m  =  2  -  ^4  35.  1J  80898334 

37.  0*4814:2,3639;  E,  1897  39.  2,54270 

41.  A  vantage m  do  cnrio  1  sobre  o  cairo  2  no  instante  /  =  0. 

43,  fa)  [Area  acima  do  grafico  de  g  e  ahaixo  do  grdflco  de  J]  mcnos  [atea 
acima  do  grafico  de/e  abaixo  do  grafico  de  g  j 

(li)  Area  e mine  os  graticos  de/e  g.  45.  a 76 


►  Exerctcios  7.2  (pagrna  456) _ 

1.  St  3.  i 3,t/6  5.  32/5  7.  (I  -  75/2)jt  9.  256jt/3 
11.  2048^/15  13.  437  15*  t2/4  [7.  3/5  19,  8t  21.  2tt 

23,  72,t/5  25.  —  I )  27.  4™7/3  29.^ 

31.  fl?  7i[f(x)  -  k\~dx  33.  (b)  40t/3  35*  648tt/5  37,  tt/2 
39,  40.0Q0.T  p^s 6  41.  1/30  43,  (a)  2t/3  (b>  16/3  (c)  4v^/3 
45,  0,710172176  47,  n 


51.  (b)  esqueida  ^  1 1.157:  dii  eita  ^  1 1,77  L:  V  ^  media  =  1 1, 464  ent; 


53.  V  = 


3jr/r. 

I  .r^,1 


0  <  /F  <  2 


55.  ^  lg  f?  57*  E6r  73 


^tt{ \2ir  -  IF  4),  2  <  h  <  4 


►  Exercicios  7.3  (pagina  464) _ 

1.  E  5,t/2  3*  Tit 3  5,  2:t/5  7.  4,t  9*  20.t/3  11.  n  In  2  13.  jt/2 
15.  jt/5  17.  2xel  19*  1,73680  21.  (a)  7,t/30  (b)  niais  facil 
23,  7:rr/4  25.  nPhB  27.  V  -  29,  h=  1 

►  Exercicios  7.4  (pagina  469) _ _ 

1.  F  =  V 5  3*  (85 x/S5  —  S>/243  5.  ^ (80 VTO-  13713)  7.-^ 
9.  (2v^-  l)/3  11.  jt  13*  .v/2(^/2-  1)  IS*  En<l  +  V5) 


Respa  stas  dos  Exercfcios  Im  pares  R23 


19,  (a)  5Sfc>  i  rumens  espclhadas 
pcla  relit  v  =  x. 


r 


(b)  ffr,  sfl  +4 x2dx,  f  J 1  +  -f-rfj. 

j  1/4  V  4x 

x  =  tJh  iranslbrma  a  primeim  integral 
na  segunda. 

<«>  / . .  ij 1  +  4~<v-  f>n  ympdv 

(d)  4,0724:4,0716 

(e)  A  primeim:  a  in  has  s;lo  subavolta^ocs 
do  coniprimcnta  dc  area  dc  mtxloquc  a 
maiorc  mais  predsa. 

(f)  40724;  4.0662  (j;)  4,0729 

ff/3 


21,  (a)  Sao  iimigens  espelhaclas  (b)  f  v  3  -f  sec1  x  dx , 
pel  a  reta  y  =  ,v.  _  - - 


/  ,/i  + 

jo 


! 


—  dx. 


0  V"  '  (l+.«i)2 

x  —  arc  u  transforms  a  prmeira 
integral  na  segunda. 

r~ 

/  J 1  +  „  .  ■„ 

it/3 


(Cj 


v  a  + 

yj '  ■'  y 1  +  sS?  y  dy 


,dy. 


(d)  2,0566: 2.0567 

(to  A  segunda;  arnbas  sac  siibavaiia^ftes  do  comprinierno  de  arco*  dc 
modo  que  a  maior  e  mats  precisa.  (0  2,0509;  2,057  E  (g)  2,0570 

25*  k-  1,83  27,  196,31  jardas 

(b)  6  31.  {b>  9,69  k)  5,16  an 


►  Exercfcios  7.5  (pagina  474) _ 

1.  35*V2  3,  83T  5.  4tWS2  7.  24sr  9.  16,t/9 


II.  16.911^/1024  13.  2?r(V5  +  ln(V2-r  1)J 
15,  5  ^  22.94  17*  1439 


23.  $^f*27t(f{x)  I  *)vl  f  I/'UJWj  24  |  tt(  1 7  v"']' 7  -  1) 
31*  /i?  -1)  35*  ^^T+l) 


►  Exercfcios  7,6  {pagina  479) 

3*  6 


5*  2At 


I 


e  -  l 


7T 


i2cV3  —  n 

11*  1/21 


1.5,  fa)  5,28  (b)  4305  (t)  4  17*  (a)  -1/6  <b)  1/2 


2k  (a)  ^  (b)  31  23.  1404jt  lb  25,  97  carros/mintiio 

27.  (a)  0,451  (b)  0,463  24  27  31,  (l»  169.7  V 

Exercfcios  7.7  (pagina  488)  _ _ _ _ 

1.  (a)  2 1 0  pcs  -  lb  (b)  5/6  pds  -  lb  3,  d  =  7/4  5.  levanlandoa  xfcarade  cafe 
7.  ]  00  pds  -  lb  4  160  J  11.  201IVpds  13.  90forpJ  15.261*6001 


27.  (a)  decrescede  4,5  x  IGM  J  (b)  &  0.307  (c)  ^  8,24  bombas 

►  Exercfcios  7.8  (pagina  495) _ 


1.  (a)  F  =  3 1 .200  lb;  /J  -  3 1 2  Ib/pds' 

(b)  f  =  2.452.500  N;  P  =  98 J  kPa 
3.  49421b  5.  8*175  x  10s  N  7.  1 .098.720  N  4  si  in 
1 1.  Vs/5  lb  13.  63.648  lb  15*  9.8 1  x  ]  0J  N 
17.  lb)  80  A,  Ib/rnin 

Exercfcios  7,9  (pagina  505) _ 


I.  (a)  =s  10.0179  (b)  *¥  3.7622  (c)  ^  15/3  7  0.8824 

fd)  -1,4436  (t)  re  1,7627  (!)  ^  0*9730 

J.  (a)  |  <1»  J  (c)  <d)  -  ff 

5. 


sc  nh  aq 

cosh  Aq 

tghA0 

cotgh  a0 

scch 

cossediAfl 

(a) 

2 

V? 

2/V3 

1/5/2 

I/V5 

1/2 

(b) 

3/4 

5/4 

3/5 

5/3 

4/5 

4/3 

<c) 

4/3 

5/3 

4/5 

5/4 

3/5 

3/4 

9. 

13. 

17. 

19. 

25. 

31. 

37. 

43. 

55. 

63. 

65. 

73. 


3 

4  coshf  4.v  -  8 )  1 1 .  —  cosEisch 2  <  1 1\  x ) 

x 


-y  eossech  ^  I  ^  cotgh  ^  -  J 


2  4-  5  cosh  (54r)  senh(5A_) 
15.  - — -f==A — — — -  -  - 

-*■"  \x  /  v  \  .X  J  v'^  4  cosh“(5r) 

x5/2  rgh(  Jx)  scch2 (*/a)  +  3x2  tgb2(V7) 

l  21  l  ^  {arctghj)^ 

s/9  +  x2  ( :i re  cosh  x )  Va2  —  I 

i  seuh  .t  j  | ,  a  >  0  ->7  _  pv 

a  <  0 

.  a/2 


senh  a 
i  .. 


3, 


I  -  ,vL- 

4  tf'vanc  scch  a 


2aV  I  --  x 

^senb'A  —  C  33.  ri  ftgh  a)  -Vi£  4-  C  35.  In  (cosh. t) 4 C 
37/375  34  |  arc senh 3a 4-  C  41.  arcscch(/)  +  C 
-Arc  cossech  \Z\]  +  C  45.  ^In3  44  16/9  51.  5,t  53.  ^ 
(a)  -hoc-  (b)  -as  (c)  \  (dl  -1  (c)  +exj  Cfl  +oo 

|w|  c  3 :  arc  Igb  n  +  C:  |w|  >  ] :  arc  igh  (f/w)  +  C 
(a)  In  2  (b)  1/2  71.  405.9  pds 


(a) 


6.^0 


(b)  1 480,2798  pcs 

(c)  ±283.6249  pcs 

(d)  82 13 


m 


75.  (b)  14,44  id  k)  35  In  3  ph  16,48  m 

►  Capftulo  7,  Exercfcios  de  Revisao  (pagina  507)  _ _ 

7.  (4)  /V/ (a)  -  s(x))dx  ±  //(u(a)  -  /(a))4a  4  /V/(a.)  -  ^(a))c/a 

(b)  if 

9.  435ZT/I05  11,  S/2  +  li4  1.1.9  15.  ^  (<55  v:  -  373/-) 

17.  2/10  19.  373  21.  (a)  If  =  ,U  (1>)  5 


m 


23.  (a)  F  vi  fix 3 dx  N  (b)  F  ^  /,J  p(l  -f  x)lxdx  \bfp€$2 

<c)  /  =  ^lfl9SI0!y|27Jf  (y  +  10)dy.N 

►  Exercfcios  8,1  (pagina  512) _ 

1.  —  2(a  -  2)4  +  C  3.  {;  4-  C  5.  i  3n(2  -|-  coe  3a)  +  C 

7.  cosb(^)  +  C  4  e***  +C  11.  cos6  5a  I  C 
13*  lnfrr  l-  v/lZr  f  4)  4-  C  15*  2^“''  3-  C  17*  2  senh  ^  ±  C 


(a)  277.992  J  (b)  hp  do  motor  ^  0,468  19.  75.000  pcs  ■  lb 

320.1XX3  pcs  ■  ioneladas  23.  (a)  2.400.000.000/r  lb 

14 

2  3-v^  +  c- 

In  3 

21. 

1  2 

-  cotgh  -  +  C 

1  X 

23* 

1.  2  +  ^ 
4 n  2^777 

+  c 

(1>)  ( 9*6  x  10"  )Hx  +  4000) 3 1  h  <c)  2, 5 344  x  10 10  [>es  ^  lb 
i.y  =  100  m/s 

25. 

arc  sen  (e  }  +  C 

27.  - 

1  cos(a  ’ )  -3-  C 

2 

29, 

In  16  +C 

R24  Calculo 


31,  {a l  4  sen2.r  4  C  (b)  -  3  cos  2x  -  C 


33.  (h)  En 


O' 


(g  -  4  C  (c) 


In 


cotg  (J  -  §)| 


4C 


►  Exercfcios  8.2  (pagina  52G) _ _ 

1 ,  —  s  ^  -j-  +  C  3*  -Mi*  -  2xe'  -  2f'  4  C 

1  1 

5.  — -a  cos Iv  4  -  sen  3  a  4  C  7.  a  sen  a-  +  2a  cos  a -  2  sen  a  4  C 

2  2 

9.  —  In  a  -  A  I  C  11.  xflnx)2  -2x  lux  +  2x  +  C 

2  4 

1 3.  a  In (3a  -  2)  -  a  -  t  in(3*  -  2)  4  C 

3 

15.  .v  arc  sen  x  4  7l  -x3  4-  C  17.  A  an;  ig(3,t>  -  -  ln(l  4  9,7)  +  C 

6 


fA* 


■  (rt  sen bx  -  /> cos bx)  4  C 


19.  4  e*  (sen  x  —  cos  a)  4  C  21. 

rt3  4  b~ 

23 ,  ( xf 2 )[sen( In  x)  - co$(  1 11  x) j  4 C  25.  a  ig  x  +  I n  |co-s  x|  +  C 

27.  ijV2  -  +  C  29.  1(37  4  I)  31,  (2/4  l)/9 

2  z  4 


33.  3  In  3  -  2  35. 


5x 


V3  4  1  37.  -ji/2 


39. 


E 


3(2V&-|-2+lB2) 

41.  (a)  2(/v  “  1  )e"^  4  C  (Is)  2  7* sen  7a  4  2 cos  7a  4  C 

43.  -Qx7  4  5.r  4  7)e"J  4  C 

4S.  (4a3  6.v)  sen 2a  -  (2a4  -  6a3  l  3)  cos  2a  -I-  C 

47.  (a)  4  sen  ~x  4  C  (b)  4  sen  "a  4  C 

49.  (a)  A  =  I  (b)  V  =  3r(*“2)  51.  V  =  2?r  53.  /  -  6jt 
.  3  3 

55.  (a}  -  j  sen-  .v  cos  .v  -  -  sen  a  cos  a  4 -a  4  C  (b)  8/15 

59.  (a)  {  tg3  x  -  IgA  4  x  +  C  (fo)  i  see3  x ig  x  4  \  IgA  4  C 
(c)  x7  -  3xV  4  fixe*  -  6c 1  4  C 

63,  (a  4  ] )  In  (a  4  i)  -  a  +  C  65,  !  (a3  4  1 )  arc  IgA  —  [  a  4  C 

Exercfcios  8.3  (pagina  529) _ 

! .  t  cos4  x  4  C  3.  ^  —  — -  sen  100  4  C 
4  2  20 
1  1 

5,  — -  cos'  aS  —  cos .ni9  +  C  7.  —  seirax  4  C 
3  a  2u 

9.  ^  sen3/  —  -  sen3?  4  C  11.  lx  —  ^  sen  4a  4  C 

cos  5a  4  i  COS  X  +  C  1  - 1  cos  (3-V /2)  -  cos(x/2)  4  C 


13. 


17.2/3  19.0  21.7/24  23.  |  ig(2x  -  I)  4  C 

25.  In  |  cos(£  -l)f  4  C  27.  i  In  |  sec  4a  4  ig  4x|  4  C 

29,  i  tg  1  a  4  C  31-  secJ  4 a  4  C  33.  "  sec3  a  —  ^  sec3  a  4  C 

35,  1  sec1  a  tg  a  —  ^  sec  a-  tg  x  4  ^  t  n  |  sec  a  —  ig  x  |  4  C 

37,  \  sec3 1  4  C  39*  Lg  a  4  j  ig  T  a  +  C 

41,  {  lg:  4j  4  |  In  cos 4a |  4  C  43,  |  ig3/i x  +  ^  lg7^  a  4  C 

45.  -  —  —  47,  —  i  4  In  2  49,  -  ■  cossec3  a  4  4  cossec3 

2  ft  -  3  5 

51.  —  4  cossee 2  a  -  In  |  sen  A]  4  C  55.  L  —  infv"^  4  1)  57.  V  =  nr/2 


63,  - 


v^r4  b? 


ht 


■n/t73  4  -\-  &  cos  x  —  b  sen  x 

a  sen  a  —  b  cos  a 


4  C 


65.  (a)  -]  (b)  4t/I6  (c)  ^  (cl)  5jt/32 

Exercfcios  8,4  (pagina  535) _ 


1.  2  arc  sen  (a/2)  1=  -j  a  44  —  x?  4  C  3-  S  arc  sen  V  — —  4C 

5.  -7-  arc  ig  (a/2)  4  — - -  4  C  7,  */p-  -9-3  arc  sec  (a/3)  4  C 


8(4  -f  a3) 


9.  ~(*2  t  2.kA  -a^4  C  11. 
15.  In  |  Va-  -9  +  x\  +  C  17. 


s/9^‘“4 

4a 
— x 


4  C 
+  C 


J3. 


vT 


1  c 


19,  i  arc  sen  (trT)  4  ieVl  4  C  21.  2/3  23.  (V3  -  ^/2)/2 

— 

10^/3  4  i8 


25 
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29.  L  -  *Jl  -  s/2  +  In 


27.  i  In  (a2  1-4  )  |  C 


31.  S=  iL[IsV5-lFi<2  +  V5)J 

3  4  V5  32 


33.  arc  tg  (a  —  2)  4  C  35,  arc  sen 


m 


4  C 


37.  In  (a  -  3  4  vM.a  -  3)2  4  I)  4  C 
39,  2  arc  sen  ^  ^  4  -•  \x  4  I  —  2x  -  a3  +  C 

1  rr 

4 1 .  -=  arc  tg  J  i  (x  4  l)  4  C  43.  xf 6 


du 


V7o  5 

45,  u  ~  sen2 a,  i  j f  v  1  -  n3 

—  _1 1  sen 2 a  v  I  seii^.v  4  arc  sen  <  sen  ~x  J  ]  4  C 

47.  (a)  arc  sen  h  (a/3)  4  C  (b)  In  ^  4  I  4f 

►  Exercfcios  8.5  (pagina  543) _ 

A  ft  _  A  8  c 


1. 


4 


3, 


*  .  —  4  -7j  f 

A  —  3  A  4  4  A  A"  X  -  I 

.  4  U  C  Dx  4  E  „  A  a  4  B  Cx  4  D 

^  T  +  Zi  +  71  + 


A  A2  A3  A3  4  2 


7. 


a2  4  5 


(a3  4  5)- 


9.  -in 
5 


a  —  4 


A  4  I 

a(a  +  3)2 
A  -  3 

17.  3a  4  12  In  |x  —  2| 


4  C  11+  7  In  f2x  —  1 1 4  3 1  n  A  +  4 1  4  C 


13,  In 


4  C  15,  —  -  3a  4  In  |a  H-  3|  4  C 


x 


19.  x  +  —  4  In 


A  -  2 
1  - 


4  C 


{x  -  I  )-{x  4  I) 


4  C 


21.  3  In  [xl  4-  In  |a  —  1 1  — 
7 


4  C 


23. 


25, 


a  -  3 
0 


A  —  1 

4  In  |x  -  3|  +  In  |x  4  l|4C 

1 


4  In  | a  4  1 1  4  C 


a  4  1  2  (a  4  1  y 

n.  -  £  In  \Ax  -  l|  +  $  ln(jt2  +  1)  +  $,  art  tg.v  +  C 

29.  3  arc  tg.r  4-  ?  ln(.v‘  +  3)  +  C 

31.  7-  2,  +  ‘  ln(x>  +  ,  >  +  C  S3.  -  In  (  )  +  C 

2  2  6  \5  4sen9/ 


t 


^(tt) 


4 


! 


m  V  =  ”(7-V^)  m  V2  J  ■  X?  +2x  +  3 

39,  | In  \x  -  I|  -  ^  In  |a  -  2|  4  ^  In  [a  -  3|  -  lit  \x  4  3|  4  C 

Exercfcios  8,6  (pagina  553) _ 

4  4 

1.  formula  (60):  -x  4  -  In  3x  -  1 1  4  C 


4  C 


3.  Formula  (.65):  i  In 

I 


x 


5  4  2x 


4  C 


5.  formula  (102):  -(x  -  1) (2a  +  3)  V3  4  C 

b  I 


I 

7.  Formula  (1 0&)-  —  In 
9.  Formula  (69):  ^  3n 


44  -  3a  -  2 
74  -  3  a  4  2 
a  4  4 


4  C 


A  -  4 


4  C 
3 


II.  Fdrinula  (73):  -  -3  -  -  In  \x  +  v6*  -  3|  +  C 

2  2 
A 

7 


13.  Formula  (.95):  ~  /a-  4  4  -  2  In  (a  4  v  x3  4  4)  4  C 


x  r 


x 


15,  Formula  (74):  -  v'9  —  A2  4  4  arc  sen  -  4 

2  4  74-  a2 


17.  Fonnula  (79):  74  -  a2  -  2  hi 


A 


4  C 


Respostas  dos  Exercicios  Im  pares  R25 


19. 

21. 

23* 

25. 

27. 

29. 

31. 


u  j  ■  sen  7a  I  . 

Formula  (38): - _  +  -  sen  a  +  C 

I 4  2 

.v4 

Formula  (50):  ■— 1 4  In  x  -  1 1  +  C 
16 

e-2x 

Formula  (42):  — —  f— 2sen(3.v)  -  3cos(3a)T  +  C 

it  du 
3m)2 
du 


1  f  it  dt 

):  —  /  — — — 

2  J  (4  -  3 


Formula  (62) 

Formula  (68):  -  (  - 

3  j  it 

Formula  (76):  ™  /  — = 
±  J  If 


1 

4 

7 - — —  |  In 

4  -  3€2t 

1 8 

4  -  3e2* 

+  c 


2  +4  3 

du  \ 


1  3  ■Jx 

—  -  arc  ts  — — h  C 


-  9 


=  ~  til  | 2a  +  V4a-  -  9|  +  C 


I  f  it ^  1  *• 

Formula  (81):  -  /  du  —  — ,\~v2  -4a4 

4  J  Jz~^  4 


+  -  arc  sen  (  72a  ^  4-  C 


33.  Formula (26): 

33. 

37.  it  ~  .sen  3a,  Formula  (67): 


4 

1  l 

du  —  —  In  a  +  -  sen (2  In  a)  4-  C 

4 


a  (26):  J  sen  ~  dr 

t  f  1 

Formula  (31):  -  /  a#"  du.  —  -(—2a  —  I)e 
4  J  4 

■u 


■f  c 


m+  D- 


39. 

41. 


=  1(— ! 

3  V.  sen  3a  4  1 

it  -  4.rh  Formula  (70):  -  /  .  .  =  JL  |n 

%  j  it1-  I  16 


sen  3a 
sen  3a  4  I 


4  C 


4a-  -  I 
4x2  4  1 


4  C 


it  ta  27 H  Formula  (74):  -l 

i 


3  —  it2  du  =  ™  7  7  3  —  4e-v 


43.  u  =  3a'*  Formula  (112) 


■  J /v'l"-"' 


3  /2e* 

4  —  arc  sen  I 


du  — 
23 


4 

l&v  -  5 
36 


75a  -  9a2 


4  C 


are  sen  /  122 _ 5  i  _j_  q 


\  5 


45* 

47, 

49. 

SL 

S3. 

5S. 


) 

m  -  2a*  Formula  (44):  ^  «  sen  it  du  —  sen  2a  —  2a  cos  2a  4  C 

u  =  —  7^>  Formula  (5 1):  2  iwu  du  —  —  2 (7a  4  I  )t?”  4  C 

a-  4  6a  —  7  =  (a  +  3)2  -  t6,  u  —  a  4  3,  Formula  (70): 

h 


I 

=  -  In 


16  8 


a  -  I 
a  4  7 


a”  -  4a -5  =  (a  -  2  f  -  9;  u=.  r  -  2.  Formula  (77): 
ff  4  2 


/ 


_ _ _  tfu  =  -  v5  4  4a  -  a2  4  2 arc  sen 

79-  ti2 

u  =  Ta^I*  | (a  -  2)5/2  4  | (a  2)3/2  4  C 


44 


df  =  7' a  1  4  I , 
2  f  2'  i 

-  j  "”(ir  - 


57.  u  = 


l)d«  =  l4  +  l)5/i-  ~U1  +  i)-VJ  +  c 
.V 


h  =  A1'  \  /  — ; - du  —  -  In  |a2/  —  3  I  4  C 

/  H3  —  It  2 


59. 

61. 

63. 

6Sr 


d<  =  V  1/4 


d 


I 


,1/4 


U{  \  -tl) 


du  —  4  In 


4  C 


dl=Al/6. 


■  /  — —  du  =  2a  t/2  4  3a  1/3  4  6a  1/6  4  6  It;  Ja,/6  -  1 1  4  C 

J  u  -  1 


U  —  V  I  4  .1 


/ 


3 )  cii(  =  i  tl  4  a2)3/2  -(14  a2),/2  4  C 


I  4 


’ll 


i  - 


1  4  it 


+ 


2  f 

— v - t  r/tr  =  i  — 

df2  l+w2  /  « 


1 


4  1 


]  4  if 


67. 


=  In  fig  (a/2)  4  l\  +  C 
j  du  =  -  colg  {0/2)  4  C 

J  I  —  COS  0  J  II* 


/ 


lit 


2  u 


1  4  it  I  4 


f  t  -  it 
u “  7  2ir 


I  4  fr-  I  +trr  I  —  a1' 


-  -  In  !  t£U/2)|  “  ^  tg2(A/2)  4  C 


71.  a  — 
77.  V^  = 
SI.  L  = 


4<f 


—  73,  4  =  64^  are  sen  |  75,  21  —  ~  In  9 


J  4  eJ 

.t(tt-2)  79.  =  2jt(1  -  4£T:\) 

-  765  4  |  ln(8  4  T'fto )  83,  =  27rf  4  In  (I  4  7*2)1 

91.  ^  cos31  a  sen  ^a  4  c 
93.  -iln|t  +X~,}\-\-C 


►  Exercicios  8.7  {pagina  566) _ 

1 .  val  oi"  e  sale  =  1 4/3  pm  4, 666666667 

(a)  4,667600663* !  |  ft!  0*000933996 

(b)  4,664795679*  j  |  ^  0,001870988 
(c>  4*66665 1630*  |  Es  \  ps  0.000015037 

3,  valor  exalo  ^  2 

(a)  2,008248408*  j  EM  \  w  0*008248408 
(U)  1,983523538*  |  Er]  as  0,016476462 

(c)  2*000109517.  |  E,.\  w  0.00010951 7 

5.  valor  exalo  =  1  -  0.349563802 

(a)  0,34825637 1  *  |  Em  \  *  0.00  ]  30743 1 

( b)  0.352 1 S 1 60  7.  \  Ej  I  -  0,0026 1 7  804 

(c)  0,349579366.  | Es\  -  0,000015563 
7-  £a)  1^1  <  ^(1/4)  =  0,002812500 

(b)  f/;rj  <  j^n/4)  =  0*005625000 

<c>  |£.v|<  ,747  05/16)  =  0.000126563 

IbO  x.  Hr 

!>.  (a)  \Em\  <  ^{1) -0.012919282 

JT3 

(b)  \E-r]  <  j— (1)^0.025838564 

(c>  l£5!<  t;-/  .sd) "01000170011 
1 80  X  104 

tl»  (a)  !^1  <  0*004138644 

(b)  \Ej\  <  ^(e"])  a  0.008277287 

tc)  l^sl  <  ^  0,000049664 

13.  (a)  n  =  24  (b)  u  =  34  (c)  hi  -  8 

15.  (a)  u  =  36  (b)  «  =  5E  (c)  2ri  =  S 

17.  (a)  n  =  644  (1>)  w  =  9l0  (c)  2;i  =  28 

19.  ^(.v)  =  ^a2  -  |a  4  H  21.  0*746824948;  0,746824 1 33 

23,  1,5 E 1518748;  1.5  15927  E42  25.  0,805376152:  0*804776489 

27.  (a)  3, 142425985*  |  4  [  ^ 0*00083333 1 

(b)  3,  ]  39925989,  |  £,  \  ^  0,00 1666665 

(c)  3, 141*592614,  |  |  0*000000040 

29,  Su  -  0,693 1 47984,  |  E,  \  &  0*000000803  =  8.03  x  ]  O'7 

31.  n  =  116  35.  It*  3*820187624  37.  1071  pes  39.  37,9  mi  41.9,3/ 

43.  (a)  max  \  f%\)  j  w  3,844880  (b)  u=l8  (d  0,904741 

45-  (a)  max  | /4h(A)  |  ^42*551816  (b)  2u  =  8  k)  0*904524 


R26  Calculo 


Exercrcios  8.8  {pagina  576) _ 

1 .  (a)  huprtipria;  doscomiiuitdadc  inflnka  cm  a  -  3  (b)  nao-imprupria 

(c)  inipropria,  descent  inuidadc  inHnitacm  x  -  0 

(d)  in  propria:  intervalo  infinito  tic  inlcgra^-ao 

(e)  impropria;  intervale  iulintto  dc  integrant)  c  descent  inn  i  Jade  iniini- 

ta  e i it  x  =1  ( F)  ndo- i 1 1 tprjpri a 

X  1/2  5.  In  2  7.  |  9.  U.  {  13.  divergence  IS.  0 

17.  divergeute  19.  divergente  21.  izfl  23.  3  25.  divergente 

27.  |  29+  divergent  31.  2  33.  2  35.  { 

37,  (a)  2.726585  (b)  2,804364  (c)  0,219384  <d)  0,504067  39,  32 
41.  -1  43.  I  45.  (a)  V-z fl  (b)  S  -  7r[V24-  ln(l  +  s/2)] 

47,  (b)  Me  (c)  F  convergence,  53.  —  ( ] - -  ) 

*r  V  Vf*  +«-/ 

7  1  2 
55.  (b)  2.4  x  to  mi  -  lb  57,  (a)  —  (b)  —  (c) 


e~* 


-  6L  (a)  I1W7 

.v“  ,v  x 

6S.  1,81)9  67.  (a)  rU)  -  I  (c>  3’(2)  -  1. 1(3)  =  2,  F(4)  =  6 

69,  (b)  3 .37078  segunefo 

Capitulo  8.  Exercfcios  de  Revisao  (pagina  580} 


I .  £  (4  +  9Jt)VJ  +  C  3.-1  cosJ/i  f#  +  C  5.  £  is  V)  +  C 
7,  (a)  2arc  sen  ( V.t/2)  4-  C;  —2  arc  scn(,/2  —  x/Xl)  +  C: 
arc  sen  (a  -  1)4 -  C 

+  C  11.  n  In (2.x  4-  3)  —  a  +  ~  ln(2x  4-  3)  4-  C 


9, 


xe 


-.1 


-.r 


13.  (4  a4  -  3  2j 3  4  6)  sen  (Iv)  4  (Sa3  -  J2jc)cos(2jc)  +  C 
15.  4^  —  ^5  sen  10(4  +  C  17.  -  i  cos  3a  4-  4  cos  a  4-  C 
J  9.  —  2  sen1''  (2a)  cos  2a  —  -■  cos  2a  sen  2a  4- jj  x  4-  C 
21.  4  arc  sen  (a/3)  -  4 x  s/9  —  x 2  4-  C  23,  In  ]a  +  s/a2  -  I 1  4-  C 
JCyfx2  +  9  9  ln(|  Vv2  +  9  + a|)  ^ 

jmmJm  J  ~  "  ~  1  “P  L- 


27.  i  in 


29.  ^  j-  —  2a  +  6  In  |  a  4-  2|  +  C 
31.  fr|A  +  2]  + 


A 


l 


4-  4 


+  C 


5  +C 


X  4-  2  (a  +  2) 2 

.  ,,,,,  cos  16a  cos 2a 
35,  Formula (40):  .  +  — — -  +  t 

32  4 

37.  Formula  (1 13):  ^{8a“  2a  -  3) v'a  •  a 2  4-  arc  sen  (2a  —  1)  4-  C 

39.  Formula  (28):  4  tg  2a  -  x  +  C 
4  J .  valor  exat  o  -  14/3  ^4, 666666667 

(a)  4.667600663.  \Efif\  0.0009339% 

(b)  4,664795679,  [ET\  0.001870988 

(c)  4,66665 1630.  |  Es  |  *=  0.0000 15037 
43,  (a)  ]Em\<  ^(1/4)  =  0.002812500 

(*>)  |/fr|  <  ^(1/4)  =  0,005625000 


(c)  \E$ |  5 


243 


( 15/16)  -  0,000 1 26563 


180  k  104 

45,  (a)  J!  -  24  (b)  n  —  34  (c)  n-  8  47.  !  49,  6 
-i  _«  --  x 


51.  e  53.  ti  -  tt/2  55. 


+  C 


3^/3  + a2 

1  9 

59,  -  sen"'  2a - sen'  2a  4-  C 

6  10 

2  3 

61.  cos  3.v  +  scn  ^-v  +  ^ 

63.  -iln|x-  l|  +  ^!n|A  +  2|  +  1Lln|A-3(  +  C 


57.  A  _  I  |n  2 
32  2 


65,  4-  jr  67,  In 


V'PTT-  3 


3T  s/3 

4-  C  69,  —  +  mr  -  1 
12  2 


t>i  +  1+1 

7 1 .  \/a-"  -h  2a  +  2  +  2  Eti  (  v/v-  +  2a  +  2  +  a  +  1 )  +  C" 
1 


73, 


2(^2  4-  I) 


►  Exercfdos  Apendice  A  (pagina  A1)  _ 

I.  (a)  “jr  (b)^T  (c)2jT  (d) 

3,  (a)  12"  (b)  (270/ jt) 6  (c)  288"  (cl)  540" 


sen  0 

cos  9 

eossec  0 

sec  9 

cotg  9 

(a) 

.51/5 

2/5 

.r2l/2 

5/V21 

5/2 

2  h!Tl 

(in 

3/4 

\'7/4 

3/V7 

4/3 

4/.'7 

.'7/3 

(c) 

3/VTo 

l/.Tt) 

3 

.40/3 

.'To 

1/3 

7.  sen  0  —  .Vv'To.  cos  0  =  1/VTo  9,  tgtf  =  vTT/2,  cossecd  =  ^/vTT 

11.  1,8 


0 

sen  0 

cos  fl 

tg  0 

cos see  fl 

sec  fl 

cotg  fl 

(a) 

225* 

-1/V2 

-1/V2 

l 

-V2 

[ 

(b) 

-210* 

1/2 

-.'3/2 

-u-E 

2 

-2/V3 

-16 

CO 

5-37/3 

-V3/2 

1/2 

-<3 

-2A!3 

2 

-t#1 

(d) 

-3  tt/2 

1 

0 

— 

E 

* — 

0 

sen  fl 

COS  fl 

Ig  fl 

cosscc  fl 

sec  fl 

cotg  fl 

(a) 

4/5 

3/5 

4/3 

5/4 

5/3 

3/4 

(b) 

-4/5 

3/5 

-4/3 

-5/4 

5/3 

-3/4 

(c) 

1/2 

-V3/2 

-1  /V5 

2 

-2/V3 

-V3 

(d) 

-1/2 

Vj/2 

-1/V3 

2 

2/\5 

-V3 

(e) 

1W2 

I/V2 

1 

v2 

1 

|(Q 

1^/2 

-1/V2 

-1 

£ 

->/2 

-1 

17.  (a)  1,2679  (b)  3,5753 

19. 


sen  fl 

cos  fl 

ig  fl 

cossec  fl 

sec  fl 

COIg  fl 

(a) 

<j/3 

.r9-rtV3 

.://  V'y  -  il" 

3A( 

J 

1 

i-j 

.’9  -  f rf  a 

a/Va2  +  25 

5/Vrr  +  25 

i//5 

.Vj2  +  25A1 

slcr  +  25/5 

5 fa 

(e) 

.■u:  -  if  a 

l/a 

V,/2  - 1 

l/.vr  -  1 

2 1 .  (a)  3?r/4  ±  nrt+  n  -  0,  1 , 2,.... 

(b)  jt/3  ±  2h.tt  e  ±  2u.t.  n  -  0,  1 .  2,... 


23.  (a)  jt/6  ±  nZs  n  -  0,  1,2,... 

lb)  4tt/3  ±  2/J5T  e  5?r/3  ±  2/ix,  n  =  0,  1,2,... 


25.  (a)  3tt/4  ±  ;?rr,  ;j  =  0,  1 , 2*.. 
(b)  jt/6  ±  h.t,  n  =  (>,  1,2,... 


27. 


29. 


31. 


33. 

37, 

43. 

47. 


(a)  jT/3  ±  2«jt  e  2x73  ±  2jix.  ;;  s(),  1 ,  2..., 

(b)  x/6  ±  2jijt  e  1  I.tt/6 ±  2nz\  n  =0,  I,  2,... 

sen  f*  =  2j  5.  cos 0  =  -VH/S.  ig  0  =  -2  /VTT, 
cossec  d  =  5/2.  see  d  =  -S/v'TT  cotg  4  =-V'2 

(a)  & -±n 7T.  /j  -0.  I.  2....  (I>)  W  =  tt/2  ±  jiar, ;?  =0.  1.  2,... 

(c)  f}  =  ±«3T.  ft  =  0.  1,2.,..  <d)  (t  =  ±  tm,  n  =  0.  1, 2,.,. 

(c)  W  -  x/2  ±  ^?jt,  h  =  0.  1,2..,. 

(f)  0  =  ±  ;?7T. ;?  =  0.  1 .  2..,. 

(a)  2tt/3  cm  (b>  I  0tt/3  cui  35,  I 


2jt  -  ti  n  ,  ,  \/4  ,Td 

-  A  (b!  - 


*2 


/?  39,  ^V3  41,  9,2  pds 


(a)  - 

2x  2x 

A  -  d{t%  P  -  ig  a)  45,  (a)  4 s/5/9  (b)-| 

sen  39  =  3  sen  ^  cos”  9  -  sen :  (L  cos  3/?  =  cos '  ^  -  3  sen  9  cos  t) 


6 1 ,  (a)  cos  9  (b)  -  sen  9  (c)  -  cos  ft  (d)  sen  0 

69,  (a)  153*  (b)  45°  (e)  II 7D  (d)  89°  71.  (a)  60°  (b)  117* 


►  Exercfcios  Apendice  B  (pagina  B1) 

1.  (a)  (fix)  -  a"  +  4.r  +  2,  jt(a)  =  -1  l.v  +  6 
ib)  tj(x)  =  2a"  4- 4,  r(x)  =  9 
(c)  qix)  -  a1  -  a:  +  2v  -  2.  r(A)  =  2a  +  ] 


Respostas  dos  Exercicios  Impares 


R27 


3,  (a)  q{x)  -  3r  +  6a  -t-  ft,  KaO  -  ]  5 

(b)  qix)  =  Jt5  -  5.v  +  20x  -  1 00.  r(x)  =  504 

(c)  q{x)  -  A-4  +  A  1  +  a  '  +  A  +  l .  r(  A)  -  0 


X 

0 

f 

-3 

7 

p(x) 

-4 

-3 

101 

5001 

7„  (a)  <y(A}  -  a"  +  6a  +  ]  3,  r  -  20  (b)  tf(x)  -  x2  +  3x  -  2.  r  -  -4 


9.  (a)  ±1.  ±2,  ±3,  ±4,  ±6.  ±8,  ±12,  ±24 

(b)±L±2,  ±5f±l0.  ±^±J, ±^±ij*  (c)±l.±17 
11,  (a  +  i )(a  -  ! )(A  -  2)  13-  (A  +■  3)'(a  +  ! ) 

15.  <a  +  3Ha  +  2ju  +  if(x-y)  17,  —3  19,  -2, -f.-ti/l 
21.  -2,2,3  23,  2,5  25.  7  cm 


FI 


F 
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